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НЕОБМЕЖЕНIСТЬ ОПЕРАТОРА СИМЕТРИЧНОГО ЗСУВУ НА

ГIЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРI СИМЕТРИЧНИХ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

В статтi розглядається абстрактний симетричний простiр Фока i гiльбертiв простiр
породжений симетричними полiномами на просторi абсолютно сумовних послiдовностей.
Зокрема, дослiджено властивостi симетричного оператора зсуву такi, як лiнiйнiсть,
необмеженiсть i знайдено власнi вектори. На симетричному просторi Фока побудовано
оператор, який є подiбним до симетричного оператора зсуву. В статтi стверджується, що
побудований оператор не є гiперциклiчним.
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Вступ

Симетричнi полiноми на просторi абсолютно сумовних послiдовностей можна розглядати
як природне узагальнення симетричних полiномiв декiлькох змiнних. Алгебраїчнi базиси на
алгебрах симетричних полiномiв на ℓp, p < ∞ були побудованi в [10]. Простори та алгебри як
симетричнi аналiтичнi функцiї на ℓp були дослiдженi в [2, 3, 4]. У цiй статтi ми розглядаємо
гiльбертовий простiр симетричних аналiтичних функцiй на ℓ1 та його зв’язок iз симетричним
простором Фока, зокрема, iзоморфiзм мiж цими просторами, який зберiгає множення
полiномiв. Гiльбертовi простори аналiтичних функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних були
дослiдженi в [13, 14, 16].

Лiнiйна динамiчна система — це пара (X,T ), де X — топологiчний векторний простiр, а
T — обмежений лiнiйний оператор на X. Нас цiкавитимуть гiперциклiчнi лiнiйнi динамiчнi
системи.

Definition 1. Оператор T : X → X називається гiперциклiчним, якщо iснує вектор x ∈ X при
якому орбiта при T :

Orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, . . . }

є щiльною в X. Кожен такий вектор x називається гiперциклiчним вектором для T.
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Умови гiперциклiчностi операторiв композицiї на гiльбертових просторах розглядались в
[1, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 15, 17]. У [18] показано, що оператор композицiї з так званим симетричним
зсувом буде гiперциклiчним у просторi Фреше симетричних аналiтичних функцiй на ℓ1. У данiй
роботi ми розглядаємо оператор композицiї з симетричним зсувом на деякому гiльбертовому
просторi симетричних аналiтичних фунцiй. У цьому випадку, на вiдмiну вiд [18], вказаний
оператор композицiї не буде гiперциклiчним, оскiльки вiн необмежений. Встановлено зв’язок
з симетричним простором Фока.

Симетричний простiр Фока.
Нехай E — комплексний гiльбертiв простiр надiлений скалярним добутком (x|y)E та

нормою ∥x∥E = (x | x)1/2E , x, y ∈ E i нехай (ei)
∞
i=1 — ортонормований базис в E. Для кожного

n ∈ N, n-кратна тензорна степiнь ⊗nE визначається як лiнiйна оболонка елементiв

{x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1, . . . , xn ∈ E}.

Позначимо через ⊗n
sE — n-кратний симетричний алгебраїчний тензорний добуток простору

E. Кожен елемент простору ⊗n
sE можна визначити за формулою

x1 ⊗s · · · ⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

де x1, . . . , xn ∈ E i Sn — група перестановок на множинi {1, . . . , n}.
Скажемо, що скiнченний мульти-iндекс (i) еквiвалентний до (j), якщо iснує перестановка

σ ∈ Sn така, що (i1, . . . , in) = (jσ(1), . . . , jσ(n)). Нехай [i] — симетричний мульти-iндекс
пов’язаний з (i), тобто, це клас еквiвалентностi, що мiстить (i). Позначимо через Nn множину
всiх скiнченних симетричних мульти-iндексiв [i].

Для елементiв базису будемо використовувати наступнi позначення e⊗k
i = ei ⊗ · · · ⊗ ei︸ ︷︷ ︸

k

для

будь-якого k, i ∈ N. Позначимо через (k) довiльний мульти-iндекс (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+, |(k)| =∑

i

ki, (k)! =
∏
i

ki!.

Визначимо абстрактний симетричний простiр Фока Fs над гiльбертовим простором E

як поповнення
C⊕ E ⊕⊗2

sE ⊕ · · · ⊕ ⊗n
sE ⊕ · · ·

вiдповiдно до скалярного добутку визначеного на лiнiйному базисi{
e
⊗(k)
[i] := e⊗k1

i1
⊗s · · · ⊗s e

⊗kn
in

: [i] ∈ Nn, (k) ∈ Zn
+, |(k)| = n

}
при

⟨e⊗(k)
[i] | e⊗(m)

[j] ⟩ = 0, якщо ([i], (k)) ̸= ([j], (m)) i ⟨e⊗(k)
[i] | e⊗(k)

[i] ⟩ = |(k)|!.

Простiр симетричних полiномiв на ℓ1.
Нехай X = ℓ1 i S — група перестановок на базисних векторах. Функцiя f на ℓ1 скажемо

є симетричною, якщо вона є iнварiантною вiдносно всiх перестановок в S. Позначимо через
Ps(ℓ1) алгебру всiх неперервних симетричних полiномiв на ℓ1. Скажемо, що послiдовнiсть
полiномiв {Pn}∞n=1 є алгебраїчним базисом в Ps(ℓ1), якщо кожне P ∈ Ps(ℓ1) може бути єдиним
чином представленим як алгебраїчна комбiнацiя полiномiв в {Pn}∞n=1. Наступнi алгебраїчнi
базиси є важливими для нас:
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• базис зi степеневих рядiв

Fk(x) =
∞∑
n=1

xkn;

• базис з елементарних симетричних полiномiв

Gk(x) =
∑

n1<n2<...<nk

xn1 · · ·xnk
.

Нехай λ = (λ1, λ2, . . . , λm) — розбиття натурального числа n. Очевидно, що λk ∈ N для
k = 1, 2, . . . ,m, причому λ1+λ2+ · · ·+λm = n i ми позначаємо |λ| = n. Таким чином, розбиття
λ можна записати у виглядi

(1m1 , 2m2 , . . . , rmr , . . .),

де mj — кiлькiсть входжень числа j у розбиттi λ. Нехай Λ — множина всiх розбиттiв
натуральних чисел та

Mλ(x) =
∑

k1,...,km

xλ1
k1
xλ2
k2

· · ·xλm
km

,

Fλ = Fλ1Fλ2 · · ·Fλm ,

де ki = kj при i ̸= j i Fλi
— елемент базису зi степеневих рядiв.

Визначимо скалярний добуток у просторi Ps(ℓ1) через ⟨Fλ|Fµ⟩ = 0, якщо λ ̸= µ i

⟨Fλ|Fλ⟩ = zλ.

Позначимо через Hz
s — поповнення простору Ps(ℓ1) вiдповiдно до скалярного добутку.

Отже, Hz
s — нескiнченно-вимiрний сепарабельний гiльбертiв простiр i

{Fλ}λ∈Λ — ортогональний базис в Hz
s , такий що

∥Fλ∥ =
√
zλ.

Нехай Pn = Fn/
√
n i Pλ = Pλ1 · · ·Pλn . В [19] показано, що полiноми {Mλ}, {Pλ}, λ ∈ Λ

утворюють лiнiйний базис в Ps(ℓ1).

1 Основнi результати

В [11] наведено очевидне твердження, яке є спецiальним випадком унiверсального
порiвняльного принципу.

Proposition 1. ([11] [Твердження 4]) Нехай T — гiперциклiчний оператор на X i
A — iзоморфiзм банахового простору X. Тодi A−1TA є гiперциклiчним.

Скажемо, що A−1TA є подiбним оператором до T. Якщо T = Cα є оператором композицiї на
H(Cn) i A = CΦ є композицiєю з аналiтичним автоморфiзмом Φ на Cn, тодi A−1TA = CΦ◦α◦Φ−1

є оператором композицiї також. Якщо A є композицiєю з полiномiальним автоморфiзмом,
будемо казати, що A−1TA є полiномiально подiбним до T.

Для побудови подiбного оператора на абстрактному симетричному просторi Фока Fs.

Спершу розглянемо простiр сумовних послiдовностей та операцiї на ньому.
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Для заданого x, y ∈ ℓ1, x = (x1, x2, . . .) i y = (y1, y2, . . .) визначимо

x • y := (x1, y1, x2, y2, . . .).

Легко перевiрити, що
Fn(x • y) = Fn(x) + Fn(y)

для кожного n ∈ N. Також вiдомо [7], що для кожного t ∈ C
∞∑
n=0

tnGn(x • y) =
∞∑
n=0

tnGn(x)

∞∑
n=0

tnGn(y).

Визначимо оператор симетричного зсуву на гiльбертовому просторi аналiтичних функцiй.
Нехай Ty : H

z
s → Hz

s — оператор симетричного зсуву визначений формулою

Ty(f)(x) = f(x • y),

де y — фiксований вектор в ℓ1.

Якщо y = (y1, . . . , yn, . . .) i y ̸= 0 й область визначення D(Ty) мiстить пiдпростiр
симетричних полiномiв на ℓ1, то оператор симетричного зсуву володiє властивостями, такими
як лiнiйнiсть, щiльна визначенiсть та необмеженiсть.

Покажемо лiнiйнiсть симетричного зсуву. Нехай f, g ∈ D(Ty) i α, β ∈ C, тодi

Ty(αf + βg)(x) = (αf + βg)(x • y) =

= αf(x • y) + βg(x • y) = αTy(f)(x) + βTy(g)(x).

Легко переконатись, що оператор симетричного зсуву щiльно визначений, оскiльки область
визначення мiстить симетричнi полiноми. За означенням симетричнi полiноми Fλ належать
простору Ps(ℓ1), водночас Ps(ℓ1) є щiльною множиною в Hz

s . Тому область визначення
оператора Ty, яка мiстить Ps(ℓ1), також є щiльною в Hz

s .

Покажемо необмеженiсть оператора Ty. Припустимо

∥Ty∥Hz
s
≤ C∥f∥Hz

s
для будь-якого f ∈ Ps(ℓ1).

Pn(x • y) = 1√
n
Fn(x • y) = 1√

n
(Fn(x) + Fn(y)),

∥Ty(Pn)∥2 = ∥ 1√
n
(Fn(x) + Fn(y))∥2 ≥

1

n
∥Fn(y)∥2.

Отже, отримали протирiччя, тому оператор симетричного зсуву необмежений на просторi Hz
s .

Theorem 1. Нехай y = (y1, . . . , yn, . . .) i y ̸= 0. Тодi для кожного t ∈ C, |t| < 1 елемент
∞∑
n=0

tnGn

є власним вектором оператора Ty i

Ty

( ∞∑
n=0

tnGn

)
= γy(t)

∞∑
n=0

tnGn,

де

γy(t) =
∞∏
n=1

(1 + ynt)

є добутком Адамара з нулем в −1/yn для yn ̸= 0.



20 Новосад З. Г.

Proof. Нехай t ∈ C, |t| < 1,

∞∑
n=0

tnGn(x • y) =
∞∑
n=0

Gn(tx • ty) =

=

∞∑
n=0

∞∑
i=0

Gi(tx)Gk−i(ty) =

=

∞∑
n=0

tnGn(y)

∞∑
i=0

tnGk−i(ty) =

=
∞∏
n=1

(1 + ynt)
∞∑
n=0

tnGn(y).

Отже,
∞∑
n=0

tnGn є власним вектором оператора Ty.

Позначимо
eλ = e⊗k1

i1
⊗s · · · ⊗s e

⊗kn
in

, де λ =
(
ik11 , ik22 , . . . , iknn , . . .

)
.

i ξ = ξ(y) = (ξ1, . . . , ξn, . . .), де ξn = Fn(y), n ∈ N. Тодi ξ — обмежена послiдовнiсть. Нехай Tξ
— лiнiйний оператор

Tξ : Fs → Fs

визначений на ортогональному базисi eλ як

Tξ : e⊗k1
i1

⊗s · · · ⊗s e
⊗kn
in

7→
(
ei1 + ξi1

)⊗k1 ⊗s · · · ⊗s

(
ein + ξin

)⊗kn ,

де ξ = ξ(y) визначений вище.
Скористаємось iзоморфiзмом мiж гiльбертовим простором симетричних аналiтичних

функцiй на ℓ1 i симетричним простором Фока, побудованого в [19].

Theorem 2. ([19]) Лiнiйне вiдображення I : Fs → Hz
s , таке що I : eλ → Pλ є iзометричним

iзоморфiзмом i, якщо u⊗s v ∈ Fs для деяких u, v ∈ Fs, тодi I(u⊗s v) = I(u)I(v).

В наступнiй теоремi маємо взаємозв’язок мiж оператором Tξ та оператором симетричного
зсуву Ty.

Theorem 3. Нехай y = (y1, . . . , yn, . . .) i y ̸= 0. Тодi Tξ = I−1TyI для ξn = Fn(y), n ∈ N.

Proof. Розглянемо наступну дiаграму:

Fs
Tξ−→ Fs

I ↓ ↓ I
Hz

s

Ty−→ Hz
s

Покажемо, що дiя оператора Tξ у просторi Fs через iзоморфiзм I вiдповiдає дiї оператора
симетричного зсуву Ty в Hz

s .

Вiзьмемо базисний вектор eλ = e⊗k1
i1

⊗s · · · ⊗s e
⊗kn
in

, тодi за визначенням iзометричного
iзоморфiзму I(eλ) = Pλ = Pλ1 · · ·Pλn .

I(Tξ(eλ)) = I(
(
ei1 + ξi1

)⊗k1 ⊗s · · · ⊗s

(
ein + ξin

)⊗kn) =
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= I
(
ei1 + ξi1

)⊗k1 . . . I
(
ein + ξin

)⊗kn = I
(
ei1 + ξi1

)k1 . . . I(ein + ξin
)kn =

=
(
I(ei1) + ξi1I(1)

)k1 . . . (I(ein) + ξinI(1)
)kn =

(
Pi1 + ξi1

)k1 . . . (Pin + ξin
)kn ,

де Pn = 1√
n
Fn, I(1) = 1 — стале вiдображення. Отже,

I(Tξ(eλ)) =
n∏

m=1

(
Pim + ξim

)km .
Тепер розглянемо дiю оператора Ty на симетричнi полiноми Pλ = P k1

i1
· · ·P kn

in
, λ = (ik11 , . . . , iknn ) :

Ty(Pλ)(x) = Pλ(x • y) = P k1
i1
(x • y) · · ·P kn

in
(x • y) =

=
( 1√

i1
Fi1(x • y))k1 · · ·

( 1√
in
Fin(x • y)

)kn =

=
( 1√

i1
(Fi1(x) + Fi1(y)

)k1 · · · ( 1√
in
(Fin(x) + Fin(y)

)kn =

=
( 1√

i1
Fi1(x) +

1√
i1
Fi1(y)

)k1 · · · ( 1√
in
Fin(x) +

1√
in
Fin(y)

)kn =

= (Pi1(x) + ξi1)
k1 · · · (Pin(x) + ξin)

kn ,

тому можемо записати

Ty(Pλ)(x) =
n∏

m=1

(
Pim(x) + ξim

)km .
Отримали, що I(Tξ(eλ)) = Ty(Pλ) отже, I ◦ Tξ = Ty ◦ I, звiдси випливає, що Tξ = I−1TyI.

Вiдповiдно до цiєї теореми та унiверсальним принципом порiвняння можна стверджувати,
що Tξ є подiбний оператор до оператора Ty.

Щодо гiперциклiчностi оператора Tξ на сепарабельному просторi Fs маємо наступне
твердження.

Proposition 2. Оскiльки Ty є щiльно визначеним необмеженим лiнiйним оператором, то
подiбний до нього оператор Tξ не є гiперциклiчним на Fs.

Висновок. В статтi показано, що оператор симетричного зсуву Ty, який визначений на
гiльбертовому просторi Hz

s є лiнiйним, необмеженим, щiльно визначеним, iз областю
визначення, що мiстить симетричнi полiноми на ℓ1. На абстрактному симетричному просторi
Фока побудовано спецiальний оператор, подiбний до оператора симетричного зсуву. За
рахунок необмеженостi оператора Ty на просторi Hz

s , подiбний до нього оператор Tξ також
буде необмеженим i тому не є гiперциклiчним на симетричному просторi Фока.
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We consider an abstract symmetric Fock space and the Hilbert space generated symmetric
polynomials on the space of absolutely summing sequences. In particular, the properties of
the symmetric shift operator, such as linearity and unboundedness are investigated. Also, we
find eigenvectors of this operator. We construct an operator in the symmetric Fock space,
which is similar to the symmetric shift operator. In the paper we note that this operator is not
hypercyclic.


