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➬ì✐ñò

➚íäðèöóëÿê Òàðàñ✱ ❒àðòèíþê Ñåðã✐é Óçàãàëüíåííÿ ñèñòåìè ➴ëî äëÿ âçà✲
➵ìîä✐é ì✐æ áàãàòüìà ó÷àñíèêàìè ✶✵

➪àëàáóõà ➶✐êòîð✱ ➶àñèëþê ❮åñòîð✱ ➶îðîíþê ❒àêñèì ❮àéêðàù✐ îðòîãî✲
íàëüí✐ òðèãîíîìåòðè÷í✐ íàáëèæåííÿ êëàñ✐â ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ
çì✐ííèõ òèïó ❮✐êîëüñüêîãî✲➪➵ñîâà ✶✷

➪àðäàí ➚íäð✐é Óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ✐ç ✐íòåãðàëüíèìè
çáóðåííÿìè òà çàñòîñóâàííÿ â äèôåðåíö✐àëüí✐é ãð✐ ✶✹

➪✐ãóí ßðîñëàâ✱ Ïåòðèøèí Ðîìàí✱ Ñêóòàð ■ãîð Óñåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòî✲
òíèõ ñèñòåìàõ ç àñèìïòîòèêîþ ïîâ✐ëüíèõ ✐ øâèäêèõ çì✐ííèõ òà ÷àñòîò ✶✺

➪îäíàð÷óê ➚íäð✐é✱ ✃óðèëÿê ❒àð✐ÿ✱ Ñêàñê✐â ❰ëåã Ïðî àáñöèñè çá✐æíîñò✐
âèïàäêîâèõ ãàóñîâèõ ðÿä✐â ➘✐ð✐õëå ✶✼

➪îíäàðåíêî ❰ëüãà✱ Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà ❮åïåðåðâí✐ ôóíêö✐➝ ç ôðàêòàëü✲
íèìè ìíîæèíàìè ð✐âí✐â ✶✾

➪îíäàðåíêî ✃✳Ñ✳✱ ✃✐÷ìàðåíêî ❰✳➘✳✱ Ñòåõóí ➚✳❰✳✱ Òà✐ðîâà ❒✳Ñ✳ Ïîáóäîâà
ðîçâ✬ÿçê✐â çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ïîõ✐äíîþ Õóêóõàðè ✷✵

➪óðòíÿê ■âàí✱ ❒àëèöüêà ➹àííà Òðåòÿ ì✐øàíà êðàéîâà çàäà÷à â ï✐âïðîñòîð✐
äëÿ îäíîãî âèðîäæåíîãî ð✐âíÿííÿ äèôóç✐➝ ✷✻

➶èííèøèí ❰ëåã ❒íîæèíà ÷èñåë✱ ÿê✐ ìàþòü ñê✐í÷åííó ê✐ëüê✐ñòü ð✐çíèõ çî✲
áðàæåíü ó ñèñòåì✐ ç íàòóðàëüíîþ îñíîâîþ òà íàäëèøêîâèì àëôàâ✐òîì ✷✼

➶îðîáéîâà ➚ëëà ➚ñèìïòîòè÷í✐ âëàñòèâîñò✐ øâèäêî çì✐ííèõ ðîçâ✬ÿçê✐â äè✲
ôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåë✐í✐éíîñòÿìè áëèçüêèìè äî ïðà✲
âèëüíî çì✐ííèõ ✷✽

➹åìáàðñüêà Ñâ✐òëàíà ❮àéêðàù✐ îðòîãîíàëüí✐ òðèãîíîìåòðè÷í✐ íàáëèæåííÿ
êëàñ✐â ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ó ïðîñòîð✐ B∞,1 ✸✵

➹îðáà÷ ➶àëåíòèíà Ðîçâ✬ÿçí✐ñòü âèðîäæåíî➝ åë✐ïòè÷íî➝ âàð✐àö✐éíî➝ íåð✐âíîñò✐
ç ð✐çíèìè âàãàìè ✸✶

➹îðîäåöüêèé ➶àñèëü✱ ✃îë✐ñíèê Ðóñëàíà✱ ❒àðòèíþê ❰ëüãà ➚íàë✐òè÷íèé
âèãëÿä ðîçâ✬ÿçêó íåëîêàëüíî➝ áàãàòîòî÷êîâî➝ çà ÷àñîì çàäà÷✐ äëÿ åâîëþö✐é✲
íîãî ð✐âíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óçàãàëüíåíîþ ôóíêö✐➵þ ✸✷

➹îðîäí✐é ❒èõàéëî Óçàãàëüíåíà îïåðàòîðíà ìàòðèöÿ ➶àíäåðìîíäà ✐ îáìåæåí✐
ðîçâ✬ÿçêè äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✸✸

➹ðóøêà ßðîñëàâ Ïðî âíóòð✐øí✐é ÷àñ íà ñèíõðîí✐çîâàí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíî✲
æèí✐ ✸✺

➘ìèòðèøèí Ðîìàí✱ ❮èæíèê ■âàí Ïðî àíàë✐òè÷íå ïðîäîâæåííÿ äåÿêèõ â✐ä✲
íîøåíü ã✐ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö✐é ❐àóð✐÷åëëè✲Ñàðàíà FM ✸✽

✸



➘ðîáîò ➚íäð✐é Óñåðåäíåííÿ â ñèñòåìàõ ç ✐➵ðàðõ✐➵þ ÷àñòîò ✹✵

➘óáåé Ñâÿòîñëàâ✱ ➪àíäóðà ➚íäð✐é Ïðî îáìåæåí✐ñòü L✲✐íäåêñó çà íàïðÿì✲
êîì ö✐ëèõ ðîçâ✬ÿçê✐â ð✐âíÿííÿ ➹îëüäáåðãà✲Ñòðåë✐öà ✹✶

➍ëàã✐í ➶îëîäèìèð ❮åñê✐í÷åíí✐ çãîðòêè ➪åðíóëë✐✱ êåðîâàí✐ íåãà✲äâ✐éêîâèì ðÿ✲
äîì ✹✷

➷óðàâëüîâ ➶àëåð✐é ✃ðàéîâ✐ çàäà÷✐ äëÿ íîðìàëüíî ðîçâ✬ÿçíèõ îïåðàòîðíèõ
ð✐âíÿíü ✹✸

➬àâîðîòèíñüêèé ➚íäð✐é✱ ❒óðà÷ ❰ëåêñàíäð Ïðî íîâèé êëàñ åë✐ïòè÷íèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ✹✼

✃àïóñòÿí ❰ëåêñ✐é✱ ❐åâåí÷óê ❐þäìèëà✱ ❮åñòåðåíêî ❰ëåêñ✐é ❰áãðóíòó✲
âàííÿ ìåòîäó ➹àëåðê✐íà ãëèáîêîãî íàâ÷àííÿ äëÿ àïðîêñèìàö✐➝ ðîçâ✬ÿçê✐â íå✲
ë✐í✐éíèõ ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü ç íåãëàäêîþ ôóíêö✐➵þ âçà➵ìîä✐➝ ✹✽

✃àøï✐ðîâñüêèé ❰ëåêñ✐é✱ ❒èòíèê Þð✐é Óçàãàëüíåííÿ ➚✲ìåòîäó ➘çÿäèêà
ïîë✐íîì✐àëüíîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü íà âèïàäîê
ð✐âíÿííÿ ç íåðåãóëÿðíîþ îñîáëèâ✐ñòþ ✹✾

✃îïîðõ ✃àòåðèíà Ïîðÿäêîâ✐ âëàñòèâîñò✐ ìíîæèíè ôàêòîðîá✬➵êò✐â êîìïà✲
êòà ✺✵

✃óñ✐ê ❐þäìèëà ❮åîáõ✐äí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ îäíîãî êëàñó ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíîãî
äèôåðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó✱ áëèçüêîãî äî ë✐í✐éíîãî ✺✶

✃óøí✐ð÷óê ➶àñèëü✱ ✃óøí✐ð÷óê ➶îëîäèìèð Ïðî ìîäåëü îïòèì✐çàö✐➝ ïîðò✲
ôåëÿ àêòèâ✐â ✺✷

✃óøí✐ð÷óê ➶îëîäèìèð✱ ❒àëèê ■ãîð ➚íàë✐ç óìîâ ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐
ðîçâ✬ÿçê✐â ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö✐àëüíî✲ôóíêö✐îíàëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç äðîáî✲
âèì áðîóí✐âñüêèì ðóõîì ✺✹

❐àõâà Ðîêñîëàíà✱ ❒îãèëüîâà ➶✐êòîð✐ÿ ❒åòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ ✐íòåãðî✲
äèôåðåíö✐àëüíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà ï✐âîñ✐ ✺✻

❐åêà ❒àêñèì Ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê ñïðÿæåíî➝ çàäà÷✐ ✃îø✐ äëÿ äè✲
ôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç äèñèïàòèâíîþ ïàðàáîë✐÷í✐ñòþ ✺✾

❐èñåíêî ■ðèíà✱ Ïðàöüîâèòèé ❰ëåêñàíäð✱ Ïëàêèäà ➶✐êòîð ➘âîñèìâîëüíà
ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë ç äâîìà ð✐çíîçíàêîâèìè îñíîâàìè òà íåíóëüâîþ
íàäëèøêîâ✐ñòþ ó çàäà÷àõ ôðàêòàëüíîãî àíàë✐çó òà òåîð✐➝ ôóíêö✐é ✻✵

❐✐òîâ÷åíêî ➶ëàäèñëàâ Ïðî çàäà÷ó ➘✐ð✐õëå íà ï✐âîñ✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ ✐çîòðîïíî➝
ñóïåðäèôóç✐➝ ✻✶

❒àëèê ■ãîð✱ ■âàñþê Ðîìàí ➬àñòîñóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ìàðêîâñüêèõ òà íàï✐â✲
ìàðêîâñüêèõ ìîäåëåé äî àíàë✐çó ÷àñîâèõ ðÿä✐â ✻✷

✹



❒àêàð÷óê ❰ëåã ➚ñèìïòîòè÷í✐ âëàñòèâîñò✐ ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî➝ ôóí✲
êö✐➝ îäí✐➵➝ âèïàäêîâî➝ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè Q2✲öèôðàìè ñâîãî çîáðàæåí✲
íÿ ✻✹

❒àðòèíþê Ñåðã✐é✱ Ñèäîðà ❒èõàéëî Ïîð✐âíÿëüíèé àíàë✐ç äðîí✐â òà íàçåì✲
íîãî òðàíñïîðòó ✻✹

❒àðòèíþê Ñåðã✐é✱ Öóðêàí ➶ÿ÷åñëàâ ➶èêîðèñòàííÿ ìàòðèöü ðåçóëüòàòó
äëÿ ðîçâ✬ÿçêó äèñêðåòíî➝ äèíàì✐÷íî➝ êîîïåðàòèâíî➝ ãðè ✻✻

❒îðîç ❒èêîëà Ïðî îö✐íêó α✲ì✐ðè ➹àóñäîðôà íà (0, 1] â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâ ïî✲
êðèòò✐â✱ ùî ïîðîäæåí✐ äîäàòíèìè ðîçêëàäàìè Ïåððîíà ✻✽

❮àçàð÷óê ➶àëåíòèíà ❰äíîïàðàìåòðè÷íà ñ✐ì✬ÿ ôðàêòàëüíèõ ôóíêö✐é✱ ïîâ✬ÿçàíèõ
ç Q2✲çîáðàæåííÿì ÷èñåë ✼✵

❮åñòåðåíêî ➶àñèëü✱ Ôîò✐é ❰ëåíà Ïðî ïåðåõ✐äí✐ â✐äîáðàæåííÿ ✼✶

❮✐êîðàê ❰ëåíà ❮åïåðåðâíèé ïðî➵êòîð äâ✐éêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë â ëàíöþ✲
ãîâå A2✲çîáðàæåííÿ ✼✷

Ïàñòóëà ❒èõàéëî ❰á➔ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ
ñèñòåìàõ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ç ✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè ✼✸

Ïåðåãóäà ❰ëåã✱ Ïåðåñòþê Þð✐é ❰ïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ôóíêö✐îíàëüíî✲äè✲
ôåðåíö✐àëüíèì ð✐âíÿííÿì íåéòðàëüíîãî òèïó íà íåñê✐í÷åííîìó ✐íòåðâàë✐ ✼✺

Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà ❐îêàëüíî ñêëàäí✐ ôóíêö✐➝ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâî✲
ñòÿìè✱ îçíà÷åí✐ ó òåðì✐íàõ äâîñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü ÷èñåë ✼✼

Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà✱ ➶îâê Þë✐ÿ✱ ➶àñüêåâè÷ Ñâ✐òëàíà Ñèñòåìè ÷èñëå✲
ííÿ ç íåíóëüîâîþ íàäëèøêîâ✐ñòþ ✐ ➝õ çàñòîñóâàííÿ ✼✽

Ïóêàëüñüêèé ■âàí✱ ßøàí ➪îãäàí ❮åëîêàëüíà çà ÷àñîì áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à
äëÿ 2b✲ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü ç âèðîäæåííÿì ✼✾

Ðàòóøíÿê Ñîô✐ÿ ❮åïåðåðâíà í✐äå íå äèôåðåíö✐éîâíà ôóíêö✐ÿ✱ îçíà÷åíà â òåð✲
ì✐íàõ ëàíöþãîâèõ As✲äðîá✐â ✽✶

Ñàòóð ❰êñàíà Ñòðóêòóðà òà ñò✐éê✐ñòü íåðóõîìèõ òî÷îê ó ïàðàìåòðèçîâàí✐é
äèíàì✐÷í✐é ñèñòåì✐ ✽✷

Ñåëþò✐í ➘ìèòðî ➶èêîðèñòàííÿ òåîð✐➝ ô✐ëüòð✐â ó äåÿêèõ ïèòàííÿõ ìàòåìà✲
òè÷íîãî àíàë✐çó ✽✹

Ñåðäþê ➚íàòîë✐é✱ Ñîêîëåíêî ■ãîð ❰ö✐íêè â✐äõèëåíü ñóì Ôóð✬➵ íà êëàñàõ
➶åéëÿ✕❮àäÿ W r

β,1 ✽✺

Ñëèâêà✲Òèëèùàê ➹àííà✱ ✃ó÷✐íêà ✃àòàë✐í✱ ❒àä✐ ❒èõàéëî ❒îäåëþâàííÿ
ðîçâ✬ÿçêó îäíîð✐äíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ç âèïàäêîâîþ ïî÷àòêîâîþ óìî✲
âîþ ✽✼

✺



Ñîá÷óê ➶àëåíòèí✱ ➬åëåíñüêà ■ðèíà ■ñòîòíî îñîáëèâ✐ ôóíêö✐➝ â àñèìïòîòè✲
ö✐ ðîçâ✬ÿçêó ð✐âíÿííÿ òèïó ❰ððà✲➬îììåðôåëüäà ç äèôåðåíö✐àëüíîþ òî÷êîþ
çâîðîòó ✽✽

Ñîë✐÷ ✃àòåðèíà Òðèãîíîìåòðè÷í✐ ïîïåðå÷íèêè êëàñ✐â ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áà✲
ãàòüîõ çì✐ííèõ òèïó ❮✐êîëüñüêîãî✕➪➵ñîâà ó ïðîñòîð✐ Bq,1 ✾✵

Óêðà➝íåöü ❰ëåã ❒îäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ åï✐äåì✐➝ ✐ç âðàõóâàííÿì åêîëîã✐÷íèõ
ôàêòîð✐â ✾✶

Ôåðóê ➶✐êòîð Ñëàáêîçáóðåíà ë✐í✐éíà êðàéîâà çàäà÷ äëÿ áàãàòî÷ëåííîãî äèôå✲
ðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó ç ïîõ✐äíèìè ✃àïóòî ✾✸

Ôåùåíêî ➪îãäàí ➹îìîòîï✐÷íèé òèï ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ôóíêö✐é ❒îðñà✲➪îòòà íà
ïîâåðõíÿõ ✾✹

×åïîê ❰ëüãà ➚ñèìïòîòè÷íà ïîâåä✐íêà Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐✲
àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó✱ ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ➵ äîáóòêîì íåë✐í✐é✲
íîñòåé ð✐çíîãî òèïó ✾✺

Øòåôàí ➘ìèòðî✱ Ñòàíæèöüêèé ➚íäð✐é ➴êñïîíåíö✐àëüíà äèõîòîì✐ÿ â ñå✲
ðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äëÿ íåñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì ✾✽

❇❛✐❞✉❦ ❨❛❦✐✈ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♠❛ ♠♦♥♦✐❞ ✶✵✵

❇❛❧✐♥s❦② ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ Pr②❦❛r♣❛ts❦✐ ❆♥❛t♦❧✐❥ ❖♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞
s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν) ✶✵✶

❇❛♥❛❦❤ ❚❛r❛s✱ ▼❛③✉r❡♥❦♦ ❖❧❡s✱ ❩❛✈❛r③✐♥❛ ❖❧❡s✐❛ ❙tr✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝ ❛❜❡❧✐❛♥
❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡s ✶✵✻

❇❛♥❛❦❤ ❚❛r❛s✱ Ps❤②❦ ❱❧❛❞②s❧❛✈ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s✶✵✻

❇❛♥❞✉r❛ ❆♥❞r✐②✱ ❙❦❛s❦✐✈ ❖❧❡❤ ❆♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✉♥✐t ♣♦❧②❞✐s❝✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ L✲✐♥❞❡① ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
L✲✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✶✵✼

❇✐❧♦③❡r♦✈❛ ▼❛r✐❛✱ ❙❤❛r❛✐ ◆❛t❛❧✐❛ ❆s②♠♣t✐t♦❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❝❧♦s❡ t♦
r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ✶✵✽

❇♦❜②❧✐❡✈ ❉♠②tr♦ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛ ✶✶✶

❇♦♥❞❛r ■✈❛♥♥❛ ❲❡❛❦❧② P❡rt✉r❜❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ❙②st❡♠s ♦❢ ■♥t❡❣r♦✲
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡✳ ❆♥ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❙②st❡♠ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
❊q✉❛t✐♦♥s ✶✶✷

❈❤❛✐❝❤❡♥❦♦ ❙t❛♥✐s❧❛✈✱ ❙❛✈❝❤✉❦ ❱✐❦t♦r✱ ❙❤②❞❧✐❝❤ ❆♥❞r✐✐ ❇❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❦❡r♥❡❧s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ✶✶✸

❈♦③♠❛ ❉✉♠✐tr✉ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢♦r ♣❧❛♥❛r ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✶✶✹

✻



❉❡❤♥❡r②s ❱✐t❛❧✐✐ ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✶✶✽

❉♦r♦s❤ ❆♥❞r✐✐✱ ❉♦r♦s❤ ■r②♥❛✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■❤♦r✱ P❡rts♦✈ ❆♥❞r✐✐ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐✲
♦♠❛ss ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❉❡s♠♦❞❡s♠✉s ❛r♠❛t✉s ♠✐❝r♦❛❧❣❛❡
❝✉❧t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ s✉❜str❛t❡ ✶✶✾

❉r✐♥ ❨❛r♦s❧❛✈✱ ❉r✐♥ ■r✐♥❛✱ ❉r✐♥ ❙✈✐t❧❛♥❛ ❆❜♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐✲
♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❜❧❡ ♦r❞❡r ✶✷✶

❉r♦♥ ❱✐t❛❧②✱ ▼❡❞②♥s❦②✐ ■❤♦r ❖♥ ❈❧❛ss✐❝ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②
Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r ❖♥❡ ❈❧❛ss ♦❢ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❚②♣❡
✇✐t❤ ❇❧♦❝❦ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✷✷

●❡❢t❡r ❙❡r❣✐②✱ P✐✈❡♥✬ ❆❧❡❦s❡② ❙♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣ ✶✷✹

❍❛❧✉③❛ ❖❧❡❦s✐✐✱ ❆❦❤✐✐❡③❡r ❖❧❡♥❛✱ ▼❛❧②❛r❡ts ▲②✉❞♠②❧❛✱ ❱♦r♦♥✐♥ ❆♥❛t♦❧②✱
▲❡❜❡❞❡✈ ❙t❡♣❛♥ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❈②❝❧✐❝✐t② ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r P♦✐♥ts ❢♦r
◗✉❛❞r❛t✐❝ ❙②st❡♠s ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✷✺

❍✉③②❦ ◆❛❞✐✐❛ ■♥✈❡rs❡ ❋r❡❡ ❇♦✉♥❞❛r② Pr♦❜❧❡♠s ❋♦r ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥✶✷✽

■❧❝❤✉❦ ❖❧❡❦s✐✐ ▼♦✉❢❛♥❣ ▲✐♥❡rs ✶✷✾

■❧✐❦❛ ❙✈✐t❧❛♥❛✱ ▼❛t✈✐② ❖❧❡❦s❛♥❞r✱ P✐❞❞✉❜♥❛ ▲❛r②s❛ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ r♦♦ts ♦❢ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✶✷✾

■✈❛s✐✉❦ ❍❛❧②♥❛✱ ❋r❛t❛✈❝❤❛♥ ❚♦♥✐❛✱ Pr♦ts❛❦❤ ◆❛t❛❧✐✐❛ ❖♥ t❤❡ ❍♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s
❆r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤② Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r P❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥ t❤❡ ❙❡♥s❡ ♦❢ ❊✐❞❡❧♠❛♥ ❙②st❡♠s
♦❢ ❆r❜✐tr❛r② ❖r❞❡r ✶✸✶

❑❛♣✉st②❛♥ ❖❧❡❦s✐②✱ ❨✉s②♣✐✈ ❚❛r❛s ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❣❛✐♥ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣❡ ✶✸✷

❑❛s✐♠♦✈❛ ◆✐♥❛ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤
❢❛st✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✶✸✹

❑❧❡✈❝❤✉❦ ■✈❛♥ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✶✸✺

❑♦❣✉t P❡t❡r ❆ ♥♦✈❡❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❞❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❡✐❣❤t❡❞
❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ✶✸✺

❑♦♥❛r♦✈s❦②✐ ❱✐t❛❧✐✐ ■❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡✲♥♦✐s❡ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✸✻

❑♦③❡r❡♥❦♦ ❙❡r❣✐②✱ ❑♦♥❝❤❛❦✐✈s❦②✐ ❉❛♥②❧♦ ❖♥ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ tr✐❛♠❡t❡rs ✶✸✼

❑r❛s♥♦❦✉ts❦②✐ ❖❧❡❦s❛♥❞r✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■❣♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ✇✐t❤
❉❡❧❛②s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ◗✉❛s✐✲P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✸✽

❑✉❞✉❦ ●r③❡❣♦r③ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐r❞
♦r❞❡r ✶✹✵

▲❛♣t✐❡✈ ❖❧❡❦s❛♥❞r✱ P❛r❦❤♦♠❡♥❦♦ ■✈❛♥✱ ▲❛♣t✐❡✈ ❙❡r❤✐✐✱ ▲❛♣t✐❡✈❛ ❚❡t✐❛♥❛
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉❡❧❛②s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ◗✉❛s✐✲P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶✹✷
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▲✉❦❛s❤✐✈ ❚❛r❛s✱ ▼❛❧②❦ ■❣♦r✱ ❙❛t❛❣♦♣❛♠ ❱❡♥❦❛t❛ ❛♥❞ ◆❛③❛r♦✈ P❡tr ❙t❛❜✐✲
❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts ✶✹✹

▲✐❛♥❤❛ ❆♥❛st❛s✐✐❛✱ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖❧❡❦s❛♥❞r ❙❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
♣❛✐rs ❛♥❞ s✐❣♠❛✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ✶✹✻
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Óçàãàëüíåííÿ ñèñòåìè ➴ëî äëÿ âçà➵ìîä✐é ì✐æ áàãàòüìà ó÷àñíèêàìè
Òàðàñ ➚íäðèöóëÿê✱ Ñåðã✐é ❒àðòèíþê

×åðí✐âåöüêèé ❮àö✐îíàëüíèé Óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

➶ñòóï

Ðåéòèíãîâ✐ ñèñòåìè ➵ êëþ÷îâèì ✐íñòðóìåíòîì äëÿ îïèñó òà ìîäåëþâàííÿ àíòàãîí✐✲
ñòè÷íèõ ✐ãîð✳ ❰äí✐➵þ ç íàéïîøèðåí✐øèõ òà ìàòåìàòè÷íî ✐íòåðïðåòîâàíèõ ìîäåëåé
➵ ñèñòåìà ➴ëî✱ çàïðîïîíîâàíà ➚ðïàäîì ➴ëî❬✶❪✳ ❼➝ çàñòîñóâàííÿ áàçó➵òüñÿ íà ïàðíèõ
âçà➵ìîä✐ÿõ òà êîðåêö✐➝ ðåéòèíã✐â çà ôîðìóëîþ

ri(k + 1) = ri(k) +K
(
Si(k)− Pi(k)

)
, ✭✶✮

äå Si(k) ✕ ôàêòè÷íèé ðåçóëüòàò✱ Pi(k) ✕ î÷✐êóâàíèé ðåçóëüòàò✱ à K ✕ êîåô✐ö✐➵íò îíîâ✲
ëåííÿ✳

➱ìîâ✐ðí✐ñòü ïåðåìîãè àãåíòà i íàä àãåíòà j âèçíà÷à➵òüñÿ ëîã✐ñòè÷íîþ ôóíêö✐➵þ✿

P (i ≻ j) =
1

1 + 10
rj−ri
400

. ✭✷✮

Òàêà ✐íòåðïðåòàö✐ÿ áåçïîñåðåäíüî â✐äîáðàæà➵ àíòàãîí✐ñòè÷íèé õàðàêòåð ãðè✿ âè✲
ãðàø îäíîãî àãåíòà ➵ ïðîãðàøåì ✐íøîãî✱ à çì✐íà ðåéòèíã✐â ïðîïîðö✐éíà ð✐çíèö✐ ì✐æ
î÷✐êóâàíèì òà ôàêòè÷íèì ðåçóëüòàòîì✳ Ïîïðè åôåêòèâí✐ñòü✱ êëàñè÷íà ìîäåëü ìà➵
ñóòò➵â✐ îáìåæåííÿ✱ îñê✐ëüêè íå ïðèäàòíà áåçïîñåðåäíüî äëÿ áàãàòîêîðèñòóâàöüêèõ
ñöåíàð✐➝â✱ äå âçà➵ìîä✐ÿ â✐äáóâà➵òüñÿ íå ëèøå ì✐æ äâîìà àãåíòàìè òà çàëåæèòü â✐ä
âðó÷íó ï✐ä✐áðàíèõ ïàðàìåòð✐â✳

Ñó÷àñí✐ äîñë✐äæåííÿ ïðîïîíóþòü àäàïòàö✐þ ñèñòåìè ➴ëî äëÿ áàãàòîêîðèñòóâà✲
öüêèõ âçà➵ìîä✐é íà îñíîâ✐ ìîäåë✐ âèòðèâàëîñò✐❬✷❪✱ äå ï✐ñëÿ êîæíîãî åòàïó âèêëþ÷à✲
➵òüñÿ íàéñëàáøèé àãåíò✳ Ïðîòå òàêèé ï✐äõ✐ä ñòâîðþ➵ äèñáàëàíñ✱ îñê✐ëüêè â✐í êðàùå
êîðèãó➵ ðåéòèíãè àãåíò✐â✱ ùî ïîñ✐äàþòü âèù✐ ì✐ñöÿ✳ ■íøèé ï✐äõ✐ä ➔ðóíòó➵òüñÿ íà
ðîçêëàäàíí✐ áàãàòîêîðèñòóâàöüêî➝ âçà➵ìîä✐➝ íà n · (n − 1)/2 ïîïàðíèõ âçà➵ìîä✐é❬✸❪✳
➶îäíî÷àñ â✐í íå áàçó➵òüñÿ íà ñèñòåì✐ ➴ëî òà íå âðàõîâó➵ çì✐íó ê✐ëüêîñò✐ àãåíò✐â ÷è
ê✐ëüêîñò✐ âçà➵ìîä✐é✳

Ùîá óíèêíóòè çàçíà÷åíèõ îáìåæåíü✱ ó íàø✐é ðîáîò✐ ìè ïî➵äíó➵ìî ïðîñòîòó òà
åôåêòèâí✐ñòü ñèñòåìè ➴ëî ç ï✐äõîäîì ðîçêëàäàííÿ áàãàòîêîðèñòóâàöüêî➝ âçà➵ìîä✐➝
íà ïîïàðí✐ ï✐äâçà➵ìîä✐➝✱ äîïîâíèâøè éîãî ìåõàí✐çìàìè óðàõóâàííÿ ê✐ëüêîñò✐ àãåíò✐â
â îêðåì✐é âçà➵ìîä✐➝ òà ê✐ëüêîñò✐ âçà➵ìîä✐é✳

❒åòîäîëîã✐ÿ

➪àãàòîêîðèñòóâàöüêó âçà➵ìîä✐þ ïðåäñòàâëåíî ÿê ñóêóïí✐ñòü ïàðíèõ ï✐äâçà➵ìîä✐é✳
➘ëÿ êîæíî➝ ïàðè àãåíò✐â (i, j) ó âçà➵ìîä✐➝ Gk âèçíà÷à➵òüñÿ ôàêòè÷íèé ðåçóëüòàò
Skij ∈ {0, 0.5, 1} òà î÷✐êóâàíèé ðåçóëüòàò P k

ij✱ ùî çàëåæèòü â✐ä ïîòî÷íèõ ðåéòèíã✐â
rki , r

k
j ✳
➘ëÿ îö✐íêè óçãîäæåíîñò✐ ïðîãíîç✐â ✐ç ôàêòè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè âèêîðèñòàíî ëî✲

ã✐ñòè÷íó ôóíêö✐þ âòðàò❬✹❪✿

lkij = −
(
Skij lnP

k
ij + (1− Skij) ln(1− P k

ij)
)
. ✭✸✮

✶✵



Ðåéòèíãè îíîâëþâàòèìåìî â íàïðÿìêó ãðàä✐➵íò✐â ôóíêö✐➝ âòðàò✳ ➹ðàä✐➵íò ôóíêö✐➝
âòðàò çà ðåéòèíãîì àãåíòà i ó âçà➵ìîä✐➝ k✿

∂lkij
∂rki

= β
(
P k
ij − Skij

)
, β =

ln(10)

400
. ✭✹✮

➶ðàõîâóþ÷è✱ ùî êðîê îíîâëåííÿ ð✐âíèé η✱ ìà➵ìî K = ηβ✱ ✐ ç óðàõóâàííÿì ï✐äâ✲
çà➵ìîä✐é ç óñ✐ìà ñóïåðíèêàìè✱ ìà➵ìî íàñòóïíå îíîâëåííÿ ðåéòèíãó ï✐ñëÿ âçà➵ìîä✐➝✿

rk+1
i = rki −K

N∑

j=1
j 6=i

(
P k
ij − Skij

)
✭✺✮

Öåé âèðàç ➵ óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî➝ ñèñòåìè ➴ëî äëÿ âçà➵ìîä✐é ì✐æ áàãàòüìà
ó÷àñíèêàìè✱ çáåð✐ãàþ÷è ➝➝ ïðîñòó ✐íòåðïðåòàö✐þ ÿê ð✐çíèöþ ì✐æ î÷✐êóâàíèì òà ôà✲
êòè÷íèì ðåçóëüòàòîì✳

Ó êëàñè÷íîìó ï✐äõîä✐ ô✐êñîâàíå çíà÷åííÿ K ìîæå ïðèçâîäèòè äî ïåðåíàâ÷àííÿ
ïðè âåëèêèõ îáñÿãàõ äàíèõ àáî íàäì✐ðíîãî çãëàäæóâàííÿ ïðè ìàëèõ✳ Ùîá óíèêíóòè
öèõ êðàéíîù✐â✱ ïðîïîíó➵òüñÿ àäàïòèâíèé êîåô✐ö✐➵íò✿

K(M,N) = K0M
−γ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s(N − 1)−γ❛❣❡♥ts , α, γ ∈ (0, 1), ✭✻✮

äå M ✖ ê✐ëüê✐ñòü âçà➵ìîä✐é✱ N ✖ ÷èñëî àãåíò✐â ó êîíêðåòí✐é âçà➵ìîä✐➝✳ Òàêà ôîðìà
çáåð✐ãà➵ ñòàá✐ëüí✐ñòü îíîâëåíü ó ð✐çíèõ ìàñøòàáàõ äàíèõ✳

➘ëÿ íîâèõ àãåíò✐â ìîæëèâ✐ äâà ï✐äõîäè✿ ô✐êñîâàíèé ïî÷àòêîâèé ðåéòèíã àáî àäà✲
ïòèâíèé✱ ùî áàçó➵òüñÿ íà ïîòî÷íîìó ðîçïîä✐ë✐✳ ➚äàïòèâíèé êðàùå ✐íòåãðó➵ íîâà÷ê✐â
áåç íîðìóâàííÿ✱ òîä✐ ÿê ô✐êñîâàíèé îïòèìàëüíèé ïðè ïîïåðåäíüîìó íîðìóâàíí✐ òà
â✐äñóòíîñò✐ ï✐äñåðåäîâèù✳

❮à ïî÷àòêó ðåéòèíã íîâèõ àãåíò✐â ìà➵ âèñîêó íåâèçíà÷åí✐ñòü✱ ÿêà ç ÷àñîì ñïàäà➵✳
Òîìó êîåô✐ö✐➵íò êîðåêö✐➝ ï✐äñèëþ➵òüñÿ íà ñòàðò✐ òà ñïàäà➵ äî ìîìåíòó íàñè÷åííÿ
Ts❛t✿

g(T ) = 1+α

(
1−min

{
1,

T

Ts❛t

})2

, K(M,N, T ) = K0 ·g(T )M−γ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s(N−1)−γ❛❣❡♥ts .
✭✼✮

➶✐äïîâ✐äíî✱ îñòàòî÷íå îíîâëåííÿ ðåéòèíãó ïîäàíî ó âèãëÿä✐✿

rki = rki −K(M,N, T )
N∑

j=1
j 6=i

(
P k
ij − Skij

)
. ✭✽✮

Ïàðàìåòðè ñèñòåìè ➴ëî íàëàøòîâóþòüñÿ øëÿõîì ì✐í✐ì✐çàö✐➝ ëîã✐ñòè÷íî➝ ôóíêö✐➝
âòðàò✱ ÿêà ïîð✐âíþ➵ î÷✐êóâàí✐ ðåçóëüòàòè âçà➵ìîä✐é ç ôàêòè÷íèìè ñïîñòåðåæåííÿìè✳
ßê ïîêàçàíî â àíàë✐ç✐ çàëåæíîñò✐ ôóíêö✐➝ ëîã✐ñòè÷íèõ âòðàò❬✺❪✱ âîíà çàëåæèòü ëèøå
â✐ä ïî÷àòêîâèõ ðåéòèíã✐â àãåíò✐â✱ ðåçóëüòàò✐â ➝õ âçà➵ìîä✐é òà ïàðàìåòð✐â ñèñòåìè✿

L = f(S,R0, K0, γ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s, γ❛❣❡♥ts, α, Ts❛t). ✭✾✮

➘ëÿ ñòàá✐ëüíîãî îíîâëåííÿ ïàðàìåòð✐â çàñòîñîâó➵òüñÿ ìîäèô✐êîâàíèé ãðàä✐➵í✲
òíèé ñïóñê✿

θ(t+1) = θt − η θt∇f(θt), ✭✶✵✮

ùî äîçâîëÿ➵ øâèäøå êîðèãóâàòè âåëèê✐ ïàðàìåòðè òà ïîâ✐ëüí✐øå ✖ ìàë✐✳

✶✶



Ðåàë✐çàö✐ÿ

➘ëÿ ïðèêëàäó çàñòîñóâàííÿ ìîäåë✐ âèêîðèñòàíî äàí✐ ÷åìï✐îíàòó ñâ✐òó ç Ôîðìóëè✲✶
ç ✶✾✺✵ ðîêó✱ ðîçáèò✐ íà íàâ÷àëüíèé òà âàë✐äàö✐éíèé íàáîðè✳ ✃îæíó ãîíêó ïîäàíî ÿê
íàá✐ð ïàðíèõ âçà➵ìîä✐é ì✐æ ï✐ëîòàìè✿ ô✐í✐ø âèùå òðàêòó➵òüñÿ ÿê ïåðåìîãà✳ ➶çÿòî
Ts❛t = 10✱ à òàêîæ ô✐êñîâàíèé ïî÷àòêîâèé ðåéòèíã✱ îñê✐ëüêè íåìà➵ ï✐äñåðåäîâèù ✐
ðåéòèíãè íîðìàë✐çóþòüñÿ ïåðåä êîæíèì ñåçîíîì✳

Òàêèì ÷èíîì✱ íåîáõ✐äíî çíàéòè îïòèìàëüí✐ çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî ðåéòèíãó✱ êî✲
åô✐ö✐➵íòó îíîâëåííÿ✱ ñòóïåí✐â âïëèâó ê✐ëüêîñò✐ âçà➵ìîä✐é òà ÷èñëà àãåíò✐â ó ãîíö✐✱
à òàêîæ êîåô✐ö✐➵íòó ïîñèëåííÿ çì✐íè ðåéòèíãó ï✐ä ÷àñ ïî÷àòêîâèõ âçà➵ìîä✐é✳ Ï✐✲
ñëÿ çàäàííÿ ïî÷àòêîâèõ ä✐àïàçîí✐â äëÿ ïàðàìåòð✐â òà ðåàë✐çàö✐➝ ãðàä✐➵íòíîãî ñïóñêó
îòðèìàíî íàñòóïí✐ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð✐â íà ìîìåíò ðàííüî➝ çóïèíêè✿ R0 = 1834.6✱
K0 = 96.2✱ γ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s = 0.1589✱ γ❛❣❡♥ts = 0.6174✱ α = 0.76841✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❆✳ ❊✳ ❊❧♦✳ ❚❤❡ ❘❛t✐♥❣ ♦❢ ❈❤❡ss P❧❛②❡rs✱ P❛st ❛♥❞ Pr❡s❡♥t✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❆r❝♦ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱
✶✾✼✽✳

❬✷❪ ❇❡♥ P♦✇❡❧❧✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❊❧♦ r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❛②❡r ❣❛♠❡s ❛♥❞ r❛❝❡s✿ ✇❤②
❡♥❞✉r❛♥❝❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ s♣❡❡❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙♣♦rts✱ ✶✾✳ ❉❡
●r✉②t❡r✱ ✷✵✷✸✳

❬✸❪ ❘✳ ❈✳ ❲❡♥❣ ❛♥❞ ❈✳✲❏✳ ▲✐♥✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ r❛♥❦✐♥❣✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✷✭✶✮✱ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ ❱✳ ❱♦✈❦✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐❡❧❞s ♦❢ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ■■✿ ❊ss❛②s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❨✉r✐ ●✉r❡✈✐❝❤ ♦♥ t❤❡ ❖❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ ❍✐s ✼✺t❤ ❇✐✲
rt❤❞❛②✱ ♣❛❣❡s ✸✵✼✕✸✶✽✱ ✷✵✶✺✳

❬✺❪ Ò✳ ❐✳ ➚íäðèöóëÿê✱ Ñ✳ ➶✳ ❒àðòèíþê✳ ❰ïòèì✐çàö✐ÿ ïàðàìåòð✐â ñèñòåìè ➴ëî çà äî✲
ïîìîãîþ ìåòîäó ãðàä✐➵íòíîãî ñïóñêó✳ Ñâ✐ò íàóêîâèõ äîñë✐äæåíü✳ ➶èïóñê ✹✵✿ ìà✲
òåð✐àëè ❒✐æíàðîäíî➝ ìóëüòèäèñöèïë✐íàðíî➝ íàóêîâî➝ ✐íòåðíåò✲êîíôåðåíö✐➝✳ Òåð✲
íîï✐ëü✱ ✷✵✷✺✱ ñ✳ ✺✺✕✻✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r②ts✉❧✐❛❦✳t❛r❛s❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❮àéêðàù✐ îðòîãîíàëüí✐ òðèãîíîìåòðè÷í✐ íàáëèæåííÿ êëàñ✐â
ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ òèïó ❮✐êîëüñüêîãî✲➪➵ñîâà

➶✐êòîð ➪àëàáóõà✱ ❮åñòîð ➶àñèëþê✱ ❒àêñèì ➶îðîíþê
➶îëèíñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ❐åñ✐ Óêðà➝íêè✱ ❐óöüê✱ Óêðà➝íà

➶ äîïîâ✐ä✐ ìîâà áóäå éòè ïðî íàéêðàù✐ îðòîãîíàëüí✐ òðèãîíîìåòðè÷í✐ íàáëèæåííÿ
êëàñ✐â BΩ

1,θ ❬✶❪ ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ó ïðîñòîð✐ B∞,1✭äèâ✳✱ íàïðè✲
êëàä✱ ❬✷❪✮✳ ❮îðìà â öüîìó ïðîñòîð✐ ➵ á✐ëüø ñèëüíîþ í✐æ L∞ ✲ íîðìà✳ ➘àë✐ ââàæà➵ìî✱
ùî Ω(t) = w(

∏d
j=1 tj)✱ ✐ w(τ) ✲ ôóíêö✐ÿ îäí✐➵➝ çì✐ííî➝ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñò✐

ïîðÿäêó l✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè ➪àð✐✲Ñò➵÷ê✐íà (Sα) òà (Sl) ❬✸❪✳
❰çíà÷èìî àïðîêñèìàö✐éíó õàðàêòåðèñòèêó✱ ÿêà íàìè äîñë✐äæó➵òüñÿ✳

✶✷



❮åõàé X ✲ äåÿêèé íîðìîâàíèé ôóíêö✐îíàëüíèé ïðîñò✐ð ç íîðìîþ ‖ · ‖X ✐ ΘM ✲
äîâ✐ëüíèé íàá✐ð ✐ç M d ✲ âèì✐ðíèõ âåêòîð✐â kj = (kj1, ..., k

j
d)✱ j = 1,M, ç ö✐ëî÷èñåëü✲

íèìè êîîðäèíàòàìè✳ ➘ëÿ ôóíêö✐➝ f ∈ X ïîçíà÷èìî

SΘM (f) =
M∑

j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x), x ∈ Rd,

äå f̂(kj) = (2π)−d
∫
T d
f(t)e−i(k

j ,t)dt, T d :=
∏d

j=1[0, 2π) ✲ êîåô✐ö✐➵íòè Ôóð✬➵ ôóíêö✐➝ f ✱
ÿê✐ â✐äïîâ✐äàþòü íàáîðó âåêòîð✐â ΘM ✳

Ðîçãëÿíåìî àïðîêñèìàö✐éíó õàðàêòåðèñòèêó

e⊥M(f)X := inf
ΘM
‖f − SΘM (f)‖X

✐ äëÿ ôóíêö✐îíàëüíîãî êëàñó F ⊂ X ïîêëàäåìî

e⊥M(F )X := sup
f∈F

e⊥M(f)X .

➶åëè÷èíó e⊥M(F )Xíàçèâàþòü íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëè✲
æåííÿì êëàñó F ó ïðîñòîð✐ X✳

❮àâåäåìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò✳

Òåîðåìà✳ ❮åõàé d ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞,Ω(t) = w(
∏d

j=1 tj)✱ äå w çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó(Sα) ç
äåÿêèì α > 1 ✐ óìîâó (Sl)✳ Òîä✐ äëÿ áóäü✲ÿêî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐ M = (Mn)

∞
n=1 íàòóðàëü✲

íèõ ÷èñåë òàêî➝✱ ùî M ≍ 2nnd−1 âèêîíó➵òüñÿ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

e⊥M(BΩ
1,θ)B∞,1 ≍ w(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ
).

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ñòàñþê Ñ✳➚✳✱ Ôåäóíèê ❰✳➶✳ ➚ïðîêñèìàòèâí✐ õàðàêòåðèñòèêè êëàñ✐â BΩ
p,θ ïåð✐î✲

äè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ✱ Óêð✳ ìàò✳ æóðí✳✱ ✷✵✵✻✱ Ò✳✺✽✱ ➑✺✱ ✻✾✷✲✼✵✹✳

❬✷❪ Ðîìàíþê ➚✳Ñ✳✱ Ðîìàíþê ➶✳Ñ✳ ➚ïðîêñèìàö✐éí✐ õàðàêòåðèñòèêè êëàñ✐â ïåð✐îäè✲
÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ó ïðîñòîð✐ B∞,1✳ Óêð✳ ìàò✳ æóðí✱ ✷✵✶✾✱ Ò✳✼✶✱
➑✷✱ ✷✼✶✲✷✽✷✳

❬✸❪ ➪àðè ❮✳✃✳✱ Ñòå÷êèí Ñ✳➪✳ ❮àèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîé✲
ñòâà äâóõ ñîïðÿæ➻ííûõ ôóíêöèé✳ Òð✳ ❒îñê✳ ìàò✳ î✲âà✱ ✶✾✺✻✱ Ò✳✺✱ ✹✽✸✲✺✷✷✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✐t✐❛✶✹✽✽✳✈❜❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❡✲♠❛✐❧✿ ◆❡st♦r✇❛s♦❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❡✲♠❛✐❧✿ ♠❛①✳✈♦r♦♥②✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶✸



Óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ✐ç ✐íòåãðàëüíèìè
çáóðåííÿìè òà çàñòîñóâàííÿ â äèôåðåíö✐àëüí✐é ãð✐

➚íäð✐é ➪àðäàí
×åðí✐âåöüêèé ❮àö✐îíàëüíèé Óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱

Óêðà➝íà

❒åòîä óñåðåäíåííÿ ➵ îäíèì ✐ç åôåêòèâíèõ ìåòîä✐â äëÿ äîñë✐äæåííÿ íåë✐í✐éíèõ
êîëèâàëüíèõ ñèñòåì✱ çîêðåìà áàãàòî÷àñòîòíèõ✳ ❮àÿâí✐ñòü ✐íòåãðàëüíèõ çáóðåíü ó
ïðàâèõ ÷àñòèíàõ çíà÷íî óñêëàäíþ➵ äîñë✐äæåííÿ✳ ❰òðèìàíèé ðåçóëüòàò çàñòîñîâàíèé
äëÿ äèôåðåíö✐àëüíî➝ ãðè ïåðåñë✐äóâàííÿ ➽ïðîñòèé ðóõ➾ ç ✐íòåãðàëüíèìè çáóðåííÿìè
❬✶❪✳ ➬àäà÷✐ áåç ✐íòåãðàëüíèõ çáóðåíü ðîçãëÿíóò✐ ó ïðàö✐ ❬✷❪✳

Ðîçãëÿíåìî áàãàòî÷àñòîòíó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü çà íà✲
ÿâíîñò✐ ✐íòåãðàëüíèõ çáóðåíü

da

dτ
= X(τ, a, ψ) +

∫ τ

0

U(z, a, ψ)dz,

dψ

dτ
=
ω(τ)

µ
+ Y (τ, a, ψ) +

∫ τ

0

V (z, a, ψ)dz,

✭✶✮

äå τ = µt, µ ✕ ìàëèé ïàðàìåòð✱ µ ∈ (0, µ0]✱ a ✐ ψ ✲ â✐äïîâ✐äíî àìïë✐òóäí✐ ✭ïîâ✐ëüí✐✮
✐ ôàçîâ✐ ✭øâèäê✐✮ çì✐íí✐✱ a ∈ D✱ D ✕ îáìåæåíà îáëàñòü â Rp, p ≥ 1, ψ ∈ Rm,m ≥ 2✱
âåêòîð✲ôóíêö✐➝ X, Y ✕ 2π✲ïåð✐îäè÷í✐ çà êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ψ✳

❒åòîä óñåðåäíåííÿ ïîëÿãà➵ ó çàì✐í✐ âèõ✐äíî➝ ñèñòåìè ✭✷✮ íà ñïðîùåíó ñèñòåìó✱
îäåðæàíó óñåðåäíåííÿì çà øâèäêèìè çì✐ííèìè

dā

dτ
= X0(τ, ā) +

∫ τ

0

U0(z, ā)dz,

dψ̄

dτ
=
ω(τ)

µ
+ Y0(τ, ā) +

∫ τ

0

V0(z, ā)dz.

✭✷✮

Ó ðîáîò✐ äîâåäåíî ✐ñíóâàííÿ ✐ ➵äèí✐ñòü ðîçâ✬ÿçêó ñèñòåìè ✭✷✮ íà â✐äð✐çêó [0, L] ç
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè a|τ=0 = ā|τ=0✱ ψ|τ=0 = ψ̄|τ=0✳ ⑨ðóíòóþ÷èñü íà îö✐íö✐ îñöèëÿ✲
ö✐éíîãî ✐íòåãðàëà✱ îòðèìàíî➝ â ìîíîãðàô✐➝ ➚✳❒✳ Ñàìîéëåíêà òà Ð✳■✳ Ïåòðèøèíà ❬✸❪✱
âñòàíîâëåíî îö✐íêó ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ äîñèòü ìàëîãî µ0 > 0

‖a(τ, µ)− ā(τ)‖+ ‖ψ(τ, µ)− ψ̄(τ)‖ ≤ cµ
1
m , ✭✸✮

ÿêà âèêîíó➵òüñÿ äëÿ τ ∈ [0, L] ✐ µ ∈ (0, µ0]✱ ñòàëà c > 0 ✐ íå çàëåæèòü â✐ä µ✳
❰äåðæàíèé ðåçóëüòàò ïðî✐ëþñòðîâàíî íà çàäà÷✐ äèôåðåíö✐àëüíî➝ ãðè òèïó ➽ïðî✲

ñòèé ðóõ➾❬✶❪ ✐ç íàêëàäåíèìè ✐íòåãðàëüíèìè çáóðåííÿìè âèãëÿäó

ẋ = u+ µ

∫ τ

0

(
α + cosψ) dψ, x ∈ Rs,

ẏ = v + µ

∫ τ

0

(
β + sinψ) dψ. y ∈ Rs,

äå u ✐ v ✕ øâèäêîñò✐ ãðàâö✐â |u| ≥ |v|✱ α ✐ β ✕ ñòàë✐✱ ψ ✕ ôàçîâà çì✐ííà✳
➘îñë✐äæåíî âïëèâ ✐íòåãðàëüíèõ çáóðåíü íà ÷àñ ïåðåñë✐äóâàííÿ òà âèÿâëåíî✱ ùî

✐íòåãðàëüí✐ çáóðåííÿ ìîæóòü ÿê ïîäîâæóâàòè✱ òàê ✐ çìåíøóâàòè ÷àñ ïåðåñë✐äóâàííÿ✳
Ïîêàçàíî✱ ùî ✐ñíó➵ âèïàäîê✱ êîëè çàäà÷à áåç çáóðåíü íå ìà➵ ðîçâ✬ÿçêó✱ òîä✐ ÿê çà
íàÿâíîñò✐ çáóðåííÿ ðîçâ✬ÿçîê ✐ñíó➵✳

✶✹
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❬✷❪ ➪àðäàí ➚✳❰✳ Óñåðåäíåííÿ â çàäà÷✐ äèôåðåíö✐àëüíî➝ ãðè ïåðåñë✐äóâàííÿ çà íà✲
ÿâíîñò✐ áàãàòî÷àñòîòíèõ çáóðåíü✳ ❮àóêîâèé â✐ñíèê Óæãîðîäñüêîãî óí✐âåðñèòå✲
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❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✷✹✶✹✹✴✷✻✶✻✲✼✼✵✵✳✷✵✷✹✳✹✺✭✷✮✳✶✽✲✷✽✳

❬✸❪ Ñàìîéëåíêî ➚✳ ❒✳✱ Ïåòðèøèí Ð✳ ■✳ ❒àòåìàòè÷í✐ àñïåêòè òåîð✐➝ íåë✐í✐éíèõ êîëè✲
âàíü✳ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✵✹✳ ✹✼✹ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❜❛r❞❛♥✳❛♥❞r✐✐❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Óñåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ç àñèìïòîòèêîþ ïîâ✐ëüíèõ ✐
øâèäêèõ çì✐ííèõ òà ÷àñòîò

ßðîñëàâ ➪✐ãóí✱ Ðîìàí Ïåòðèøèí✱ ■ãîð Ñêóòàð
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò✱ ×åðí✐âö✐✱ Óêðà➝íà

❒åòîäîì óñåðåäíåííÿ äîñë✐äæåíî ñèñòåìó äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç çàï✐çíåí✲
íÿì âèãëÿäó

da

dτ
= εκ1X(τ, aΛ, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y (τ, aΛ, ϕΘ), ✭✶✮

äå ε ✲ ìàëèé ïàðàìåòð✱ 0 < ε ≤ ε0✱ τ = εt ✲ ïîâ✐ëüíèé ÷àñ✱ âåêòîð ïîâ✐ëüíèõ çì✐ííèõ
a ∈ D ⊂ Rn✱ âåêòîð øâèäêèõ çì✐ííèõ ϕ ∈ Rm✱ κ1 ≥ 0✱ κ2 ≥ 0✱ κ > 0✳ ➬àï✐çíåííÿ â
ñèñòåì✐ çàäà➵òüñÿ ë✐í✐éíî ïåðåòâîðåíèìè àðãóìåíòàìè λντ ✐ θjτ ✱ λν ∈ (0, 1]✱ ν = 1, p✱
θj ∈ (0, 1]✱ j = 1, q✳

Ó êëàñè÷íèõ çàäà÷àõ íåë✐í✐éíî➝ ìåõàí✐êè ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü âèãëÿäó
✭✶✮✱ êîëè κ1 = κ2 = 0✱ κ = 1 ❬✶❪✳ ❈èñòåìè ✐ç çàï✐çíåííÿì àðãóìåíòó ó âèïàäêó ðåçî✲
íàíñó ÷àñòîò äîñë✐äæóâàëèñÿ ó ïðàöÿõ ❬✷✱ ✸❪ òà ✐í✳ ❒åòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè
ð✐âíÿíü ✭✶✮ îá➔ðóíòîâàíî â ïðàö✐ ❬✹❪✳

➶✐äïîâ✐äíà ✭✶✮ óñåðåäíåíà çà øâèäêèìè çì✐ííèìè ϕθ1 , . . . , ϕθq ñèñòåìà íàáóâà➵
âèãëÿäó

da

dτ
= εκ1X0(τ, aΛ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y0(τ, aΛ), ✭✷✮

❰á➔ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✮ ✐ç ïî÷àòêîâèìè óìî✲
âàìè ó òî÷ö✐ τ = 0 îòðèìó➵òüñÿ ç îö✐íêè îñöèëÿö✐éíîãî ✐íòåãðàëà

Ik(τ, s, s, ε) =

t+τ∫

t

f(s, ε) exp
( i
εκ

s∫

s

γk(z)dz
)
ds, ✭✸✮

äå ôóíêö✐➵þ

γk(τ) =

q∑

ν=1

(
kν , θνω(θντ)

)

çàäà➵òüñÿ óìîâà ðåçîíàíñó â ñèñòåì✐ ✭✶✮ â òî÷ö✐ τ ≥ 0✿

γk(τ) = 0

✶✺



➘ëÿ îö✐íêè íîðìè ✐íòåãðàëà ✭✸✮ ïðèïóñòèìî✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ òàêà óìîâà✳
Óìîâà ❆✳ ❮åõàé ôóíêö✐➝ ων ∈ Cmq(R+)✱ ν = 1,m✱ ð✐âíîì✐ðíî íåïåðåðâí✐ íà

R+ ✐ ïîáóäîâàíèé çà ñèñòåìîþ ôóíêö✐é {ω(θ1τ), . . . , ω(θqτ)} âèçíà÷íèê ➶ðîíñüêîãî
ïîðÿäêó mq

W
(
ω(θ1τ), . . . , ω(θqτ)

)
6= 0.

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε0] ✐ τ ∈ R+✱ âåêòîð✲ôóíêö✐ÿ f ∈ C1[τ, τ +L]✱
îáìåæåíà ðàçîì ✐ç ïîõ✐äíîþ íà G1 = [τ, τ + L]× (0, ε0] ✐ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ❆✳

Òîä✐ ìîæíà âêàçàòè òàêå ε1 ∈ (0, ε0]✱ ùî ñïðàâäæó➵òüñÿ îö✐íêà

‖Ik(τ, s, s, ε)‖ ≤ c2ε
α
(
sup
G1

‖f(τ, ε)‖+ 1

‖k‖Θ
sup
G1

∥∥∥df(τ, ε)
dτ

∥∥∥
)
, α = κ/ml, ✭✹✮

äå c2 > 0 ✐ íå çàëåæèòü â✐ä k✱ ε✱ ‖k‖Θ =
q∑

ν=1

θν‖kν‖✳

❰á➔ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ ✐ â✐äïîâ✐äíà îö✐íêà ïîõèáêè äàþòüñÿ ó òàê✐é
òåîðåì✐

Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé✿
✶✳ ➶åêòîð✲ôóíêö✐➝ X ✐ Y íåïåðåðâíî äèôåðåíö✐éîâí✐ çà çì✐ííèìè τ ✱ aΛ✱ ϕΘ â

îáëàñò✐ G = R+ × Dp × Rmp é îáìåæåí✐ ðàçîì ✐ç ïîõ✐äíèìè ñòàëîþ σ2 > 0✳
✷✳ ➘ëÿ êîåô✐ö✐➵íò✐â Ôóð✬➵ Fk âåêòîð✲ôóíêö✐é X ✐ Y â îáëàñò✐ G2 = R+ × Dp

ñïðàâäæó➵òüñÿ îö✐íêà

∑

k 6=0

(
sup
G2

‖F (τ, aΛ)‖+
1

‖k‖Θ
(
sup
G2

∥∥∥∂F
∂τ

∥∥∥+
∑

G2

λk sup
G2

∥∥∥ ∂Fk
∂aλν

∥∥∥
))
≤ σ3.

✸✳ ➶èêîíó➵òüñÿ óìîâà ❆✳
✹✳ ■ñíó➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê a = a(τ, ε) ïåðøîãî ð✐âíÿííÿ ç ✭✷✮✱ a(0, ε) = y✱ τ ∈ R+✱

ãðàô✐ê ÿêîãî ëåæèòü â îáëàñò✐ D ðàçîì ✐ç äåÿêèì ρ✲îêîëîì✳
Òîä✐ äëÿ äîñèòü ìàëîãî ε∗ ∈ (0, ε1] ✐ñíó➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✶✮ ✐ç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (y, ψ) ïðè τ = 0 ✐ äëÿ âñ✐õ (τ, ε) ∈ [0, Lε−κ1 ]× (0, ε∗] âèêîíó➵✲
òüñÿ îö✐íêà

εκ2‖a(τ, ε)− a(τ, ε)‖+ εκ1‖ϕ(τ, ε)− ϕ(τ, ε)‖ ≤ c1ε
α+κ1+κ2 ,

äå α = κ/(mq)✱ a|τ=0 = a|τ=0 = y✱ ϕ|τ=0 = ϕ|τ=0 = ψ✱ c1 > 0 ✐ íå çàëåæèòü â✐ä ε✳

Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê âèêîíàííÿ óìîâè ✷ òåîðåìè ✶ óçäîâæ ðîçâ✬ÿçêó óñåðåäíåíî➝
ñèñòåìè ✭✷✮✳

Ðåçóëüòàò òåîðåìè ✷ ïðî✐ëþñòðîâàíî íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàä✐ îäíî÷àñíîòíî➝ ñè✲
ñòåìè âèãëÿäó

da

dτ
= 3
√
ε
(
b1 + b2 cos(kϕ+ lϕθ)

)
,

dϕ

dτ
=
d1 + 2d2τ√

ε
,

äå bν , dν ∈ R✱ b2 6= 0✱ d1, d2 6= 0❀ θ ∈ (0, 1)✱ k, l ∈ Z✱ k + lθ = 0❀ a(0, ε) = y✱ ϕ(0, ε) = 0✳
❰ö✐íêà ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ïîâ✐ëüíî➝ íà ✐íòåðâàë✐ ÷àñó [0, 1/ 3

√
ε] çì✐í✲

íî➝ òàêà✿

||a(τ, ε, y)− a(τ, y)|| ≤
|b2|
( π

2
√
2
+O(ε13/12)

)
ε7/12 exp(|b1| 3

√
ετ) ≤ |b3|e|b1|ε7/12 +O(ε13/12) = O(ε7/12).

✶✻



❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ñàìîéëåíêî ➚✳❒✳✱ Ïåòðèøèí Ð✳■✳ ❒àòåìàòè÷í✐ àñïåêòè òåîð✐➝ íåë✐í✐éíèõ êî✲
ëèâàíü✳ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✵✹✳ ✹✼✹ ñ✳

❬✷❪ ❇✐❤✉♥ ❨❛✳✱ ❙❦✉t❛r ■✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❛ ❞❡❧❛②✳ ❆❝t❛ ❡t ❈♦♠♠❡♥t❛t✐♦♥❡s✳ ❊①❛❝t ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✷✸✱ ♥r✳ ✷✭✶✻✮✱
♣♣✳ ✶✸✕✷✹✳

❬✸❪ ❇✐❤✉♥ ❨❛✳✱ ❙❦✉t❛r ■✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ▼✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉❡❧❛② ❛♥❞ ▲♦❝❛❧✲
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Ïðî àáñöèñè çá✐æíîñò✐ âèïàäêîâèõ ãàóñîâèõ ðÿä✐â ➘✐ð✐õëå
➚íäð✐é ➪îäíàð÷óê✱ ❒àð✐ÿ ✃óðèëÿê✱ ❰ëåã Ñêàñê✐â

❐üâ✐âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ì✳ ■✳ Ôðàíêà✱ ❐üâ✐â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé (Ω,A,P) ✕ ô✐êñîâàíèé éìîâ✐ðí✐ñíèé ïðîñò✐ð✱ (fn(ω)) ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü êîì✲
ïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✱ Λ = (λn(ω)) ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåâ✐ä✬➵ìíèõ ä✐é✲
ñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà öüîìó éìîâ✐ðí✐ñíîìó ïðîñòîð✐✱ ïðè÷îìó ïîïàðíî ð✐çíèõ✱
òîáòî òàêèõ✱ ùî ìàéæå íàïåâíî ✭ì✳í✳✮ λk(ω) 6= λn(ω)✱ ÿêùî k 6= n✳

×åðåç D ïîçíà÷èìî êëàñ âèïàäêîâèõ ðÿä✐â ➘✐ð✐õëå âèãëÿäó

F (z) = F (z, ω) =
+∞∑

k=0

fk(ω)e
zλk(ω), ✭✶✮

äå z ∈ C, ω ∈ Ω✱ òàêèõ ùî êîæíèé ðÿä F (z, ω) ç öüîãî êëàñó çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó✿
(∀ω ∈ Ω)(∃x∗ = x∗(F, ω) < 0) :

fk(ω)e
x∗λk(ω) → 0 (k → +∞) ì✳í✳

➘îâåäåíî✱ ùî äëÿ àáñöèñè σµ(F, ω) ✐ñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó ➘✐ð✐õëå
F (z) = F (z, ω), âèãëÿäó ✭✶✮ âèêîíó➵òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ✳

Òâåðäæåííÿ ✶✳ ❮åõàé F ∈ D✳ Òîä✐

σµ(F, ω) = α0(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn|
λn

ì✳í✳

Ó âèïàäêó✱ ÿêùî âèêîíó➵òüñÿ óìîâà lnn = o(ln |fn(ω)|) (n → +∞)✱ òî àáñöèñè
çá✐æíîñò✐ ✐ àáñîëþòíî➝ çá✐æíîñò✐ ðÿäó ➘✐ð✐õëå äîð✐âíþþòü àáñöèñ✐ ✐ñíóâàííÿ ìàêñè✲
ìàëüíîãî ÷ëåíà✳ ❰òðèìàí✐ òâåðäæåííÿ çàñòîñîâàíî äî ãàóñîâèõ ðÿä✐â ➘✐ð✐õëå✳

➬ òâåðäæåííÿ ✶ îòðèìó➵ìî íàñë✐äêè✳

✶✼



❮àñë✐äîê ✶✳ ❮åõàé F ∈ D✳ ßêùî âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞)✱
òî ì✳í✳

σa(F, ω) = σçá(F, ω) = α0(F, ω) = σµ(F, ω).

❮àñë✐äîê ✷✳ ❮åõàé F ∈ D✳ Òîä✐ σ❛(F, ω) ≤ σçá(F, ω) ≤ α0(F, ω) (∀ω ∈ Ω)✱ ✐

σa(F, ω) ≥ γ(ω)α0(F, ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σçá(F, ω)− δ(ω)

äëÿ äîâ✐ëüíèõ ä✐éñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí γ, δ ✐ äëÿ âñ✐õ ω ∈ Ω òàêèõ✱ ùî γ(ω) > 0
✐

+∞∑

k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâ✐ ðÿäè ➘✐ð✐õëå âèãëÿäó

F (z) = F (z, ω) =
+∞∑

n=0

ξn(ω)e
zλn (z ∈ C, ω ∈ Ω), ✭✷✮

äå ξn ∈ NC(0, σ
2
n) ➵ êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ãàóñîâèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè✱ òîáòî✱

òàêèìè✱ ùî âèïàäêîâ✐ âåëè÷èíè ηn =
ξn
σn

✱ σn > 0 (n ≥ 0)✱ ìàþòü ù✐ëüí✐ñòü ðîçïîä✐ëó
pη òàêó✱ ùî

pη(z) =
1

π
e−|z|2 (z ∈ C).

❮åõàé τ(Λ) := lim
k→+∞

ln k
λk
✳ Ñïðàâäæó➵òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ✳

Òâåðäæåííÿ ✷✳ ❮åõàé ξn ∈ NC(0, σ
2
n)✳ ßêùî äëÿ ïîñë✐äîâíîñò✐ Λ = (λn) âèêîíó➵✲

òüñÿ óìîâà τ(Λ) = 0 àáî äëÿ ïîñë✐äîâíîñò✐ (σn) âèêîíó➵òüñÿ óìîâà lnn = o(ln σn)
(n→ +∞)✱ òî äëÿ àáñöèñ çá✐æíîñò✐ ðÿäó ✭✷✮ âèêîíó➵òüñÿ

σçá(F, ω) = σa(F, ω) = σµ(F, ω) = σ∗ ì✳í✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➪îäíàð÷óê ➚✳✱ ✃óðèëÿê ❒✳✱ Ñêàñê✐â ❰✳ Ïðî àáñöèñó ✐ñíóâàííÿ ìàêñèìàëü✲
íîãî ÷ëåíà âèïàäêîâèõ ðÿä✐â ➘✐ð✐õëå ç äîâ✐ëüíèìè äîäàòíèìè ïîêàçíèêà✲
ìè ✴✴ ➶✐ñíèê ❐üâ✐â✳ óí✲òó✳ Ñåð✐ÿ ìåõ✳✲ìàò✳ ✕ ✷✵✷✷✳ ✕ ❚✳✾✹✳ ✕ ❈✳ ✼✾✕✽✽✳
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✵✾✼✵✴✈♠♠✳✷✵✷✷✳✾✹✳✵✼✾✲✵✽✽

❡✲♠❛✐❧✿ ✽❛♥❞r✐②✶✶✶✶❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
❦✉r②❧✐❛❦♠❛r✐②❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

♦❧s❦❛s❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶✽



❮åïåðåðâí✐ ôóíêö✐➝ ç ôðàêòàëüíèìè ìíîæèíàìè ð✐âí✐â
❰ëüãà ➪îíäàðåíêî✱ ❒èêîëà Ïðàöüîâèòèé
Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

➪✐ëüø✐ñòü ôóíêö✐é ïðîñòîðó ❈❬✵❀✶❪ ìàþòü ôðàêòàëüí✐ âëàñòèâîñò✐✱ çîêðåìà✿ ìà✲
þòü ãðàô✐êè✱ ùî ➵ ñàìîàô✐ííèìè àáî àâòîìîäåëüíèìè❀ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ôðàêòàëü✲
íèìè ìíîæèíàìè íåñòàëîñò✐❀ ìàþòü ôðàêòàëüí✐ ð✐âí✐ òîùî✳

❰ñòàíí✐ì ÷àñîì çðîñòà➵ ✐íòåðåñ äî ëîêàëüíî ñêëàäíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é ç
ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè✱ à ñàìå äî ñèíãóëÿðíèõ ôóíêö✐é❀ í✐äå íå ìîíîòîííèõ❀
ôóíêö✐é✱ ÿê✐ íå ìàþòü ïðîì✐æê✐â ìîíîòîííîñò✐✱ îêð✐ì ïðîì✐æê✐â ñòàëîñò✐✳ Ñåðåä íèõ
✐ ôóíêö✐➝ êàíòîð✐âñüêîãî òèïó ✭ôóíêö✐➝✱ ùî ìàþòü í✐äå íå ù✐ëüíó ìíîæèíó íåñòàëî✲
ñò✐✮✳ Ð✐âí✐ òàêèõ ôóíêö✐é ìîæóòü áóòè äîñèòü ìàñèâíèìè✱ çîêðåìà ìàòè äîäàòíó
ôðàêòàëüíó ðîçì✐ðí✐ñòü✳

❮åõàé A = Z = {0,±1,±2, ...} ✖ àëôàâ✐ò✱ L = A×A× ... ✖ ìíîæèíà ïîñë✐äîâíî✲
ñòåé åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó❀ (Θn) ✖ äâîñòîðîííÿ ïîñë✐äîâí✐ñòü äîäàòíèõ ä✐éñíèõ ÷èñåë
✭ôóíêö✐ÿ✱ âèçíà÷åíà íà ìíîæèí✐ ö✐ëèõ ÷èñåë✮ òàêà✱ ùî

0 <
∞∑

n=1

Θ−n ≡ u < 1, 0 <
+∞∑

n=0

Θn ≡ v < 1, u+ v = 1; bn ≡
n−1∑

i=−∞
Θi = bn−1 +Θn−1.

Òåîðåìà ✶✳ ➘ëÿ áóäü✲ÿêîãî x ∈ (0; 1) ✐ñíó➵ ➵äèíèé ñê✐í÷åííèé íàá✐ð ö✐ëèõ ÷èñåë
(α1, α2, ..., αm) àáî ➵äèíà ïîñë✐äîâí✐ñòü (αn) ∈ L òàê✐✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ îäíà ç
ð✐âíîñòåé

x = bα1 +
m∑

k=2

bαk

k−1∏

i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αm(∅), x = bα1 +

∞∑

k=2

bαk

k−1∏

i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αk...

. ✭✶✮

Ñèìâîë✐÷íèé çàïèñ ÷èñëà x îäí✐➵þ ✐ç äâîõ ð✐âíîñòåé ✭✶✮ íàçèâà➵òüñÿB✲çîáðàæåííÿì
öüîãî ÷èñëà✱ à αn = αn(x) ✕ ♥✲îþ éîãî öèôðîþ✳ ■ç✲çà ➵äèíîñò✐ B✲çîáðàæåííÿ ÷èñëà
öèôðà αn = αn(x) ➵ êîðåêòíî îçíà÷åíîþ ôóíêö✐➵þ ÷èñëà x✳

❮åõàé ||pik|| ✭i ∈ Z✱ k ∈ N✮ ✕ íåñê✐í÷åííà ìàòðèöÿ ✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè✿

✶✮ |pik| < 1 ∀i ∈ Z✱ ∀k ∈ N ❀ ✷✮
∑
i∈Z

pik = 1 ∀k ∈ N ❀ ✸✮ 0 <
∞∑
k=2

k−1∏
j=1

pijj < ∞ ∀ij ∈ Z❀

✹✮ 0 < σik ≡
i−1∑

j=−∞
pjk < 1 ∀i ∈ Z, ∀k ∈ N.

Ôóíêö✐ÿ f íà ìíîæèí✐ (0; 1) îçíà÷ó➵òüñÿ ð✐âíîñòÿìè





f(x = ∆B
i1...ik...

) = σi11 +
∞∑
k=2

σikk
k−1∏
j=1

pijj ≡ ∆f
i1...ik...

,

f(x = ∆B
i1...im(∅)) = σi11 +

m∑
k=2

σikk
k−1∏
j=1

pijj ≡ ∆f
i1...im(∅).

Òåîðåìà ✷✳ ➶àð✐àö✐ÿ V 1
0 (f) ôóíêö✐➝ f íà ✐íòåðâàë✐ (0; 1) îá÷èñëþ➵òüñÿ çà ôîðìóëîþ

V 0
1 (f) =

∞∏
k=1

Vk, äå Vk =
+∞∑
i=−∞

|pik|, çîêðåìà ìà➵ íåîáìåæåíó âàð✐àö✐þ òîä✐ ✐ ëèøå

òîä✐✱ êîëè
∞∑
k=1

(1− Vk) = −∞.

Òåîðåìà ✸✳ ßêùî ñåðåä åëåìåíò✐â ìàòðèö✐ ||pik|| íåìà➵ íóë✐â ✐ â êîæíîìó ñòîâ✲
ïö✐ ✐ñíó➵ íåñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü â✐ä✬➵ìíèõ åëåìåíò✐â✱ òî ôóíêö✐ÿ f ìà➵ ìàñèâí✐
êîíòèíóàëüí✐ ð✐âí✐✱ çîêðåìà ð✐âí✐ äîäàòíî➝ ôðàêòàëüíî➝ ðîçì✐ðíîñò✐✳

✶✾



Ó äîïîâ✐ä✐ áóäå äåòàë✐çîâàíî îñòàíí➵ òâåðäæåííÿ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦✳✐✳❜♦♥❞❛r❡♥❦♦❅✉❞✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♣r❛ts✹✹✹✹❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïîáóäîâà ðîçâ✬ÿçê✐â çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ïîõ✐äíîþ
Õóêóõàðè

➪îíäàðåíêî ✃✳Ñ✳✱ ✃✐÷ìàðåíêî ❰✳➘✳✱ Ñòåõóí ➚✳❰✳✱ Òà✐ðîâà ❒✳Ñ✳
❰äåñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ■✳■✳ ❒å÷íèêîâà✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿíåìî êåðîâàíó ñèñòåìó✱ ÿêà îïèñó➵òüñÿ ð✐âíÿííÿì ç ïîõ✐äíîþ Õóêóõàðè✿

Dhχ = F (t)χ(t) + F0(t) + B(t)u(t), u ∈ U
χ(0, u(0)) = χ0.

✭✶✮

äå ÷àñ t çàäàíèé íà âèçíà÷åíîìó ä✐éñíîìó ïðîì✐æêó t ∈ [0; T ], T > 0 çàäàíà ñòàëà✱
χ0 ∈ conv(Rn), χ : [t0, T ]→ conv(Rn), F : [t0, T ]→ Rn×n, F0 : [t0, T ]→ conv(Rn).

➶ çàäà÷✐ ✭✶✮ îñòàíí✐é äîäàíîê ìîæå áóòè îïèñàíèé ð✐çíèìè ñïîñîáàìè✿

✶✳ B(t) ✖ âåêòîð â Rn✱ u(t) ✖ ñêàëÿðíà ôóíêö✐ÿ✱ u(t) ∈ U ⊂ comp(Rn)✳

✷✳ B(t) ✖ìàòðèöÿ â Rn×r, u(t) ✖ âåêòîð â Rr.

✸✳ B : t→ comp(Rn) ✖ìíîæèíííîçíà÷íå â✐äîáðàæåííÿ✱ u(t) ✖ ñêàëÿðíà ôóíêö✐ÿ
êåðóâàííÿ✱ u(t) ∈ U ⊂ comp(Rn)

✹✳ B : t → comp(Rn) ✖ìíîæèíííîçíà÷íå â✐äîáðàæåííÿ✱ u(t) ∈ Rn×n ✖ ìàòðèöÿ
äåôîðìàö✐➝✳

➘ëÿ ïîáóäîâè ÷èñëîâîãî ðîçâ✬ÿçêó✱ âèïèøåìî ð✐âíÿííÿ✱ ✭✶✮ â ✐íòåãðàëüí✐é ôîðì✐

χ0(t) ≡ χ0

χk+1(t) = χ0 +

∫ t

t0

[F (s)χk(s) + F0(s) + B(s)u(s)] ds, k = 0, 1, ...

➘ëÿ êîæíîãî îêðåìîãî âèïàäêó îïèøåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ÷èñëîâîãî ðîçâ✬ÿçêó
ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ çà äîïîìîãîþ ëàìàíèõ ➴éëåðà✱ òà íàâåäåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öüî✲
ãî àëãîðèòìó✳ Ó ðîáîò✐ ❬✹❪ âèâåäåíî ôîðìóëó ✧ëàìàíî➝✧ ➴éëåðà äëÿ âèïàäêó ðîçì✐ð✲
íîñò✐ ïðîñòîðó n = 2.

❮åõàé B(t)✖âåêòîð✱ u(t) ✖ ñêàëÿðíà ôóíêö✐ÿ êåðóâàííÿ àáî B(t) ✖ìàòðèöÿ â
Rn×r, u(t) ✖ âåêòîð â Rr. Òîä✐

χm(t) = χm(tk) + (t− tk) [F (tk)χ(tk) + F0(tk) + B(tk)u(tk)] , t ∈ [tk, tk+1] , k = 0,m− 1

➶èêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò îïîðíèõ ôóíêö✐é✱ îòðèìó➵ìî ïðè t = tk+1

c(χm(tk+1), ψ) = c(χm(tk), ψ) + δ ·
[
c(χm(tk), F

T (tk)ψ) + c(F0(tk), ψ) + (B(tk)u(tk), ψ)
]

➘ëÿ ïîáóäîâè çîâí✐øíüî➝ àïðîêñèìàö✐➝ ìíîæèíè χm(tk+1) çíàéäåìî

c(χm(tk+1), ψ), ψi =

(
cos γi
sin γi

)
, γi =

2πi

p
, i = 0, p− 1.

✷✵



➬ öüîãî âèïëèâà➵

c(χm(tk+1), ψi) = c(χm(tk), ψi)+δ ·
[
c(χm(tk), F

T (tk)ψi) + c(F0(tk), ψi) + (B(tk)u(tk), ψi)
]

Òàê ÿê

c(χm(tk), F
T (tk)ψi) =

{
0 ïðè F T (tk)ψi = 0,∥∥F T (tk)ψi

∥∥ c
(
Xm(tk),

FT (tk)ψi
‖FT (tk)ψi‖

)
ïðè F T (tk)ψi 6= 0.

Ïðè F T (tk)ψi = 0 :

c(χm(tk+1, ψi) = c(χm(tk), ψi) + δc(F0(tk), ψi) + δ(B(t)u(t), ψi).

Òàêîæ ïðè F T (tk)ψi 6= 0 îòðèìó➵ìî

c(χm(tk+1), ψi) ≈
≈ c(χm(tk), ψi) + δ

[∥∥F T (tk)ψi
∥∥ c(χm(tk), ψ̃ik) + c(F0(tk), ψi) + (B(tk)u(tk), ψi).

]

äå ψ̃ik çíàõîäèìî ç óìîâè
∥∥∥∥ψ̃ik −

F T (tk)ψi
‖F T (tk)ψi‖

∥∥∥∥ = min
j=0,p−1

∥∥∥∥ψj −
F T (tk)ψi
‖F T (tk)ψi‖

∥∥∥∥ .

➬íàõîäèìî çíà÷åííÿ îïîðíî➝ ôóíêö✐➝ ðîçâ✬ÿçêó✱ òà çíàõîäèìî òî÷êè ïåðåòèíó îïîð✲
íèõ ã✐ïåðïëîùèí äî ìíîæèíè χm(tk) ó íàïðÿìêó âåêòîð✐â ψi òà ψi+1, i = 0, p− 1✱
òàêîæ âðàõîâó➵ìî ψp = ψ0.

Ïðèêëàä ✶✳
❮åõàé çàäàí✐ çíà÷åííÿ âåêòîðà òà ôóíêö✐ÿ êåðóâàííÿ B(t), u(t) :

B(t) = [(2t+ 1)2, cos(t) + 1]T

u(t) =

{
1 ïðè 0 6 t 6 1,
−1 ïðè 1 < t 6 2

Òàêîæ çàäàí✐

F (t) =

(
1 0
0 1

)

Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ✱ òà äîäàíîê F0(t) â✐çüìåìî

F0(t) = co

{(−1
0

)
;

(
0

1

)
;

(
1

0

)}

❰ïîðíà ôóíêö✐ÿ ö✐➵➝ ìíîæèíè ➵

c(F0(t), ψi) = max{|ψ1|, ψ2}

Öÿ ôóíêö✐ÿ â✐äïîâ✐äà➵ îïîðí✐é ôóíêö✐➝ ð✐âíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà✱ âåðøèíè ÿêî✲
ãî çðîñòàþòü ç✐ çá✐ëüøåííÿì t. Òîä✐ çà âèùåîïèñàíèì àëãîðèòìîì áóäó➵ìî ãðàô✐ê
ðîçâ✬ÿçêó

✷✶



Ðèñ✳ ✶✿ ×èñëîâèé ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ç ïðèêëàäó ✶✳

Ïðèêëàä ✷✳
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê✱ êîëè

B(t) =

(
1− t t2

0 t+ 1

)

òà ôóíêö✐ÿ êåðóâàííÿ ìà➵ âèãëÿä

u(t) =

{
[0.5; 0.5]T ïðè 0 6 t 6 1,
[1; 1]T ïðè 1 < t 6 2

Òàêîæ çàäàí✐

F (t) =

(
cos2(t) −2

0 −(cos(t))

)

Ïî÷àòêîâà ìíîæèíà
X0 = ‖ψ‖

Ôóíêö✐þ F0(t) çàëèøèìî✱ ÿêà áóëà äëÿ ïåðøîãî ïðèêëàäó✱ îòðèìó➵ìî ãðàô✐ê ðîçâ✬ÿçêó

✷✷



Ðèñ✳ ✷✿ ×èñëîâèé ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ç ïðèêëàäó ✷✳

Ðîçãëÿíåìî ñïîñîáè✱ ó ÿêèõ B(t)✖ ìíîæèííîçíà÷íå â✐äîáðàæåííÿ✳
ßêùî✱ B(t) ìíîæèííîçíà÷íå â✐äîáðàæåííÿ✱ ïðè F T (tk)ψi = 0 òîä✐ ðîçðàõóíêîâ✐

ôîðìóëè íàáóâàþòü âèãëÿäó✿

c(χm(tk+1, ψi) = c(χm(tk), ψi) + δ [c(F0(tk), ψi) + c(B(t)u(t), ψi)] .

ßêùî✱ F T (tk)ψi 6= 0 îòðèìó➵ìî

c(χm(tk+1), ψi) ≈
≈ c(χm(tk), ψi) + δ

[∥∥F T (tk)ψi
∥∥ c(χm(tk), ψ̃ik) + c(F0(tk), ψi) + c(B(tk)u(tk), ψi)

]
✭✷✮

Ïðèêëàä ✸✳
Ïîêëàäåìî

B(t) = S2t

(
1− t
sin t

)

u(t) =

{
−1 ïðè 0 6 t 6 1,
1 ïðè 1 < t 6 2

F (t) =

(
cos2(t) −2

0 −(cos(t))

)

X0 = max{|0.5ψ1|, 0.5ψ2}
F0(t) = 0.5(|ψ1|+ |ψ2|)

✷✸



Ðèñ✳ ✸✿ ×èñëîâèé ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ç ïðèêëàäó ✸✳

Ïðèêëàä ✹✳
❮åõàé ôóíêö✐ÿ êåðóâàííÿ u(t) ∈ R2×2 òîä✐ çà âëàñòèâîñòÿìè îïîðíèõ ôóíêö✐é

îòðèìó➵ìî äîäàíîê c(B(t), uT (t)ψi).
➘ëÿ ðîçðàõóíê✐â ïîêëàäåìî çíà÷åííÿ

B(t) = Π(0.5;1)

(
sin2 t

cos2 t

)
.

Ôóíêö✐ÿ êåðóâàííÿ ìà➵ âèãëÿä

u(t) =

{
E ∈ R2×2 ïðè 0 6 t 6 1,
−E ∈ R2×2 ïðè 1 < t 6 2

F (t) =

(
cos2(t) −2

0 −(cos(t))

)

F0(t) = 2t‖ψ‖, X0 = ‖ψ‖

✷✹



Ðèñ✳ ✹✿ ×èñëîâèé ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ç ïðèêëàäó ✹✳

❰òæå✱ â íàø✐é ðîáîò✐ çàñòîñîâàíî àïàðàò îïîðíèõ ôóíêö✐é äëÿ ðîçðîáêè àëãî✲
ðèòìó ïîáóäîâè ÷èñëîâîãî ðîçâ✬ÿçêó êåðîâàíî➝ ñèñòåìè✱ ÿêà îïèñó➵òüñÿ ð✐âíÿííÿì ç
ïîõ✐äíîþ Õóêóõàðè✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❍✉❦✉❤❛r❛ ▼✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t
❝♦♥✈❡①❡ ✴✴ ❋✉♥❦❝✳ ❡❦✈❛❝✐♦❥✱ ✶✾✻✼✱ ➑✶✵✱ P✳ ✷✵✺ ✕ ✷✷✸✳

❬✷❪ ❋✳ ❙✳ ❞❡ ❇❧❛s✐✱ ❋✳ ■❡r✈♦❧✐♥♦✱❊q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐ ❝♦♥ s♦❧✉③✐♦♥✐ ❛ ✈❛❧♦r❡ ❝♦♠♣❛tt♦
❝♦♥✈❡ss♦✱ ❇♦❧❧✳ ❯♥✐♦♥❡ ▼❛t✳ ■t❛❧✳✱ ✷✱ ◆♦ ✹✕✺✱ ✹✾✶✖✺✵✶ ✭✶✾✻✾✮✳

❬✸❪ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ✧÷åòêîé✧è íå÷åòêîé ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷à✲
ñòüþ✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû✿ ìîíîãðàôèÿ ✴ ➚✳ ➶✳ Ïëîòíèêîâ✱ ❮✳ ➶✳ Ñêðèïíèê✱
❰äåññà ✿ ➚ñòðîïðèíò✱ ✷✵✵✾✳ ✖ ✶✾✷ ñ✳

❬✹❪ ➚✳ ➶✳ Ïëîòíèêîâ✱ ❮✳ ➶✳ Ñêðèïíèê✱ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷åòêîé è íå÷å✲
òêîé ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé÷àñòüþ✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû✱ ➚ñòðîÏðèíò✱ ❰äåññà
✭✷✵✵✾✮✳

❬✺❪ ❑✐❝❤♠❛r❡♥❦♦ ❖✳❉✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢❛st ♣❛r❛♠❡t❡rs ✴✴ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐✲
❝s✱ ✷✵✶✼✱ ❱✳✶✶✺✱ ➑✶✳✱ P✳✾✸✕✶✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✷✼✸✷✴✐❥♣❛♠✳✈✶✶✺✐✶✳✽

❬✻❪ ❆✳ ❆✳ ▼❛rt②♥②✉❦✱ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r
◆❛t✉r❡ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❆●✱ ❇✐r❦✲❤❛✉s❡r✱ ❈❤❛♠ ✭✷✵✶✾✮✳

✷✺



❬✼❪ ➴✳ ➶✳ ❰÷åðåòíþê✱ ➶✳ ➮✳ Ñëûíüêî✱ ❰öåíêè ïëîùàäè ðåøåíèé ïñåâäîëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïðîèçâîäíîé Õóêóõàðû â ïðîñòðàíñòâå conv(R2),
Óêð✳ ìàò✳ æóðí✳✱✻✾✱ ◆♦ ✷✱ ✶✽✾ ✕ ✷✶✹ ✭✷✵✶✼✮✳

❬✽❪ ❆✳ ❱✳ P❧♦t♥✐❦♦✈✱ ❚✳ ❆✳ ❑♦♠❧❡✈❛✱ ▲✳ ■✳ P❧♦t♥✐❦♦✈❛✱ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡❍✉❦✉❤❛r❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❏✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ❙②st❡♠s✱✶✸✱ ◆♦ ✶✱ ✸ ✕ ✶✸ ✭✷✵✶✾✮

❬✾❪ ◆✳ ❆✳ P❡r❡st②✉❦✱ ❱✳ ❆✳ P❧♦t♥✐❦♦✈✱ ❆✳ ▼✳ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦✱ ◆✳ ❱✳ ❙❦r✐♣♥✐❦✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡ ❡✛❡❝ts✿ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❉❡
●r✉②t❡r ❙t✉❞✳ ▼❛t❤✳✱✹✵✱ ❲❛❧t❡r ❉❡ ●r✉②t❡r ●♠❜❍✫ ❈♦✱ ❇❡r❧✐♥❀❇♦st♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❦✐r✐❧❧✳❜♦♥❞❛r❡♥❦♦❅♦♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Òðåòÿ ì✐øàíà êðàéîâà çàäà÷à â ï✐âïðîñòîð✐ äëÿ îäíîãî âèðîäæåíîãî
ð✐âíÿííÿ äèôóç✐➝

■âàí ➪óðòíÿê✱ ➹àííà ❒àëèöüêà
Ïðèêàðïàòñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ì✳ ➶✳Ñòåôàíèêà✱ ■âàíî✲Ôðàíê✐âñüê✱

Óêðà➝íà

Ðîáîòà ➵ óçàãàëüíåííÿì äîñë✐äæåííÿ îïóáë✐êîâàíîãî â ❬✶❪✳ ❒åòîäîì ïîòåíö✐àë✐â
ìè çíàõîäèìî ðîçâ✬ÿçîê ì✐øàíî➝ êðàéîâî➝ çàäà÷✐ â ï✐âïðîñòîð✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ òèïó ð✐â✲
íÿííÿ ✃îëìîãîðîâà ç òðüîìà ãðóïàìè çì✐ííèõ âèðîäæåííÿ ïàðàáîë✐÷íîñò✐ çà ÿêèìè
➵ çì✐ííà ✐íåðö✐ÿ✳

❮åõàé nj ∈ N, j = 1, 4, nj ≥ nj+1,
4∑
j=1

nj = n0, x = (x1, x2, x3, x4), xj ∈ Rnj ✱ xj =

(xj1, ...xjnj), x ∈ Rn0 ✱ x̃′ = (0, x12, ..., x1n1)✱ â✐äïîâ✐äíî✱ ξ ∈ Rn0 , 0 < t ≤ T < +∞✳
➶ {Π = (t, x) : 0 < t ≤ T < +∞, ξ ∈ Rn0−1, x11 > 0}✱ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

∂tu(t, x)−
3∑

j=1

nj+1∑

µ=1

x1µ∂xj+1µ
u(t, x)− α2

n1∑

k=1

∂x21ku(t, x) = f(t, x), ✭✶✮

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn0−1 ∪ {x11, x11 > 0, } ✭✷✮

∂x11u(t, x̃
′) + β(t)u(t, x̃′) = g(t, x′), ✭✸✮

äå β(t) íåïåðåðâíà ✐ îáìåæåíà ôóíêö✐ÿ✱ f(t, x), g(t, x′), u0(x) íåïåðåðâí✐ ✐ îáìåæåí✐
ôóíêö✐➝✱ f(t, x) çàäîâîëüíÿ➵ ð✐âíîì✐ðíî ïî t óìîâó ➹åëüäåðà ïî ① ç ïîêàçíèêîì γ, 0 <
γ ≤ 1✳

Ðîçâ✬ÿçîê øóêà➵ìî ó âèãëÿä✐

u(t, x) =

∫ t

0

dβ

∫

Rn0
Γ(t, x; β, ξ)f(β, ξ)dξ +

∫

Rn0
Γ(t, x; 0, ξ)u0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dβ

∫

Rn0−1

Γ(t, x; β, ξ̃′)ϕ(β, ξ′)dξ′, ϕ(0, x′) = 0,

äå ϕ(t, x′) øóêàíà ôóíêö✐ÿ✱ ï✐ä✐áðàíà òàê✱ ùîá çàäîâîëüíÿëàñÿ óìîâà ✭✸✮✱ Γ(t, x; β, ξ)✲
ôóíêö✐ÿ ➹ð✐íà ð✐âíÿííÿ ✭✶✮✱ f(t, x) ✐ u0(x) äîâèçíà÷åí✐ íóëåì✱ ùîá ìàëè çì✐ñò ôîð✲
ìóëè✳ ϕ(t, x′) çàäîâîëüíÿ➵ â✐äïîâ✐äíå ✐íòåãðàëüíå ð✐âíÿííÿ✱ âñòàíîâëåíî ìíîæèíó
ôóíêö✐é äå ✐íòåãðàëüíå ð✐âíÿííÿ ➵ ð✐âíÿííÿì ñòèñêó✱ âñòàíîâëåíî ✐ñíóâàííÿ ϕ(t, x′)✳
➍äèí✐ñòü ðîçâ✬ÿçêó ✭✶✮✲✭✸✮ âèïëèâà➵ ✐ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó â êëàñ✐ íåïåðåðâíèõ ✐
îáìåæåíèõ ôóíêö✐é✳

✷✻
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❯❦r❛✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱✽✱ ✶✶✵✾✕✶✶✶✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✐✈❛♥✳❜✉rt♥②❛❦❅♣♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❒íîæèíà ÷èñåë✱ ÿê✐ ìàþòü ñê✐í÷åííó ê✐ëüê✐ñòü ð✐çíèõ çîáðàæåíü ó
ñèñòåì✐ ç íàòóðàëüíîþ îñíîâîþ òà íàäëèøêîâèì àëôàâ✐òîì

❰ëåã ➶èííèøèí
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé s, r ✕ ô✐êñîâàí✐ íàòóðàëüí✐ ÷èñëà✱ 1 < s ≤ r✱ A = {0, 1, . . . , r}✳ ➶✐äîìî✱ ùî
äëÿ äîâ✐ëüíîãî ÷èñëà x ∈ [0, r

s−1
] ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (αn)✱ αn ∈ A✱ òàêà ùî

x =
∞∑

k=1

s−kαk ≡ ∆rs
α1α2...αn...

.

❰ñòàíí✐é ñèìâîë✐÷íèé çàïèñ ∆rs
α1α2...αn...

íàçèâà➵òüñÿ rs✲çîáðàæåííÿì ÷èñëà x ✭çîáðà✲
æåííÿì ÷èñëà x ó ñèñòåì✐ ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ s ✐ íàäëèøêîâèì àëôàâ✐òîì A✮✳ ➶
çàëåæíîñò✐ â✐ä ïàðàìåòð✐â s òà r ê✐ëüê✐ñòü çîáðàæåíü ó ÷èñåë ìîæå áóòè ð✐çíîþ✳

❐åìà ✶✳ ßêùî r < 2s − 2✱ òî êîæíå ÷èñëî x0 ∈ [0; r
s−1

]✱ ÿêå ìà➵ ÷èñòî ïåð✐îäè÷íå
rs✲çîáðàæåííÿ ç ïåð✐îäîì (c)✱ äå c ∈ {0, r− s+2, ..., s− 2, r}✱ ìà➵ ➵äèíå çîáðàæåííÿ✳

❐åìà ✷✳ ßêùî r < 2s − 2✱ òî êîæíå ÷èñëî x0 ∈ [0; r
s−1

]✱ ÿêå ìà➵ ÷èñòî ïåð✐îäè÷íå
rs✲çîáðàæåííÿ ç ïåð✐îäîì (c)✱ äå c ∈ {1, 2, . . . , r−s, s, s+1, . . . , r}✱ ìà➵ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ð✐çíèõ rs✲çîáðàæåíü✳

❐åìà ✸✳ ßêùî r < 2s − 2✱ òî êîæíå ÷èñëî x0 ∈ [0; r
s−1

]✱ ÿêå ìà➵ ÷èñòî ïåð✐îäè÷íå
rs✲çîáðàæåííÿ ç ïåð✐îäîì (c)✱ äå c ∈ {r− s+1, s− 1}✱ ìà➵ çë✐÷åííó ìíîæèíó ð✐çíèõ
rs✲çîáðàæåíü✳

Òåîðåìà ✶✳ ➬à óìîâè r < 2s−2✱ ðîçì✐ðí✐ñòü ➹àó❝äîðôà✲➪åçèêîâè÷à ìíîæèíè ÷èñåë✱
ùî ìàþòü ➵äèíå rs✲çîáðàæåííÿ✱ òà ìíîæèíè ÷èñåë✱ ùî ìàþòü ñê✐í÷åííó ê✐ëüê✐ñòü
rs✲çîáðàæåíü✱ îá÷èñëþ➵òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D =
ln(2s− r − 1)

ln s
.

❐✐òåðàòóðà
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✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐❣✐ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❡r❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s❡ ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥t
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❬✷❪ ➹îí÷àðåíêî ß✳➶✳✱ ❒èêèòþê ■✳❰✳ Ïðåäñòàâëåííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë â ñèñòåìàõ ç íà✲
äëèøêîâèì íàáîðîì öèôð òà ➝õ âèêîðèñòàííÿ✳ ❮àóêîâèé ÷àñîïèñ ❮ÏÓ ✐ìåí✐
❒✳Ï✳ ➘ðàãîìàíîâà✳ Ñåð✐ÿ ✶✳ Ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷í✐ íàóêè✿ ❮ÏÓ ✐ìåí✐ ❒✳Ï✳ ➘ðà✲
ãîìàíîâà✱ ✷✵✵✹✱ ➑✺✱ ñ✳✷✺✺✲✷✼✺✳
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❬✸❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ Ôðàêòàëüíèé ï✐äõ✐ä ó äîñë✐äæåííÿõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîä✐ë✐â✳
✲✃è➝â✿ ❮ÏÓ ✐ìåí✐ ❒✳Ï✳ ➘ðàãîìàíîâà✱ ✶✾✾✽✳ ñ✳ ✷✾✻✳

❬✹❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ ➘âîñèìâîëüí✐ ñèñòåìè êîäóâàííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà ➝õ çàñòî✲
ñóâàííÿ✳ ✖ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✷✷✳ ✕ ✸✶✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦❧❡❤✳✈②♥♥②s❤②♥❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

➚ñèìïòîòè÷í✐ âëàñòèâîñò✐ øâèäêî çì✐ííèõ ðîçâ✬ÿçê✐â
äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåë✐í✐éíîñòÿìè áëèçüêèìè

äî ïðàâèëüíî çì✐ííèõ
➶îðîáéîâà ➚ëëà

❰äåñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ■✳■✳❒å÷íèêîâà✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ

y′′ = α0p(t)f(t, y, y
′), ✭✶✮

äå α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[(−∞ < a < ω ≤ +∞) ✕ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ ✐
f : [a, ω[×∆Y0 ×∆Y1 →]0,+∞[ ➵ íåïåðåðâíî äèôåðåíö✐éîâíîþ✱ Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi ìà➵
âèä àáî [y0i , Yi[

✶ àáî ]Yi, y
0
i ]✳

Ïîêëàäåìî

πω(t) =





t, òî ω = +∞,

t− ω, òî ω < +∞.
➶âàæà➵ìî✱ ùî ôóíêö✐ÿ f ó ✭✶✮ çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè

lim
t↑ω

πω(t) · ∂f∂t (t, v0, v1)
f(t, v0, v1)

= γ ð✐âíîì✐ðíî ïî (v0, v1) ∈ ∆Y0 ×∆Y1 ✭✷✮

òà äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, 1}

lim
vk→yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f∂vk (t, v0, v1)
f(t, v0, v1)

= σk ✭✸✮

ð✐âíîì✐ðíî ïî t ∈ [a, w[ òà ð✐âíîì✐ðíî ïî vj ∈ ∆Yj , j 6= k, σi ∈ R, ïðè÷îìó σ0 + σ1 6= 1.
Ôóíêö✐➝ f ✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ✭✷✮ òà ✭✸✮ ➵ áëèçüêèìè äî ïðàâèëüíî çì✐ííèõ

ôóíêö✐é ïî êîæí✐é ç✐ çì✐ííèõ✳ Ïðèêëàäîì ìîæóòü ñëóãóâàòè çîêðåìà ôóíêö✐➝ âèäó
|πω(t)|γ|y|σ0 |y′|σ1 exp (|ln |πω(t)yy′||µ)✱ 0 < µ < 1✳ ➶àæëèâîþ îñîáëèâ✐ñòþ òàêèõ ôóí✲
êö✐é ➵ íåìîæëèâ✐ñòü ➝õ íàâ✐òü àñèìïòîòè÷íî çîáðàçèòè ó âèãëÿä✐ äîáóòêó ôóíêö✐➝✱
êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü ò✐ëüêè â✐ä îäí✐➵➝ çì✐ííî➝✳

➶ ñèëó ✭✷✮ òà ✭✸✮✱ f(t, y, y′) ìà➵ âèãëÿä

f(t, v0, v1) = |πω(t)|γ |y|σ0 |y′|σ1 ·Θ(t, y, y′), ✭✹✮

äå ôóíêö✐ÿ Θ çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó

lim
t↑ω

πω(t) · ∂Θ∂t (t, v0, v1)
Θ(t, v0, v1)

= 0 ð✐âíîì✐ðíî ïî (v0, v1) ∈ ∆Y0 ×∆Y1 , ✭✺✮

✷✽



à òàêîæ äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, 1}

lim
vk→yk
vk∈∆Yk

vk · ∂Θ∂vk (Θ, v0, v1)
f(t, v0, v1)

= 0 ✭✻✮

ð✐âíîì✐ðíî ïî t ∈ [a, w[ òà ð✐âíîì✐ðíî ïî vj ∈ ∆Yj , j 6= k.
Ðîçâ✬ÿçîê y ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ áóäåìî íàçèâàòè Pω(Y0, Y1, λ0)✲ðîçâ✬ÿçêîì✱ ÿêùî â✐í çà✲

äàíèé íà [t0, ω[⊂ [a, ω[ òà äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. ✭✼✮

➶âåäåìî íåîáõ✐äí✐ ïîçíà÷åííÿ

I2(t) = α0

∫ t

A2
ω

p(τ)dτ, A2
ω =

{
a, ÿêùî

∫ ω
a
p(τ)dτ = +∞,

ω, ÿêùî
∫ ω
a
p(τ)dτ < +∞,

J4(t) =

∫ t

B4
ω

|I2(τ)|
1
σ0 dτ, B4

ω =

{
b, ÿêùî

∫ ω
b
|I2(τ)|

1
σ0 dτ = +∞,

ω, ÿêùî
∫ ω
b
|I2(τ)|

1
σ0 dτ < +∞.

❒à➵ ì✐ñöå íàñòóïíà òåîðåìà✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé ó ð✐âíÿíí✐ ✭✶✮ σ1 = 1✳ Òîä✐✱ äëÿ ✐ñíóâàííÿ ó ð✐âíÿííÿ ✭✶✮
Pω(Y0, Y1, 1)✲ðîçâ✬ÿçê✐â íåîáõ✐äíî✱ à ÿêùî

σ0I2(t) < 0, ✭✽✮

òî ✐ äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâ

y00α0 > 0, σ0y
0
1I2(t) < 0 ïðè t ∈ [a, ω[, ✭✾✮

lim
t↑ω

y00|J4(t)|−1 = Y0, lim
t↑ω

y01|J4(t)|−1 = Y1, lim
t↑ω

J4(t)I
′
2(t)

J ′
4(t)I2(t)

= σ0. ✭✶✵✮

✃ð✐ì òîãî✱ äëÿ êîæíîãî òàêîãî ðîçâ✬ÿçêó ìàþòü ì✐ñöå íàñòóïí✐ àñèìïòîòè÷í✐
çîáðàæåííÿ ïðè t ↑ ω

1

y′(t) ·
(
Θ(t, y(t), y′(t))

) 1
σ0

= −J4(t)|σ0|
1
σ0 [1 + o(1)], ✭✶✶✮

y(t)

y′(t)
= −J4(t)

J ′
4(t)

[1 + o(1)]. ✭✶✷✮
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❬✸❪ ➍âòóõîâ ➶✳❒✳ Ïðî îäèí êëàñ ìîíîòîííèõ ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíîãî äèôåðåíö✐àëüíî✲
ãî ð✐âíÿííÿ ♥✲ãî ïîðÿäêó òèïó ➴ìäåíà✕Ôàóëåðà ✴✴ Ïîâ✐äîìë✳ ➚❮ ➹ðóç✐➝✳ ✕ ✶✾✾✷✳
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❬✺❪ ➍âòóõîâ ➶✳❒✳✱ ✃óñèê ❐✳■✳ ➚ñèìïòîòè÷í✐ ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐àëü✲
íèõ ð✐âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ✴✴ ➘èôôåðåíö✳ ð✐âíÿííÿ✳ ✕ ✷✵✶✸✳ ✕ Ò✳ ✹✾✱ ➑✹✳ ✕ Ñ✳
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❬✻❪ ➹åðæàíîâñüêà ➹✳➚✳ ➚ñèìïòîòè÷í✐ ïðåäñòàâëåííÿ øâèäêîçì✐ííèõ ðîçâ✬ÿçê✐â ñóòò➵✲
âî íåë✐í✐éíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ✴✴ ❮åë✐í✐éí✐ êîëèâàííÿ✳
✕ ✷✵✶✼✳ ✕ Ò✳ ✷✵✱ ➑✸✳ ✕ Ñ✳ ✸✷✾✕✸✹✺ ✭ðîñ✳✮

❬✼❪ ▼❛r✐✁❝ ❱✳ ❘❡❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ◆❡✇ ❨♦r❦✳ ✷✵✵✵✳ ✶✷✽ ♣✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛❧❧❛✳✈♦r♦❜②♦✈❛❅st✉❞✳♦♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❮àéêðàù✐ îðòîãîíàëüí✐ òðèãîíîìåòðè÷í✐ íàáëèæåííÿ êëàñ✐â
ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ó ïðîñòîð✐ B∞,1

Ñâ✐òëàíà ➹åìáàðñüêà
➶îëèíñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ❐åñ✐ Óêðà➝íêè✱ ❐óöüê✱ Óêðà➝íà

➘îñë✐äæóþòüñÿ êëàñè ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõBΩ
p,θ ❬✶❪ òèïó ❮✐êîëüñüêîãî✲

➪➵ñîâà✱äå Ω(t) = w(
∏d

j=1 tj)✱ ✐ w ✲çàäàíà ôóíêö✐ÿ îäí✐➵➝ çì✐ííî➝ òèïó ìîäóëÿ íåïå✲
ðåðâíîñò✐ ïîðÿäêó l✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè ➪àð✐✲Ñò➵÷ê✐íà (Sα) òà (Sl) ❬✷❪✳ ❰äåðæàíî
òî÷í✐ çà ïîðÿäêîì îö✐íêè íàéêðàùèõ îðòîãîíàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü
öèõ êëàñ✐â ó ïðîñòîð✐ B∞,1 ✭äèâ✳✱ íàïðèêëàä✱ ❬✸❪ ✮✳

➬àçíà÷èìî✱ ùî íîðìà ó ïðîñòîð✐ B∞,1 ➵ ñèëüí✐øîþ✱ í✐æ L∞✲ íîðìà✳
❮åõàé Rd, d ≥ 2 ✲ åâêë✐ä✐â ïðîñò✐ð ç åëåìåíòàìè x = (x1, ..., xd) ✐ (x, y) = x1y1 +

... + xdyd✳ ×åðåç Lp(T d), T d :=
∏d

j=1[0, 2π), 1 < p < ∞✱ ïîçíà÷èìî ïðîñò✐ð ôóíêö✐é f ✱
ÿê✐ ➵ 2π✲ïåð✐îäè÷íèìè çà êîæíîþ çì✐ííîþ ç✐ ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ✳

❮åõàé X✲ äåÿêèé íîðìîâàíèé ôóíêö✐îíàëüíèé ïðîñò✐ð ç íîðìîþ ‖ · ‖X ✐ Θm✕
äîâ✐ëüíèé íàá✐ð ✐ç m d✲ âèì✐ðíèõ âåêòîð✐â kj = (kj1, ..., k

j
d)✱ j = 1,m, ç ö✐ëî÷èñåëüíèìè

êîîðäèíàòàìè✳ ➘ëÿ ôóíêö✐➝ f ∈ X ïîçíà÷èìî

SΘm(f) := SΘm(f, x) =
m∑

j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x), x ∈ Rd,

äå f̂(kj) = (2π)−d
∫
T d
f(t)e−i(k

j ,t)dt,✲ êîåô✐ö✐➵íòè Ôóð✬➵ ôóíêö✐➝ f ✱ ÿê✐ â✐äïîâ✐äàþòü
íàáîðó âåêòîð✐â ✐ç Θm✳

Ïîêëàäåìî

e⊥m(f)X := inf
Θm
‖f − SΘm(f)‖X

✐ äëÿ ôóíêö✐îíàëüíîãî êëàñó F ⊂ X ïîçíà÷èìî

e⊥m(F )X := sup
f∈F

e⊥m(f)X .

✸✵



➶åëè÷èíó e⊥m(F )X íàçèâàþòü íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íà✲
áëèæåííÿì êëàñó F ó ïðîñòîð✐ X✳

❮àâåäåìî îòðèìàíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé d ≥ 2, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,Ω(t) = w(
∏d

j=1 tj)✱ äå w

çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó(Sα) ç äåÿêèì α > 1
p
✐ óìîâó (Sl)✳ Òîä✐ äëÿ áóäü✲ÿêî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐

m = (mn)
∞
n=1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêî➝✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ m ≍ 2nnd−1

ñïðàâåäëèâà îö✐íêà
e⊥m(B

Ω
p,θ)B∞,1 ≍ w(2−n)2

n
pn(d−1)(1− 1

θ
).

➶ ðåçóëüòàò✐ ïðîâåäåíèõ äîñë✐äæåíü áóëî âèÿâëåíî✱ ùî â✐äïîâ✐äí✐ àïðîêñèìàö✐éí✐
õàðàêòåðèñòèêè êëàñ✐â BΩ

p,θ ó ïðîñòîðàõ B∞,1 ✐ L∞ ➵ îäíàêîâèìè çà ïîðÿäêîì✱ òîáòî

e⊥m(B
Ω
p,θ)B∞,1 ≍ e⊥m(B

Ω
p,θ)∞.

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❨♦♥❣s❤❡♥❣ ❙✳✱ ❍❡♣✐♥❣ ❲✳❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✐①❡❞ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❚r✳ ▼❛t✳ ■♥st✳ ❙t❡❦❧♦✈❛✱ ✶✾✾✼✱
❱♦❧✳ ✷✶✾✱ ✸✺✻✲✸✼✼✳

❬✷❪ ➪àðè ❮✳✃✳✱ Ñòå÷êèí Ñ✳➪✳ ❮àèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîé✲
ñòâà äâóõ ñîïðÿæ➻ííûõ ôóíêöèé✳ Òð✳ ❒îñê✳ ìàò✳ î✲âà✱ ✶✾✺✻✱ Ò✳✺✱ ✹✽✸✲✺✷✷✳

❬✸❪ Ðîìàíþê ➚✳Ñ✳✱ Ðîìàíþê ➶✳Ñ✳ ➚ïðîêñèìàö✐éí✐ õàðàêòåðèñòèêè êëàñ✐â ïåð✐îäè✲
÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ó ïðîñòîð✐ B∞,1✳ Óêð✳ ìàò✳ æóðí✱ ✷✵✶✾✱ Ò✳✼✶✱
➑✷✱ ✷✼✶✲✷✽✷✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❣❡♠❜❛rs❦❛②❛✼✷❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ðîçâ✬ÿçí✐ñòü âèðîäæåíî➝ åë✐ïòè÷íî➝ âàð✐àö✐éíî➝ íåð✐âíîñò✐ ç ð✐çíèìè
âàãàìè

➹îðáà÷ ➶àëåíòèíà
✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó âèðîäæåíó åë✐ïòè÷íó âàð✐àö✐éíó íåð✐âí✐ñòü✿

N∑

i,j=1

∫

Ω

aij(x)
∂y

∂xj

∂(v − y)
∂xi

ρ2 dx+

∫

Ω

y(v − y) ρ1 dx ≥
∫

Ω

f(v − y) dx, ✭✶✮

u ∈ Uad, ∀v ∈ K, ✭✷✮

I(u, y) =

∫

Ω

|y(x)− zσ(x)|2ρ1 dx → inf, ✭✸✮

äå f ∈ L2(Ω) ✕ çàäàíà ôóíêö✐ÿ❀ Ω ✕ îáìåæåíà â✐äêðèòà ï✐äìíîæèíà RN ✭N ≥ 1✮
ç ❐✐ïøèöåâîþ ìåæåþ❀ ρi✱ i = 1, 2 ✕ âèðîäæåí✐ âàãîâ✐ ôóíêö✐➝ â RN ✿ ρi(x) > 0 ì✳ñ✳
â RN ✱ ρi + ρ−1

i ∈ L1
❧♦❝(R

N)✱ ρi + ρ−1
i /∈ L∞(Ω) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó❀ ρi íàëåæàòü

✸✶



êëàñó ❒àêêåíãàóïòà A2(Ω);K ✕ íåïîðîæíÿ îïóêëà çàìêíåíà ï✐äìíîæèíà âàãîâîãî
ïðîñòîðó Ñîáîë➵âà

H(Ω, ρ dx), ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρ2),

0 ∈ K❀ H(Ω, ρ dx) ✕ çàìèêàííÿ C∞
0 (Ω) ó W (Ω, ρ dx) â✐äíîñíî íîðìè

‖y‖ρ =
(∫

Ω

|y|2ρ1 dx+
N∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂y

∂xi

∣∣∣∣
2

ρ2 dx

) 1
2

, ✭✹✮

W (Ω, ρ dx) ✕ ìíîæèíà ôóíêö✐é y ∈ W 1,1
0 (Ω)✱ äëÿ ÿêèõ íîðìà ✭✹✮ ➵ ñê✐í÷åííîþ✳

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñ✐õ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü

uad = {aij(x)}i≤i,j≤N â L∞(Ω;RN × RN).

❮åõàé âèêîíóþòüñÿ òàê✐ óìîâè✿

|aij(x)| ≤ ρ ì✳ ñ✳ â Ω, ∀i, j ∈ {1, . . . , N};

(u(x)(ξ − η), ξ − η)RN ≥ 0, ì✳ ñ✳ â Ω, ∀ξ, η ∈ RN ;

(u(x)(ξ), ξ)RN =
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2 ì✳ ñ✳ â Ω; äå α > 0.

➬à îïèñàíèõ óìîâ íà ïàðàìåòðè çàäà÷✐ ìà➵ ì✐ñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò✳

Òåîðåìà ✶✳ ❒íîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â çàäà÷✐ ✭✶✮✕✭✸✮ ➵ íåïîðîæíüîþ äëÿ
êîæíîãî f ∈ L2(Ω)✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈❛❧②s❤❦❛✶✵✳✵✶❅❦♥✉✳✉❛

➚íàë✐òè÷íèé âèãëÿä ðîçâ✬ÿçêó íåëîêàëüíî➝ áàãàòîòî÷êîâî➝ çà ÷àñîì
çàäà÷✐ äëÿ åâîëþö✐éíîãî ð✐âíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óçàãàëüíåíîþ

ôóíêö✐➵þ
➶àñèëü ➹îðîäåöüêèé✱ Ðóñëàíà ✃îë✐ñíèê✱ ❰ëüãà ❒àðòèíþê

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

Ó ðîáîò✐ äîñë✐äæó➵òüñÿ ð✐âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ✐äíèìè

∂u(t, x)

∂t
+ ϕ

(
i
∂

∂x

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, ✭✶✮

äå ϕ ✕ ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ ïåâí✐ óìîâè✳
➘îñë✐äæåííÿ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ çä✐éñíþ➵òüñÿ ó ïðîñòîðàõ òèïó W ✱ ó ÿêèõ äëÿ õàðà✲

êòåðèñòèêè ïîâåä✐íêè ôóíêö✐é íà íåñê✐í÷åííîñò✐ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íå ñòåïåíåâ✐✱ à
äîâ✐ëüí✐ îïóêë✐ ôóíêö✐➝ ❬✶❪✳

Ðîçãëÿíåìî åâîëþö✐éíå ð✐âíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
+ Au(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω. ✭✷✮

✸✷



äå A = ϕ
(
i
d

dx

)∣∣∣
WΩ1 (R)

✕ çâóæåííÿ îïåðàòîðà ϕ
(
i
d

dx

)
íà ïðîñò✐ð WΩ1(R)✱ ÿêèé ñêëà✲

äà➵òüñÿ ç ôóíêö✐é ç ïðîñòîðó WΩ1 ✱ çàäàíèõ íà R✳
➘ëÿ ð✐âíÿííÿ ✭✷✮ ïîñòàâèìî íåëîêàëüíó áàãàòîòî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó✿ çíàéòè

ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ✭✷✮✱ ÿêèé çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µku(tk, ·) = f, f ∈ (WΩ1
∗ )′, ✭✸✮

äå ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà➵òüñÿ â ïðîñòîð✐ (WΩ1)′✱ u(0, x) := lim
t→+0

u(t, x)✱ x ∈ R✱ {µ, µ1, . . . , µm} ⊂
(0,∞)✱ {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ]✱ m ∈ N✱ ✕ ô✐êñîâàí✐ ÷èñëà✱ ïðè÷îìó 0 < t1 < t2 < · · · <

tm ≤ T ✱ µ >
m∑

k=1

µk✳

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ✳

Òåîðåìà ✶✳ ➬àäà÷à ✭✷✮✱ ✭✸✮ ➵ ðîçâ✬ÿçíîþ✱ ðîçâ✬ÿçîê äà➵òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

äå G ✕ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ✭✷✮✱ ✭✸✮✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➹îðîäåöüêèé ➶✳ ➶✳✱ ❒àðòèíþê ❰✳ ➶✳ ➬àäà÷à ✃îø✐ òà íåëîêàëüí✐ çàäà÷✐ äëÿ åâî✲
ëþö✐éíèõ ð✐âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çì✐ííîþ✳ ×åðí✐âö✐✿ ➶èäàâíè÷èé
ä✐ì ✑Ðîäîâ✐ä✑✱ ✷✵✶✺✳ ✹✵✵ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✳❣♦r♦❞❡ts❦✐②❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ r✳❦♦❧✐s♥②❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦✳♠❛rt②♥②✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Óçàãàëüíåíà îïåðàòîðíà ìàòðèöÿ ➶àíäåðìîíäà ✐ îáìåæåí✐ ðîçâ✬ÿçêè
äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü

❒èõàéëî ➹îðîäí✐é
✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé (X, ‖ · ‖) ✕ êîìïëåêñíèé áàíàõ✐â ïðîñò✐ð❀ L(X) ✕ ïðîñò✐ð ë✐í✐éíèõ íåïåðåðâ✲
íèõ îïåðàòîð✐â✱ ùî ä✐þòü ✐ç X â X❀ I, O ✕ â✐äïîâ✐äíî îäèíè÷íèé ✐ íóëüîâèé îïåðàòîðè
â X✱ Cb(R, X) ✕ áàíàõ✐â ïðîñò✐ð íåïåðåðâíèõ ✐ îáìåæåíèõ íà R ôóíêö✐é x : R→ X ç
íîðìîþ ‖x‖∞ = supt∈R ‖x(t)‖✱ C(k)

b (R, X) ✕ áàíàõ✐â ïðîñò✐ð ôóíêö✐é x ∈ Cb(R, X)✱ ùî
ìàþòü íåïåðåðâíó ✐ îáìåæåíó íà R k✲òó ïîõ✐äíó✱ ç íîðìîþ ‖x‖∞,k = ‖x‖∞ + ‖x(k)‖∞✳

➬àô✐êñó➵ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî p ✐ ðîçãëÿíåìî äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ

x(p)(t) = A1x
(p−1)(t) + · · ·+ Ap−1x

′(t) + Apx(t) + y(t), t ∈ R, ✭✶✮

â ÿêîìó y ∈ Cb(R, X)✱ A1, A2, . . . , Ap ✕ ô✐êñîâàí✐ îïåðàòîðè ç L(X)✳ ßê çâè÷àéíî✱
îáìåæåíèì ðîçâ✬ÿçêîì ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ áóäåìî íàçèâàòè òàêó ôóíêö✐þ x ∈ C(p)

b (R, X)✱
ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ R âèêîíó➵òüñÿ ð✐âí✐ñòü ✭✶✮✳

ßêùî p = 1✱ òî çà òåîðåìîþ ❒✳ ➹✳ ✃ðåéíà ✭äèâ✳ ❬✶❪✱ ãë✳ ✷✱ ï✳ ✹✮ äèôåðåíö✐àëüíå
ð✐âíÿííÿ

x′(t) = A1x(t) + y(t), t ∈ R, ✭✷✮

✸✸



ìà➵ ➵äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ✬ÿçîê x äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ôóíêö✐➝ y ∈ Cb(R, X) â òîìó ✐ ò✐ëüêè
â òîìó âèïàäêó✱ êîëè ñïåêòð σ(A1) îïåðàòîðà A1 íå ïåðåòèíà➵òüñÿ ç óÿâíîþ â✐ññþ
iR = {it | t ∈ R}✳ Ïðè öüîìó â✐äïîâ✐äíèé äî ôóíêö✐➝ y ∈ Cb(R, X) ➵äèíèé îáìåæåíèé
ðîçâ✬ÿçîê x ð✐âíÿííÿ ✭✷✮ çîáðàæó➵òüñÿ ó âèãëÿä✐

x(t) = (GA1 ∗ y)(t) =
∫

R

GA1(t− s)y(s)ds, t ∈ R,

äå GA1 ✕ ãîëîâíà ôóíêö✐ÿ ➹ð✐íà äèôåðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ ✭✷✮✳ Òàêîæ âèêîíó➵òüñÿ

Òåîðåìà ✶✳ ❮àâåäåí✐ íèæ÷å óìîâè åêâ✐âàëåíòí✐✳
(i1) ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ ìà➵ ➵äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ✬ÿçîê x äëÿ êîæíî➝ ôóíêö✐➝ y ∈

Cb(R, X)❀
(i2) äëÿ êîæíîãî z ∈ iR îïåðàòîð ∆(z) = zpI−A1z

p−1−· · ·−Ap−1z−Ap íåïåðåðâíî
îáîðîòíèé✳

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðåâ✐ðêà óìîâè (i2) òåîðåìè ✶ íåòðèâ✐àëüíà✳ ❒è äîñë✐äæó✲
➵ìî âèïàäîê✱ êîëè äëÿ ö✐➵➝ ïåðåâ✐ðêè ìîæíà âèêîðèñòàòè âëàñòèâîñò✐ â✐äïîâ✐äíîãî
äî ✭✶✮ ➽àëãåáðà➝÷íîãî➾ îïåðàòîðíîãî ð✐âíÿííÿ

Q(Λ) ≡ Λp − A1Λ
p−1 − · · · − Ap−1Λ− Ap = O, ✭✸✮

ÿêå ðîçãëÿäà➵òüñÿ â L(X)✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳ ➪óäåìî êàçàòè✱ ùî îïåðàòîðíå ð✐âíÿííÿ ✭✸✮ ìà➵ êîðåí✐ Z1, Z2, . . . , Zq
êðàòíîñòåé n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nq✱ ÿêùî Zi 6= Zj ïðè i 6= j✱ n1 + n2 + · · ·+ nq = p✱
à òàêîæ äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ q

Q(Zk) = Q′(Zk) = · · · = Q(nk−1)(Zk) = O.

❰çíà÷åííÿ ✷✳ ✃îðåí✐ Z1, Z2, . . . , Zq ð✐âíÿííÿ ✭✸✮ áóäåìî íàçèâàòè ðîçä✐ëåíèìè✱
ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ 1 ≤ i < j ≤ q îïåðàòîð Zi − Zj íåïåðåðâíî îáîðîòíèé✳

Ó ïîäàëüøîìó ââàæà➵ìî✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ òàêå ïðèïóùåííÿ✳
Ïðèïóùåííÿ ✶✳ ❰ïåðàòîðíå ð✐âíÿííÿ ✭✸✮ ìà➵ ðîçä✐ëåí✐ ✐ ïîïàðíî êîìóòîâí✐

êîðåí✐ Z1, Z2, . . . , Zq êðàòíîñòåé n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nq â✐äïîâ✐äíî✳
Ïîêëàäåìî äëÿ Z ∈ L(X)

f(Z) =




Zp−1

Zp−2

. . .
Z
I



,

f (k)(Z)

k!
=




Ck
p−1Z

p−1−k

Ck
p−2Z

p−2−k

. . .
Ck
k+1Z
Ck
k I
O
. . .
O




.

❮àáîðó êîðåí✐â Z1, Z2, . . . , Zq ð✐âíÿííÿ ✭✸✮ ïîêëàäåìî ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü óçàãàëüíåíó
îïåðàòîðíó ìàòðèöþ ➶àíäåðìîíäà

T =
(
f(Z1)

f ′(Z1)

1!
. . .

f (n1−1)(Z1)

(n1 − 1)!
. . . f(Zq)

f ′(Zq)

1!
. . .

f (nq−1)(Zq)

(nq − 1)!

)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D âèçíà÷íèê ìàòðèö✐ T✱ ÿêèé âèçíà÷à➵òüñÿ òàê æå✱ ÿê ✐ â ñêàëÿð✲
íîìó âèïàäêó✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî D ∈ L(X)✳ Ñïðàâäæó➵òüñÿ
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Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé âèêîíó➵òüñÿ ïðèïóùåííÿ ✶✳ Òîä✐ ìàþòü ì✐ñöå òàê✐ òâåðäæåí✲
íÿ✿

(j1) îïåðàòîð D ➵ íåïåðåðâíî îáîðîòíèì❀
(j2) äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ ìà➵ ➵äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ✬ÿçîê x äëÿ êîæíî➝

ôóíêö✐➝ y ∈ Cb(R, X) òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè
( q⋃
k=1

σ(Zk)
)
∩ iR = ∅. Ïðè öüîìó

â✐äïîâ✐äíèé äî ôóíêö✐➝ y ∈ Cb(R, X) ➵äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ✬ÿçîê x ð✐âíÿííÿ ✭✶✮
çîáðàæó➵òüñÿ ó âèãëÿä✐

x =

n1∑

k=1

Gk−1,Z1 ∗D1kD
−1y +

n2∑

k=1

Gk−1,Z2 ∗D1(n1+k)D
−1y + · · ·+

nq∑

k=1

Gk−1,Zq ∗D1(n1+n2+···+nq−1+k)D
−1y,

äå äëÿ äîâ✐ëüíèõ k ≥ 0, 1 ≤ j ≤ q

Gk,Zj(t) =
tk

k!
GZj(t), t ∈ R,

D ✕ âèçíà÷íèê óçàãàëüíåíî➝ îïåðàòîðíî➝ ìàòðèö✐ ➶àíäåðìîíäà T ✐ äëÿ êîæíîãî
1 ≤ j ≤ p D1j ✕ àëãåáðà➝÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà ö✐➵➝ ìàòðèö✐✱ ðîçòàøîâàíîãî
â ïåðøîìó ðÿäêó ✐ j✲ìó ñòîâï÷èêó✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❏✉✳ ▲✳ ❉❛❧❡❝❦✐✐✱ ▼✳ ●✳ ❑r❡✐♥✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❇❛♥❛❝❤
s♣❛❝❡✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✸✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳ ❆♠❡r✐✲
❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❱■✳ ✶✾✼✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❤♦r♦❞♥✐✐❅❦♥✉✳✉❛

Ïðî âíóòð✐øí✐é ÷àñ íà ñèíõðîí✐çîâàí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐
ßðîñëàâ ➹ðóøêà

■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❰çíà÷åííÿ ✶✳ ❰ð✐➵íòîâàíîþ ìíîæèíîþ íàçèâà➵òüñÿ äîâ✐ëüíà ðåëÿö✐éíà ñè✲

ñòåìà âèäóM =
(
Bs(M),←

M

)
ç îäíèì ðåôëåêñèâíèì á✐íàðíèì â✐äíîøåííÿì ←

M
íà

Bs(M)✳
Ó âèïàäêó✱ êîëè â✐äîìî✱ ïðî ÿêó îð✐➵íòîâàíó ìíîæèíóM éäå ìîâà✱ â ïîçíà÷åí✲

í✐ ←
M

ñèìâîë M áóäåìî îïóñêàòè✱ âæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿ ✏←✑✳ ❒íîæèíó Bs(M)

òàêîæ áóäåìî íàçèâàòè áàçîâîþ✱ àáî ìíîæèíîþ åëåìåíòàðíèõ ñòàí✐â îð✐➵í✲
òîâàíî➝ ìíîæèíèM

❰ð✐➵íòîâàí✐ ìíîæèíè ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íàéïðèì✐òèâí✐ø✐ àáñòðàêòí✐ ìîäå✲
ë✐ ñóêóïíîñòåé ì✐íëèâèõ îá✬➵êò✐â✱ ùî åâîëþö✐îíóþòü â ðàìêàõ îäí✐➵➝ ✭ô✐êñîâàíî➝✮
ñèñòåìè â✐äë✐êó✳ Òàêîæ îð✐➵íòîâàí✐ ìíîæèíè ➵ íàéïðîñò✐øèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñòðó✲
êòóðàìè✱ íà ÿêèõ ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ÷àñó✳

✸✺



❰çíà÷åííÿ ✷✳ ❮åõàé✱ M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà ✐ T = (T,≤) ✖ ë✐í✐éíî óïîðÿä✲
êîâàíà ìíîæèíà✳ ➶✐äîáðàæåííÿ ψ : T → 2Bs(M) íàçèâà➵òüñÿ ÷àñîì íà M✱ ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàê✐ óìîâè✿

✶✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî åëåìåíòà x ∈ Bs(M) ✐ñíó➵ åëåìåíò t ∈ T òàêèé✱ ùî x ∈ ψ(t)✳
✷✮ ßêùî x1, x2 ∈ Bs(M)✱ x2←x1 ✐ x1 6= x2✱ òî ✐ñíóþòü åëåìåíòè t1, t2 ∈ T òàê✐✱

ùî x1 ∈ ψ (t1)✱ x2 ∈ ψ (t2) ✐ t1 < t2 ✭òîáòî ìà➵ ì✐ñöå ÷àñîâà ðîçä✐ëüí✐ñòü ïîñë✐äîâíèõ
íåîäíàêîâèõ åëåìåíòàðíèõ ñòàí✐â✮✳

Ïðè öüîìó åëåìåíòè t ∈ T áóäåìî íàçèâàòè ìîìåíòàìè ÷àñó✱ à ïàðó H =
(T, ψ) = ((T,≤) , ψ) ✖ õðîíîëîã✐çàö✐➵þM✳

❰çíà÷åííÿ ✸✳ ❮åõàé✱ M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà ✐ ψ1 : T1 → 2Bs(M)✱ ψ2 : T2 →
2Bs(M) äåÿê✐ ÷àñè äëÿM✱ âèçíà÷åí✐ íà ë✐í✐éíî óïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíàõ T1 = (T1,≤1)
✐ T2 = (T2,≤2) â✐äïîâ✐äíî✳ Õðîíîëîã✐çàö✐➝ H1 = (T1, ψ1) òà H2 = (T2, ψ2) íàçèâàòè✲
ìåìî åêâ✐âàëåíòíèìè ✭ïîçíà÷åííÿ H1 ⇑ H2✮✱ ÿêùî ✐ñíó➵ â✐äîáðàæåííÿ ξ : T1 →
T2 òàêå✱ ùî✿

✶✮ ξ ➵ ïîðÿäêîâèì ✐çîìîðô✐çìîì ì✐æ (T1,≤1) ✐ (T2,≤2)✱ òîáòî ìîíîòîííî çðî✲
ñòàþ÷îþ á✐➵êö✐➵þ ì✐æ T1 ✐ T2✳

✷✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî t ∈ T1 ìà➵ ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü ψ1(t) = ψ2(ξ(t))✳

➶èêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ✸✱ íåñêëàäíî ïåðåâ✐ðèòè✱ ùî á✐íàðíå ⇑ ➵ â✐äíîøåííÿì
åêâ✐âàëåíòíîñò✐ íà äîâ✐ëüí✐é ìíîæèí✐W ✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç õðîíîëîã✐çàö✐é äîâ✐ëüíî➝
îð✐➵íòîâàíî➝ ìíîæèíèM✳

❰çíà÷åííÿ ✹✳ ❮åõàé (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) ✖ õðîíîëîã✐çàö✐ÿ îð✐➵íòîâàíî➝ ìíîæè✲
íè M✳ ❒íîæèíó Yψ = {ψ(t) | t ∈ T} áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ îäíî÷àñíèõ
ñòàí✐â✱ ïîðîäæåíîþ ÷àñîì ψ✳

❮åõàé (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) ✖ õðîíîëîã✐çàö✐ÿ îð✐➵íòîâàíî➝ ìíîæèíè M✱ à Yψ ✖
ìíîæèíà îäíî÷àñíèõ ñòàí✐â✱ ïîðîäæåíà ÷àñîì ψ✳ Òîä✐ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ✷
âèïëèâà➵✱ ùî

⋃
A∈Yψ A = Bs(M)✳

❰çíà÷åííÿ ✺✳ ❮åõàé M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà✳ ➘îâ✐ëüíó ñ✐ì✬þ ìíîæèí Y ⊆
2Bs(M) òàêó✱ ùî

⋃
A∈Y A = Bs(M) áóäåìî íàçèâàòè îäíî÷àñí✐ñòþ íà M✳ Ïðè

öüîìó ïàðó (M,Y) íàçèâàòèìåìî ñèíõðîí✐çîâàíîþ îð✐➵íòîâàíîþ ìíîæè✲
íîþ✳

Òåîðåìà ✶ ✭❬✶❪✱ äèâ✳ òàêîæ ❬✷❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✮✳ ❮åõàé M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà
✐ Y ⊆ 2Bs(M) ✖ îäíî÷àñí✐ñòü íà M✳ Òîä✐ íà îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ M ✐ñíó➵ ÷àñ ψ
òàêèé✱ ùî Y = Yψ, äå Yψ ✖ ìíîæèíà îäíî÷àñíèõ ñòàí✐â✱ ïîðîäæåíà ÷àñîì ψ✳

❮àñòóïíà ìåòà ✖ äàòè îçíà÷åííÿ âíóòð✐øíüîãî ÷àñó íà îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐✱
òîáòî ÷àñó✱ ÿêèé ìîæíà ô✐êñóâàòè ✏çàñîáàìè✑✱ ùî çíàõîäÿòüñÿ ✏âñåðåäèí✐✑ îð✐➵íòî✲
âàíî➝ ìíîæèíè✳

❮à äîâ✐ëüí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ M ââåäåìî äîäàòêîâî íàñòóïíå á✐íàðíå â✐ä✲
íîøåííÿ✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ x, y ∈ Bs(M) áóäåìî ïîçíà÷àòè y

+←x òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱

êîëè y←x ✐ x 66← y✳

❰çíà÷åííÿ ✻✳ ❮åõàé M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà✳ ✶✮ ➪óäåìî ãîâîðèòè✱ ùî ìíî✲
æèíà B ⊆ Bs(M) ìîíîòîííî ïîñë✐äîâíà ìíîæèí✐ A ⊆ Bs(M) â îð✐➵íòîâà✲

í✐é ìíîæèí✐ M✱ ÿêùî ✐ñíóþòü òàê✐ åëåìåíòè x ∈ A ✐ y ∈ B✱ ùî y
+←x✳ ➶ öüî✲

ìó âèïàäêó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ïîçíà÷åííÿ B←✭✰✮A✳ ✷✮ ❮åõàé
Q ⊆ 2Bs(M) ✖ äåÿêà ñèñòåìà ï✐äìíîæèí ìíîæèíè Bs(M)✳ ➪óäåìî ãîâîðèòè✱ ùî

✸✻



ìíîæèíà B ∈ Q òðàíçèòèâíî ìîíîòîííî ïîñë✐äîâíà ìíîæèí✐ A ∈ Q â✐ä✲

íîñíî Q ✭âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ B
Q

և✭✰✮A✮✱ ÿêùî ✐ñíó➵ òàêà ïîñë✐äîâí✐ñòü
ìíîæèí C0, C1, · · · , Cn ∈ Q ✭n ∈ N✮✱ ùî C0 = A✱ Cn = B ✐ äëÿ äîâ✐ëüíîãî k ∈ 1, n
ìà➵ ì✐ñöå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ✱ Ck←✭✰✮Ck−1✳

❰çíà÷åííÿ ✼✳ ❮åõàé M ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà✱ à ψ : T → 2Bs(M) ✖ ÷àñ íà M
✭çàäàíèé íà ë✐í✐éíî óïîðÿäêîâàí✐é ìíîæèí✐ T = (T,≤)✮✳

➶✐äîáðàæåííÿ h : T → 2Bs(M) áóäåìî íàçèâàòè õðîíîìåòðè÷íèì ïðîöåñîì
✭äëÿ ÷àñó ψ✮✱ ÿêùî✿

✶✮ h(t) ⊆ ψ(t) äëÿ äîâ✐ëüíîãî t ∈ T✳
✷✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ t, τ ∈ T óìîâà t < τ ìà➵ ì✐ñöå òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

h(τ)
h(T)

և✭✰✮h(t) ✐ h(t) 6= h(τ)✱ äå h(T) = {h(λ) | λ ∈ T}❀
×àñ ψ íà îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ M áóäåìî íàçèâàòè âíóòð✐øí✐ì✱ ÿêùî äëÿ

öüîãî ÷àñó ✐ñíó➵ õî÷ îäèí õðîíîìåòðè÷íèé ïðîöåñ✳

■íòó➝òèâíèé çì✐ñò òåðì✐íó ✏âíóòð✐øí✐é ÷àñ✑ ïîëÿãà➵ â òîìó✱ ùî ÿêùî ÷àñ íà îð✐✲
➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ ➵ âíóòð✐øí✐ì✱ éîãî ìîæíà ✏ïîì✐ðÿòè✑ â ìåæàõ ö✐➵➝ îð✐➵íòîâàíî➝
ìíîæèíè✱ âèêîðèñòîâóþ÷è õðîíîìåòðè÷íèé ïðîöåñ â ÿêîñò✐ ✏ãîäèííèêà✑✱ à ñòàíè õðî✲
íîìåòðè÷íîãî ïðîöåñó â ÿêîñò✐ ✏✐íäèêàòîð✐â ìîìåíò✐â ÷àñó✑✳

❰çíà÷åííÿ ✽✳ ❮åõàéM ✖ îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà✳
✶✮ ❰äíî÷àñí✐ñòü Y ⊆ 2Bs(M) áóäåìî íàçèâàòè ÷óòëèâîþ✱ ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ

x, y ∈ Bs(M) òàêèõ✱ ùî y←x ✐ x 6= y ✐ñíóþòü ìíîæèíè A,B ∈ Y òàê✐✱ ùî x ∈ A✱
y ∈ B✱ A 6= B ✐ B

Y

և✭✰✮A✳
✷✮ ❰äíî÷àñí✐ñòü Y áóäåìî íàçèâàòè íåïîâòîðíîþ✱ ÿêùî íå ✐ñíó➵ ìíîæèí

A,B ∈ Y òàêèõ✱ ùî A
Y

և✭✰✮B ✐ B
Y

և✭✰✮A✳
✸✮ ❰äíî÷àñí✐ñòü Y ⊆ 2Bs(M) íà îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐M áóäåìî íàçèâàòè ìî✲

íîòîííî çâ✬ÿçíîþ✱ ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ ìíîæèí A,B ∈ Y òàêèõ✱ ùî A 6= B ìà➵

ì✐ñöå õî÷ îäíà ç óìîâ A
Y

և✭✰✮B àáî B
Y

և✭✰✮A✳

➶ ✷✵✶✷ ðîö✐ áóëî äîâåäåíî íàñòóïíó äîñòàòíþ îçíàêó ✐ñíóâàííÿ ✐ ➵äèíîñò✐ âíóòð✐✲
øíüîãî ÷àñó íà ñèíõðîí✐çîâàí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ (M,Y)✳

Òåîðåìà ✷ ✭❬✶❪✱ äèâ✱ òàêîæ✱ ❬✷❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✸✮✳ ❮åõàé (M,Y) ✖ ñèíõðîí✐çîâàíà
îð✐➵íòîâàíà ìíîæèíà✳ ßêùî îäíî÷àñí✐ñòü Y ÷óòëèâà✱ íåïîâòîðíà ✐ ìîíîòîííî✲
çâ✬ÿçíà íàM✱ òî ✐ñíó➵ ➵äèíèé ç òî÷í✐ñòþ äî åêâ✐âàëåíòíîñò✐ õðîíîëîã✐çàö✐é âíó✲
òð✐øí✐é ÷àñ ψ òàêèé✱ ùî Y = Yψ✳

➬àóâàæèìî✱ ùî ➵äèí✐ñòü ç òî÷í✐ñòþ äî åêâ✐âàëåíòíîñò✐ õðîíîëîã✐çàö✐é â òåîðåì✐ ✷
ñë✐ä ðîçóì✐òè íàñòóïíèì ÷èíîì✿

✏ßêùî íà ë✐í✐éíî óïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíàõ T1 ✐ T2 âèçíà÷åí✐ ✭â✐äïîâ✐äíî✮ âíó✲
òð✐øí✐ ÷àñè ψ1 ✐ ψ2 òàê✐✱ ùî Y = Yψ1 = Yψ2✱ òî õðîíîëîã✐çàö✐➝ H1 = (T1, ψ1) ✐
H2 = (T2, ψ2) ➵ åêâ✐âàëåíòíèìè ✭òîáòî H1 ⇑ H2✮✑✳

Ô✐ëîñîôñüêèé çì✐ñò òåîðåìè ✷ ïîëÿãà➵ â òîìó✱ ùî öÿ òåîðåìà äà➵ äîñòàòíþ îçíàêó
✐ñíóâàííÿ ✐ ➵äèíîñò✐ ✏âëàñíîãî✑✱ ✏âíóòð✐øíüîãî✑ ÷àñó â äåÿêîìó ✏àáñòðàêòíîìó ñâ✐ò✐✑
M✳

➬àçíà÷èìî✱ ùî òåîðåìà ✷ íîñèòü ëèøå äîñòàòí✐é õàðàêòåð✳ ❒îæíà íàâåñòè êîíòð✲
ïðèêëàä ñèíõðîí✐çîâàíî➝ îð✐➵íòîâàíî➝ ìíîæèíè (M,Y)✱ â ÿê✐é ✐ñíó➵ ➵äèíèé ç òî÷í✐✲
ñòþ äî åêâ✐âàëåíòíîñò✐ õðîíîëîã✐çàö✐é âíóòð✐øí✐é ÷àñ ψ òàêèé✱ ùî Y = Yψ✱ àëå ïðè
öüîìó îäíî÷àñí✐ñòü Y íå ➵ íåïîâòîðíîþ ✭òîáòî íå çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè òåîðåìè ✷✮✳

✸✼



Òàêîæ ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàä ñèíõðîí✐çîâàíî➝ îð✐➵íòîâàíî➝ ìíîæèíè (M,Y)✱ â
ÿê✐é ✐ñíóþòü äâà ð✐çí✐ âíóòð✐øí✐ ÷àñè ψ1 ✐ ψ2✱ âèçíà÷åí✐ íà ë✐í✐éíî óïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèíàõ T1 ✐ T2 â✐äïîâ✐äíî✱ òàê✐✱ ùî Y = Yψ1 = Yψ2 ✱ àëå ïðè öüîìó õðîíîëîã✐çàö✐➝
H1 = (T1, ψ1) ✐ H2 = (T2, ψ2) íå ➵ åêâ✐âàëåíòíèìè✳ Òîáòî â✐äïîâ✐äíèé âíóòð✐øí✐é ÷àñ
ìîæå áóòè ✐ íå ➵äèíèì ç òî÷í✐ñòþ äî åêâ✐âàëåíòíîñò✐ õðîíîëîã✐çàö✐é✳

❮àâåäåí✐ ôàêòè ïîðîäæóþòü íàñòóïí✐ ïðîáëåìè✱ â✐äïîâ✐äü íà ÿê✐ íà äàíèé ÷àñ
ìåí✐ íåâ✐äîìà✿

Ïðîáëåìà ✶✳ ❮à ñèíõðîí✐çîâàí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ (M,Y) çíàéòè íåîáõ✐äíó
✐ äîñòàòíþ îçíàêó ✐ñíóâàííÿ âíóòð✐øíüîãî ÷àñó ψ✱ ùî ïîðîäæó➵ îäíî÷àñí✐ñòü Y✳

Ïðîáëåìà ✷✳ ❮à ñèíõðîí✐çîâàí✐é îð✐➵íòîâàí✐é ìíîæèí✐ (M,Y) çíàéòè íåîáõ✐äíó
✐ äîñòàòíþ îçíàêó ✐ñíóâàííÿ ✐ ➵äèíîñò✐ âíóòð✐øíüîãî ÷àñó ψ✱ ùî ïîðîäæó➵ îäíî✲
÷àñí✐ñòü Y ✭ç òî÷í✐ñòþ äî åêâ✐âàëåíòíîñò✐ õðîíîëîã✐çàö✐é✮✳

➶ äîïîâ✐ä✐ ïëàíó➵òüñÿ îáãîâîðèòè çàçíà÷åí✐ ïðîáëåìè✳

Öÿ ðîáîòà ➵ ÷àñòèíîþ ïðî➵êòó✱ ÿêèé îòðèìàâ ô✐íàíñóâàííÿ çà Ïðîãðà✲
ìîþ äîñë✐äæåíü òà ✐ííîâàö✐é ➍âðîïåéñüêîãî Ñîþçó ➽➹îðèçîíò ✷✵✷✵➾ â
ðàìêàõ ãðàíòîâî➝ óãîäè ❒àð✐➝ Ñêëîäîâñüêî➝✲✃þð✐ ➑ ✽✼✸✵✼✶✱ ❙❖▼P❆❚❨✳

Ðîáîòà òàêîæ ÷àñòêîâî ï✐äòðèìàíà ãðàíòîì â✐ä Ôóíäàö✐➝ Ñàéìîíñà ✭❙❋■✲P❉✲❯❦r❛✐♥❡✲
✵✵✵✶✹✺✽✻✱ ●r✉s❤❦❛ ❨❛✳■✳✮✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ß✳■✳ ➹ðóøêà✳ Ïðèì✐òèâí✐ ì✐íëèâ✐ ìíîæèíè òà ➝õ âëàñòèâîñò✐✳ ❒àòåìàòè÷íèé â✐✲
ñíèê ❮ÒØ✱ ✾✿✺✷✕✽✵✱ ✷✵✶✷✳ ❯❘▲✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡s❡❛r❝❤❣❛t❡✳♥❡t✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✴
✷✸✻✶✷✵✻✹✼✳

❬✷❪ ❨❛✳■✳ ●r✉s❤❦❛✳ ❉r❛❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛❜str❛❝t ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ✭❱❡rs✐♦♥ ✷✳✵✮✳ ♣❛❣❡ ✶✕✷✵✽✳
Pr❡♣r✐♥t✿ ❘❡s❡❛r❝❤●❛t❡✱ ✷✵✶✼✳ ❯❘▲✿ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✸✶✹✵✴❘●✳✷✳✷✳✷✽✾✻✹✳

✷✼✺✷✶✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❣r✉s❤❦❛❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

Ïðî àíàë✐òè÷íå ïðîäîâæåííÿ äåÿêèõ â✐äíîøåíü
ã✐ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö✐é ❐àóð✐÷åëëè✲Ñàðàíà FM

Ðîìàí ➘ìèòðèøèí✱ ■âàí ❮èæíèê
✃àðïàòñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ➶àñèëÿ Ñòåôàíèêà✱

■âàíî✲Ôðàíê✐âñüê✱ Óêðà➝íà

➹✐ïåðãåîìåòðè÷í✐ ôóíêö✐➝ ❐àóð✐÷åëëè✲Ñàðàíà FM âèçíà÷åí✐ ó òàêèé ñïîñ✐á ❬✶❪✿

FM(α1, α2, β1, β2; γ1, γ2; z) =
+∞∑

p,q,r=0

(α1)p(α2)q+r(β1)p+r(β2)q
(γ1)p(γ2)q+r

zp1z
q
2z

r
3

p!q!r!
, ✭✶✮

äå α1, α2, β1, β2, γ1, γ2 ∈ C çà óìîâè✱ ùî γ1, γ2 6∈ {0,−1,−2, . . .}, (·)k ✕ ñèìâîë Ïîõãà✲
ìåðà✱ z = (z1, z2, z3) ∈ C3.

❮åõàé I = {1, 2} òà

Ik = {i(k) = (i0, i1, i2, . . . , ik) : ir ∈ I, 0 ≤ r ≤ k}, k ∈ N.

✸✽



Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé α1 ✕ êîìïëåêñíà ñòàëà✱ α1 6∈ {0,−1,−2, . . .}✱ òà α2, β1, β2, γ2 ✕
ä✐éñí✐ ñòàë✐ òàê✐✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü íåð✐âíîñò✐

0 < α2 + 1 ≤ γ2, α2 + β1 + β2 + 1 ≤ 2γ2, 0 ≤ βi0 , β
2
1 + β2

2 6= 0, βi0 ≤ γ2, i0 ∈ I.

Òîä✐ äëÿ êîæíîãî i0 ∈ I✿

✶✮ ã✐ëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äð✐á

vi0(z) +
2∑

i1=1

ui(1)(z)

vi(1)(z) +
2∑

i2=1

ui(2)(z)

vi(2)(z)+ ✳✳✳

, ✭✷✮

äå

vi0(z) = 1− α2 + βi0 + 1

γ2

(1− δ2i0z1)z4−i0
1− z1

− β3−i0
γ2

(1− δ1i0z1)z1+i0
1− z1

✐ äëÿ i(k) ∈ Ik ✐ k ∈ N

ui(k)(z) =

(α2 + k)

(
βik +

k−1∑

r=0

δikir

)

(γ2 + k − 1)(γ2 + k)

(1− δ2ikz1)2z4−ik(1− δ1ikz1 − z4−ik)
(1− z1)2

,

òà

vi(k)(z) = 1−
α2 + βik + k + 1 +

k−1∑

r=0

δikir

γ2 + k

(1− δ2ikz1)z4−ik
1− z1

−
β3−ik +

k−1∑

r=0

δ3−ikir

γ2 + k

(1− δ1ikz1)z1+ik
1− z1

,

çá✐ãà➵òüñÿ çá✐ãà➵òüñÿ ð✐âíîì✐ðíî íà êîæí✐é êîìïàêòí✐é ï✐äìíîæèí✐ îáëàñò✐

Pη =
{
z ∈ C3 : Re

(
z3

1− z1

)
<

1− η
2

, Re(z2) <
1− η
2

}
, 0 < η < 1, ✭✸✮

äî ôóíêö✐➝ f (i0)(z)✱ ãîëîìîðôíî➝ â Pη;

✷✮ ôóíêö✐ÿ f (i0)(z) ➵ àíàë✐òè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêö✐➝

FM(α1, α2, β1, β2;α1, γ2; z)

(1− δ1i0z1)FM(α1, α2 + 1, β1 + δ1i0 , β2 + δ2i0 ;α1, γ2 + 1; z)

â îáëàñòü ✭✸✮✳

❮àñë✐äîê ✶✳ ❮åõàé i0 = 1, α1 ✕ êîìïëåêñíà ñòàëà✱ β2 ✐ γ2 ✕ ä✐éñí✐ ñòàë✐ òàê✐✱ ùî

α1 6∈ {0,−1,−2, . . .}, 0 < β2 ≤ γ2 − 1, γ2 ≥ 2.

✸✾



Òîä✐ ã✐ëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äð✐á

1

vi0(z) +
2∑

i1=1

ui(1)(z)

vi(1)(z) +
2∑

i2=1

ui(2)(z)

vi(2)(z)+ ✳✳✳

,

äå

vi0(z) = 1− βi0 + 1

γ2 − 1

(1− δ2i0z1)z4−i0
1− z1

− β3−i0
γ2 − 1

(1− δ1i0z1)z1+i0
1− z1

✐ äëÿ i(k) ∈ Ik ✐ k ∈ N

ui(k)(z) =

k

(
βik +

k−1∑

r=0

δikir

)

(γ2 + k − 2)(γ2 + k − 1)

(1− δ2ikz1)2z4−ik(1− δ1ikz1 − z4−ik)
(1− z1)2

,

vi(k)(z) = 1−
βik + k + 1 +

k−1∑

r=0

δikir

γ2 + k − 1

(1− δ2ikz1)z4−ik
1− z1

−
β3−ik +

k−1∑

r=0

δ3−ikir

γ2 + k − 1

(1− δ1ikz1)z1+ik
1− z1

çà óìîâè✱ ùî β1 = 0, çá✐ãà➵òüñÿ ð✐âíîì✐ðíî íà êîæí✐é êîìïàêòí✐é ï✐äìíîæèí✐
îáëàñò✐ ✭✸✮ äî ôóíêö✐➝ f (i0)(z)✱ ãîëîìîðôíî➝ â Pη, ✐ äî òîãî æ f (i0)(z) ➵ àíàë✐òè÷íèì
ïðîäîâæåííÿì ôóíêö✐➝ (1− z1)FM(α1, 1, 1, β2;α1, γ2; z) â îáëàñòü Pη✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❙❤✳ ❙❛r❛♥✱ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❆❝t❛
▼❛t❤✳✱ ✾✸✱ ✷✾✸✕✸✶✷ ✭✶✾✺✺✮✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❞♠②tr②s❤②♥r❅❤♦t♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ✐✈❛♥✳♥②③❤♥②❦✳✶✾❅♣♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Óñåðåäíåííÿ â ñèñòåìàõ ç ✐➵ðàðõ✐➵þ ÷àñòîò
➚íäð✐é ➘ðîáîò

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

Ó ðîáîò✐ ðîçãëÿäà➵òüñÿ ñèñòåìà çâ✬ÿçíèõ îñöèëÿòîð✐â✱ ñèëà çâ✬ÿçêó ì✐æ ÿêèìè
ìà➵ ð✐çíó àñèìïòîòèêó✳ ❒àòåìàòè÷íà ìîäåëü íàáóâà➵ âèãëÿäó✿

d2xν
dt2

+ w2
ν(τν)xν = εκνfν(τν , x,

dx

dt
), ν = 1, n, ✭✶✮

äå t > 0, ε ∈ (0, ε0], τν = εκν t, 0 ≤ κ1 ≤ κ2 ≤ κn, x := (x1, ..., xn) ∈ D ⊂ Rn✳
➬àì✐íîþ ✃ðèëîâà✲➪îãîëþáîâà

xν = aν cosϕν ,
dxν
dt

= −aνwν sinϕν

✹✵



ñèñòåìà ✭✶✮ çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ç ïîâ✐ëüíèìè aν ✐ øâèäêèìè ϕν çì✐ííèìè òà ✐➵ðàð✲
õ✐➵þ ÷àñòîò✿

daν
dτν

= Xν(τν , a, ϕ),
dϕν
dτν

=
ων(τν)

εκν
+ Yν(τν , a, ϕ), ν = 1, n. ✭✷✮

Ñèñòåìè âèãëÿäó ✭✶✮✱ êîëè κν = 1, ν = 1, n äîñë✐äæóâàëèñÿ â ïðàöÿõ ❬✶✱ ✷❪ òà áàãàòüîõ
✐íøèõ✱ êîëè κν 6= 1 ✲ â ❬✸❪✳

➶✐äïîâ✐äíà ✭✷✮ óñåðåäíåíà çà øâèäêèìè çì✐ííèìè ñèñòåìà íàáóâà➵ âèãëÿäó✿

daν
dτν

= Xν,0(τν , a),
dϕν
dτν

=
ων(τν)

εκν
+ Y0,ν(τν , a). ✭✸✮

Ó ðîáîò✐ îá➔ðóíòîâàíî ìåòîä óñåðåäíåííÿ ✐ îòðèìàíî îö✐íêó ïîõèáêè ìåòîäó

| aν(τ ; y, ψ, ε)− aν(τ ; y) |+ | ϕν(τ ; y, ψ, ε)− ϕν(τ ; y, ψ, ε) | ≤ cνε
αν , ν = 1, n, ✭✹✮

äå αν = κν/qn, cν > 0 ✐ íå çàëåæàòü â✐ä ε✳
❰ö✐íêà ✭✹✮ âèêîíó➵òüñÿ äëÿ τ ∈ [0, Lε1−κν ] ✐ ε ∈ (0, ε∗], ε∗ ≤ ε0✱ ✐ ïî÷àòêîâèõ

çíà÷åíü (y, ψ)✱ ÿê✐ çá✐ãàþòüñÿ äëÿ ðîçâ✬ÿçê✐â ñèñòåì ✭✷✮ ✐ ✭✸✮✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➪✐ãóí ß✳ ➱✳✱ Ñêóòàð ■✳ ➘✳ Óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ✐ç çàï✐çíåí✲
íÿì òà ëîêàëüíî✲✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè✳ ➪óêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✱
✷✵✷✵✱ ò✳ ✽✱ ➑ ✷✱ ñ✳ ✶✹✕✷✸✳

❬✷❪ ❨❛r♦s❧❛✈ ❇✐❤✉♥✱ ■❤♦r ❙❦✉t❛r✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❞❡❧❛②✳ ❆❝t❛ ❡t ❈♦♠♠❡♥t❛t✐♦♥❡s✳ ❊①❛❝t ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✷✸✱
◆r✳ ✷✭✶✻✮✱ ♣♣✳ ✶✸✕✷✹✳

❬✸❪ ❇✐❤✉♥ ❨❛✳✱ P❡tr②s❤②♥ ❘✳✱ ❙❦✉t❛r ■✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②✳ ■♥✿ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✳
❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❆●✱ ✷✵✷✺✱ ♣♣✳ ✷✽✶✕✷✾✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❞r♦❜♦t✳❛♥❞r✐✐❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Ïðî îáìåæåí✐ñòü L✲✐íäåêñó çà íàïðÿìêîì ö✐ëèõ ðîçâ✬ÿçê✐â ð✐âíÿííÿ
➹îëüäáåðãà✲Ñòðåë✐öà

Ñâÿòîñëàâ ➘óáåé1✱ ➚íäð✐é ➪àíäóðà2
1 ❐üâ✐âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ■âàíà Ôðàíêà❀

✼✾✵✵✵✱ âóë✳ Óí✐âåðñèòåòñüêà✱ ✶✱ ❐üâ✐â✱ Óêðà➝íà❀
2 ■âàíî✲Ôðàíê✐âñüêèé íàö✐îíàëüíèé òåõí✐÷íèé óí✐âåðñèòåò

íàôòè ✐ ãàçó
✼✻✵✶✾✱ âóë✳ ✃àðïàòñüêà✱ ✶✺✱ ■âàíî✲Ôðàíê✐âñüê✱ Óêðà➝íà❀

Ö✐ëà ôóíêö✐ÿ F : Cn → C íàçèâà➵òüñÿ ✭❬✶❪✮ ôóíêö✐➵þ îáìåæåíîãî L✲✐íäåêñó çà
íàïðÿìêîì b ∈ Cn \ {0}✱ ÿêùî ✐ñíó➵ m0 ∈ Z+ òàêå✱ ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+ òà

êîæíîãî z ∈ Cn âèêîíó➵òüñÿ |∂
m
b
F (z)|

m!Lm(z)
≤ max

{
|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m0

}
, äå ∂0

b
F (z) =

✹✶



F (z), ∂bF (z) =
n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
b
F (z) = ∂b

(
∂k−1
b

F (z)
)
, k ≥ 2. ßêùî n = 1, b = 1✱ L =

l, F = f, òî îòðèìà➵ìî îçíà÷åííÿ îáìåæåíîãî l✲✐íäåêñó äëÿ ö✐ëî➝ ôóíêö✐➝ îäí✐➵➝
êîìïëåêñíî➝ çì✐ííî➝✳ ×åðåç Q ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é l : C→
R+ òàêèõ✱ ùî λ(η) = supz∈C supt

{
l(z+t)
l(z)

: |t| ≤ η
l(z)

}
ñê✐í÷åííå äëÿ áóäü✲ÿêîãî η > 0.

➶ àíàë✐òè÷í✐é òåîð✐➝ äèôåðåíö✐éíèõ ð✐âíÿíü â✐äîìî✱ ùî êîæíèé ö✐ëèé ÷è ìåðî✲
ìîðôíèé ðîçâ✬ÿçîê àëãåáðà➝÷íîãî äèôåðåíö✐éíîãî ð✐âíÿííÿ íà êîìïëåêñí✐é ïëîùèí✐
ìà➵ ñê✐í÷åííèé ïîðÿäîê çðîñòàííÿ ❬✹❪✳ ➶îäíî÷àñ öå íå çàâæäè ñïðàâäæó➵òüñÿ äëÿ ë✐✲
í✐éíèõ äèôåðåíö✐éíèõ ð✐âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ✐äíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó✳ Ïðèêëàä
òàêîãî ð✐âíÿííÿ ìîæíà çíàéòè ó ➚✳➚✳ ➹îëüäáåðãà ❬✸❪✿ z1 ∂w∂z1−z2

∂w
∂z2

= 0. ➱îãî çàãàëüíèé
ö✐ëèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà➵òüñÿ w = f(z1z2)✱ äå f(u) ✖ äîâ✐ëüíà ö✐ëà ôóíêö✐ÿ îäí✐➵➝ êîì✲
ïëåêñíî➝ çì✐ííî➝✳ ❮àìè ðîçãëÿíóòî â✐äïîâ✐äíå íåîäíîð✐äíå ð✐âíÿííÿ ç êîíêðåòíîþ
ïðàâîþ ÷àñòèíîþ✱ äëÿ ÿêîãî îòðèìàíî òàêèé ðåçóëüòàò ó ❬✷❪✿

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé l : C → R+, l ∈ Q, à f : C → C ✖ ö✐ëà ôóíêö✐ÿ îáìåæåíî✲
ãî l✲✐íäåêñó✳ ✃îæíèé ö✐ëèé ðîçâ✬ÿçîê u = u(z, w) ð✐âíÿííÿ z · u′z − w · u′w = z · u
ìà➵ îáìåæåíèé L✲✐íäåêñ çà íàïðÿìêîì b = (b1, b2), äå u = f(z · w)ez, L(z, w) =
max{1, |b1w + b2z|}l(z · w).

❐✐òåðàòóðà
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❬✹❪ ▲❛✐♥❡ ■✳ ◆❡✈❛♥❧✐♥♥❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ✕ ❇❡r❧✐♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✿
❞❡ ●r✉②t❡r✱ ✶✾✾✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ s✈✐❛t♦s❧❛✈✳❞✉❜❡✐❅❧♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱
❛♥❞r✐②❦♦♣❛♥②ts✐❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❮åñê✐í÷åíí✐ çãîðòêè ➪åðíóëë✐✱ êåðîâàí✐ íåãà✲äâ✐éêîâèì ðÿäîì
➍ëàã✐í ➶îëîäèìèð

■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮àö✐îíàëüíî➝ ➚êàäåì✐➝ ❮àóê Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮àãàäà➵ìî ❬✹❪✱ ùî íåãà✲äâ✐éêîâèì ðÿäîì íàçèâà➵òüñÿ ðÿä✿

2

3
− 1

2
+

1

22
− · · ·+ (−1)n 1

2n
+ . . . ✭✶✮

❰çíà÷åííÿ ✶✳ ßêùî (ξn) ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✱ ÿê✐ íà✲
áóâàþòü çíà÷åíü ✵ òà ✶ ç éìîâ✐ðíîñòÿìè p0n òà p1n â✐äïîâ✐äíî✱ òî ðîçïîä✐ë âèïàä✲

êîâî➝ âåëè÷èíè ξ =
2

3
+

∞∑

n=1

ξn
(−2)n = ∆−2

ξ1ξ2...ξn...
íàçèâà➵òüñÿ íåñê✐í÷åííîþ çãîðòîêþ

➪åðíóëë✐✱ êåðîâàíîþ ðÿäîì ✭✶✮✳

✹✷



❐åìà ✶✳ ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà➵ ð✐âíîì✐ðíèé ðîçïîä✐ë íà â✐äð✐çêó [0; 1]✱
òî öèôðè ➝➝ íåãà✲äâ✐éêîâîãî çîáðàæåííÿ ➵ íåçàëåæíèìè✱ îäíàêîâî ðîçïîä✐ëåíèìè✱
ïðè÷îìó P{ξn = 0} = P{ξn = 1} = 1

2
.

Òåîðåìà ✶✳ ßêùî (ξn)✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✱ ÿê✐ íàáóâà✲
þòü çíà÷åííÿ ✵ òà ✶✱ ç éìîâ✐ðíîñòÿìè p0n ✐ p1n✱ òî ðîçïîä✐ë âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ = ∆−2

ξ1,ξ2,...,ξn...
ìà➵ ÷èñòèé ëåáåã✐âñüêèé òèï✱ ïðè÷îìó✿

✶✳ ×èñòî äèñêðåòíèé✱ ÿêùî
∞∏

n=1

max{p0n, p1n} > 0❀

✷✳ ×èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé✱ ÿêùî
∞∑

k=1

(1− 2p0k)
2 <∞❀

✸✳ ×èñòî ñèíãóëÿðíèé✱ ÿêùî





∞∏

n=1

max{p0n, p1n} = 0;

∞∑

k=1

(1− 2p0k)
2 =∞.

Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé ✭τn✮ ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✱ ÿê✐ íàáóâàþòü çíà÷åíü
✵ òà ✶ ✐ óòâîðþòü îäíîð✐äíèé ëàíöþã ❒àðêîâà ç ïî÷àòêîâèìè éìîâ✐ðíîñòÿìè p0 ✐
p1 ✐ ìàòðèöåþ ïåðåõ✐äíèõ éìîâ✐ðíîñòåé ‖pij‖✱ i, j ∈ {0, 1}✳ Òîä✐ âèïàäêîâà âåëè÷èíà
τ = ∆−2

τ1τ2...τn...
ìàòèìå✿

à✮ äèñêðåòíèé ðîçïîä✐ë ✐ç äâîìà àòîìàìè✱ êîëè ìàòðèöÿ ‖pij‖ ïåðåõ✐äíèõ éìî✲
â✐ðíîñòåé ì✐ñòèòü äâà íóë✐✱

á✮ äèñêðåòíèé ðîçïîä✐ë ç✐ çë✐÷åííîþ ìíîæèíîþ àòîì✐â✱ êîëè ìàòðèöÿ ‖pij‖
ïåðåõ✐äíèõ éìîâ✐ðíîñòåé ì✐ñòèòü îäèí íóëü òà p00p11 6= 0✱

â✮ ñèíãóëÿðíèé ðîçïîä✐ë êàíòîð✐âñüêîãî òèïó✱ êîëè ìàòðèöÿ ‖pij‖ ïåðåõ✐äíèõ
éìîâ✐ðíîñòåé ì✐ñòèòü îäèí íóëü òà p01p10 = 0✱

ã✮ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîä✐ë✱ êîëè ìàòðèöÿ ïåðåõ✐äíèõ éìîâ✐ðíîñòåé íå
ì✐ñòèòü íóë✐â✳

Ó äîïîâ✐ä✐ àêöåíòó➵òüñÿ óâàãà íà ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòÿõ ðîçïîä✐ë✐â âêàçàíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ïðàöüîâèòèé✱ ▼✳ ❇✳ ✫ ➹îí÷àðåíêî✱ ß✳ ❇✳ ✫ ❐èñåíêî✱ ■✳ ▼✳ ❮åãà✲äâ✐éêîâå çîáðà✲
æåííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà éîãî çàñòîñóâàííÿ✱ âèïóñê ✶✼✱ ➬á✐ðíèê íàóêîâèõ ïðàöü
❮àö✐îíàëüíîãî ïåäàãîã✐÷íîãî óí✐âåðñèòåòó ✐ìåí✐ ❒✳ Ï✳ ➘ðàãîìàíîâà✳ Ñåð✐ÿ ✶✿
Ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷í✐ íàóêè✳ ✃è➝â ✿ ➶èä✲âî ❮ÏÓ ✐ì✳ ❒✳ Ï✳ ➘ðàãîìàíîâà✱ ✷✵✶✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ ②❡❧❛❤✐♥❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

✃ðàéîâ✐ çàäà÷✐ äëÿ íîðìàëüíî ðîçâ✬ÿçíèõ îïåðàòîðíèõ ð✐âíÿíü
✭äî ✼✺✲ð✐÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ❰✳ ➚✳ ➪îé÷óêà✮

➶àëåð✐é ➷óðàâëüîâ
Ïîë✐ñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò

✹✸



✸✵ ÷åðâíÿ ìàëî âèïîâíèòèñÿ ✼✺ ðîê✐â âèäàòíîìó íàóêîâöþ✱ àêàäåì✐êó ❮➚❮ Óêðà✲
➝íè✱ ëàóðåàòó ➘åðæàâíî➝ ïðåì✐➝ Óêðà➝íè ó ãàëóç✐ íàóêè ✐ òåõí✐êè ❰ëåêñàíäðó ➚íäð✐✲
éîâè÷ó ➪îé÷óêó✳

❰✳ ➚✳ ➪îé÷óê ✖ â✐äîìèé ñïåö✐àë✐ñò ç òåîð✐➝ ðåçîíàíñíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íîðìàëü✲
íî ðîçâ✬ÿçíèì îïåðàòîðîì ó ë✐í✐éí✐é ÷àñòèí✐✱ ùî ä✐➵ ó ã✐ëüáåðòîâîìó àáî áàíàõîâîìó
ïðîñòîð✐✳

❮èì áóëî ðîçðîáëåíî êîíñòðóêòèâí✐ ìåòîäè àíàë✐çó ë✐í✐éíèõ ✐ ñëàáêîíåë✐í✐éíèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ øèðîêîãî êëàñó ð✐âíÿíü✿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ íåàâòîíîìíèõ òà
àâòîíîìíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü✱ ñèñòåì äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç çîñåðå✲
äæåíèì çàï✐çíåííÿì✱ ñèñòåì ç ✐ìïóëüñíèì âïëèâîì✱ à ï✐çí✐øå ✖ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
îïåðàòîðíèõ ð✐âíÿíü ç óçàãàëüíåíî îáîðîòíèìè îïåðàòîðàìè ó ë✐í✐éí✐é ÷àñòèí✐✳

Ñïåöèô✐êà öèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ ïðîñòîðàõ ïîëÿãàëà â òîìó✱
ùî✱ âèõ✐äí✐ ë✐í✐éí✐ ð✐âíÿííÿ áóëè ðîçâ✬ÿçíèìè ïðè áóäü✲ÿê✐é ïðàâ✐é ÷àñòèí✐✱ àëå ïðè
öüîìó êðàéîâà çàäà÷à áóëà îïåðàòîðîì✱ ÿêèé íå ìà➵ îáåðíåíîãî✳ Òàêîãî òèïó êðàéî✲
â✐ çàäà÷✐ äëÿ á✐ëüøîñò✐ ñèñòåì äèôåðåíö✐àëüíèõ òà ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèõ
ð✐âíÿíü ➵ íîðìàëüíî ðîçâ✬ÿçíèìè çàäà÷àìè ç ôðåäãîëüìîâèìè àáî íåòåðîâèìè îïå✲
ðàòîðàìè ó ë✐í✐éí✐é ÷àñòèí✐✳

➘ëÿ äîñë✐äæåííÿ òàêèõ çàäà÷ áóëî çàïðîïîíîâàíî òà øèðîêî âèêîðèñòàíî àïà✲
ðàò óçàãàëüíåíî✲îáåðíåíèõ ìàòðèöü òà ïðî➵êòîð✐â✱ ùî äîçâîëèëî ñóòò➵âî ïðîñóíóòè
âïåðåä ÿê✐ñíó òåîð✐þ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ñèñòåì✳ Óïåðøå îòðèìàíî íèçêó îðè✲
ã✐íàëüíèõ ðåçóëüòàò✐â✱ ùî ñòîñóþòüñÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç óìîâàìè íà íåñê✐í÷åííîñò✐✳
➬íàéäåíî êðèòåð✐➝ ✐ñíóâàííÿ îáìåæåíèõ íà âñ✐é îñ✐ ðîçâ✬ÿçê✐â ë✐í✐éíèõ òà íåë✐í✐é✲
íèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ òà ð✐çíèöåâèõ ð✐âíÿíü ó ïðèïóùåíí✐ åêñïî✲
íåíö✐àëüíî➝ äèõîòîì✐➝ ë✐íåàðèçîâàíî➝ îäíîð✐äíî➝ ñèñòåìè íà ï✐âîñÿõ✱ çàïðîïîíîâàíî
àëãîðèòìè ➝õíüî➝ ïîáóäîâè✳ ❰òðèìàíî óìîâè á✐ôóðêàö✐➝ òà ðîçãàëóäæåííÿ ðîçâ✬ÿçê✐â
òàêèõ çàäà÷✳ Ö✐ äîñë✐äæåííÿ ðîçâèâàþòü â✐äîì✐ ðåçóëüòàòè ✃è➝âñüêî➝ ìàòåìàòè÷íî➝
øêîëè ç òåîð✐➝ íåë✐í✐éíèõ êîëèâàíü✳

❰ëåêñàíäð ➚íäð✐éîâè÷ ➪îé÷óê ñôîðìóëþâàâ òà ðîçâ✬ÿçàâ êðàéîâ✐ çàäà÷✐✱ â ÿêèõ
ê✐ëüê✐ñòü êðàéîâèõ óìîâ íå çá✐ãàëàñÿ ç ê✐ëüê✐ñòþ íåâ✐äîìèõ✳ Öå áóëè íàéá✐ëüø ñêëà✲
äí✐ òà ìàëî äîñë✐äæåí✐ êðèòè÷í✐ êðàéîâ✐ çàäà÷✐✱ ÿê✐ ì✐ñòèëè â ñîá✐ íåäîâèçíà÷åí✐ òà
ïåðåâèçíà÷åí✐ çàäà÷✐✳ ❮èì áóëî óïåðøå áóëî âèçíà÷åíî óìîâè ðîçâ✬ÿçíîñò✐ òà âèãëÿä
çàãàëüíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â òàêèõ êðàéîâèõ çàäà÷✳

Ðåçóëüòàòè äîñë✐äæåíü âïåðøå áóëî îïóáë✐êîâàíî ó ìîíîãðàô✐➝ ❬✶❪✱ à ï✐çí✐øå ðîç✲
âèíóòî òà äîïîâíåíî ó ìîíîãðàô✐ÿõ ❬✷✱ ✸✱ ✹❪✳ Ó öèõ ðîáîòàõ áóëî äîñë✐äæåíî çàäà÷ó
ïðî ïîáóäîâó ðîçâ✬ÿçê✐â z(t) ∈ C1[a, b] ë✐í✐éíî➝ êðàéîâî➝ çàäà÷✐

ż(t) = A(t)z + f(t), ✭✶✮

ℓz(·) = α, ✭✷✮

äå A(t) ✖ (n × n)✲âèì✐ðíà ìàòðèöÿ òà f(t) ✖ n✲âèì✐ðíèé âåêòîð✱ åëåìåíòè ÿêèõ ✖
íåïåðåðâí✐ íà â✐äð✐çêó [a, b] ä✐éñí✐ ôóíêö✐➝✱ ℓz(·) ✖ ë✐í✐éíèé îáìåæåíèé âåêòîðíèé
ôóíêö✐îíàë ℓ : C1[a, b]→ Rm✱ ïðè÷îìó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó n 6= m✱ òîáòî ê✐ëüê✐ñòü
êðàéîâèõ óìîâ íå ñï✐âïàäà➵ ç ïîðÿäêîì äèôåðåíö✐àëüíî➝ ñèñòåìè✳

✃ðàéîâ✐ çàäà÷✐✱ äëÿ ÿêèõ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà rankQ = n✱ àáî rankQ < n ➵ íåêðè✲
òè÷íèìè òà êðèòè÷íèìè â✐äïîâ✐äíî✱ äå Q = ℓX(·) ✖ (m × n)✲âèì✐ðíà ìàòðèöÿ✱ ÿêà
îòðèìàíà ï✐äñòàíîâêîþ ó êðàéîâó óìîâó ✭✷✮ íîðìàëüíî➝ ôóíäàìåíòàëüíî➝ ìàòðèö✐
X(t) äèôåðåíö✐àëüíî➝ ñèñòåìè ✭✶✮✳

Òåîðåìà ✶✳ ❬✶❪ ❮åõàé rankQ = n1✳ Òîä✐ îäíîð✐äíà êðàéîâà çàäà÷à ìà➵ r = n − n1 ✐
ëèøå r ë✐í✐éíî íåçàëåæíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â✳

✹✹



❮åîäíîð✐äíà êðàéîâà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìà➵ ðîçâ✬ÿçêè òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè f(t) ∈
C[a, b], α ∈ Rm çàäîâîëüíþòü óìîâó

PNd(Q∗)

{
α− ℓK[f ](·)

}
= 0, d = m− n1, ✭✸✮

ïðè âèêîíàíí✐ ÿêî➝ âîíà ìà➵ r✲ïàðàìåòðè÷íó ñ✐ì✬þ ë✐í✐éíî íåçàëåæíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â

z(t) = Xr(t) cr +G[f ](t) +X(t)Q+α, cr ∈ Rr.

ÒóòXr(t) = X(t)PNr(Q), PNr(Q) ✖ (n×r)✲ìàòðèöÿ✱ óòâîðåíà ç r ë✐í✐éíî✲íåçàëåæíèõ
ñòîâïö✐â (n×n)✲ìàòðèö✐✲îðòîïðî➵êòîðà PN(Q) : R

n → N(Q)✱ ìàòðèöÿ PNd(Q∗) óòâîðåíà
ç d = m − n1 ë✐í✐éíî íåçàëåæíèõ ðÿäê✐â (m × m)✲ìàòðèö✐✲îðòîïðî➵êòîðà✱ PN(Q∗) :
Rm → N(Q∗) ❬✶❪✱

G[f ](t) := K[f ](t)−X(t)Q+ℓK[f ](·)}
✖ óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð ➹ð✐íà êðàéîâî➝ çàäà÷✐✱

K[f ](t) := X(t)

∫ t

a

X−1(s)f(s)ds

✖ îïåðàòîð ✃îø✐ íåîäíîð✐äíî➝ êðàéîâî➝ çàäà÷✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮✱Q+ ✖ ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ
çà ❒óðîì✲Ïåíðîóçîì ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪✳

Òåîðåìà ✶ äà➵ ÷✐òêå óÿâëåííÿ ïðî çàäà÷✐ íåôðåäãîëüìîâîãî òèïó✱ äëÿ ÿêèõ àëü✲
òåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà íå âèêîíó➵òüñÿ✿

✶✳ Ó âèïàäêó rankQ = n ìà➵ìî✱ ùî ðîçì✐ðí✐ñòü êðàéîâèõ óìîâ m á✐ëüøå✱ àáî
äîð✐âíþ➵ ðîçì✐ðíîñò✐ n äèôåðåíö✐àëüíî➝ ñèñòåìè ✐ êðàéîâà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìîæå ìàòè
➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê✱ àëå íå ïðè áóäü ÿêèõ íåîäíîð✐äíîñòÿõ f(t) ∈ C[a, b], α ∈ Rm✳

✷✳ ßêùî rankQ = n1 = m < n✱ òî ç òåîðåìè ✶ ìà➵ìî✱ ùî ïðè áóäü ÿêèõ íåîäíî✲
ð✐äíîñòÿõ f(t) ∈ C[a, b], α ∈ Rm êðàéîâà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìà➵ r✲ïàðàìåòðè÷íó ñ✐ì✬þ
ë✐í✐éíî íåçàëåæíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â✱ îñê✐ëüêè óìîâà ✭✸✮ çàâæäè âèêîíó➵òüñÿ (PNd(Q∗) =
0, d = 0)✳

✸✳ ❰òæå àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà ñïðàâåäëèâà òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëèm = n, (d =
r)✳

Ï✐çí✐øå êðàéîâ✐ çàäà÷✐✱ ó ÿêèõ ïîðÿäîê ñèñòåìè n íå ñï✐âïàäà➵ ç ê✐ëüê✐ñòþ êðà✲
éîâèõ óìîâ m áóëî íàçâàíî íåòåðîâèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè✳

■ç çàñòîñóâàííÿì òåîð✐➝ óçàãàëüíåíî✲îáåðíåíèõ òà ïñåâäîîáðåíåíèõ îïåðàòîð✐â òà
ïðî➵êòîð✐â ❰✳➚✳ ➪îé÷óêîì òà éîãî ó÷íÿìè ö✐ ðåçóëüòàòè áóëî óçàãàëüíåíî íà âè✲
ïàäîê íåòåðîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ð✐çíèõ êëàñ✐â ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèõ
ð✐âíÿíü✳

Ï✐çí✐øå áóëî ïîáóäîâàíî çàãàëüíó òåîð✐þ äîñë✐äæåííÿ íîðìàëüíî ðîçâ✬ÿçíèõ êðà✲
éîâèõ çàäà÷ äëÿ íå âñþäè ðîçâ✬ÿçíèõ îïåðàòîðíèõ ð✐âíÿíü ç óçàãàëüíåíî îáîðîòíèìè
îïåðàòîðàìè ó áàíàõîâèõ òà ã✐ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ ❬✺❪✳

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî óìîâè ðîçâ✬ÿçíîñò✐ òà âèãëÿä çàãàëüíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â ë✐í✐éíî➝
êðàéîâî➝ çàäà÷✐

(Lz)(t) = f(t), ✭✹✮

(ℓz)(·) = α, ✭✺✮

äå L : l∞(I,B1)→ l∞(I,B2) ✖ óçàãàëüíåíî îáîðîòíèé îïåðàòîð✱ ℓ = col(l1, l2, l3, . . .) :
l∞(I,B1) → B ✖ ë✐í✐éíèé îáìåæåíèé âåêòîðíèé ôóíêö✐îíàë✱ äå B ✖ áàíàõîâèé
ïðîñò✐ð âåêòîð✐â ç✐ ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè✳

➶✐äîìî ❬✺❪✱ ùî íåîäíîð✐äíå îïåðàòîðíå ð✐âíÿííÿ ✭✹✮ ìà➵ ðîçâ✬ÿçêè äëÿ òèõ ✐ ëèøå
òèõ f(t) ∈ l∞(I,B2)✱ äëÿ ÿêèõ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà

(PYLf)(t) = 0,

✹✺



✐ ïðè öüîìó ìà➵ ñ✐ì✬þ ðîçâ✬ÿçê✐â

z(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L− f)(t), ✭✻✮

äå PN(L) : l∞(I,B1) → N(L), PYL : l∞(I,B2) → YL ✖ íåñê✐í÷åííîâèì✐ðí✐ îáìåæå✲
í✐ ïðî➵êòîðè✱ PN(L)ẑ ✖ çàãàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê â✐äïîâ✐äíîãî ✭✹✮ îäíîð✐äíîãî ð✐âíÿííÿ
Lz = 0✱ ẑ(t) ✖ äîâ✐ëüíèé åëåìåíò áàíàõîâîãî ïðîñòîðó l∞(I,B1)✱ L− ✖ îáìåæåíèé
óçàãàëüíåíî îáåðíåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà L✳

Ïîçíà÷èìî L = ℓPN(L) ✖ óçàãàëüíåíî îáîðîòíèé îïåðàòîð✱ ÿêèé ä✐➵ ç áàíàõîâîãî
ïðîñòîðó l∞(I,B1) ó áàíàõîâèé ïðîñò✐ð B✱ PN(L) : l∞(I,B1) → N(L) ✖ îáìåæåíèé
ïðî➵êòîð áàíàõîâîãî ïðîñòîðó l∞(I,B1) íà íóëü✲ïðîñò✐ð îïåðàòîðà L✱ PYL : B →
YL ✖ îáìåæåíèé ïðî➵êòîð áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B íà ï✐äïðîñò✐ð YL ⊂ B✱ L− ✖
óçàãàëüíåíî îáåðíåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà L✳
Òåîðåìà ✷✳ ❬✺❪ ❮åõàé îïåðàòîð L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) òà ôóíêö✐îíàë L ∈
GI(l∞(I,B1),B) ✖ óçàãàëüíåíî îáîðîòí✐✳ Òîä✐ â✐äïîâ✐äíà ✭✹✮✱ ✭✺✮ îäíîð✐äíà êðàéîâà
çàäà÷à ìà➵ ñ✐ì✬þ ðîçâ✬ÿçê✐â

z(t) = (PN(Λ)ẑ)(t),

äå (PN(Λ) ∗)(t) = PN(L)(PN(L) ∗)(t)− îïåðàòîð ðîçâ✬ÿçêó â✐äïîâ✐äíî➝ îäíîð✐äíî➝ êðàéî✲
âî➝ çàäà÷✐ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ẑ(t) ✖ äîâ✐ëüíèé åëåìåíò áàíàõîâîãî ïðîñòîðó l∞(I,B1).

❮åîäíîð✐äíà êðàéîâà çàäà÷à ✭✹✮✱ ✭✺✮ ðîçâ✬ÿçíà äëÿ òèõ ✐ ëèøå òèõ f(t) ∈ l∞(I,B2)
òà α ∈ B✱ ÿê✐ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó óìîâ





(PYLf)(t) = 0,

PYL [α− ℓ(L−f)(·)] = 0
✭✼✮

✐ ïðè öüîìó âîíà ìà➵ çàãàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê

z(t) = (PN(Λ)ẑ)(t) +G
[
f
]
(t) + (PN(L)(L−α))(t), ✭✽✮

äå G = (L−f)(t)− (PN(L)L−ℓ(L−f)(·))(t) ✖ óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð ➹ð✐íà✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➚✳ ➚✳ ➪îé÷óê✱ ✃îíñòðóêòèâíûå ìåòîäû àíàëèçà êðàåâûõ çàäà÷✱ ❮àóê✳ äóìêà✱
✃èåâ✱ ✭✶✾✾✵✮✳

❬✷❪ ➚✳ ➚✳ ➪îé÷óê✱ ➶✳ Ô✳➷óðàâëåâ✱ ➚✳ ❒✳ Ñàìîéëåíêî✱ ❰áîáùåííî✲îáðàòíûå îïåðà✲
òîðû è íåòåðîâû êðàåâûå çàäà÷è✱ ➮çä✲âî ➮❒ ❮➚❮Ó✱ ✃èåâ ✭✶✾✾✺✮✳

❬✸❪ ❆✳ ❆✳ ❇♦✐❝❤✉❦✱ ❆✳ ▼✳ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❋r❡❞❤♦❧♠
❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❇♦st♦♥✱ ❯tr❡❝❤t✱ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✹❪ ❆✳ ❆✳ ❇♦✐❝❤✉❦✱ ❆✳ ▼✳ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❋r❡❞❤♦❧♠
❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✷✲t❤ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❉❡ ●r✉②t❡r✱ ❇❡r❧✐♥❀ ❇♦st♦♥ ✭✷✵✶✻✮✳

❬✺❪ ➚✳ ➚✳ ➪îé÷óê✱ ➶✳ Ô✳ ➷óðàâëåâ✱ ➚✳ ❒✳ Ñàìîéëåíêî✱ ❮îðìàëüíî ðàçðåøèìûå êðà✲
åâûå çàäà÷è✱ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✃èåâ ✭✷✵✶✾✮✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈❢③✷✵✵✽❅✉❦r✳♥❡t

✹✻



Ïðî íîâèé êëàñ åë✐ïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì
➚íäð✐é ➬àâîðîòèíñüêèé✱ ❰ëåêñàíäð ❒óðà÷

✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà✱
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

➘îïîâ✐äü ïðèñâÿ÷åíà íîâîìó êëàñó åë✐ïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì✳
➶✐í âõîäèòü íå ëèøå â åë✐ïòè÷íèé ✐ êðàéîâ✐ äèôåðåíö✐àëüí✐ îïåðàòîðè✱ à òàêîæ ✐ â
äîòè÷í✐ äèôåðåíö✐àëüí✐ îïåðàòîðè✱ ÿê✐ ä✐þòü íà äîäàòêîâ✐ íåâ✐äîì✐ ôóíêö✐➝✱ çàäàí✐
íà ìåæ✐ åâêë✐äîâî➝ îáëàñò✐✱ äå ðîçãëÿäà➵òüñÿ çàäà÷à✳

❮åõàé Ω ✖ îáìåæåíà â✐äêðèòà îáëàñòü ó Rn êëàñó C∞✱ äå n ≥ 2✱ òà Γ := ∂Ω✳
➶èáåðåìî ö✐ë✐ ÷èñëà m✱ µ òà κ òàê✐✱ ùî m > µ > 1 ✐ κ > 1✳ ❮åõàé ö✐ë✐ ÷èñëà
b1, . . . , bm+κ òà β1, . . . , βm+κ òàê✐✱ ùî bj > βj ïðè 1 6 j 6 m + κ✱ ✐ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà
β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βµ+κ < βµ+κ+1 ≤ . . . ≤ βm+κ✳ ✃ð✐ì òîãî✱ α1, . . . , ακ ∈ Z✳

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ òàêà êðàéîâà çàäà÷à✱ çàëåæíà â✐ä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0✿

A(x;D; ε)u(x; ε) = f(x), x ∈ Ω, ✭✶✮

Bj(x;D; ε)u(x; ε) +
κ∑

k=1

Cj,k(x;Dτ ; ε)̺k(x; ε) = gj(x), x ∈ Γ, j = 1, . . . ,m+ κ. ✭✷✮

Òóò ôóíêö✐ÿ u(x; ε)✱ àðãóìåíòó x ∈ Ω✱ ✐ ôóíêö✐➝ ̺1(x; ε), . . . , ̺κ(x; ε)✱ àðãóìåíòó x ∈
Γ ➵ øóêàíèìè✱ à ïðàâ✐ ÷àñòèíè çàäà÷✐ çàäàí✐ ✐ ✭äëÿ ñïðîùåííÿ✮ íå çàëåæàòü â✐ä
ïàðàìåòðà ε✳ Ðîçãëÿäàþòüñÿ êîìïëåêñíîçíà÷í✐ ôóíêö✐➝✳

➘èôåðåíö✐àëüí✐ îïåðàòîðè ç ÷àñòèííèìè ïîõ✐äíèìè✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòüñÿ â ë✐â✐é ÷àñòèí✐
çàäà÷✐✱ çàëåæàòü â✐ä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 ïîë✐íîì✐àëüíèì ÷èíîì✿

A(x;D; ε) :=

2m−2µ∑

i=0

ε2m−2µ−iA2m−i(x;D), Bj(x;D; ε) :=

bj−βj∑

i=0

εbj−βj−iBj;bj−i(x;D),

Cj,k(x;Dτ ; ε) :=

bj−βj∑

i=0

εbj−βj−iCj,k;bj−i+αk(x;Dτ ).

Òóò êîæíå A2m−i(x;D) ✕ ë✐í✐éíèé äèôåðåíö✐àëüíèé îïåðàòîð íà Ω❀ Bj;bj−i(x;D) ✕
ë✐í✐éíèé êðàéîâèé äèôåðåíö✐àëüíèé îïåðàòîð íà Γ✱ à Cj,k;bj−i+αk(x;Dτ ) ✕ äîòè÷íèé
ë✐í✐éíèé äèôåðåíö✐àëüíèé îïåðàòîð íà Γ✳ ❼õ êîåô✐ö✐➵íòè ➵ C∞ ✕ ôóíêö✐ÿìè íà Ω òà Γ
â✐äïîâ✐äíî✱ à ïîðÿäêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ordA2m−i(x;D) = 2m−i✱ ordBj;bj−i(x;D) =
bj − i òà ordCj,k;bj−i+αk(x;Dτ ) = bj − i+ αk.

➬àãàëüíà òåîð✐ÿ åë✐ïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ✐ç ìàëèì ïàðàìåòðîì áóëà çàïî÷à✲
òêîâàíà â ðîáîò✐ ❒✳ ■✳ ➶✐øèêà òà ❐✳ ➚✳ ❐þñòåðíèêà ✭✶✾✺✼✮✳ Ñó÷àñíå ïåðåîñìèñëåííÿ
➝õí✐õ ðåçóëüòàò✐â íàäàâ ❐✳ Ð✳ ➶îëåâè÷ ✭✷✵✵✻✮✳ ❮à â✐äì✐íó â✐ä ïîïåðåäí✐õ ðîá✐ò êðàéîâ✐
óìîâè ✭✷✮ ì✐ñòÿòü íåâ✐äîì✐ äîäàòêîâ✐ ôóíêö✐➝ ̺1(x; ε), . . . , ̺κ(x; ε) íà Γ✱ çàëåæí✐ â✐ä
ïàðàìåòðà✳

➘ëÿ äîñë✐äæóâàíî➝ çàäà÷✐ óâåäåíî óìîâè åë✐ïòè÷íîñò✐ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì✱ ùî
äàþòü çìîãó ïîáóäóâàòè ôîðìàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ó âèãëÿä✐ ðÿ✲
äó çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà òà âñòàíîâèòè àïð✐îðíó îö✐íêó ðîçâ✬ÿçêó ó â✐ä✲
ïîâ✐äíèõ ñîáîë➵âñüêèõ íîðìàõ✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü öåé ïàðàìåòð✱ ïðè÷îìó ñòàëà â îö✐íö✐ íå
çàëåæèòü â✐ä íüîãî✳

❡✲♠❛✐❧✿ ③❛✈♦r♦t②♥s❦②✐❅❦♥✉✳✉❛✱ ♠✉r❛❝❤❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

✹✼



❰áãðóíòóâàííÿ ìåòîäó ➹àëåðê✐íà ãëèáîêîãî íàâ÷àííÿ äëÿ
àïðîêñèìàö✐➝ ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíèõ ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü ç íåãëàäêîþ

ôóíêö✐➵þ âçà➵ìîä✐➝
❰ëåêñ✐é ✃àïóñòÿí✱ ❐þäìèëà ❐åâåí÷óê✱ ❰ëåêñ✐é ❮åñòåðåíêî

✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà
❮àö✐îíàëüíèé òåõí✐÷íèé óí✐âåðñèòåò Óêðà➝íè ✧✃è➝âñüêèé ïîë✐òåõí✐÷íèé

✐íñòèòóò ✐ìåí✐ ■ãîðÿ Ñ✐êîðñüêîãî ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

➶ ðîáîò✐ ïðîïîíó➵òüñÿ òåîðåòè÷íå îáãðóíòóâàííÿ çàñòîñóâàííÿ íåéðîííèõ ìåðåæ
✭ÿê àíàëîãó ë✐í✐éíèõ êîá✐íàö✐é áàçèñíèõ ôóíêö✐é â ìåòîä✐ ➹àëåðê✐íà✮ äëÿ íàáëèæå✲
íîãî çíàõîäæåííÿ ì✬ÿêèõ ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíèõ ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü ç íåãëàäêèìè
ôóíêö✐ÿìè âçà➵ìîä✐➝✳ ❒è ðîçãëÿäà➵ìî çàäà÷ó

ut(t, x) = △u(t, x) + f(u(t, x)), (t, x) ∈ QT = (0, T )× Ω,
u|∂Ω = 0, u|t=0 = u0(x),

✭✶✮

äå Ω ⊂ Rd ✲ îáìåæåíà îáëàñòü✱ f : R 7→ R ✲ íåïåðåðâíà ✭àëå íå îáîâ✬ÿçêîâî ãëàäêà✮✱

f(0) = 0, f(s)s ≤ λs2 + C ∀ s ∈ R, ✭✷✮

äå C > 0✱ λ ∈ (0, λ1)✱ λ1 ✲ ïåðøå âëàñíå ÷èñëî −△ â H1
0 (Ω)✳

➶✐äîìî ❬✶❪✱ ùî äëÿ âñ✐õ u0 ∈ X = C0(Ω) çàäà÷à ✭✶✮ ìà➵ ✭ìîæëèâî✱ íå➵äèíèé✮
ì✬ÿêèé ðîçâ✬ÿçîê íà [0, T ]✱ òîáòî ✐ñíó➵ u ∈ C([0, T ];X) òàêà✱ ùî

u(t) = T (t)u− 0 +

t∫

0

T (t− s)f(u(s))ds ∀ t ∈ [0, T ]. ✭✸✮

➘ëÿ éîãî àïðîêñèìàö✐➝ ìè ðîçãëÿäà➵ìî êëàñ íåéðîìåðåæ ❬✷❪

WN = {v : R1+d 7→ R | v(t, x) =
N∑

i=1

βiσ(α0,it+
d∑

j=1

αj,ixj + ci)}, ✭✹✮

äå σ ✲ ôóíêö✐ÿ àêòèâàö✐➝ ✭íàïð✳✱ ñèãìî➝ä✮✱ ✐ θ = {βi, αj,i, ci} ✲ ïàðàìåòðè íåéðîìåðåæ✐✱
ÿê✐ âèáèðàþòüñÿ ✐ç çàäà÷✐ ì✐í✐ì✐çàö✐➝ ôóíêö✐îíàëó L2✲ïîõèáêè

J(v) = ‖vt −△v − f(v)‖2L2(QT )
+ ‖v‖2L2((0,T )×∂Ω) + ‖v(0, ·)− u0‖2L2(Ω). ✭✺✮

➬àóâàæèìî✱ ùî öåé ôóíêö✐îíàë íå âèçíà÷åíèé✱ âçàãàë✐ êàæó÷è✱ íà ì✬ÿêèõ ðîçâ✬ÿçêàõ
✭✶✮✱ ïðîòå ìè ìîæåìî áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëþâàòè J(v) íà áóäü✲ÿêèõ v ∈ WN ✳ ×èì
ìåíøå çíà÷åííÿ J(v)✱ òèì êðàùå â✐äïîâ✐äíà ôóíêö✐ÿ v ✧ï✐äõîäèòü✧ÿê ðîçâ✬ÿçîê ✭✶✮✳
➘ëÿ îáãðóíòóâàííÿ çàçíà÷åíî➝ ïðîöåäóðè ìè âèêîðèñòîâó➵ìî íàñòóïí✐ êëþ÷îâ✐ ðå✲
çóëüòàòè✿ òåîðåìó ïðî ù✐ëüí✐ñòü ìíîæèíè W = ∪N≥1W

N â C2(QT ) ❬✸❪✱ îðèã✐íàëüíèé
ðåçóëüòàò ïðî ìîæëèâ✐ñòü êîíñòðóêòèâíî➝ ð✐âíîì✐ðíî➝ àïðîêñèìàö✐➝ íåïåðåðâíî➝ ôóí✲
êö✐➝ ãëàäêèìè ç✐ çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñò✐ ✭✷✮✱ ✐ ðåçóëüòàòè ïðî ðåãóëÿðí✐ñòü ì✬ÿêèõ
ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíèõ ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü ❬✶❪✳

Òåîðåìà ✶✳ ■ñíóþòü vN ∈ WN òàê✐✱ ùî

J(vN)→ 0, N →∞, ✭✻✮

✐ ÿêùî äëÿ äåÿêî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐ {vN} ⊂ W âèêîíó➵òüñÿ ✭✻✮✱ òî ïî ï✐äïîñë✐äîâíîñò✐

vN → u â L2(QT ), ✭✼✮

äå u ✲ ì✬ÿêèé ðîçâ✬ÿçîê ✭✶✮✳

✹✽



❮àñë✐äîê ✶✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî öåé òåîðåòè÷íèé ðåçóëüòàò ìîæå ñëóãóâàòè îñíî✲
âîþ äëÿ ïðàêòè÷íî➝ ðåàë✐çàö✐➝ ÷åðåç áàãàòîøàðîâ✐ ô✐çè÷íî îáãðóíòîâàí✐ íåéðîìåðå✲
æ✐ ✭P❤②s✐❝s✲■♥❢♦r♠❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✮ ❬✹❪

Ðîáîòó âèêîíàíî çà ï✐äòðèìêè ❮àö✐îíàëüíîãî ôîíäó äîñë✐äæåíü Óêðà➝íè✱ ïðîåêò
✷✵✷✸✳✵✸✴✵✵✼✹ ➽❮åñê✐í÷åííîâèì✐ðí✐ åâîëþö✐éí✐ ð✐âíÿííÿ ✐ç áàãàòîçíà÷íîþ òà ñòîõàñòè✲
÷íîþ äèíàì✐êîþ➾✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❋❡❦❡t❛ P✳✱ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳✱ ❑❛♣✉st✐❛♥ ❖✳✱ ❑♦r♦❧ ■✳ ●❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ ♠✐❧❞ s♦❧✉t✐✲
♦♥s s❡♠✐✢♦✇ ❢♦r s❡♠✐❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✉♥✐q✉❡♥❡ss✱ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ▲❡t✳
✈♦❧✳✶✸✺✱ ✷✵✷✸✳

❬✷❪ ❙✐r✐❣♥❛♥♦ ❏✳✱ ❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦s ❑✳ ❉●▼✿ ❆ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ✈♦❧✳✸✼✺✱ ✷✵✶✽✳

❬✸❪ ❍♦r♥✐❦ ❑✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ◆❡✉r❛❧
◆❡t✇♦r❦s✳ ✈♦❧✳✹✱ ✶✾✾✶✳

❬✹❪ ❑❛s②❛♥♦✈ P✳❖✳✱ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳❱✳✱ ▲❡✈❡♥❝❤✉❦ ▲✳❇✳✱ ◆♦✈②❦♦✈ ❱✳❘✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✷✵✷✹✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✷✵✾✹✹✴♣r❡♣r✐♥ts✷✵✷✹✵✼✳✷✸✹✵✳✈✷✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❦❛♣✉st②❛♥❅❦♥✉✳✉❛✱ ❧✉s✐✳❧❡✈❡♥❝❤✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♥❡st❡r❡♥❦♦♦♥❅✉❦r✳♥❡t

Óçàãàëüíåííÿ ➚✲ìåòîäó ➘çÿäèêà ïîë✐íîì✐àëüíîãî íàáëèæåííÿ
ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü íà âèïàäîê ð✐âíÿííÿ ç

íåðåãóëÿðíîþ îñîáëèâ✐ñòþ
❰ëåêñ✐é ✃àøï✐ðîâñüêèé✱ Þð✐é ❒èòíèê

❮àö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ❁✃è➵âî✲❒îãèëÿíñüêà àêàäåì✐ÿ❃✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

➘îñë✐äæóþòüñÿ ìàéæå íàéêðàù✐ íàáëèæåííÿ àëãåáðà➝÷íìè ìíîãî÷ëåíàìè Pn(x)
ôóíêö✐➝

ϕ(x) =

{
e−

1
x , x > 0,
0, x = 0

íà â✐äð✐çêàõ [0;h], h > 0✳
❰ñê✐ëüêè ϕ(x) íåñê✐í÷åííî✲äèôåðåíö✐éîâíà íà [0,+∞) ✐ íàëåæèòü äî êëàñó ôóí✲

êö✐é ➷åâðå✱ òî âåëè÷èíà En(ϕ) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ϕ àëãåáðà➝÷íîìè ìíîãî÷ëå✲
íàìè ìà➵ ñóáåêñïîíö✐àëüíå ñïàäàííÿ

En(ϕ) ≤ C1 exp(−C2n
2
3 ), ✭✶✮

äå C1 ✐ C2 äîäàòí✐ êîíñòàíòè✱ ùî çàëåæàòü â✐ä h ❬✶❪✳
➶ðàõîâóþ÷è îö✐íêó ✭✶✮✱ ìíîãî÷ëåíè Pn(x) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè âè✲

ñîêîòî÷íèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîä✐â äëÿ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ✐äíèõ
òà æîðñòêèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü✳

❰ñê✐ëüêè äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ y′ = x−2y✱ ÿêîìó çàäîâîëüíÿ➵ ϕ(x)✱ ìà➵ ïðè
x = 0 íåðåãóëÿðíó îñîáëèâ✐ñòü ✐ çàäà÷à ✃îø✐ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ â ö✐é òî÷ö✐ ➵

✹✾



íåêîðåêòíîþ✱ òî äëÿ ðåàë✐çàö✐➝ àëãîðèòìó ➚✲ìåòîäó ➘çÿäèêà ❬✷❪ â✐çüìåìî ïî÷àòêîâó
óìîâó â òî÷ö✐ x = h✳

Ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð✐â τ1 ✐ τ2 òà u = h − x ðîçâ✬ÿçêîì ✐íòåãðàëüíîãî
ð✐âíÿííÿ

(h− u)2y(u) +
u∫

0

(1 + 2h− 2t)(y(t)dt) = h2e−
1
h + τ1T

∗
n+1

(u
h

)
+ τ2T

∗
n+2

(u
h

)
✭✷✮

➵ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n✱ ÿêèé ðåàë✐çó➵ ìàéæå íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêö✐➝ ϕ(h−u)
íà [0, h]✳ T ∗

n+1(x) ✐ T ∗
n+2(x) ✲ çì✐ùåí✐ ìíîãî÷ëåíè ×åáèøåâà✿ T ∗

n(x) = Tn(2x− 1) =
T2n(
√
x) = cos(n arccos(2x − 1)). ✃î➵ô✐ö✐➵íòè öüîãî ìíîãî÷ëåíà òà ïàðàìåòðè τ1 ✐ τ2

âèçíà÷àþòü ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåô✐ö✐➵íò✐â ✐ç ñóì✐ñíî➝ ñèñòåìè ë✐í✐éíèõ ð✐âíÿíü
ïîðÿäêó n+ 3✱ ÿêà îäåðæó➵òüñÿ ç ð✐âíÿííÿ ✭✷✮ ✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❰✳■✳✃àøï✐ðîâñüêèé✱ Þ✳➶✳❒èòíèê✳ ➚ïðîêñèìàö✐ÿ ðîçâ✬ÿçê✐â îïåðàòîðíî✲
äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðíèõ ïîë✐íîì✐â✳ Óêðà➝íñüêèé
ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✱ ✺✵✭✶✶✮✿✶✺✵✻✲✶✺✶✻✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ ➶✳✃✳➘çÿäèê✳ ➚ïïðîñèìàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòå✲
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✃èåâ✱ ✶✾✽✽✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦✳❦❛s❤♣✐r♦✈s❦②✐❅✉❦♠❛✳❡❞✉✳✉❛✱ ②✉r✐②✳♠②t♥②❦❅✉❦♠❛✳❡❞✉✳✉❛

Ïîðÿäêîâ✐ âëàñòèâîñò✐ ìíîæèíè ôàêòîðîá✬➵êò✐â êîìïàêòà
✃àòåðèíà ✃îïîðõ

✃àðïàòñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ➶àñèëÿ Ñòåôàíèêà✱
■âàíî✲Ôðàíê✐âñüê✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵ìî íåïåðåðâí✐ ñþð✬➵êö✐➝ ç ô✐êñîâàíîãî êîìïàêòà ✭òîáòî êîìïàêòíîãî ãà✲
óñäîðôîâîãî ïðîñòîðó✮ X ó êîìïàêòè✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳ ➶âàæà➵ìî✱ ùî íåïåðåðâíà ñþð✬➵êö✐ÿ f : X → Y ïåðåäó➵ íåïåðåðâí✐é
ñþð✬➵êö✐➝ g : X → Z✱ ïèøó÷è f 6 g✱ ÿêùî ✐ñíó➵ òàêà íåïåðåðâíà ñþð✬➵êö✐ÿ i : Z → Y ✱
ùî f = g ◦ i✳

❰÷åâèäíî✱ ùî ✏6✑ ➵ ðåôëåêñèâíèì ✐ òðàíçèòèâíèì â✐äíîøåííÿì íà êëàñ✐ ✭íå ìíî✲
æèí✐✦✮ âñ✐õ íåïåðåðâíèõ ñþð✬➵êö✐é êîìïàêò✐â ç ô✐êñîâàíèì ïî÷àòêîì X✳

❰çíà÷åííÿ ✷✳ ßêùî äëÿ íåïåðåðâíèõ ñþð✬➵êö✐é f : X → Y òà g : X → Z ✐ñòèííå
f 6 g✱ g 6 f ✱ òî íàçèâà➵ìî f òà g åêâ✐âàëåíòíèìè✱ ïèøó÷è f ∼ g✳

❮åâàæêî äîâåñòè✱ ùî ✏∼✑ ➵ ðåôëåêñèâíèì✱ ñèìåòðè÷íèì ✐ òðàíçèòèâíèì â✐äíîøå✲
ííÿì✱ ✐ êëàñè åêâ✐âàëåíòíîñò✐ ùîäî íüîãî✱ ÿê✐ íàçèâàþòü ôàêòîðîá✬➵êòàìè êîìïàêòà
X✱ óòâîðþþòü ìíîæèíó✳ Ïîçíà÷à➵ìî ➝➝ Φ(X)✳

ßêùî f ∼ f ′✱ g ∼ g′ ✭òîáòî [f ] = [f ′]✱ [g] = [g′] äëÿ â✐äïîâ✐äíèõ êëàñ✐â✮✱ òî f 6 g✱
ÿêùî ✐ ò✐ëüêè ÿêùî f ′ 6 g′✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵ êîðåêòí✐ñòü íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ✳

✺✵



❰çíà÷åííÿ ✸✳ ➶âàæà➵ìî✱ ùî ôàêòîðîá✬➵êò [f ] ïåðåäó➵ ôàêòîðîá✬➵êòîâ✐ g ó Φ(X)✱
ïèøó÷è [f ] 6 [g]✱ ÿêùî íåïåðåðâíà ñþð✬➵êö✐ÿ f : X → Y ïåðåäó➵ íåïåðåðâí✐é ñþð✬➵êö✐➝
g : X → Z✳

Òàê îòðèìó➵ìî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (Φ(X),6)✱ ÿêà ➵ ïîâíîþ ãðàòêîþ
ç íàéìåíøèì åëåìåíòîì ✕ êëàñîì ñòàëîãî â✐äîáðàæåííÿ ✐ íàéá✐ëüøèì åëåìåíòîì ✕
êëàñîì òîòîæíîãî â✐äîáðàæåííÿ ❬✷❪✳

❰çíà÷åííÿ ✹✳ ✃àæåìî✱ ùî ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàí✐é ìíîæèí✐ (L,6) åëåìåíò x0 ➵
çíà÷íî íèæ÷å ❬✶❪ çà x✱ ïèøó÷è x0 ≪ x✱ ÿêùî ó êîæí✐é íàïðÿìëåí✐é âãîðó ìíîæèí✐
D ⊂ L✱ äëÿ ÿêî➝ x supD✱ ✐ñíó➵ åëåìåíò d✱ äëÿ ÿêîãî x0 6 d✳

❰çíà÷åííÿ â✐äíîøåííÿ çíà÷íî âèùå✱ ïîçíà÷åíîãî ✏≫✑ ❬✶❪✱ ➵ äâî➝ñòèì✳
Ó äîïîâ✐ä✐ áóäóòü îïèñàí✐ â✐äíîøåííÿ ✏çíà÷íî íèæ÷å✑ òà ✏çíà÷íî âèùå✑ ✭ÿê✐ òàêîæ

íàçèâàþòü â✐äíîøåííÿìè àïðîêñèìàö✐➝✮ íà ìíîæèí✐ (Φ(X),6)✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ●✐❡r③✱ ●✳✱ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❑✳❍✳✱ ❑❡✐♠❡❧✱ ❑✳✱ ▲❛✇s♦♥✱ ❏✳❉✳✱ ▼✐s❧♦✈❡✱ ▼✳✱ ❙❝♦tt✱ ❉✳❙✳✿ ❈♦♥t✐✲
♥✉♦✉s ▲❛tt✐❝❡s ❛♥❞ ❉♦♠❛✐♥s✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✈♦❧✳ ✾✸✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✷✵✵✸✮

❬✷❪ ✃îïîðõ✱ ✃✳ Ïðîñò✐ð ôàêòîðîá✬➵êò✐â êîìïàêòíîãî òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó✳ ➶✐ñíèê
❐üâ✐âñüêîãî óí✐âåðñèòåòó✱ Ñåð✐ÿ ìåõàí✐êî✲ìàòåìàòè÷íà✱ ✻✽✱ Ñ✳ ✶✺✷✕✶✺✼ ✭✷✵✵✽✮

❡✲♠❛✐❧✿ ❦❛t❡r②♥❛✳❦♦♣♦r❦❤❅♣♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❮åîáõ✐äí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ îäíîãî êëàñó ðîçâ✬ÿçê✐â íåë✐í✐éíîãî
äèôåðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó✱ áëèçüêîãî äî ë✐í✐éíîãî

❐þäìèëà ✃óñ✐ê
❰äåñüê✐é íàö✐îíàëüíèé ìîðñüêèé óí✐âåðñèòåò✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵ìî äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ

y′′ = α0p(t)|y|σ0 |y′|σ1L0(y), ✭✶✮

äå α0 ∈ {−1, 1}✱ p : [a, ω[−→]0,+∞[✲ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✱ −∞ < a < ω ≤ +∞✱ L0 :
∆Y0 −→]0,+∞[ ✲ íåïåðåðâíà òà ïîâ✐ëüíî çì✐ííà ïðè y → Y0 ôóíêö✐ÿ✱ ∆Yi (i ∈ {0, 1})✲
îäíîá✐÷íèé îê✐ë Yi ✐ Yi ∈ {0;±∞} (i ∈ {0, 1})✱ σ0 + σ1 = 1✳ Ïðèïóñêà➵ìî✱ ùî ÷èñëà
µi (i = 0, 1)✱ ÿê✐ âèçíà÷åíî ôîðìóëàìè✱

µi =

{
1, ÿêùî Yi = +∞ àáî Yi = 0 ✐ ∆Yi − ïðàâèé îê✐ë ✵,
−1, ÿêùî Yi = −∞ àáî Yi = 0 ✐ ∆Yi − ë✐âèé îê✐ë ✵,

çàäîâîëüíÿþòü íåð✐âíîñò✐

µ0µ1 > 0 ïðè Y0 = ±∞ ✐ µ0µ1 < 0 ïðè Y0 = 0. ✭✷✮

Óìîâè ✭✷✮ ➵ íåîáõ✐äíèì✐ äëÿ ✐ñíóâàííÿ ðîçâ✬ÿçê✐â ➘Ð ✭✶✮✱ âèçíà÷åíèõ â ë✐âîìó îêîë✐
ω ✐ òàêèìè✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

y(i)(t) ∈ ∆Yi ❢♦r t ∈ [t0, ω[ , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1). ✭✸✮

Ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ äîñë✐äæó➵ìî íà êëàñ✐ Pω(Y0, Y1, λ0)✲ðîçâ✬ÿçê✐â✳

✺✶



❰çíà÷åííÿ ✶✳ Ðîçâ✬ÿçîê y ð✐âíÿííÿ ✭✶✮✱ ùî âèçíà÷åíèé íà ïðîì✐æêó [t0, ω [⊂ [a, ω [✱
íàçèâà➵ìî Pω(Y0, Y1, λ0)✲ðîçâ✬ÿçêîì ✱ äå −∞ ≤ λ0 ≤ +∞✱ ÿêùî âèêîíàíî íàñòóïí✐

óìîâè✿ y(i)(t) ∈ ∆Yi ïðè t ∈ [t0, ω[ , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), limt↑ω
[y′(t)]2

y(t)y′′(t)
= λ0.

➶âåäåìî íåîáõ✐äí✐ ôóíêö✐➝ òà ïîçíà÷åííÿ✿

I0(t) =
t∫

A0

p
1
2 (τ)|πω(τ)|

−σ1
2 dτ, Φ(y) =

y∫
B0

ds

sL
1
2
0 (s)

, äå A0✱ B0 îáðàíî òàê✱ ùîá â✐äïîâ✐äí✐

✐íòåãðàëè ïðÿìóâàëè àáî äî 0✱ àáî äî±∞✳ ❰÷åâèäíî✱ ùî äëÿ ôóíêö✐➝ Φ ✐ñíó➵ îáåðíåíà
Φ−1 : ∆Z0 → ∆Y0 ✱ Z0 = lim

y→Y0
y∈∆Y0

Φ(y) ∈ {0,±∞}✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé L0 (Φ
−1(z)) ➵ ïðàâèëüíî çì✐ííîþ ïðè z → Z ôóíêö✐➵þ✱ σ0+σ1 = 1✳

Òîä✐ äëÿ ✐ñíóâàííÿ Pω(Y0, Y1, 1)✲ ðîçâ✬ÿçê✐â ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ íåîáõ✐äíî âèêîíàííÿ óìîâ
✭✷✮✱ ✭✸✮✱

lim
t↑ω

µ0µ1

∣∣∣∣
λ0

λ0 − 1

∣∣∣∣
σ1
2

I0(t) = Z0, α0 > 0,

lim
t↑ω

πω(t)

(
p(t)|πω(t)|−σ1L0

(
Φ−1(µ0µ1

∣∣∣∣
λ0

λ0 − 1

∣∣∣∣
σ1
2

I0(t))

)) 1
2

= ±∞.

➪✐ëüø òîãî✱ äëÿ êîæíîãî òàêîãî ðîçâÿçêó ïðè t ↑ ω ìàþòü ì✐ñöå àñèìïòîòè÷í✐
çîáðàæåííÿ

Φ(y(t)) = µ0µ1

∣∣∣∣
λ0

λ0 − 1

∣∣∣∣
σ1
2

I0(t)[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
= µ0µ1

∣∣∣∣
λ0

λ0 − 1

∣∣∣∣
σ1
2

(
p(t)|πω(t)|−σ1L0

(
Φ−1(µ0µ1

∣∣∣∣
λ0

λ0 − 1

∣∣∣∣
σ1
2

I0(t))

)) 1
2

[1 + o(1)].

❡✲♠❛✐❧✿ ❧❦✵✾✵✸✷✵✶✼❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïðî ìîäåëü îïòèì✐çàö✐➝ ïîðòôåëÿ àêòèâ✐â
➶àñèëü ✃óøí✐ð÷óê✱ ➶îëîäèìèð ✃óøí✐ð÷óê

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à

Ðîçãëÿíóòà ìîäåëü ❒àðêîâ✐öà ìîäèô✐êîâàíà äîäàòêîâèìè êðèòåð✐ÿìè ìàêñèì✐çà✲
ö✐➝ ë✐êâ✐äíîñò✐ ïîðòôåëÿ àêòèâ✐â òà åêîëîã✐÷íî➝✴ñîö✐àëüíî➝ â✐äïîâ✐äàëüíîñò✐ ✭❊❙●✮✳
❮àâåäåíî ìåòîä çâàæåíèõ ñóì äëÿ ðîçâ✬ÿçóâàííÿ îäåðæàíî➝ ÷îòèðèêðèòåð✐àëüíî➝ çà✲
äà÷✐ îïòèì✐çàö✐➝✳

❰ïòèì✐çàö✐ÿ ïîðòôåëÿ ö✐ííèõ ïàïåð✐â îïèñó➵òüñÿ êëàñè÷íîþ ìîäåëëþ ❒àðêîâ✐öà
❬✶❪✳ Ó ÷îòèðèêðèòåð✐àëüí✐é ìîäåë✐ äîäàþòüñÿ äâ✐ äîäàòêîâ✐ ö✐ëüîâ✐ ôóíêö✐➝✱ ÿê✐ â✐ä✲
îáðàæàþòü ë✐êâ✐äí✐ñòü àêòèâ✐â òà ❊❙●✲ôàêòîðè✱ ùî ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ
ñó÷àñíîãî ✐íâåñòîðà✱ îñîáëèâî â êîíòåêñò✐ ñòàëîãî ðîçâèòêó ❬✸✲✻❪✳ Òîä✐ ÷îòèðèêðèòå✲
ð✐àëüíà ìîäåëü âèãëÿäà➵ òàê✿

❼ ❒àêñèì✐çàö✐ÿ î÷✐êóâàíî➝ äîõ✐äíîñò✐✿

maxµp =
n∑

i=1

µiwi.

✺✷



❼ ❒✐í✐ì✐çàö✐ÿ ðèçèêó ✭äèñïåðñ✐➝ äîõ✐äíîñò✐✮✿

min σ2
p = wT (σ)w.

❼ ❒àêñèì✐çàö✐ÿ ë✐êâ✐äíîñò✐ ïîðòôåëÿ✿

max lp =
n∑

i=1

liwi.

❼ ❒àêñèì✐çàö✐ÿ ❊❙●✲êðèòåð✐þ✿

max ep =
n∑

i=1

eiwi.

Ïðè òàêèõ îáìåæåííÿõ✿

❼ Ñóìà ÷àñòîê àêòèâ✐â äîð✐âíþ➵ ✶✿

n∑

i=1

wi = 1.

❼ ×àñòêè àêòèâ✐â îáìåæåí✐ çíèçó äëÿ çáåðåæåííÿ åôåêòó äèâåðñèô✐êàö✐➝ ✐íâåñòè✲
ö✐éíîãî ïîðòôåëÿ✿

wi ≥ 0, 05, i = 1, 2, . . . , n.

Òóò n ✕ ê✐ëüê✐ñòü àêòèâ✐â✱ µi ✕ î÷✐êóâàíèé äîõ✐ä àêòèâó i✱ äå i = 1, 2, . . . , n✱ wi ✕
÷àñòêà êîøò✐â✱ âêëàäåíèõ â àêòèâ i ✭âàãè ïîðòôåëÿ✮✱ (σ) ✕ êîâàð✐àö✐éíà ìàòðèöÿ
ì✐æ äîõîäàìè àêòèâ✐â ✭ðèçèê àêòèâ✐â✮✱ äå σij ✕ êîâàð✐àö✐ÿ ì✐æ äîõîäàìè àêòèâ✐â
i òà j✱ li ✕ ë✐êâ✐äí✐ñòü àêòèâó i ✭îáñÿã òîðã✐â✱ îáîðîòí✐ñòü òîùî✮✱ ei ✕ ❊❙●✲ðåéòèíã
àêòèâó i ✭åêîëîã✐÷í✐✱ ñîö✐àëüí✐ òà óïðàâë✐íñüê✐ ïîêàçíèêè✮✳

➘ëÿ ðîçâ✬ÿçóâàííÿ îäåðæàíî➝ çàäà÷✐ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä çâàæåíèõ ñóì ❬✷❪✱ ÿêèé
ïåðåòâîðþ➵ áàãàòîêðèòåð✐àëüíó çàäà÷ó íà ñêàëÿðíó øëÿõîì êîìá✐íóâàííÿ êðèòåð✐➝â
ç âàãàìè✳ ➘îïîì✐æíà ôóíêö✐ÿ äëÿ ì✐í✐ì✐çàö✐➝✿

L(w) = −αµp + βσ2
p − γlp − δep,

äå α, β, γ, δ > 0 ✕ âàãîâ✐ êîåô✐ö✐➵íòè✱ ùî â✐äîáðàæàþòü ïð✐îðèòåòè ✐íâåñòîðà ✭íàïðè✲
êëàä✱ α = 1, β = 1, γ = 0, 5, δ = 0, 5✮✳ ➬íàê ✑✲✑ çàñòîñîâó➵òüñÿ äëÿ ìàêñèì✐çàö✐éíèõ
êðèòåð✐➝â✳ ➬àäà÷à ñòà➵ êâàäðàòè÷íèì ïðîãðàìóâàííÿì ✐ ìîæå áóòè ðîçâ✬ÿçàíà ÷è✲
ñåëüíèìè ìåòîäàìè✱ íàïðèêëàä✱ ó P②t❤♦♥ ç âèêîðèñòàííÿì á✐áë✐îòåêè ❙❝✐P② ✭ìåòîä
❙▲❙◗P✮✳

Öåé ï✐äõ✐ä äîçâîëÿ➵ çíàéòè Ïàðåòî✲îïòèìàëüí✐ ðîçâ✬ÿçêè øëÿõîì âàð✐þâàííÿ âàã✱
ùî ➵ åôåêòèâíèì äëÿ ✐íòåãðàö✐➝ ❊❙● ó ïîðòôåëüíó îïòèì✐çàö✐þ✳ ➚ëüòåðíàòèâîþ
ìîæå áóòè ìåòîä ìîæëèâèõ íàïðÿìê✐â ❬✷❪ ç ðîçøèðåíîþ äîïîì✐æíîþ ôóíêö✐➵þ✿

max
{
−µp, σ2

p,−lp,−ep,
∑

wi − 1, 1−
∑

wi, 0.05− wi (i = 1, . . . , n)
}
.

➶èñíîâîê

×îòèðèêðèòåð✐àëüíà ìîäåëü ❒àðêîâ✐öà äîçâîëÿ➵ ✐íâåñòîðó îäíî÷àñíî âðàõîâóâàòè
äîõ✐äí✐ñòü✱ ðèçèê✱ ë✐êâ✐äí✐ñòü òà ❊❙●✲ôàêòîðè✳ Öÿ ìîäåëü á✐ëüø ãíó÷êà òà êîìïëå✲
êñíà ïîð✐âíÿíî ç êëàñè÷íîþ✱ äîïîìàãà➵ ïðèéìàòè çâàæåí✐ ✐íâåñòèö✐éí✐ ð✐øåííÿ✱ âðà✲
õîâóþ÷è ñòàë✐ñòü òà åòè÷í✐ àñïåêòè✳

✺✸



❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➹àäåöüêà Ñ✳➶✳✱ ➘óáíèöüêèé ➶✳Þ✳✱ ✃óøíåðóê Þ✳■✳✱ Õîäèð➵â ❰✳■✳✱ Øêîä✐íà ■✳➶✳
➪àãàòîêðèòåð✐àëüíà ✭âåêòîðíà✮ îïòèì✐çàö✐ÿ ïîðòôåëÿ âàëþò ïðè íåñòîõàñòè÷íî
íåâèçíà÷åíîìó çîâí✐øíüîìó åêîíîì✐÷íîìó ñåðåäîâèù✐✳ Ñèñòåìè îáðîáêè ✐íôîð✲
ìàö✐➝✳ ✷✵✷✶✳ ➑ ✸✭✶✻✻✮✳ ❈✳ ✻✲✷✶✳

❬✷❪ ➹ðèãîðê✐â ➶✳ Ñ✳✱ ✃óøí✐ð÷óê ➶✳ ➱✳ ➪àãàòîêðèòåð✐àëüíà îïòèì✐çàö✐éíà ìîäåëü ç
íåë✐í✐éíèì åêîëîãî✕åêîíîì✐÷íèì ì✐æãàëóçåâèì áàëàíñîì ✴✴ ➴êîíîì✐÷íà ê✐áåðíå✲
òèêà✳ ✕ ✷✵✵✸✳ ✕ ➑ ✸✲✹ ✭✷✶✲✷✷✮✳ ✕ Ñ✳ ✹✸✲✺✵✳

❬✸❪ ❉♦✉♠♣♦s ▼✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❊❙● ❋❛❝t♦rs ✐♥ ▼✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ P♦rt❢♦❧✐♦ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❆♥
❖✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✴✴ ❊❯❘❖ ❲♦r❦✐♥❣ ●r♦✉♣ ♦♥ ▼✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐✲
s✐♦♥ ❆✐❞✐♥❣✳ ✷✵✷✺✳

❬✹❪ ▲✐❛❣❦♦✉r❛s ❑✳✱ ▼❡t❛①✐♦t✐s ❑✳ ❖♥ ❊❙● P♦rt❢♦❧✐♦ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❆ ▼✉❧t✐✲
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✴✴ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✷✵✷✷✳ ❱♦❧✳ ✶✵✭✷✵✮✳ P✳ ✸✽✻✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✸✾✵✴♠❛t❤✶✵✷✵✸✽✻✶✳

❬✺❪ ●♦♠❡③ ❏✳P✳✱ ▼✐r❛❧❧❡s✲◗✉✐r♦s ❏✳▲✳✱ ▼✐r❛❧❧❡s✲◗✉✐r♦s ▼✳▼✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t❛❧✱ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✴✴ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❙♦❝✐✲
❛❧ ❘❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ✷✵✷✸✳ ❱♦❧✳ ✸✶✭✸✮✳ P✳ ✷✸✻✹✲✷✸✽✵✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴❝sr✳✷✻✽✷✳

❬✻❪ ❯t③ ❙✳✱ ❲✐♠♠❡r ▼✳✱ ❍✐rs❝❤❜❡r❣❡r ▼✳✱ ❙t❡✉❡r ❘✳❊✳ ❚r✐✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡
♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♦❝✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♠✉t✉❛❧ ❢✉♥❞s
✴✴ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✳ ✷✵✶✹✳ ❱♦❧✳ ✷✸✹✭✷✮✳ P✳ ✹✾✶✲✹✾✽✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡❥♦r✳✷✵✶✸✳✶✵✳✵✷✻✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✳❦✉s❤♥✐r❝❤✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

➚íàë✐ç óìîâ ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐ ðîçâ✬ÿçê✐â ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíö✐àëüíî✲ôóíêö✐îíàëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç äðîáîâèì áðîóí✐âñüêèì

ðóõîì
➶îëîäèìèð ✃óøí✐ð÷óê✱ ■ãîð ❒àëèê

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à

Ó ðîáîò✐ äîñë✐äæåíî äîñòàòí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐ ðîçâ✬ÿçê✐â ë✐í✐éíèõ
ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö✐àëüíî✲ôóíêö✐îíàëüíèõ ð✐âíÿíü ✭Ñ➘ÔÐ✮ íåéòðàëüíîãî òèïó
ç ✐íòåãðàëîì çà äðîáîâèì áðîóí✐âñüêèì ðóõîìB(H)(t)✱ äå ïàðàìåòð ÕåðñòàH ∈

(
1
2
, 1
)
✱

ùî â✐äïîâ✐äà➵ ïðîöåñàì ç äîâãîòðèâàëîþ ïàì✬ÿòòþ ❬✸✱ ✹❪✳ Ðîçãëÿíóòî ð✐âíÿííÿ âèäó✿

dDxt = Lxt dt+Gxt dB
(H)(t), t ∈ [0, T ],

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ xt = φ✱ äå D,L,G ✕ ë✐í✐éí✐ ôóíêö✐îíàëè íà ïðîñòîð✐ íåïåðåðâ✲
íèõ ôóíêö✐é C([−h, 0])✱ à xt ✕ ñåãìåíò òðà➵êòîð✐➝ ïðîöåñó✳

➘îâåäåíî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ✬ÿçêó ó ôîðì✐✿

x(t) = y(t) +

∫ t

0

X(t− s)Gxs dB(H)(s),

✺✹



äå y(t) ✕ ðîçâ✬ÿçîê â✐äïîâ✐äíîãî äåòåðì✐íîâàíîãî ð✐âíÿííÿ✱ à X(t) ✖ ôóíäàìåíòàëü✲
íèé ðîçâ✬ÿçîê✳ Öå ïðåäñòàâëåííÿ ➵ àíàëîãîì ìåòîäó âàð✐àö✐➝ ñòàëèõ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ
ð✐âíÿíü ✐ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ àíàë✐çó ñò✐éêîñò✐✳

➶ñòàíîâëåíî äîñòàòí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐ ðîçâ✬ÿçêó íà ñê✐í÷åííîìó ✐í✲
òåðâàë✐ ❬✵✱ ❚❪✿ ÿêùî ôóíêö✐ÿ rD çàäîâîëüíÿ➵

V 0
−hrD ≤ KD < 1✱

âàð✐àö✐➝ rL òà rG îáìåæåí✐✱ à ïî÷àòêîâà óìîâà φ ∈ L2([−h, 0])✱ òî çàäà÷à ✃îø✐ ìà➵
➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê ç òî÷í✐ñòþ äî ñòîõàñòè÷íî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐

✭E|x(t)− x̃(t)|2 = 0✮✳

➘îâåäåííÿ áàçó➵òüñÿ íà íàáëèæåííÿõ Ï✐êàðà✱ íåð✐âíîñò✐ ✃îø✐✕➪óíÿêîâñüêîãî✱
âëàñòèâîñòÿõ äðîáîâîãî áðîóí✐âñüêîãî ðóõó òà ëåì✐ ➹ðîíóîëëà✕➪åëìàíà✳

Ïðîâåäåíî ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ äëÿ ð✐âíÿííÿ ç ô✐êñîâàíîþ çàòðèìêîþ✿

dx(t) = (−ax(t)− bx(t− r)) dt+ σx(t) dB(H)(t),

âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ➴éëåðà òà ❒îíòå✲✃àðëî ✭✷✵✵✵ êðîê✐â íà ❬✵✱ ✶✵❪✱ ✶✵ ðåàë✐çà✲
ö✐é✮✳ ➘îñë✐äæåíî âèïàäêè â îáëàñò✐ ñò✐éêîñò✐ ✭çà ❬✶❪✿ a ≈ −1.0806✱ b = 2.0✱ r = 0.5✮ òà
ïîçà íåþ ✭a = 0.2✱ b = 2.0✮ äëÿ H ∈ {0.5, 0.7, 0.95} òà σ ∈ {0.3, 0.6}✳ Ðåçóëüòàòè ïîêà✲
çóþòü✱ ùî ïðè âåëèêèõ H òà ìàëèõ σ òðà➵êòîð✐➝ ñòàá✐ë✐çóþòüñÿ íàâ✐òü ó íîì✐íàëüíî
íåñò✐éêèõ âèïàäêàõ✱ ï✐äêðåñëþþ÷è ðîëü ïàì✬ÿò✐ ïðîöåñó ❬✺❪✳

➶èñíîâêè✿ ❰òðèìàí✐ óìîâè òà ìåòîä âàð✐àö✐➝ ñòàëèõ äîçâîëÿþòü àíàë✐çóâàòè åêñ✲
ïîíåíö✐àëüíó ñò✐éê✐ñòü ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó✳ Ïåðñïåêòèâè✿ ðîçøèðåííÿ íà
íåë✐í✐éí✐ ð✐âíÿííÿ òà äîñòàòí✐ êðèòåð✐➝ ñò✐éêîñò✐ äëÿ H > 1

2
✳

❐✐òåðàòóðà
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❒åòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ ✐íòåãðî✲äèôåðåíö✐àëüíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ íà ï✐âîñ✐

Ðîêñîëàíà ❐àõâà✱ ➶✐êòîð✐ÿ ❒îãèëüîâà
✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà
❮àö✐îíàëüíèé òåõí✐÷íèé óí✐âåðñèòåò Óêðà➝íè ✏✃è➝â✳ ïîë✐òåõí✳ ✐í✲ò ✐ì✳

■✳Ñ✐êîðñüêîãî✑✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿíåìî ë✐í✐éíó çà êåðóâàííÿì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ✐íòåãðî✠✴äèôåðåíö✐àëüíîþ
ñèñòåìîþ íà ï✐âîñ✐ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ✐ øâèäêîîñöèëþþ÷èìè êîåô✐ö✐➵íòàìè

ẋ(t) = f


 t

ε
, x(t),

t∫

0

ϕ(t, s, x(s))ds


+ f1(x(t))u(t), ✭✶✮

x(0) = x0,

ç êðèòåð✐➵ì ÿêîñò✐

Jε[u] =

∞∫

0

[
e−jt(A(t, x(t)) + B(t, u(t)))

]
dt→ inf, ✭✷✮

òóò ε > 0 ✖ ìàëèé ïàðàìåòð✱ j > 0 ✖ ô✐êñîâàíà ñòàëà✱ ùî õàðàêòåðèçó➵ äèñêîíò✱ x
✖ ôàçîâèé âåêòîð ç Rd✱ u(t) ✖m✲âèì✐ðíèé âåêòîð êåðóâàííÿ✱ ÿêèé ïðèéìà➵ çíà÷åííÿ
ó äåÿê✐é ìíîæèí✐ U ⊂ Rm✳ Ïîçíà÷èìî

ϕ1(t, x) =

t∫

0

ϕ(t, s, x)ds.

❮åõàé ✐ñíó➵ ð✐âíîì✐ðíî çà x ∈ Rd ãðàíèöÿ✱ äëÿ êîæíîãî t ≥ 0

lim
ε→0

t∫

0

[
f
(τ
ε
, x, ϕ1(τ, x)

)
− f0(x)

]
dτ = 0. ✭✸✮

Òîä✐ çàäà÷✐ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ç✐ øâèäêîîñöèëþþ÷èìè êîåô✐ö✐➵íòàìè
íà ï✐âîñ✐ ñòàâèòüñÿ ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü á✐ëüø ïðîñòà óñåðåäíåíà çàäà÷à êåðóâàííÿ✿

ξ̇ = f0(ξ) + f1(ξ)u(t), ξ(0, u(0)) = x0, ✭✹✮

ç êðèòåð✐➵ì ÿêîñò✐

J0[u] =

∞∫

0

[
e−jt(A(t, ξ(t)) + B(t, u(t)))

]
dt→ inf . ✭✺✮

➘ëÿ çàäà÷✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮ òà â✐äïîâ✐äíî➝ óñåðåäíåíî➝ çàäà÷✐ ✭✹✮✱ ✭✺✮ ââàæàòèìåìî âèêîíàíèìè
íàñòóïí✐ óìîâè✳

Óìîâà ✶✳ ➘îïóñòèìèìè êåðóâàííÿìè áóäåìî ââàæàòè m✲âèì✐ðí✐ âåêòîð✲ôóíêö✐é
u(·) ∈ L2(0,∞)✱ ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó çàìêíóò✐é✱ îïóêë✐é ìíîæèí✐ V ⊂ Rm✱
ââàæà➵ìî òàêîæ✱ ùî 0 ∈ V ✳
Óìîâà ✷✳ Ôóíêö✐ÿ f(t, x, y) âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà çà ñóêóïí✐ñòþ çì✐ííèõ â îáëà✲
ñò✐ Q1 = {t ≥ 0, x ∈ Rd, y ∈ Rn}, à n × m✲âèì✐ðíà ìàòðèöÿ f1(x) âèçíà÷åíà äëÿ
x ∈ Rd ✐ âèêîíàí✐ óìîâè✿

✺✻



✶✮ f(t, x, y) ✐ f1(x) îáìåæåí✐ â îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ ñòàëîþ M > 0❀

✷✮ f(t, x, y) ✐ f1(x) çàäîâîëüíÿþòü ó îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ óìîâó ❐✐ïøèöÿ çà çì✐í✲
íîþ x ç✐ ñòàëîþ ❐✐ïøèöÿ λ > 0✳

Óìîâà ✸✳ Ôóíêö✐ÿ ϕ(t, s, x) âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà ó îáëàñò✐ Q2 = {t ≥ 0, s ≥
0, x ∈ Rd} ✐ çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè ë✐í✐éíîãî ðîñòó òà ❐✐ïøèöÿ â✐äíîñíî x✱ òîáòî
✐ñíó➵ Lϕ òàêà✱ ùî

|ϕ(t, s, x)− ϕ(t, s, x1)| ≤ Lϕ|x− x1|,
|ϕ(t, s, x)| ≤ Lϕ(1 + |x|).

Óìîâà ✹✳ Ð✐âíîì✐ðíî çà x ∈ Rd ✐ñíó➵ ãðàíèöÿ ✭✸✮✳

Óìîâà ✺✳ Ñêàëÿðí✐ ôóíêö✐➝ A(t, x)✱ B(t, u) ✐ ∂B
∂u

(t, u) âèçíà÷åí✐ ïðè t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈
V, ✐ íåïåðåðâí✐ çà ñóêóïí✐ñòþ çì✐ííèõ✱ ïðè÷îìó✿

✶✮ A(t, x) ≥ 0 ✐ çàäîâîëüíÿ➵ çà x ∈ Rd óìîâó ë✐í✐éíîãî ðîñòó ç✐ ñòàëîþ M ✱ òîáòî
|A(t, x)| ≤M(1 + |x|), äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 ✐ x ∈ Rd;

✷✮ a1|u|2 ≥ B(t, u) ≥ a|u|2 äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ a > 0✱ a1 > 0 òà äëÿ êîæíîãî t ≥ 0✱
B(t, u) îïóêëà çà u ∈ V òà ✐ñíó➵ a2 > 0 òàêà✱ ùî

∣∣∣∣
∂B

∂u
(t, u)

∣∣∣∣ ≤ a2|u|.

➬àçíà÷èìî✱ ùî â ñèëó óìîâ Óìîâ ✶✱ ✷ ✐ Òåîðåìè ✸✳✶ ❬✷❪ âèïëèâà➵✱ ùî äëÿ êîæíîãî
äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t) ðîçâ✬ÿçîê x(t, u) çàäà÷✐ ✃îø✐ ✭✶✮ ✐ñíó➵ òà ➵äèíèé íà [0,∞)
òà ➵ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêö✐➵þ✳

Ïðè öüîìó äëÿ ðîçâ✬ÿçêó çàäà÷✐ ✭✶✮✱ àíàëîã✐÷íî äî íåë✐í✐éíîãî âèïàäêó✱ ìà➵ìî
îö✐íêó äëÿ êîæíîãî t > 0 :

|x(t)| ≤ |x0|+Mt+Mt
1
2‖u‖L2 . ✭✻✮

Òîìó äëÿ êðèòåð✐þ ÿêîñò✐ ✭✷✮✱ âðàõóâàâøè ✭✻✮ òà ïóíêòè ✶✮ òà ✷✮ ✐ç Óìîâè ✺ ìà➵ìî

|Jε[u]| ≤
∞∫

0

e−jtM
(
1 + |x(t)|

)
dt+

∞∫

0

B(t, u(t)) dt

≤
∞∫

0

e−jtM
(
1 + |x0|+Mt+Mt

1
2‖u‖L2

)
dt+ a1‖u‖2L2

<∞.

Òàêèì ÷èíîì✱ êðèòåð✐é ÿêîñò✐ ✭✷✮ ìà➵ ñåíñ äëÿ âñ✐õ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü✳ ■ç Óìîâè
✹ âèïëèâà➵✱ ùî àíàëîã✐÷í✐ âèñíîâêè ñïðàâåäëèâ✐ ✐ äëÿ óñåðåäíåíèõ çàäà÷✳

❮àñòóïíà òåîðåìà îïèñó➵ çâ✬ÿçîê ì✐æ îïòèìàëüíèìè êåðóâàííÿìè✱ îïòèìàëüíèìè
òðà➵êòîð✐ÿìè ✐ êðèòåð✐ÿìè ÿêîñò✐ òî÷íî➝ ✭✶✮✱ ✭✷✮ òà óñåðåäíåíî➝ çàäà÷✐ ✭✹✮✱ ✭✺✮✳

Ïîçíà÷èìî J∗
ε = inf

u
Jε[u], J

∗
0 = inf

u
J0[u]✱ äå ✐íô✐ìóì áåðåòüñÿ ïî âñ✐õ äîïóñòèìèõ

êåðóâàííÿõ✳ ❒à➵ ì✐ñöå íàñòóïíà òåîðåìà✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé âèêîíàí✐ Óìîâè ✶ ✲ ✺✳ Òîä✐ çàäà÷✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮ òà ✭✹✮✱ ✭✺✮ ìàþòü
â✐äïîâ✐äíî ðîçâ✬ÿçêè (x∗ε(t), u

∗
ε(t)) ✐ (ξ

∗(t), u∗(t))✳
Ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâ✐ íàñòóïí✐ âàð✐àö✐éí✐ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ✿

✺✼



✶✮ J∗
ε → J∗

0 , ε→ 0;

✷✮ äëÿ êîæíîãî η > 0 ✐ñíó➵ ε0 = ε0(η) òàêå✱ ùî ïðè 0 < ε < ε0 ìà➵ìî

|J∗
ε − Jε[u∗]| < η;

✸✮ ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü εn → 0, n→∞ òàêà✱ ùî

x∗εn(t)→ ξ(t) ✭✼✮

ð✐âíîì✐ðíî íà êîæíîìó â✐äð✐çêó [0, T ] äëÿ äîâ✐ëüíîãî T > 0✱ à

u∗εn ⇀ u∗ ✭✽✮

â L2(0,∞)✳

ßêùî ïðè öüîìó óñåðåäíåíà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìà➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê✱ òî çá✐æíîñò✐ ✭✼✮
✐ ✭✽✮ ìàþòü ì✐ñöå ïðè âñ✐õ ε→ 0✳

❮åõàé (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) ðîçâ❵ÿçîê çàäà÷✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮ íà ï✐âîñ✐✳ ➬àô✐êñó➵ìî T > 0 ✐ ðîçãëÿ✲

íåìî çàäà÷ó ✭✹✮ ✐ç ôóíêö✐îíàëîì

I0T [u] =

T∫

0

e−jt (A(t, ξ(t)) + B(t, u(t))) dt→ inf ✭✾✮

íà â✐äð✐çêó [0, T ]✳ Òîä✐ ç Òåîðåìè ✷✳✷ ❬✶❪ âèïëèâà➵✱ ùî äàíà çàäà÷à ìà➵ ðîçâ✬ÿçîê
(ξ∗T , u

∗
T ) íà [0, T ]✳

➘ëÿ çàäà÷✐ ✭✹✮✱ ✭✺✮ âèçíà÷èìî äîïóñòèìå êåðóâàííÿ íà [0,∞)✱ íàñòóïíèì ÷èíîì

uT,∞(t) =

{
u∗T (t), t ∈ [0, T ],

0, t > T,
✭✶✵✮

÷åðåç ξT,∞ ïîçíà÷èìî äîïóñòèìó òðà➵êòîð✐þ✳

Ïîçíà÷èìî I∗0T = inf
u
I0T [u]✳

Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé âèêîíóþòüñÿ Óìîâè ✶ ✲ ✺✳ Òîä✐

✶✮
|I∗ε − I∗0T | → 0 ïðè ε→ 0, T →∞;

✷✮ ✐ñíóþòü ïîñë✐äîâíîñò✐ Tn →∞✱ εn → 0✱ òàê✐ ùî äëÿ áóäü✲ÿêîãî t > 0 âèêîíó✲
➵òüñÿ ∣∣x∗εn(t)− ξTn,∞(t)

∣∣→ 0, Tn →∞, εn → 0; ✭✶✶✮

✸✮
u∗εn − uTn,∞ ⇀ 0 ïðè εn → 0, Tn →∞ ✭✶✷✮

â Lp(0,∞).

ßêùî ïðè öüîìó óñåðåäíåíà çàäà÷à ✭✹✮✱ ✭✺✮ ìà➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê✱ òî çá✐æíîñò✐
ó ✭✶✶✮✱ ✭✶✷✮ ìàþòü ì✐ñöå ïðè âñ✐õ T →∞✳

✺✽



❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❘✳ ▲❛❦❤✈❛✱ ❘✳ ❯t❡s❤♦✈❛✱ ❖✳ ❙t❛♥③❤②ts❦②✐✱ ❱✳ ▼♦❣②❧♦✈❛✱ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❖♣❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❏✉♥❡
✷✵✷✹✱ ❉❖■✿ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✶✺✴♠❛t❤✲✷✵✷✺✲✵✶✻✼✳

❬✷❪ ❱✳ ▼♦❣②❧♦✈❛✱ ❘✳ ▲❛❦❤✈❛✱ ❱✳ ❑r❛✈❡ts✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s②st❡♠s ♦❢ ✐♥t❡❣r♦❞✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ✭❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✮✱ ✷✽✷✭✷✵✷✹✮✱ ♥♦✳ ✻✱ ✾✽✸✲✶✵✵✼✱ ❉❖■✿
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✾✺✽✲✵✷✹✲✵✼✷✷✾✲✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ r♦❦s♦❧❛♥❛❧❛❦❤✈❛❅❦♥✉✳✉❛
❡✲♠❛✐❧✿ ♠♦❣②❧♦✈❛✳✈✐❦t♦r✐❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê ñïðÿæåíî➝ çàäà÷✐ ✃îø✐ äëÿ
äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✐ç äèñèïàòèâíîþ ïàðàáîë✐÷í✐ñòþ

❒àêñèì ❐åêà
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱

Óêðà➝íà

➘ëÿ ô✐êñîâàíîãî t ç (0;T ] ðîçãëÿíåìî ð✐âíÿííÿ

∂τvt(τ ; ξ) = −{A∗
0(τ ; i∂ξ) + A∗

1(τ, ξ; i∂ξ)}vt(τ ; ξ), (τ ; ξ) ∈ Π[0;t), (1)

äå A∗
0(τ ; i∂ξ) ✖ äèôåðåíö✐àëüíèé îïåðàòîð ïîðÿäêó p ✐ç íåïåðåðâíî çàëåæíèìè â✐ä

τ êîåô✐ö✐➵íòàìè✱ A∗
1(τ, ξ; i∂ξ) ✖ äèôåðåíö✐àëüíèé âèðàç ïîðÿäêó p1 ç✐ çì✐ííèìè êî✲

åô✐ö✐➵íòàìè✱ ÿê✐ ➵ íåïåðåðâíèìè çà çì✐ííîþ τ ✐ íåñê✐í÷åííî äèôåðåíö✐éîâíèìè çà
ξ✳

Ïðèïóñòèìî✱ ùî â✐äïîâ✐äíå ð✐âíÿííÿ

∂τvt(τ ; ξ) = −A∗
0(τ ; i∂ξ)vt(τ ; ξ), (τ ; ξ) ∈ Π[0;t),

íà ìíîæèí✐ Π[0;T ) ➵ îáåðíåíî {p, h} ✖ ïàðàáîë✐÷íèì ✭òîáòî ïåðåòâîðþ➵òüñÿ â ïàðàáî✲
ë✐÷íå çà Øèëîâèì ï✐äñòàíîâêîþ β = −τ✮ ç â✐ä✬➵ìíèì ðîäîì µ✳ Òàêîæ ââàæàòèìåìî✱
ùî p1 < h✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳ Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ✬ÿçêîì çàäà÷✐ ✃îø✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ íàçâåìî
ôóíêö✐þ Z∗(τ, ξ; t, x) âèçíà÷åíó äëÿ âñ✐õ τ ; ξ ∈ Π[0;t) ✐ çàëåæíó â✐ä ïàðàìåòðè÷íî➝
òî÷êè (t; x) ∈ Π(0;T ] òàêó✱ ùî ôîðìóëà

vt(τ ; ξ) =

∫

Rn
Z∗(τ, ξ; t, x)ϕ(x)∂x, (τ ; ξ) ∈ Π[0;t),

âèçíà÷à➵ êëàñè÷íèé ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ â Π[0;t)✱ ÿêèé çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó

vt(τ ; ξ)
∣∣∣
τ=t

= ϕ(ξ), ξ ∈ Rn,

ïðè äîâ✐ëüíîìó t ∈ (0;T ] ✐ êîæíîìó ϕ(·) ∈ S1−α✱ äå α = µ
~
✱ ❛ Sα ✖ â✐äïîâ✐äíèé

ïðîñò✐ð îñíîâíèõ ôóíêö✐é òèïó S✳

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ

✺✾



Òåîðåìà ✶✳ ➬à âêàçàíèõ óìîâ íà êîåô✐ö✐➵íòè äèôåðåíö✐àëüíèõ âèðàç✐â A∗
0 ✐ A∗

1 íà
ìíîæèí✐ Π2

T ✐ñíó➵ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ✃îø✐ Z∗(τ ; ξ; t, x)✱ ÿêèé äè✲
ôåðåíö✐éîâíèé çà çì✐ííîþ τ ✐ íåñê✐í÷åííî äèôåðåíö✐éîâíèé çà çì✐ííîþ ξ òàêèé✱
ùî

|∂τZ∗(τ ; ξ; t, x)| ≤ C0(t− τ)−
n+p
h e−δ0(

||x−ξ||
(t−τ)α )

1
1−α

|∂kξZ∗(τ ; ξ; t, x)| ≤ C1(t− τ)−
n+p+|k|

h e−δ1(
||x−ξ||
(t−τ)α )

1
1−α

✭òóò C0✱ C1✱ δ0 ✐ δ1 ✖ äîäàòí✐ ñòàë✐✱ íåçàëåæí✐ â✐ä t, τ, x ✐ ξ✮✳

Ïðè ïîáóäîâ✐ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ✬ÿçêó çàäà÷✐ ✃îø✐ äëÿ ✭✶✮ âèêîðèñòîâó➵òüñÿ
ìåòîäèêà✱ ðîçðîáëåíà â ❬✶❪✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❐✐òîâ÷åíêî ➶✳➚✳ ÑèñòåìèØèëîâà ó ïðîñòîðàõ òèïó ❙ òà ❙✬✿ ìîíîãðàô✐ÿ✳ ×åðí✐âö✐✿
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ì✳ Þ✳ Ôåäüêîâè÷à✱ ✷✵✶✾✱ ñ✳ ✶✺✻✕✶✺✽✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❧❡❦❛✳♠❛❦s②♠❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

➘âîñèìâîëüíà ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë ç äâîìà ð✐çíîçíàêîâèìè
îñíîâàìè òà íåíóëüâîþ íàäëèøêîâ✐ñòþ ó çàäà÷àõ ôðàêòàëüíîãî

àíàë✐çó òà òåîð✐➝ ôóíêö✐é
■ðèíà ❐èñåíêî✱ ❰ëåêñàíäð Ïðàöüîâèòèé✱ ➶✐êòîð Ïëàêèäà

Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé A = {0, 1} ✕ äâîñèìâîëüíèé àëôàâ✐ò✱ L = A× A× ...✕ ìíîæèíà âñ✐õ ïîñë✐✲
äîâíîñòåé ç íóë✐â òà îäèíèöü✱ g0, d0 ✕ äîäàòí✐✱ à g1, d1 ✕ â✐ä✬➵ìí✐ ä✐éñí✐ ÷èñëà✱ ïðè÷îìó
−g1 < g0 < 1✱ −d1 < d0 < 1✳

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ â✐äîáðàæåííÿ f : L
f→ R✱ îçíà÷åíå ð✐âí✐ñòþ

f(αn) = x = δα1 +
∞∑

k=2

(δαk

k−1∏

j=1

gαj) ≡ ∆G
α1α2...αk...

, δαk = αkg1−αk . ✭✶✮

Ñèìâîë✐÷íèé çàïèñ ∆G
α1α2...αk...

íàçèâà➵òüñÿ G✲çîáðàæåííÿì ÷èñëà x✳ Ïðè g0 − g1 =
1 öå â✐äîìå G2✲çîáðàæåííÿ ÷èñåë â✐äð✐çêà [0; g0]✱ ÿêå ìà➵ íóëüîâó íàäëèøêîâ✐ñòü ✐
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ë✐âîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð òà ðîçðèâíèé ✐íâåðñîð öèôð ❬✶✱ ✷❪✳

Òåîðåìà ✶✳ ❒íîæèíà çíà÷åíü â✐äîáðàæåííÿ f ➵ â✐äð✐çêîì [0; g0]✱ ÿêùî g0 − g1 ≥ 1❀
í✐äå íå ù✐ëüíîþ ñàìîïîä✐áíîþ ìíîæèíîþ ç ðîçì✐ðí✐ñòþ✱ ùî ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ð✐âíÿííÿ
qx0 + |q1|x = 1✱ ÿêùî g0 − g1 < 1✳

G✲öèë✐íäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2...cm íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíà

∆G
c1c2...cm

= {x = ∆G
c1...cmα1α2...αn...

, (αk) ∈ L}.

ßêùî g0−g1 ≥ 1✱ òî G✲öèë✐íäð ➵ â✐äð✐çêîì✳ ßêùî g0−g1 < 1✱ òî äâà öèë✐íäðè îäíîãî
ðàíãó ñï✐ëüíèõ òî÷îê íå ìàþòü✳ ßêùî g0 − g1 > 1✱ òî öèë✐íäðè ∆G

c1...cm0 ✐ ∆G
c1...cm1

ïåðåêðèâàþòüñÿ✱ à ïðè g0 − g1 = 1 âîíè ìàþòü îäíó ñï✐ëüíó òî÷êó✳

✻✵



Òåîðåìà ✷✳ ➬à óìîâè g0− g1 ≥ 1 ïðè îá÷èñëåíí✐ ôðàêòàëüíî➝ ðîçì✐ðíîñ✐ ➹àóñäîðôà✲
➪åçèêîâè÷à áîðåë✐âñüêèõ ï✐äìíîæèí â✐äð✐çêà [0; g0] ìîæíà îáìåæóâàòèñü ïîêðèò✲
òÿìè G✲öèë✐íäðàìè✳

Ó äîïîâ✐ä✐ ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñë✐äæåííÿ íåïåðåðâíèõ òà ìàéæå ñêð✐çü
ó ðîçóì✐íí✐ ì✐ðè ❐åáåãà íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é✱ âèçíà÷åíèõ ó òåðì✐íàõ G✲çîáðàæåííÿ
÷èñåë✱ ÿê✐ ìàþòü ëîêàëüíî ñêëàäíó òîïîëîãî✲ìåòðè÷íó ñòðóêòóðó òà ôðàêòàëüí✐ âëà✲
ñòèâîñò✐✱ à òàêîæ ôîðìóëþþòüñÿ íåðîçâ✬ÿçàí✐ çàäà÷✐✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❐èñåíêî ■✳❒✳✱ ❒àñëîâà Þ✳Ï✳✱ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ ➘âîîñíîâíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç
ð✐çíîçíàêîâèìè îñíîâàìè ✐ ñïåö✐àëüí✐ ôóíêö✐➝✱ ç íåþ ïîâ✬ÿçàí✐ ✴✴ ➬á✐ðíèê ïðàöü
■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè ✷✵✶✾✱ ò✳ ✶✻✱ ➑ ✷✳ ✖ Ñ✳ ✺✵✕✻✷✳

❬✷❪ ▼✳❱✳ Pr❛ts✐♦✈②t②✐✱ ■✳▼✳ ▲②s❡♥❦♦✱ ❨✉✳P✳ ▼❛s❧♦✈❛✱ ●r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❛✐❧s ♦❢ G2✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✱ ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❉✐s❝r❡t❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ◆✳✶✱ ❱♦❧✳ ✷✾✱ ✷✵✷✵✱ ♣♣✳ ✾✾✲✶✵✽✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✐✳♠✳❧②s❡♥❦♦❅✉❞✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♣❧❛❦②❞❛✶❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ❛❧❡①❛♥❞r✳♣r❛ts✐♦✈②t②✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïðî çàäà÷ó ➘✐ð✐õëå íà ï✐âîñ✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ ✐çîòðîïíî➝ ñóïåðäèôóç✐➝
➶ëàäèñëàâ ❐✐òîâ÷åíêî

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

Ðîçãëÿíåìî ð✐âíÿííÿ

∂tu(t; x) + a(−∆)α/2x u(t; x) = f, t ∈ (0;T ], x ∈ Ω, ✭✶✮

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
u(t; ·)|t=0 = ϕ(·) ✭✷✮

✭òóò a > 0✱ u ✕ íåâ✐äîìà ôóíêö✐ÿ✱ (−∆)
α/2
x ✕ äðîáîâèé ❐àïëàñ✐àí ïîðÿäêó α ∈ (0; 2)✱

ùî ä✐➵ çà çì✐ííîþ x✱ à ∂t ✕ ÷àñòèííà ïîõ✐äíà çà çì✐ííîþ t✮✳
Ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ çíàéøëî øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â áàãàòüîõ ãàëóçÿõ íàóêè é òåõí✐êè✳

Ïðè Ω = R öå ð✐âíÿííÿ îïèñó➵ ïîøèðåííÿ ðåçîíàíñíèõ ôîòîí✐â ó ïëàçì✐ òà äèôó✲
ç✐éí✐ ïðîöåñè â ôðàêòàëüíèõ ñåðåäîâèùàõ✱ ÷åðåç ùî âîíî îòðèìàëî íàçâó ➽ð✐âíÿííÿ
✐çîòðîïíî➝ ñóïåðäèôóç✐➝➾✳ ➬à äîïîìîãîþ ✭✶✮ îïèñóþòüñÿ ëîêàëüí✐ çàâèõðåííÿ ãðàâ✐✲
òàö✐éíèõ ïîë✐â Ð✐ññà✱ ñïðè÷èíåíèõ âèïàäêîâî ðîçïîä✐ëåíèìè ðóõîìèìè îá✬➵êòàìè✳
➶àæëèâèé ïðèêëàä äëÿ ìîòèâàö✐➝ âèâ÷åííÿ ð✐âíÿííÿ ✐çîòðîïíî➝ ñóïåðäèôóç✐➝ íàâå✲
äåíî â ❬✻✱ ñ✳ ✷❪✱ äå çàïðîïîíîâàíî éìîâ✐ðí✐ñíó ìîäåëü âèïàäêîâîãî ñòðèáêîïîä✐áíîãî
áëóêàííÿ íà R ÷àñòèíêè X ✐ ïîêàçàíî✱ ùî éìîâ✐ðí✐ñòü u(t; x) ïðèñóòíîñò✐ X ó ìîìåíò
÷àñó t ó ïðîñòîðîâ✐é òî÷ö✐ x ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ð✐âíÿííÿ ✭✶✮✳ Òèïîâèì ïðèêëàäîì òàêîãî
áëóêàííÿ ➵ ðèñêàííÿ ãîëîäíî➝ àêóëè àáî ïîë✐ò ïîëþþ÷îãî ñòðèæà✳

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê Gα(t; x) çàäà÷✐ ✃îø✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ïðè Ω = R✱ ➵ ø✐ëüí✐✲
ñòþ ðîçïîä✐ëó α✲ñò✐éêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó ❐åâ✐✳ ➶èâ÷åííÿ çàäà÷✐ ✃îø✐ ✭✶✮✱ ✭✷✮
òà ôóíêö✐➝ Gα(t; x) ïðîâîäèëîñÿ â áàãàòüîõ ïðàöÿõ✳ ➪óëè ðîçðîáëåí✐ ð✐çí✐ ìåòîäè

✻✶



äîñë✐äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêö✐➝ Gα(t; x) òà ñôîðìóëüîâàí✐ òâåðäæåííÿ ïðî êîðå✲
êòíó ðîçâ✬ÿçí✐ñòü çàäà÷✐ ✃îø✐ â ð✐çíèõ ôóíêö✐éíèõ êëàñàõ✳ Òàêîæ ç✬ÿñîâàíî òèïîâ✐
âëàñòèâîñò✐ êëàñè÷íèõ ðîçâ✬ÿçê✐â ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ òà äåÿêèõ éîãî óçàãàëüíåíü✳

❒åíøîþ ì✐ðîþ äîñë✐äæåíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ✭✶✮✱ ïðè öüîìó äîñë✐äæåííÿ â
îñíîâíîìó ïðîâîäèëèñÿ â îáìåæåí✐é îáëàñò✐ ✭âèïàäîê Ω = [c; d]✮✱ äå çàçâè÷àé ðîçãëÿ✲
äàëèñÿ íóëüîâ✐ àáî ñòàë✐ ãðàíè÷í✐ óìîâè ➘✐ð✐õëå òà àêöåíòóâàëàñÿ óâàãà íà ðîçðîáö✐
ìåòîäèêè çíàõîäæåííÿ ÷èñëîâèõ ðîçâ✬ÿçê✐â✳

❒àéæå çîâñ✐ì ïîçà óâàãîþ äîñë✐äíèê✐â çàëèøèâñÿ íåìåíø âàæëèâèé âèïàäîê äî✲
ñë✐äæåííÿ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ â íàï✐âîáìåæåí✐é îáëàñò✐ Ω = [0;+∞)✳ Òàêîæ ìàëî óâàãè
ïðèä✐ëåíî ïèòàííÿì âñòàíîâëåííÿ ➵äèíîñò✐ ðîçâ✬ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ
✭✶✮✱ éîãî íåïåðåðâíî➝ çàëåæíîñò✐ â✐ä âèõ✐äíèõ äàíèõ çàäà÷✐✱ îïèñó êëàñ✐â äîïóñòè✲
ìèõ ïî÷àòêîâèõ òà ãðàíè÷íèõ äàíèõ çàäà÷✐ òîùî✳ ➶ñå öå ñâ✐ä÷èòü ïðî íåîáõ✐äí✐ñòü
ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó àíàë✐òè÷íî➝ òåîð✐➝ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ✭✶✮✳

Ïîêëàäåìî Ω = (0;+∞) ✐ äîïîâíèìî ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ òàêèìè óìîâàìè✿

u(t; x)|x=0 = ν(t), t ∈ (0;T ]; ✭✸✮

|u(t; x)| < +∞, t ∈ [0;T ], x ≥ 0. ✭✹✮

➪óäåìî ââàæàòè✱ ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïí✐ óìîâè✿
✭❆✮✿ íà ìíîæèí✐ (0;T ]×Ω íåîäíîð✐äí✐ñòü f(t; x) ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ íåïåðåðâíà çà çì✐í✲

íîþ t ✐ äëÿ íå➝ ✐ñíóþòü ρ < 1 òà λ ∈ (0;α) òàê✐✱ ùî✿

|f(t; x)| ≤ ct−ρ, t ∈ (0;T ], x > 0;

|f(t; x)− f(t; y)| ≤ ct−ρ|x− y|λ, t ∈ (0;T ], {x, y} ⊂ Ω;

✭❇✮✿ ïî÷àòêîâà ôóíêö✐ÿ ϕ(x) îáìåæåíà òà íåïåðåðâíà íà ìíîæèí✐ Ω✱ îêð✐ì✱ ìî✲
æëèâî✱ ñê✐í÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê ðîçðèâó ■✲ãî ðîäó xj❀

✭❈✮✿ ãðàíè÷íà ôóíêö✐ÿ ν(t) îáìåæåíà íà [0;T ]✱ íåïåðåðâíî äèôåðåíö✐éîâíà íà
(0;T ] òàêà✱ ùî

|ν ′(t)| ≤ ct−γ, γ < 1, t ∈ (0;T ].

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ✭➚✮✱ ✭➶✮ ✐ ✭Ñ✮✳ Òîä✐ íà ìíîæèí✐ (0;T ] × Ω
äëÿ â✐äïîâ✐äíî➝ êðàéîâî➝ çàäà÷✐ ✭✶✮✕✭✺✮ ✐ñíó➵ ➵äèíèé ðåãóëÿðíèé ðîçâ✬ÿçîê u(t; x)✱ ÿêèé
çàäîâîëüíÿ➵ ïî÷àòêîâó óìîâó ✭✷✮ ó ñåíñ✐

u(t; x)−→
t→+0

ϕ(x), x ∈ (0; +∞) \ {xj}.

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❇✉❝✉r✱ ❈✳✱ ❱❛❧❞✐♥♦❝✐✱ ❊✳✿ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡❝t✳ ◆♦t❡s ❯♥✐♦♥❡
▼❛t✳ ■t❛❧✳ ✷✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✸✶✾✲✷✽✼✸✾✲✸

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✳❧✐t♦✈❝❤❡♥❦♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

➬àñòîñóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ìàðêîâñüêèõ òà íàï✐âìàðêîâñüêèõ ìîäåëåé
äî àíàë✐çó ÷àñîâèõ ðÿä✐â
❒àëèê ■ãîð✱ ■âàñþê Ðîìàí

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱ Óêðà➝íà
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Ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ìàðêîâñüêèõ ìîäåëåé ✭❍▼▼✮ òà ïðèõîâàíèõ
íàï✐âìàðêîâñüêèõ ìîäåëåé ✭❍❙▼▼✮ äëÿ àíàë✐çó ô✐íàíñîâèõ ÷àñîâèõ ðÿä✐â✱ çîêðåìà
äèíàì✐êè ö✐í àêö✐é✳ ❒åòîþ ➵ ïîð✐âíÿííÿ ìîæëèâîñòåé ❍▼▼ ✐ ❍❙▼▼ ó â✐äòâîðåíí✐
ðåæèì✐â ðèíêó òà îïèñ✐ òðèâàëîñòåé ïåðåáóâàííÿ ó ïðèõîâàíèõ ñòàíàõ✳

❮åõàé S = {1, . . . , K} ✖ ñê✐í÷åííà ìíîæèíà ñòàí✐â✱ Xt ∈ S ✖ ïðèõîâàíèé ñòàí ó
ìîìåíò ÷àñó t✱ à Yt ✖ ñïîñòåðåæåííÿ✳ ➘ëÿ ❍▼▼ çàäàþòüñÿ ïî÷àòêîâ✐ òà ïåðåõ✐äí✐
éìîâ✐ðíîñò✐ ✐ åì✐ñ✐éí✐ ðîçïîä✐ëè✿

πi = Pr(X1 = i), Aij = Pr(Xt+1 = j | Xt = i),

fj(yt; θj) = Pr(Yt = yt | Xt = j, θj).

■ìîâ✐ðí✐ñòü ✭ïðàâäîïîä✐áí✐ñòü✮ ïîñë✐äîâíîñò✐ ñïîñòåðåæåíü y1:T = (y1, . . . , yT ) çà ïà✲
ðàìåòð✐â Θ = (π,A, θ) çàïèñó➵òüñÿ ÿê

L(Θ) = Pr(y1:T | Θ) =
∑

x1:T∈ST
πx1

[
T∏

t=1

fxt(yt; θxt)

][
T−1∏

t=1

Axtxt+1

]
.

✃ëàñè÷íà ❍▼▼ ôàêòè÷íî ïðèïóñêà➵ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä✐ë òðèâàëîñò✐ ïåðåáó✲
âàííÿ ó ñòàí✐✳ Ó ❍❙▼▼ öå îáìåæåííÿ çí✐ìà➵òüñÿ øëÿõîì ââåäåííÿ ÿâíîãî ðîçïîä✐ëó
òðèâàëîñò✐ äëÿ êîæíîãî ñòàíó i ∈ S✿

di(τ) = Pr(ïåðåáóâàííÿ ó ñòàí✐ i òðèâà➵ τ).

τ ∈ N äëÿ äèñêðåòíîãî ÷àñó
❮àÿâí✐ñòü di(τ) ðîáèòü ìîäåëü ãíó÷ê✐øîþ ùîäî ô✐êñàö✐➝ äîâãèõ àáî êîðîòêèõ

✐íòåðâàë✐â ñòàá✐ëüíî➝ âîëàòèëüíîñò✐✱ ùî õàðàêòåðíî äëÿ ô✐íàíñîâèõ ðÿä✐â✳
➬ä✐éñíåíî ïîð✐âíÿëüíå ìîäåëþâàííÿ ö✐í àêö✐é ïðîâ✐äíèõ êîìïàí✐é ✐ç âèêîðèñòà✲

ííÿì ❍▼▼ òà ❍❙▼▼ ✭✷✵✷✹ ð✳✮✳ Ïîêàçàíî✱ ùî ❍❙▼▼ íàäà➵ òî÷í✐øèé îïèñ äèíàì✐êè
òà äà➵ êðàùó ✐íòåðïðåòàö✐þ ðåæèì✐â çà ðàõóíîê ÿâíîãî ìîäåëþâàííÿ òðèâàëîñòåé✳
❰òðèìàí✐ ðåçóëüòàòè ï✐äòâåðäæóþòü äîö✐ëüí✐ñòü çàñòîñóâàííÿ ❍❙▼▼ ó çàäà÷àõ àíà✲
ë✐çó òà ïðîãíîçóâàííÿ ô✐íàíñîâèõ ÷àñîâèõ ðÿä✐â✱ êîëè åìï✐ðè÷í✐ òðèâàëîñò✐ ñóòò➵âî
â✐äõèëÿþòüñÿ â✐ä ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîä✐ëó✳

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ï✐äõîäó ìîæå ïåðåäáà÷àòè ✐íòåãðàö✐þ ❍❙▼▼ ç ìåòîäàìè
ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ✳ Öå äîçâîëèòü íå ëèøå ï✐äâèùèòè òî÷í✐ñòü ïðîãíîçóâàííÿ✱ à é
àäàïòóâàòè ìîäåë✐ äî ñêëàäíèõ ñòðóêòóð çàëåæíîñòåé òà ì✐íëèâèõ óìîâ ô✐íàíñîâîãî
ðèíêó✳

✃ð✐ì òîãî✱ ïåðñïåêòèâíèì íàïðÿìîì ➵ çàñòîñóâàííÿ ö✐➵➝ ìîäåë✐ äî àíàë✐çó ✐íøèõ
òèï✐â äàíèõ✱ çîêðåìà ìàêðîåêîíîì✐÷íèõ ïîêàçíèê✐â✱ âàëþòíèõ êóðñ✐â ÷è êðèïòîâà✲
ëþòíèõ ðèíê✐â✳ Ïîä✐áíèé íàïðÿì â✐äêðèâà➵ ìîæëèâîñò✐ äëÿ íîâèõ äîñë✐äæåíü òà
ñòâîðåííÿ óí✐âåðñàëüíèõ ✐íñòðóìåíò✐â✱ çäàòíèõ ïðàöþâàòè ç ð✐çíèìè âèäàìè ô✐íàí✲
ñîâèõ òà åêîíîì✐÷íèõ ÷àñîâèõ ðÿä✐â✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❒àëèê ■✳➶✳✱ ■âàñþê Ð✳➶✳✳ Ï❒❒ Ò➚ ❮Ï❒ Ó ×➚Ñ❰➶➮Õ Ðß➘➚Õ✳ ➪óêîâèíñüêèé
ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✳ ✶✷✱ ✷ ✭ ✷✵✷✹✮✱ ✶✶✾✲✶✷✼✳

✻✸



➚ñèìïòîòè÷í✐ âëàñòèâîñò✐ ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî➝ ôóíêö✐➝ îäí✐➵➝
âèïàäêîâî➝ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè Q2✲öèôðàìè ñâîãî çîáðàæåííÿ

❰ëåã ❒àêàð÷óê
Öåíòðàëüíîóêðà➝íñüêèé äåðæàâíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ➶îëîäèìèðà ➶èííè÷åíêà✱

✃ðîïèâíèöüêèé✱ Óêðà➝íà

❮åõàé çàäàíî q0 ∈ (0; 1)✱ A = {0; 1} ✖ àëôàâ✐ò✱ T = A×A× ...×A× ... ✖ ïðîñò✐ð
ïîñë✐äîâíîñòåé åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó✳ Ïîêëàäåìî q1 = 1−q0✱ β0 = 0✱ β1 = q0✳ ➶✐äîìî ❬✶❪✱
ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ [0; 1] ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (αn) ∈ T òàêà✱ ùî

x = βα1 +
+∞∑

k=2

(
βαk

k−1∏

j=1

qαj

)
. ✭✶✮

Ïîäàííÿ ÷èñëà x ó âèãëÿä✐ ✭✶✮ íàçèâà➵òüñÿ Q2✲ïðåäñòàâëåííÿì✳ ➶ ïîäàëüøîìó
äëÿ ÷èñëà x áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå Q2✲çîáðàæåííÿ✿

x = ∆Q2
α1α2...αn...

.

❮åõàé (ξk) ✖ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåçàëåæíèõ äèñêðåòíî ðîçïîä✐ëåíèõ âèïàäêîâèõ âå✲
ëè÷èí✱ ÿê✐ íàáóâàþòü çíà÷åíü 0✱ 1 ç éìîâ✐ðíîñòÿìè p0✱ p1 â✐äïîâ✐äíî✳ Ðîçãëÿíåìî
âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ξ = ∆Q2

ξ1ξ2...ξn...
.

➶✐äîìî ❬✶❪✱ ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà➵ ÷èñòèé ðîçïîä✐ë✱ çîêðåìà✿ äèñêðåòíèé
ëèøå êîëè p0 ∈ {0; 1}✱ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ëèøå ïðè p0 = 1

2
òà ñèíãóëÿðíèé ó

âñ✐õ ✐íøèõ âèïàäêàõ✳
➘ëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî➝ ôóíêö✐➝ fψ(t) âèïàäêîâî➝ âåëè÷èíè ψ ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ✿

Lψ = lim
|t|→+∞

|fψ(t)|.

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé q0 =
√
5−1
2

✱ òîä✐ äëÿ êîæíîãî p1 ∈ (0; 0, 0142) âèêîíó➵òüñÿ óìîâà✿

Lξ > 0,

á✐ëüø òîãî
lim
p1→0

Lψ = 1.

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ïðàöåâèòûé ❮✳➶✳ Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåçàâèñèìûìè ◗✲
ñèìâîëàìè ✴✴ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé✳ ✕
✃èåâ✿ ➮í✲ò ìàòåìàòèêè ➚❮ ÓÑÑÐ✱ ✶✾✾✵✳✕ Ñ✳ ✾✷✲✶✵✶✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♠❛❦♦❧♣❡t❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïîð✐âíÿëüíèé àíàë✐ç äðîí✐â òà íàçåìíîãî òðàíñïîðòó
Ñåðã✐é ❒àðòèíþê✱ ❒èõàéëî Ñèäîðà

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

✻✹



Ðîçøèðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ ëîã✐ñòèêè äðîí✐â ëîã✐÷íî ïðèâîäèòü äî
íåîáõ✐äíîñò✐ âðàõîâóâàòè ïîðÿä ✐ç íèìè é òðàäèö✐éí✐ òðàíñïîðòí✐ çàñîáè✳ Ïðîïîíó✲
➵òüñÿ ï✐äõ✐ä✱ ùî äîçâîëÿ➵ ïîð✐âíÿòè åôåêòèâí✐ñòü áåçï✐ëîòíèõ ë✐òàëüíèõ àïàðàò✐â
✭➪Ï❐➚✮ ç àâòîìîá✐ëüíèì òðàíñïîðòîì✳ Ïîáóäîâàíà óçàãàëüíåíà ìîäåëü îäíî÷àñíî
îõîïëþ➵ îáèäâà òèïè ïåðåâ✐çíèê✐â òà ñòâîðþ➵ óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ íàéêðàùèõ ñòðà✲
òåã✐é äîñòàâêè çàëåæíî â✐ä îñîáëèâîñòåé êîíêðåòíîãî ñöåíàð✐þ ❬✶❪✳

➘ðîíè é àâòîìîá✐ë✐✿ êëþ÷îâ✐ â✐äì✐ííîñò✐✳ ➪åçï✐ëîòíèêè çäàòí✐ äîëàòè â✐ä✲
ñòàí✐ ïðÿìîë✐í✐éíèìè òðà➵êòîð✐ÿìè✱ ùî äà➵ çíà÷íèé âèãðàø ó ÷àñ✐ äëÿ ìàëèõ ✐ òåðì✐✲
íîâèõ â✐äïðàâëåíü✳ Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ øâèäê✐ñòü äîñòàâêè ìîæå ïåðåâèùóâàòè àâòî✲
ìîá✐ëüíó â ê✐ëüêà ðàç✐â✱ ïðè÷îìó âèòðàòè íà îäíå çàìîâëåííÿ çàëèøàþòüñÿ íèæ÷è✲
ìè✳ ➶îäíî÷àñ îáìåæåíà âàíòàæîï✐äéîìí✐ñòü òà çàïàñ áàòàðå➝ ðîáëÿòü ➝õ ìåíø ïðèäà✲
òíèìè äëÿ ìàñîâèõ ïåðåâåçåíü✳ ➚âòîìîá✐ëüí✐ êóð✬➵ðè✱ îñîáëèâî åëåêòðîâàíòàæ✐âêè✱
åôåêòèâí✐øå ñïðàâëÿþòüñÿ ✐ç âåëèêèì îáñÿãîì ïîñèëîê ✐ çäàòí✐ îáñëóãîâóâàòè ö✐ëèé
ðàéîí çà îäèí ðåéñ✳ Ó ñ✐ëüñüê✐é ì✐ñöåâîñò✐ ➪Ï❐➚ äåìîíñòðóþòü ïåðåâàãó çàâäÿêè
ïðÿìèì ìàðøðóòàì òà íèæ÷èì âèòðàòàì ïàëèâà✱ òîä✐ ÿê ó ì✐ñüêèõ óìîâàõ åëåêòðî✲
òðàíñïîðò ôàêòè÷íî çð✐âíþ➵òüñÿ ç íèìè çà åêîëîã✐÷í✐ñòþ ❬✷❪✳

Óçàãàëüíåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü✳ ❮åõàé✿ V ✖ ìíîæèíà íàçåìíèõ òðàíñïîðò✲
íèõ çàñîá✐â✱ D ✖ ìíîæèíà äðîí✐â✱ N ✖ ìíîæèíà çàìîâëåíü✳ ❒åòà ✖ ì✐í✐ì✐çóâàòè
÷àñ çàâåðøåííÿ óñ✐õ äîñòàâîê✿ minT ✱ äå T ✖ ìîìåíò ïîâåðíåííÿ äî áàçè îñòàííüî✲
ãî ✐ç çàä✐ÿíèõ ïåðåâ✐çíèê✐â✳ ✃îæíå çàìîâëåííÿ ïîâèííå âèêîíóâàòèñü ð✐âíî îäíèì
çàñîáîì✿ ∑

k∈V
xik +

∑

l∈D
yil = 1, ∀i ∈ N,

äå xik = 1✱ ÿêùî çàâäàííÿ i âèêîíó➵ àâòîìîá✐ëü k✱ à yil = 1✱ ÿêùî éîãî îáñëóãî✲
âó➵ äðîí l✳ Ó ìîäåë✐ òàêîæ âðàõîâàíî îáìåæåííÿ íà ì✐ñòê✐ñòü àâòî✱ çàïàñ õîäó òà
âàíòàæí✐ñòü äðîí✐â✱ à çà ïîòðåáè ✖ é ÷àñîâ✐ â✐êíà✳ Òàêèì ÷èíîì✱ âîíà óçàãàëüíþ➵
êëàñè÷íó ❱❘P äëÿ çì✐øàíîãî ïàðêó ✐ çàëèøà➵òüñÿ ◆P✲ñêëàäíîþ✳ ➘ëÿ ïðàêòè÷íîãî
ðîçâ✬ÿçàííÿ íàéá✐ëüø ïåðñïåêòèâíèìè ➵ ìåòàåâðèñòè÷í✐ ìåòîäè✱ çîêðåìà àëãîðèòìè
òàáó✲ïîøóêó òà ðîéîâî➝ îïòèì✐çàö✐➝ ❬✸❪✳

Ïîñòàíîâêà çàäà÷✐ òà îòðèìàí✐ ðåçóëüòàòè✳ ❮à îñíîâ✐ ìîäåë✐ ðîçâ✬ÿçàíî ïðè✲
êëàä çàäà÷✐ ➽îñòàííüî➝ ìèë✐➾ ç îäíèì äåïî òà N = 36 àäðåñàìè ó çì✐øàí✐é ì✐ñüêî✲
ïðèì✐ñüê✐é çîí✐✳ Ïîð✐âíþâàëè òðè ñöåíàð✐➝ çà êðèòåð✐➵ì ì✐í✐ì✐çàö✐➝ T ✿ ✭✐✮ ëèøå àâòî
✭✷ åëåêòðîâàíòàæ✐âêè✮✱ ✭✐✐✮ ëèøå äðîíè ✭✻ ➪Ï❐➚✱ ðàä✐óñ ä✐➝ ✶✷ êì✱ âàíòàæîï✐äéîì✲
í✐ñòü ✷ êã✮✱ ✭✐✐✐✮ ã✐áðèä ✭✷ àâòî ✰ ✹ ➪Ï❐➚✮✳ ➬à îäíàêîâèõ ÷àñîâèõ â✐êîí ✐ øâèäêî✲
ñòåé✱ îòðèìàíî✿ T❛✉t♦ ≈ 165 õâ✱ T✉❛✈ ≈ 108 õâ ✭ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü ðàä✐óñó✴âàãè✮✱
T❤②❜r✐❞ ≈ 92 õâ✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ã✐áðèäíèé ñöåíàð✐é çàáåçïå÷ó➵ íàéìåíøèé ÷àñ çàâåðøå✲
ííÿ ïàðò✐➝ äîñòàâîê çà ðàõóíîê ïàðàëåë✐çàö✐➝ òà ➽ðîçâàíòàæåííÿ➾ êðèòè÷íèõ ä✐ëÿíîê
ìàðøðóòó ✭äåòàë✐ ïîñòàíîâêè òà ðîçâ✬ÿçàííÿ ïîäàíî ó ñòàòò✐✮✳ ❰òæå✱ ã✐áðèäíèé ñöå✲
íàð✐é ➽àâòî✰➪Ï❐➚➾ çàáåçïå÷ó➵ íàéìåíøèé ÷àñ çàâåðøåííÿ äîñòàâîê✿ T❤②❜r✐❞ ≈ 92 õâ
ïðîòè T✉❛✈ ≈ 108 õâ ✐ T❛✉t♦ ≈ 165 õâ✱ ùî îçíà÷à➵ ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ïðèáëèçíî íà 44%
ïîð✐âíÿíî ç ëèøå àâòî òà íà 15% ïîð✐âíÿíî ç ëèøå äðîíàìè✳

Óìîâè åôåêòèâíîñò✐✳ ➬àïðîïîíîâàíà ìîäåëü äîçâîëÿ➵ ïîêàçàòè✱ ùî äðîíè íàé✲
âèã✐äí✐ø✐ ó ñöåíàð✐ÿõ ✐ç íèçüêîþ ù✐ëüí✐ñòþ àäðåñ òà âèìîãàìè äî øâèäêî➝ äîñòàâêè
íà íåâåëèêèõ â✐äñòàíÿõ✳ ❮àòîì✐ñòü ó âèïàäêó âåëèêèõ çàìîâëåíü àáî âèñîêî➝ êîí✲
öåíòðàö✐➝ êë✐➵íò✐â íà îáìåæåí✐é òåðèòîð✐➝ á✐ëüø ðàö✐îíàëüíèì ð✐øåííÿì çàëèøà➵✲
òüñÿ àâòîìîá✐ëüíèé òðàíñïîðò✳ ✃ðèòè÷íèìè ïàðàìåòðàìè ➵ â✐äñòàíü ì✐æ òî÷êàìè✱
òåõí✐÷í✐ õàðàêòåðèñòèêè ➪Ï❐➚ òà òðàíñïîðòíî➝ ìåðåæ✐✳ ➬à ðàä✐óñó äî ✶✵ êì òà íå✲
âåëèêèõ ïàêóíê✐â ïîâ✐òðÿíà äîñòàâêà ïåðåâàæà➵ çà ÷àñîì❀ ó ïðîòèëåæíèõ óìîâàõ
ïåðåâàãà ïåðåõîäèòü äî àâòî ❬✷❪✳

✻✺



➹✐áðèäí✐ ð✐øåííÿ✳ ❰ïòèìàëüí✐ ðåçóëüòàòè äàþòü çì✐øàí✐ ñòðàòåã✐➝✱ êîëè àâ✲
òîìîá✐ëü äîñòàâëÿ➵ âàíòàæ äî ïðîì✐æíèõ òî÷îê✱ à äðîíè âèêîíóþòü îñòàíí✐é åòàï
ìàðøðóòó✳ Öå äîçâîëÿ➵ ñêîðîòèòè ëîã✐ñòè÷íèé öèêë òà ïî➵äíàòè ñèëüí✐ ñòîðîíè îáîõ
òèï✐â òðàíñïîðòó✳ Ñó÷àñí✐ åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü✱ ùî òàêèé ï✐äõ✐ä çäàòåí ✐ñòîòíî
çíèçèòè ÷àñ äîñòàâêè é ï✐äâèùèòè åôåêòèâí✐ñòü ìåðåæ✐ íàâ✐òü ó ñêëàäíèõ óìîâàõ
❬✸❪✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ▼❛rt②♥✐✉❦ ❙✳❱✳✱ ❙②❞♦r❛ ▼✳■✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♥❡ r♦✉t❡s ✐♥ ❧♦❣✐st✐❝s✳
❤tt♣s✿✴✴s✉r❧✳❧✉✴①q♥♥❥❤

❬✷❪ ❘❛❣❤✉♥❛t❤❛ ❆✳✱ ▲✐♥❞❦✈✐st ❊✳✱ ❚❤♦❧❧❛♥❞❡r P✳✱ ❍❛♥ss♦♥ ❊✳✱ ❏♦♥ss♦♥ ●✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ❝♦sts✱ ❛♥❞ t✐♠❡ ❢♦r ❧❛st✲♠✐❧❡ ❣♦♦❞s ❞❡❧✐✈❡r② ❜② ❞r♦♥❡s ✈❡rs✉s tr✉❝❦s✳

❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♥❛t✉r❡✳❝♦♠✴❛rt✐❝❧❡s✴s✹✶✺✾✽✲✵✷✸✲✸✽✾✷✷✲③

❬✸❪ ❚♦♥❣ ❇✳✱ ❲❛♥❣ ❏✳✱ ❲❛♥❣ ❳✳✱ ❩❤♦✉ ❋✳✱ ▼❛♦ ❳✳✱ ❩❤❡♥❣ ❲✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❘♦✉t❡ P❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r
❚r✉❝❦✕❉r♦♥❡ ❉❡❧✐✈❡r② ❯s✐♥❣ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❚❛❜✉ ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳

❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♠❞♣✐✳❝♦♠✴✷✵✼✻✲✸✹✶✼✴✶✷✴✶✴✺✷✾

❡✲♠❛✐❧✿ s✳♠❛rt②♥✐✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ s②❞♦r❛✳♠②❦❤❛✐❧♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

➶èêîðèñòàííÿ ìàòðèöü ðåçóëüòàòó äëÿ ðîçâ✬ÿçêó äèñêðåòíî➝
äèíàì✐÷íî➝ êîîïåðàòèâíî➝ ãðè

Ñåðã✐é ❒àðòèíþê✱ ➶ÿ÷åñëàâ Öóðêàí
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱

Óêðà➝íà

Ó ðîáîò✐ äîñë✐äæó➵òüñÿ ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ ìàòðèöü ðåçóëüòàòó äëÿ çíà✲
õîäæåííÿ îïòèìàëüíî➝ ñòðàòåã✐➝ äëÿ äèñêðåòíî➝ äèíàì✐÷íî➝ êîîïåðàòèâíî➝ ãðè✳ ❒à✲
òåìàòè÷íà ìîäåëü ãðè✱ ÿêà îõîïëþ➵ âñ✐ ✐ãðîâ✐ ä✐➝ êîìàíäè ó âîëåéáîë✐✱ ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíà ãðàôîì òà ðîçáèòà íà êîìïëåêñè✳ ➘àíå ðîçáèòòÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
êëàñè÷íå ❬✶❪✳

Ðèñ✳ ✶✳ ➹ðàô✐÷íå çîáðàæåííÿ ãðè

✻✻



✃îìïëåêñ àòàêóâàëüíèé ❆tt❛❝❦ Pr♦❝❡ss ✭❆P✮✿ Ïîñë✐äîâí✐ ä✐➝ â✐ä ïðèéîìó ïîäà÷✐ ✭✷✮
äî ïàñó ✭✸✮ òà àòàêè ✭✹✮✳ Öåé ïðîöåñ ✐í✐ö✐þ➵òüñÿ ïîäà÷åþ ñóïåðíèêà òà çàê✐í÷ó➵òüñÿ✱
êîëè êîìàíäà ïîâåðòà➵ ì✬ÿ÷ ñóïåðíèêó✳

✃îìïëåêñ êîíòðàòàêóâàëüíèé ❈♦✉♥t❡r❛tt❛❝❦ Pr♦❝❡ss ✭❈P✮✿ Ïîñë✐äîâí✐ ä✐➝ â✐ä áëîêó
✭✺✮ äî ïðèéîìó àáî â✐ëüíîãî ì✬ÿ÷à ✭✻✮ äî ïàñó ✭✸✮ òà àòàêè ✭✹✮✳ Öåé ïðîöåñ ✐í✐ö✐þ➵òüñÿ
àòàêîþ ñóïåðíèêà òà çàê✐í÷ó➵òüñÿ✱ êîëè êîìàíäà ïîâåðòà➵ ì✬ÿ÷ ñóïåðíèêó✳

✃îæíèé ✐ç äàíèõ êîìïëåêñ✐â ❆P òà ❈P✱ ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ÿê äèñêðåòíó äè✲
íàì✐÷íó êîîïåðàòèâíó ãðó äëÿ ê✐ëüêîñò✐ ãðàâö✐â N = 6 òà ê✐ëüêîñò✐ åòàï✐â M = 3
àáî ✹ â✐äïîâ✐äíî✳ ➘èñêðåòíèé ï✐äõ✐ä äîçâîëÿ➵ ÷✐òêî ìîäåëþâàòè ïîñë✐äîâí✐ åòàïè
ïðèéíÿòòÿ ð✐øåíü✳ ➘èíàì✐÷í✐ñòü ðèíêîâîãî ñåðåäîâèùà õàðàêòåðèçó➵òüñÿ øâèäêèìè
çì✐íàìè òåõíîëîã✐é✱ çàêîíîäàâñòâà✱ ïîÿâîþ íîâèõ êîíêóðåíò✐â✳ ➘èíàì✐÷í✐ ✐ãðè äîçâî✲
ëÿþòü âðàõîâóâàòè çì✐íè ñòàíó ñèñòåìè â✐ä åòàïó äî åòàïó ✐ ïåðåäáà÷àòè ➝õí✐é âïëèâ
íà ñòðàòåã✐➝ ãðàâö✐â✳ Ó êîðïîðàòèâíîìó ñåðåäîâèù✐ âàæëèâî âðàõîâóâàòè íàñë✐äêè
ä✐é ó äîâãîñòðîêîâ✐é ïåðñïåêòèâ✐✱ à íå ò✐ëüêè ìèòò➵âó âèãîäó✱ òîìó ç äîïîìîãîþ
äèñêðåòíèõ äèíàì✐÷íèõ ✐ãîð ìîæíà ìîäåëþâàòè ñèòóàö✐➝✱ êîëè òåïåð✐øí✐ ð✐øåííÿ
âïëèâàþòü íà ìàéáóòí✐ ìîæëèâîñò✐ ❬✷❪✳

➬á✐ð äàíèõ äëÿ ôîðìóâàííÿ ìàòðèöü ðåçóëüòàòó ïðîâîäèâñÿ ç âèêîðèñòàííÿì
äàíèõ âîëåéáîëüíî➝ ñòàòèñòèêè ïðîâåäåíèõ îô✐ö✐éíèõ ìàò÷✐â æ✐íî÷èõ âîëåéáîëüíèõ
êîìàíä ìàéñòð✐â ➶èùî➝ ë✐ãè Óêðà➝íè✳ Òîáòî äëÿ êîæíî➝ ✐ãðîâî➝ ä✐➝✱ äëÿ êîæíîãî
ãðàâöÿ ìè ìà➵ìî ñôîðìîâàí✐ ìàòðèö✐ ðåçóëüòàòó ❬✸❪✳ Ó àáñîëþòíèõ âåëè÷èíàõ çàäàí✐
ìàòðèö✐ âèêîðèñòà➵ìî äëÿ ôîðìóâàííÿ âåêòîð✐â éìîâ✐ðíîñò✐ ä✐é✳

❮åõàé P k
✇✐♥ j✱ P

k
❧♦st j✱ P

k
♣❛ss j éìîâ✐ðíîñò✐ âèãðàøó✱ ïðîãðàøó òà ïåðåäà÷✐ õîäó ✐í✲

øîìó ãðàâöþ íà k✲ìó (k ∈ [1;M ]) åòàï✐ ãðàâöÿ Gi(j ∈ [1;N ])✳ Òîáòî ó ìàòðè÷í✐é

ôîðì✐ P✇✐♥ =




P 1
✇✐♥

P 2
✇✐♥

. . .
PM
✇✐♥


 , P❧♦st =




P 1
❧♦st

P 2
❧♦st

. . .
PM
❧♦st


 , P♣❛ss =




P 1
♣❛ss

P 2
♣❛ss

. . .
PM
♣❛ss


✱ äå P k

✇✐♥ , P
k
❧♦st , P

k
♣❛ss

âåêòîðè éìîâ✐ðíîñòåé äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ ðîçì✐ðí✐ñòþ N ✱ ✐ (k ∈ [1;M ])✳
Ùîá ãðà ä✐éøëà äî ãðàâöÿ✱ ïîòð✐áíî✱ ùîá ãðàâö✐ íà ïîïåðåäí✐õ åòàïàõ ïåðåäàëè

õ✐ä äàë✐✱ íå âèêîíóþ÷è ä✐➝✳ Öÿ ñõåìà ➵ ëàíöþãîì ❒àðêîâà ïåðøîãî ïîðÿäêó✳ Öþ
ïîñë✐äîâí✐ñòü çàïèøåìî â ìàòðèöþ éìîâ✐ðíîñò✐ ïåðåõîäó✿

T =




0 p12 p13 · · · p1N
p21 0 p23 · · · p2N
p31 p32 0 · · · p3N
· · · · · · · · · · · · · · ·
pN1 pN2 pN3 · · · 0




➘ëÿ âèçíà÷åííÿ éìîâ✐ðíîñò✐ îòðèìàííÿ õîäó ãðàâöåì íà âèçíà÷åíîìó åòàï✐✱ âèçíà✲
÷èìî ïî÷àòêîâèé âåêòîð ñòàíó✳

V 1 =
(
p1 p2 p3 · · · pN

)
,

äå åëåìåíòàìè áóäóòü éìîâ✐ðíîñò✐ îòðèìàííÿ ïåðøîãî õîäó ãðàâöåì✳ ➘ëÿ k✲ãî åòàïó
ð✐âí✐ñòü íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó✿

V k =
(
V k−1 · P k−1

♣❛ss

)
× T =

(
V 1 · P 1

♣❛ss · P 2
♣❛ss · . . . · P k−1

♣❛ss

)
× T k−1

❰òæå✱ çàãàëüíà éìîâ✐ðí✐ñòü âèãðàøó ãðàâö✐â íà âñ✐õ åòàïàõ✱ ìîæíà çîáðàçèòè ó âè✲
ãëÿä✐ ìàòðèö✐✿

W k = V k · P k
win

✻✼



➘ëÿ âèçíà÷åííÿ éìîâ✐ðíîñò✐ âèãðàøó ãðàâö✐â íà k✲ìó åòàï✐Wk✱ îá÷èñëèìî ÿê äîáóòîê
➚äàìàðà éìîâ✐ðíîñò✐ äîñÿãíåííÿ õîäó äî ãðàâöÿ íà k✲ìó åòàï✐ òà éìîâ✐ðíîñò✐ âèãðàøó

ãðàâöÿ ïðè çä✐éñíåí✐ ä✐➝ íà äàíîìó åòàï✐✿W =




W 1

W 2

. . .
WM


✱ äåW k âåêòîð éìîâ✐ðíîñòåé

âèãðàøó äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ ðîçì✐ðí✐ñòþ N íà åòàï✐ k(k ∈ [1;M ])✳
➬íàéäåíà ìàòðèöÿ ✐ ➵ éìîâ✐ðí✐ñòþ âèãðàøó ãðàâö✐â íà áóäü✲ÿêîìó åòàï✐ ïðè âè✲

êîíàíí✐ ä✐➝✱ ùî ïåðåäáà÷à➵ âðàõóâàííÿ âñ✐õ ìîæëèâèõ ð✐øåíü ãðàâö✐â íà ïîïåðåäí✐õ
åòàïàõ✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❊♦♠ ❍✳ ❏✳✱ ❙❝❤✉t③ ❘✳ ❲✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s❡s ♦❢ ❱♦❧❧❡②❜❛❧❧ ❚❡❛♠ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❘❡s❡❛r❝❤ ◗✉❛rt❡r❧② ❢♦r ❊①❡r❝✐s❡ ❛♥❞ ❙♣♦rt✱ ❱♦❧✳ ✻✸✱ ◆♦ ✶✱ ✶✶✲✶✽✳

❬✷❪ ❉r✐❦♦s ❙✳✱ ◆t③♦✉❢r❛s ■✳✱ ❆♣♦st♦❧✐❞✐s ◆✳ ✭✷✵✶✾✱ ❏✉♥❡✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❦✐❧❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✇♦r❧❞ ❝❤❛♠♣✐♦♥s ♠❡♥✬s ✈♦❧❧❡②❜❛❧❧ ❛❝r♦ss ❛❣❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✐♥ ❙♣♦rt✳

❬✸❪ ❒àðòèíþê Ñåðã✐é✱ Öóðêàí ➶ÿ÷åñëàâ✳ Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî➝ ìîäåë✐ ãðàâöÿ ç âè✲
êîðèñòàííÿì ìàòðèö✐ ðåçóëüòàò✐â✳ ➬á✐ðíèê ñòàòåé✱ ➽❒àòåìàòèêà✳ ■íôîðìàö✐éí✐
òåõíîëîã✐➝✳ ❰ñâ✐òà➾✱ ➑✶✶ ✭✷✵✷✹✮✳ ì✳ ❐óöüê✳ Ñ✳ ✽✻❳■■■

❡✲♠❛✐❧✿ s✳♠❛rt②♥✐✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✈✐✳ts✉r❦❛♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïðî îö✐íêó α✲ì✐ðè ➹àóñäîðôà íà (0, 1] â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâ ïîêðèòò✐â✱
ùî ïîðîäæåí✐ äîäàòíèìè ðîçêëàäàìè Ïåððîíà

❒èêîëà ❒îðîç
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❰çíà÷åííÿ ✶ ✭❬✸❪✮✳ ➘îäàòíèì ðîçêëàäîì Ïåððîíà ä✐éñíîãî ÷èñëà x ∈ (0, 1] íàçèâà✲
þòü éîãî ðîçêëàä â ðÿä

∞∑

n=0

r0 · · · rn
(p1 − 1)p1 · · · (pn − 1)pnpn+1

, ✭✶✮

äå (rn)
∞
n=0 òà (pn)

∞
n=1 ✖ ïîñë✐äîâíîñò✐ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàê✐✱ ùî pn ≥ rn−1+1 äëÿ

âñ✐õ n ∈ N✳

Ðîçêëàäè Ïåððîíà ➵ óçàãàëüíåííÿì äîäàòíèõ ðîçêëàä✐â ❐þðîòà✱ êëàñè÷íèõ òà
ìîäèô✐êîâàíèõ ðîçêëàä✐â ➴íãåëÿ✱ ðîçêëàä✐â Ñèëüâåñòåðà✱ DKB✲ðîçêëàä✐â òîùî✳

➬àô✐êñó➵ìî ïîñë✐äîâí✐ñòü P ôóíêö✐é ϕn òàêèõ✱ ùî ϕ0 = ❝♦♥st ∈ N òà ϕn : Nn → N

äëÿ n ∈ N✳ ßêùî r0 = ϕ0 òà rn = ϕn(p1, . . . , pn) äëÿ âñ✐õ n ∈ N✱ òî ðîçêëàä ✭✶✮
íàçèâàþòü P ✲ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x òà ïîçíà÷àþòü ∆P

p1p2...
✱ à ÷èñëî pn = pn(x)

íàçèâàþòü n✲íîþ P ✲öèôðîþ ÷èñëà x✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐ P êîæíå ÷èñëî
x ∈ (0, 1] ìà➵ ➵äèíå P ✲ïðåäñòàâëåííÿ ❬✸❪✱ à òîìó P ✲öèôðè ÷èñëà âèçíà÷åí✐ îäíîçíà÷íî✳

➘ëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë c1, . . . , ck✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ci > ϕi(c1, . . . , ci−1)
ïðè âñ✐õ 1 ≤ i ≤ k✱ âèçíà÷èìî ìíîæèíó

∆P
c1...ck

= {x ∈ (0, 1] : p1(x) = c1, . . . , pk(x) = ck} , ✭✷✮

✻✽



ÿêó íàçèâàþòü P ✲öèë✐íäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ c1 . . . ck✳ ➶✐äîìî ❬✸❪✱ ùî P ✲öèë✐íäðè ➵
ïðîì✐æêàìè âèäó (a, b]✳

➘ëÿ êîæíîãî P ✲ïðåäñòàâëåííÿ ðîçãëÿíåìî äâà ñ✐ìåéñòâà ïîêðèòò✐â✿

❼ P ✖ ñ✐ìåéñòâî ìíîæèí✱ ÿê✐ ➵ îá✬➵äíàííÿì ïîñë✐äîâíèõ P ✲öèë✐íäð✐â îäíàêîâîãî
ðàíãó òà ì✐ñòÿòüñÿ â îäíîìó P ✲öèë✐íäð✐ ïîïåðåäíüîãî ðàíãó✳ ■íøèìè ñëîâàìè✱
ñ✐ìåéñòâî P ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ìíîæèí íàñòóïíèõ äâîõ âèä✐â✿

m⋃

i=n
n≥rk+1

∆P
c1...cki

,
∞⋃

i=n
n≥rk+1

∆P
c1...cki

,

äå rk = ϕk (c1, . . . , ck)✳

❼ P0 ✖ ñ✐ìåéñòâî✱ ùî ➵ ÷àñòèíîþ ñ✐ìåéñòâà P òà ñêëàäà➵òüñÿ ëèøå ç✐ ñê✐í÷åííèõ
îá✬➵äíàíü P ✲öèë✐íäð✐â✳

❰çíà÷åííÿ ✷✳ α✲ì✐ðîþ ➹àóñäîðôà ìíîæèíè E ⊂ (0, 1] â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâà P íàçè✲
âà➵òüñÿ âåëè÷èíà

Hα(E,P) = lim
ε→0

(
inf

|Ej |≤ε

{∑

j

|Ej|α
})

, ✭✸✮

äå ✐íô✐ìóì îá÷èñëþ➵òüñÿ çà âñ✐ìà íå á✐ëüø í✐æ ç÷èñëåííèìè ε✲ïîêðèòòÿìè ìíî✲
æèíè E ïðîì✐æêàìè Ej ✐ç ñ✐ìåéñòâà P✳

➚íàëîã✐÷íî îçíà÷ó➵òüñÿ α✲ì✐ðà ➹àóñäîðôà â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâà P0✳

❐åìà ✶✳ ➘îâ✐ëüíèé ïðîì✐æîê U = (x1, x2] ⊂ (0, 1] ìîæíà ïîêðèòè íå á✐ëüøå í✐æ
òðüîìà ìíîæèíàìè ✐ç ñ✐ìåéñòâà P✱ ä✐àìåòð ÿêèõ íå ïåðåâèùó➵ |U |✳

Òåîðåìà ✶✳ ➘ëÿ êîæíî➝ ìíîæèíè E ⊂ (0, 1] òà äîâ✐ëüíîãî α > 0 ì✐æ êëàñè÷íîþ
α✲ì✐ðîþ ➹àóñäîðôà Hα(E) òà α✲ì✐ðîþ ➹àóñäîðôà â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâà P ìà➵ ì✐ñöå
ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

Hα(E) ≤ Hα(E,P) ≤ 3Hα(E). ✭✹✮

Òåîðåìà ✶ ïîêðàùó➵ â✐äîì✐ îö✐íêè äëÿ Hα(E,P) ó âèïàäêàõ✱ êîëè P ✲ïðåäñòàâ✲
ëåííÿ ➵ äîäàòíèì ðîçêëàäîì ❐þðîòà ❬✷✱ ✺❪✱ êëàñè÷íèì ðîçêëàäîì ➴íãåëÿ ❬✶✱ ✷❪ ÷è
ðîçêëàäîì Ñèëüâåñòåðà ❬✷❪✱ òà óçàãàëüíþ➵ ➝õ✳

Òåîðåìà ✷✳ ➘ëÿ êîæíî➝ ìíîæèíè E ⊂ (0, 1] òà äîâ✐ëüíîãî α > 0 ì✐æ α✲ì✐ðàìè
➹àóñäîðôà â✐äíîñíî ñ✐ìåéñòâ P òà P0 ìà➵ ì✐ñöå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

Hα(E,P) = Hα(E,P0). ✭✺✮

Òåîðåìà ✷ óòî÷íþ➵ ðåçóëüòàò ✐ç ❬✹❪ äëÿ ðîçêëàä✐â ❰ïïåíãåéìà òà óçàãàëüíþ➵ éîãî
íà á✐ëüø øèðîêèé êëàñ äîäàòíèõ ðîçêëàä✐â Ïåððîíà✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➪àðàíîâñüêèé ❰✳❒✳✱ ➹åòüìàí ➪✳■✳✱ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ Öèë✐íäðè÷í✐ ìíîæèíè E✲
çîáðàæåííÿ ÷èñåë ✐ ôðàêòàëüíà ðîçì✐ðí✐ñòü ➹àóñäîðôà✕➪åçèêîâè÷à✱ ➪óêîâèí✲
ñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✱ ✶✶ ✭✷✵✷✸✮✱ ✻✸✕✼✵✳

✻✾



❬✷❪ ●❛r❦♦ ■✳✱ ◆✐❦✐❢♦r♦✈ ❘✳✱ ❚♦r❜✐♥ ●✳ ❖♥ t❤❡ G✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐✲
♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❢r❛❝t❛❧ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ s②st❡♠s ♦❢
❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✾✹ ✭✷✵✶✼✮✱ ✶✼✕✸✻✳

❬✸❪ ▼♦r♦③ ▼✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❛❧ ◆✉♠❜❡rs ❜② P❡rr♦♥ ❙❡r✐❡s✱ ❚❤❡✐r ●❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞
❙♦♠❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✷✼✾ ✭✷✵✷✹✮✱ ✸✽✹✕✸✾✾✳

❬✹❪ ❙✉♥ ❨✉✱ ❩❤❛♥❣ ❩❤✳✱ ▲✐✉ ❏✳ ❖♥ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠
❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❆❝t❛ ❆r✐t❤♠❡t✐❝❛ ✶✽✵ ✭✷✵✶✼✮✱ ✽✾✕✾✾✳

❬✺❪ ❩❤②❦❤❛r②❡✈❛ ❨✉✳✱ Pr❛ts✐♦✈②t②✐ ▼✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲☎✉r♦t❤ s❡r✐❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠❡tr✐❝✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❢r❛❝t❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✱ ❆❧❣❡❜r❛
❛♥❞ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✶✹ ✭✷✵✶✷✮✱ ✶✹✺✕✶✻✵✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♠♦r♦③♥✐❦✷✷❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❰äíîïàðàìåòðè÷íà ñ✐ì✬ÿ ôðàêòàëüíèõ ôóíêö✐é✱ ïîâ✬ÿçàíèõ ç
Q2✲çîáðàæåííÿì ÷èñåë
➶àëåíòèíà ❮àçàð÷óê

■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé A2 = {0, 1} ✕ äâîñèìâîëüíèé àëôàâ✐ò✱ L2 = A2 × A2 × ... ✕ ïðîñò✐ð ïîñë✐✲
äîâíîñòåé åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó ✭íóë✐â òà îäèíèöü✮✱ Φ ✕ ñ✐ì✬ÿ ô✐í✐òíèõ ôóíêö✐é ϕ äâîõ
çì✐ííèõ✱ à ñàìå ϕ : A2 × A2 → A2✳

❮åõàé ϕn ∈ Φ äëÿ áóäü✲ÿêîãî n ∈ N ✳ Ðîçãëÿäà➵òüñÿ ôóíêö✐ÿ✱ îçíà÷åíà ð✐âí✐ñòþ

fa(x = ∆Q2
α1α2...αn...

) = ∆Q2

ϕ1(a1,α1)ϕ2(a2,α2)...ϕn(an,αn)...
, ✭✶✮

äå ∆Q2
α1α2...αn...

✖ Q2✲çîáðàæåííÿ ÷èñåë ❬✶❪ ç ïàðàìåòðîì q0 ∈ (0; 1) ✐ q1 = 1− q0✱ òîáòî

∆Q2
α1α2...αn...

= α1q1−α1 +
∞∑

n=2

αnq1−αn

n−1∏

i=1

qαn ,

✐ a = ∆Q2
a1a2...an...

✕ ô✐êñîâàíèé ïàðàìåòð ç [0; 1]✳
❰çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ fa ð✐âí✐ñòþ ✭✶✮✱ âçàãàë✐ êàæó÷è✱ ➵ íåêîðåêòíèì✱ îñê✐ëüêè äëÿ

ôîðìàëüíî ð✐çíèõ çîáðàæåíü îäíîãî ✐ òîãî æ ÷èñëà x = ∆Q2

α1α2...αn(0)
= ∆Q2

α1α2...[αn−1](1)

ìà➵ ì✐ñöå íåð✐âí✐ñòü fa(∆
Q2

α1...αn(0)
) 6= fa(∆

Q2

α1...[αn−1](1))✳ Òîìó äîìîâèìîñü íå âèêîðè✲
ñòîâóâàòè îäíå ✐ç çîáðàæåíü Q2✲á✐íàðíîãî ÷èñëà✱ à ñàìå òå✱ ùî ì✐ñòèòü ïåð✐îä (1)✳

ßêùî a ✕ äîâ✐ëüíå ÷èñëî ç [0; 1] ✐ ϕn(u, v) = v ∀n ∈ N ✱ òî fa(x) = x✱ ÿêùî æ
ϕn(u, v) = 1 − v ∀n ∈ N ✱ òî f(x) = I(x) ✕ íåïåðåðâíà ñòðîãî ñïàäíà ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà
ïðè q0 = 1

2
➵ ñèíãóëÿðíîþ ✭íåïåðåðâíîþ✱ â✐äì✐ííîþ â✐ä êîíñòàíòè✱ ïîõ✐äíà ÿêî➝ ð✐âíà

íóëþ ìàéæå ñêð✐çü ó ðîçóì✐íí✐ ì✐ðè ❐åáåãà✮✳
➬ðîçóì✐ëî✱ ùî çà óìîâè ϕn(u, v) = u àáî ϕn(u, v) = 1− u✱ òî fa(x) = const✳

Òåîðåìà ✶✳ ßêùî ϕn(u, v) = uv äëÿ áóäü✲ÿêîãî n ∈ N ✱ òî ïðè a = ∆Q2

(1) ôóíêö✐ÿ

fa(x) = x❀ ïðè a = ∆Q2

a1a2...an(1)
ôóíêö✐ÿ f(x) ➵ êóñêîâî✲ë✐í✐éíîþ íà [0; 1] ✐ ë✐í✐éíîþ íà

êîæíîìó öèë✐íäð✐ (n+ 1) ðàíãó✳ ßêùî æ ϕn(u, v) = 1− uv ✐ ó çîáðàæåíí✐ ÷èñëà a✱
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà k ∈ N ✱ ak+i = 1 i ∈ N ✱ òî ôóíêö✐ÿ fa(x) ñèíãóëÿðíà íà
êîæíîìó öèë✐íäð✐ (k + 1)✲ãî ðàíãó ïðè q0 6= 1

2
✳

✼✵



❮åõàé ϕn(u, v) = uv ∀n ∈ N ✳ ßêùî â Q2✲çîáðàæåíí✐ ÷èñëà a ñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü
îäèíèöü✱ òî ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêö✐➝ fa ➵ ñê✐í÷åíèì îá✬➵äíàííÿì òî÷îê❀ ÿêùî ê✐ëü✲
ê✐ñòü íóë✐â ñåðåä öèôð Q2✲çîáðàæåííÿ a ñê✐í÷åííà✱ òî ìíîæèíà çíà÷åíü ➵ îá✬äíàííÿì
â✐äð✐çê✐â❀ â ðåøò✐ âèïàäê✐â ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ fa(x) ➵ ìíîæèíà êàíòîð✐âñüêî✲
ãî òèïó ✭í✐äå íå ù✐ëüíà ìíîæèíà íóëüîâî➝ ì✐ðè ❐åáåãà✮✳

Ó äîïîâ✐ä✐ áóäóòü ïðåäñòàâëåí✐ ðåçóëüòàòè äîñë✐äæåííÿ äåÿêèõ ïðåäñòàâíèê✐â
êëàñó ôóíêö✐é fa✱ çîêðåìà ïðèä✐ëÿ➵òüñÿ óâàãà ïèòàííþ ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
ìíîæèí çíà÷åíü✱ ìíîæèí ð✐âí✐â òà ãðàô✐ê✐â ôóíêö✐é✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ ➘âîñèìâîëüí✐ ñèñòåìè êîäóâàííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà ➝õ çàñòî✲
ñóâàííÿ✳ ✖ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✷✷✳ ✕ ✸✶✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♥❛③❛r❝❤✉❦✈❛❧❡♥t②♥❛❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❙✐♠♦♥s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥

✭❙❋■✲P❉✲❯❦r❛✐♥❡✲✵✵✵✶✹✺✽✻✱ ◆✳❱✳✮

Ïðî ïåðåõ✐äí✐ â✐äîáðàæåííÿ
➶àñèëü ❮åñòåðåíêî✱ ❰ëåíà Ôîò✐é

×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱
Óêðà➝íà

Ïîíÿòòÿ ïåðåõ✐äíîñò✐ äëÿ ôóíêö✐➝ f : R→ R áóëî ââåäåíå ➶îëîäèìèðîì ❒àñëþ✲
÷åíêîì â ïðàö✐ ❬✶❪✳ ➶îíî ëåãêî ïåðåíîñèòüñÿ íà âèïàäîê ä✐éñíîçíà÷íèõ ôóíêö✐é✱ ÿê✐
âèçíà÷åí✐ íà äîâ✐ëüíèõ òîïîëîã✐÷íèõ ïðîñòîðàõ✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳ Ôóíêö✐ÿ f : X → R íàçèâà➵òüñÿ ïåðåõ✐äíîþ â òî÷ö✐ x ∈ X✱ ÿêùî äëÿ
äîâ✐ëüíîãî ε > 0 ✐ñíóþòü ÷èñëà y1, y2✱ òàê✐✱ ùî f(x)−ε < y1 < f(x) < y2 < f(x)+ε òà
✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè x â X✱ òàêèé✱ ùî U ∩ f−1({y1, y2}) = ∅✳ ßêùî ôóíêö✐ÿ ïåðåõ✐äíà
â êîæí✐é òî÷ö✐✱ òî âîíà íàçèâà➵òüñÿ ïåðåõ✐äíîþ✳

ßê çÿñóâàëîñÿ✱ ïåðåõ✐äí✐ñòü ➵ äîñèòü ïðîñòîþ óìîâîþ✳ Òàê êîæíà ôóíêö✐ÿ f :
X → R ñóìîþ äâîõ ïåðåõ✐äíèõ ôóíêö✐✳ ✃îæíà ìîíîòîííà ôóíêö✐ÿ✱ ÷è êîæíà íå✲
ïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✱ à òàêîæ êîæíà ôóíêö✐ÿ ✐ç çàìêíåíèì ãðàô✐êîì ➵ ïåðåõ✐äíîþ✳
❰äíàê✱ íå âñ✐ ôóíêö✐➝ ➵ ïåðåõ✐äíèìè✳

Ïîíÿòòÿ ïåðåõ✐äíîñò✐ áóëî ïåðåíåñåíî íà âèïàäîê äîâ✐ëüíèõ òîïîëîã✐÷íèõ ïðî✲
ñòîð✐â ó ïðàö✐ ❬✷❪✳

❰çíà÷åííÿ ✷✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà➵òüñÿ ïåðåõ✐äíèì ó òî÷ö✐ x ∈ X✱
ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y ✐ñíóþòü îê✐ë U òî÷êè x â X ✐ â✐äêðèòèé
îê✐ë W òî÷êè f(x) â Y ✱ òàê✐✱ ùî W ⊆ V ✐ f(U) ⊆ W ⊔ (Y \W ) ✐ ïðîñòî ïåðåõ✐äíèì✱
ÿêùî âîíî ➵ òàêèì ó êîæí✐é òî÷ö✐ ç X✳

Ïîðÿä ç ïîíÿòòÿì ïåðåõ✐äíîñò✐ âèíèêëè äåÿê✐ ➝➝ ïîñëàáëåííÿ✱ òàê✐✱ ÿê ñëàáêà
ïåðåõ✐äí✐ñòü òà ñëàáêà êâàç✐ïåðåõ✐äí✐ñòü✳ Ó âñå ò✐é æå ïðàö✐ ❬✷❪ áóëî ïîêàçàíî✱ ùî
ñëàáêà êâàç✐ïåðåõ✐äí✐ñòü ïîâ✬ÿçàíà ç â✐äîìîþ âëàñòèâ✐ñòþ â✐äîáðàæåíü ï✐ä íàçâîþ
✧âëàñòèâ✐ñòü òèïó ×åçàðî✧✿ â✐äîáðàæåííÿ ìà➵ âëàñòèâ✐ñòü òèïó ×åçàðî òîä✐ ✐ ò✐ëüêè
òîä✐✱ êîëè âîíî íå ➵ ñëàáêî êâàç✐ïåðåõ✐äíèì✳

✼✶



➶èÿâèëîñÿ✱ ùî äîñë✐äæåííÿì ïîä✐áíèõ âëàñòèâîñòåé â✐äîáðàæåíü ïðèáëèçíî â
öåé æå ÷àñ çàéìàëèñÿ ✐ ✐íø✐ ìàòåìàòèêè✳ Òàê â ïðàö✐ ❬✸❪ ❮✳ ❐åâ✐í óâ✐â ïîíÿòòÿ w∗✲
íåïåðåâðíîñò✐ ✐ äîâ✐â✱ ùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ òîïîëîã✐÷íèõ ïðîñòîð✐â X ✐ Y â✐äîáðàæå✲
ííÿ f : X → Y ➵ íåïåðåðâíèì òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíî ñëàáêî íåïåðåðâíå ✐
w∗✲íåïåðåðâíå✳ Ð✳ ❒✐ìíà òà ➘✳ Ðîçå óçàãàëüíèëè ïîíÿòòÿ w∗✲íåïåðåâðíîñò✐✱ óâ✐âøè
â ❬✹❪ ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî➝ w∗✲íåïåðåâðíîñò✐ ✭à ï✐çí✐øå✱ ✐ ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî➝ â✐äíîñíî➝
íåïåðåðâíîñò✐✮✳ Ö✐ ïîíÿòòÿ çàñòîñîâóâàëèñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòàò✐â ïðî äåêîì✲
ïîçèö✐þ íåïåðåðâíîñò✐✱ â ÿêèõ íåïåðåðâí✐ñòü ðîçêëàäàëàñÿ íà äâà òèïè îñëàáëåíü✿
îñëàáëåííÿ òèïó ïåðåõ✐äíîñò✐ òà îñëàáëåííÿ òèïó çâ✬ÿçíîñò✐ ãðàô✐êà✳

➶ ❬✷❪ âäàëîñÿ îòðèìàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî äåêîìïîçèö✐þ íåïåðåðâíîñò✐✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõåé X ✕ ëîêàëüíî çâ✬ÿçíèé ïðîñò✐ð ✐ Y ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳
➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ➵ íåïåðåðâíèì òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíî ìà➵ ñëàáêó
âëàñòèâ✐ñòü ➘àðáó ✭îáðàç êîæíî➝ îáëàñò✐ ➵ çâ✬ÿçíîþ ìíîæèíîþ✮ ✐ ➵ ïåðåõ✐äíèì✳

Öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ➵ âñ✐ ïîïåðåäí✐ â✐äîì✐ ðåçóëüòàòè íà öþ òåìó✱ çîêðåìà✱
äîáðå â✐äîìèé ðåçóëüòàò ïðî íåïåðåðâí✐ñòü ä✐éñíî➝ ôóíêö✐➝ ✐ç çàìêíåíèì ✐ çâ✬ÿçíèì
ãðàô✐êîì✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ✃ðåöó ➶✳■✳✱ ❒àñëþ÷åíêî ➶✳✃✳ ❮åïåðåðâí✐ñòü çà Ñòåëë✐íãçîì✱ íàð✐çíà íåïåðåðâ✲
í✐ñòü òà ôóíêö✐➝ ç çàìêíåíèì ãðàô✐êîì✳ ✕ ❮àóêîâèé â✐ñíèê ×åðí✐âåöüêîãî óí✐âåð✲
ñèòåòó✿ ➬á✐ðíèê íàóê✳ ïðàöü✳ ➶èï✳ ✸✹✾✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✕ ×åðí✐âö✐✿ Ðóòà✳ ✕ ✷✵✵✼✱ ✕ Ñ✳
✺✵ ✲ ✺✹✳

❬✷❪ ❒àñëþ÷åíêî ➶✳✃✳✱ ❮åñòåðåíêî ➶✳➶✳ ➘åêîìïîçèö✐ÿ íåïåðåðâíîñò✐ òà ïåðåõ✐äí✐ â✐ä✲
îáðàæåííÿ✳ ✕ ❒àòåìàòè÷íèé â✐ñíèê ❮ÒØ✳ ✕ ✷✵✶✶ ð✳ ✕ Ò✳✽✳ ✕ Ñ✳ ✶✸✷ ✲ ✶✺✵✳

❬✸❪ ▲❡✈✐♥❡ ◆✳ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s✳ ✕ ❆♠✳ ▼❛t❤✳ ▼♦♥✳ ✕
✶✾✻✶✳ ✕ ✻✽✳ ✕ P✳ ✹✹✕✹✻✳

❬✹❪ ▼✐♠♥❛ ❘✳✱ ❘♦s❡ ❉✳ ❖♥ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ✕ ❘❡❛❧ ❆♥❛❧✳ ❊①❝❤✳ ✕ ✶✾✾✺✳ ✕ ✷✵✱ ✷✳
✕ P✳ ✽✷✸✕✽✸✵✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✳♥❡st❡r❡♥❦♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦✳❢♦t✐❥❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❮åïåðåðâíèé ïðî➵êòîð äâ✐éêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë â ëàíöþãîâå
A2✲çîáðàæåííÿ
❰ëåíà ❮✐êîðàê

Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé A2 = {1
2
; 1} ✕ àëôàâ✐ò✱ L2 = A2 × A2 × ... × A2 × ... ✕ ïðîñò✐ð ïîñë✐äîâíîñòåé

åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó✳ Òîä✐ ❬✶✱ ✷❪ äëÿ áóäü✲ÿêîãî x ∈ [1
2
; 1] ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (an) ∈ L2

òàêà✱ ùî
x = 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ... ≡ ∆A2

a1a2...an...
, äå ai ∈ A2. ✭✶✮

Ðîçêëàä ÷èñëà x â ëàíöþãîâèé äð✐á ✭✶✮ íàçèâà➵òüñÿ ëàíöþãîâèì A2✲ïðåäñòàâëåííÿì✱
à ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆A2

a1a2...an...
✕ ëàíöþãîâèì A2✲çîáðàæåííÿì✳

✼✷



■ñíóþòü ÷èñëà✱ ùî ìàþòü äâà ëàíöþãîâèõ çîáðàæåííÿ ✭A2✲á✐íàðí✐✮✳ Öå ÷èñëà âèäó

∆A2

α1α2...αn−1
1
2
( 1
2
1)
= ∆A2

α1α2...αn−11(1
1
2
)
.

A2✲á✐íàðí✐ ÷èñëà óòâîðþþòü çë✐÷åííó âñþäè ù✐ëüíó ó [1
2
; 1] ìíîæèíó✳ Ðåøòà ÷èñåë

ìàþòü ➵äèíå çîáðàæåííÿ✳ ❼õ íàçèâàþòü A2✲óíàðíèìè✳
Ðîçãëÿäà➵òüñÿ ôóíêö✐ÿ✱ îçíà÷åíà ð✐âí✐ñòþ

f(x = ∆2
α1α2...α2n−1α2n...

) = ∆A2

( 1
2
)1−α1 ( 1

2
)α2 ...( 1

2
)1−α2n−1 ( 1

2
)α2n ...

,

äå ∆2
α1...αn...

=
∞∑
n=1

αn
2n

✕ êëàñè÷íå äâ✐éêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0; 1]✳

❰çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ➵ êîðåêòíèì✱ îñê✐ëüêè ìà➵ ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü äëÿ áóäü✲ÿêîãî
íàáîðó (α1, ..., α2n)

f(∆2
α1...α2n1(0)

) = ∆A2

( 1
2
)1−α1 ...( 1

2
)α2n1(1 1

2
)
= f(∆2

α1...α2n0(1)
) = ∆A2

( 1
2
)1−α1 ...( 1

2
)α2n 1

2
( 1
2
1)
.

Òåîðåìà ✶✳ Ôóíêö✐ÿ f ➵ íåïåðåðâíîþ ñòðîãî ñïàäíîþ ñèíãóëÿðíîþ ôóíêö✐➵þ ✭íå✲
ïåðåðâíîþ ôóíêö✐➵þ✱ â✐äì✐ííîþ â✐ä êîíñòàíòè✱ ïîõ✐äíà ÿêî➝ äîð✐âíþ➵ íóëþ ìàéæå
ñêð✐çü ó ðîçóì✐íí✐ ì✐ðè ❐åáåãà✮✳

Òåîðåìà ✷✳ ➹ðàô✐ê Γf ôóíêö✐➝ ➵ àâòîìîäåëüíîþ ìíîæèíîþ Γf =
⋃

(i,j)∈A×A
gij(Γf ), äå

gij :

{
x′ = x

22
+ 2i+j

22
,

y′ = 1
2i−1+ 1

2−j+y

,
(i, j) ∈ A× A.

Ó äîïîâ✐ä✐ ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñë✐äæåííÿ ñòðóêòóðíèõ✱ äèôåðåíö✐àëüíèõ
òà ✐íòåãðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêö✐➝ f ✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❉♠②tr❡♥❦♦ ❙✳❖✳✱ ❑②✉r❝❤❡✈ ❉✳❱✳✱ Pr❛ts✐♦✈②t②✐ ▼✳❱✳ A2✲❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ✴✴ ❯❦r❛✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✳
✖ ✷✵✵✾✳ ✖ ➑✹✳ ✖ P✳ ✺✹✶✲✺✺✺✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✷✺✸✲✵✵✾✲✵✷✸✻✲✼

❬✷❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ ➘âîñèìâîëüí✐ ñèñòåìè êîäóâàííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà ➝õ çàñòî✲
ñóâàííÿ✳ ✖ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✷✷✳ ✕ ✸✶✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✷✸❢♠✐❢✳♦✳♥✐❦♦r❛❦❅st❞✳✉❞✉✳❡❞✉✳✉❛

❰á➔ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ
ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ç ✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè

❒èõàéëî Ïàñòóëà
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ì✳ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱ Óêðà➝íà

✼✸



❒åòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ áàãàòî÷àñòîòíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü îá➔ðóíòîâà✲
íî â ïðàöÿõ ➚✳❒✳ Ñàìîéëåíêà✱ Ð✳■✳ Ïåòðèøèíà ❬✶❪ òà ✐íøèõ â÷åíèõ✳ ➪àãàòî÷àñòîòí✐
ñèñòåìè ✐ç çàï✐çíåííÿì àðãóìåíòó é ✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ
äîñë✐æóâàëèñÿ â ïðàöÿõ ß✳➱✳ ➪✐ãóíà✱ ■✳➘✳ Ñêóòàðÿ ❬✷❪✱ ❬✸❪✳ ➬àäà÷✐ ç áàãàòîòî÷êîâèìè
óìîâàìè ðîçãëÿíóò✐ ó ïðàö✐ ❬✹❪✳

Ó äàí✐é ðîáîò✐ ìåòîä óñåðåäíåííÿ îá➔ðóíòîâàíèé äëÿ áàãàòî÷àñòîòíî➝ ñèñòåìè
ïåðøîãî íàáëèæåííÿ âèãëÿäó

da

dτ
= X0(τ, a) + εX1(τ, a, ϕ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y1(τ, a, ϕ),

✭✶✮

äå τ ≥ 0✱ âåêòîð✕ôóíêö✐➝ X0, X1, Y1 ✐ ω âèçíà÷åí✐ ïðè τ ∈ [0,+∞)✱ a ∈ D ✲ îáìåæåíà
îáëàñòü â Rn✱ ϕ ∈ Rm✱ 0 < ε ≤ ε0 ≪ 1✳ ➘ëÿ ðîçâ✬ÿçêó ñèñòåìè ð✐âíÿíü çàäàí✐
✐íòåãðàëüí✐ óìîâè

∫ L

0

f(τ, a, ϕ)dτ = d1,

∫ L

0

[g(τ, a)ϕ+ h(τ, a, ϕ)]dτ = d2,

✭✷✮

äå f, g, h ✖ çàäàí✐ âåêòîð✲ôóíêö✐➝✱ âèçíà÷åí✐ ïðè τ ∈ [0,+∞)✱ d1 ∈ Rn, d2 ∈ Rm✳
➶✐äïîâ✐äíà ✭✶✮ óñåðåäíåíà ñèñòåìà ð✐âíÿíü çà øâèäêèìè çì✐ííèìè ϕ1, ..., ϕm íà✲

áóâà➵ âèãëÿäó

da

dτ
= X0(τ, a) + εX10(τ, a),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y10(τ, a), ✭✸✮

✐ç ✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè

∫ L

0

f0(τ, a)dτ = d1,

∫ L

0

[g(τ, a)ϕ+ h0(τ, a)]dτ = d2,

✭✹✮

➬àóâàæèìî✱ ùî óñåðåäíåíà çàäà÷à çíà÷íî ïðîñò✐øà✱ í✐æ ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ îñê✐ëüêè ïîâ✐ëüí✐
çì✐íí✐ a âèçíà÷àþòüñÿ íåçàëåæíî â✐ä øâèäêèõ çì✐ííèõ ϕ✳

Ñêëàäí✐ñòþ îá➔ðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ ➵ íàÿâí✐ñòü ðåçîíàíñ✐â✱ óìîâà
ÿêèõ

k1ω1(τ, a) + · · ·+ kmωm(τ, a) ∼= 0, |k1|+ ...+ |km| 6= 0.

Óìîâó âèõîäó ✐ç ìàëî➝ ðåçîíàíñíî➝ çîíè çàïèøåìî ó âèãëÿä✐

det(Wp
τ (t)Wp(τ)) 6= 0,Wp(τ) = (

dj−1

dτ j−1
ωv(τ))j,v=1

p,m

✭✺✮

äëÿ âñ✐õ τ ∈ [0,+∞]✳
❰ñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ➵ òåîðåìà

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
✶✮ âåêòîð✕ôóíêö✐➝ X0, X1, Y1 âèçíà÷åí✐ ✐ íåïåðåðâí✐ ðàçîì ✐ç ÷àñòèííèìè ïîõ✐✲

äíèìè äî ïîðÿäêó m+ 1 â îáëàñò✐ [0,+∞)×D × Rm❀
✷✮ âåêòîð✕ôóíêö✐ÿ ω âèçíà÷åíà ✐ íåïåðåðâíà ðàçîì ✐ç ÷àñòèííèìè ïîõ✐äíèìè â

îáëàñò✐ [0,+∞]×D äî ïîðÿäêó m❀

✼✹



✸✮ ✐ñíó➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ✭✸✮✱✭✹✮✱ ÿêèé ëåæèòü â D ðàçîì ✐ç ρ✲îêîëîì❀
✹✮ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ✭✺✮ ïðè äåÿêîìó ì✐í✐ìàëüíîìó p ≥ m❀
✺✮ íîðìàëüíà ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ Q(τ, t)✱ Q(t, t) = Em ð✐âíÿííÿ ó âàð✐àö✐✲

ÿõ
dz

dt
=
∂X(a(τ), τ)

∂a
z

ñïðîâàäæó➵ îö✐íêó
||Q(τ, t)|| ≤ Ke−γ(r−t) ∀ τ ≥ t ≥ 0.

Òîä✐ äëÿ äîñèòü ìàëîãî ε∗ ∈ (0, ε0] ✐ñíó➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê óñåðåäíåíî➝ çàäà÷✐✱ òàêèé
ùî äëÿ áóäü✲ÿêîãî τ ∈ [0,+∞) âèêîíó➵òüñÿ íåð✐âí✐ñòü

‖a(τ ; y + µ, ψ + ζ, ε)− a(τ ; y, ε)‖ ≤ cεα, ✭✻✮

äå α = 1
m
✱ c > 0 ✐ íå çàëåæèòü â✐ä ε✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦ ❆✳✱ P❡tr②s❤②♥ ❘✳ ▼✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✳
❉♦r❞r❡❝❤t✿ ❇♦st♦♥✴▲♦♥❞♦♥✿ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✹✳ ✸✶✼ ♣✳

❬✷❪ ➪✐ãóí ß✳ ➱✳✱ Ñêóòàð ■✳ ➘✳ Óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ✐ç çàï✐çíåííÿì
òà ëîêàëüíî✲✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè✳ ➪óêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✳ ✷✵✷✵✳
Ò✳ ✽✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✶✹✕✷✸✳

❬✸❪ Ñêóòàð ■✳➘✳ ➘îñë✐äæåííÿ ñèñòåìè ç ë✐í✐éíî ïåðåòâîðåíèìè àðãóìåíòàìè ✐ íåë✐í✐é✲
íèìè ✐íòåãðàëüíèìè óìîâàìè✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛ ♥❡✇ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❇✉❞❛♣❡st✱
✷✵✷✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ■❳✭✸✶✮✱ ■ss✉❡ ✷✺✵✱ P✳ ✶✽✲✷✷✳

❬✹❪ Ïàñòóëà ❒✳❰✳ Óñåðåäíåííÿ â áàãàòî÷àñòîòíèõ ñèñòåìàõ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ✐ç
çàëåæí✐ñòþ ÷àñòîò â✐ä ïîâ✐ëüíèõ çì✐ííèõ✳ ➪óêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë✳
✷✵✷✺✳ Ò✳ ✶✸✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✸✹✕✹✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♣❛st✉❧❛✳♠②❦❤❛✐❧♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❰ïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèì ð✐âíÿííÿì
íåéòðàëüíîãî òèïó íà íåñê✐í÷åííîìó ✐íòåðâàë✐

❰ëåã Ïåðåãóäà✱ Þð✐é Ïåðåñòþê
✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèì
ð✐âíÿííÿì íåéòðàëüíîãî òèïó

{
d
dt
(u(t) + g(t, ut)) = Au+ f1(t, ut) + f2(t, ut)z(t),

u(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]. ✭✶✮

ç êðèòåð✐ÿìè ÿêîñò✐

J [z] =

∫ τ

0

(e−γtG(t, ut) + B(t, z(t)))dt→ inf ✭✷✮

✼✺



òà

J [z] =

∫ τ

0

(e−γtG(t, ut) + |z(t)|2)dt→ inf, ✭✸✮

äå h > 0 ✲ ✐íòåðâàë çàï✐çíåííÿ✱ t ≥ 0✱ ut = u(t+ θ)✱ θ ∈ [−h, 0]✳
❮åõàé X ✲ ðåôëåêñèâíèé áàíàõîâèé ïðîñò✐ð✱ A ✲ ë✐í✐éíèé îïåðàòîð â áàíàõîâîìó

ïðîñòîð✐ X(A : X → X) ç íîðìîþ ‖ · ‖X ç îáëàñòþ D(A) ÿêà ➵ ù✐ëüíîþ â X ✐ σ(−A) ➵
ñïåêòðîì (−A)✱ Re(σ(−A)) > δ > 0 òà A−1 ➵ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì â X✳ Òîä✐ çã✐äíî
❬✷❪ äëÿ áóäü ÿêîãî α ∈ [0, 1] ìîæåìî âèçíà÷èòè äðîáîâó ñòåï✐íü (−A)α îïåðàòîðà (−A)
ÿêèé ➵ çàìêíåíèì ë✐í✐éíèì îïåðàòîðîì ç îáëàñòþ D((−A)α)✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xα ✲ áàíàõîâèé ïðîñò✐ð D((−A)α) ç íîðìîþ ‖u‖α := ‖(−A)αu‖.
➘ëÿ âñ✐õ t ≥ 0 ut íàëåæèòü ïðîñòîðó C = C([−h, 0], X) ✲ íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é ç✐

ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ ‖ϕ‖C := max
θ∈[−h,0]

‖ϕ(θ)‖X ✱ D ✲ äåÿêà îáëàñòü â [−h,∞]× C✱ ∂D ✲

➝➝ ìåæà ✐ D = D ∪ ∂D✱ τ ✲ ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó ðîçâ✬ÿçêó (t, ut) íà ∂D✳
➶✐äîáðàæåííÿ f1 ✐ f2 âèçíà÷åí✐ íà D íàñòóïíèì ÷èíîì✿ f1 : D → X, f2 : D →

L(X,X)✱ äå L(X,X) ✲ ïðîñò✐ð ë✐í✐éíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîð✐â✱ ùî ä✐þòü ç X â X ç
íîðìîþ ‖ · ‖L✱ z(t) ✲ ïàðàìåòð êåðóâàííÿ✳

Ðîçâ✬ÿçîê ïî÷àòêîâî➝ çàäà÷✐ ✭✶✮ áóäåìî ðîçóì✐òè â ì✬ÿêîìó ñåíñ✐✳
➬àäà÷✐ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ✭✶✮✲✭✷✮✱ ✭✶✮✲✭✸✮ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðè óìîâàõ✿
❆✶✮ äîïóñòèì✐ êåðóâàííÿ ➵ ôóíêö✐➝ z(t) ∈ Lp((0,∞);X) (p > 1) ç â✐äïîâ✐äíîþ íîð✲

ìîþ ‖z‖pp =
∫∞
0
‖z(t)‖pdt✱ z(t) ∈ F ♠✳❝✳✱ t ≥ 0✱ äå F ➵ îïóêëîþ✱ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ

â X✱ 0 ∈ X ✐ J [z] <∞✳

❆✷✮ f1, f2 ➵ íåïåðåðâí✐ ïî ϕ äëÿ ô✐êñîâàíèõ t✱ f1, f2 ➵ âèì✐ðí✐ ïî t äëÿ ô✐êñîâàíèõ
ϕ✳

❆✸✮ ∃K > 0 ✲ ❝♦♥st✿

‖f1(t, ϕ)‖+ ‖f2(t, ϕ)‖L ≤ K(1 + ‖ϕ‖C)

äëÿ âñ✐õ (t, ϕ) ∈ D✳

❆✹✮
‖f1(t, ϕ1)− f1(t, ϕ2)‖+ ‖f2(t, ϕ1)− f2(t, ϕ2)‖L ≤ K‖ϕ1 − ϕ2‖C

äëÿ âñ✐õ (t, ϕ1)✱ (t, ϕ2) ∈ D✳

❆✺✮ ∃α ∈ [0, 1]✱ Mg ∈ (0, 1
2
) òàê✐✱ ùî g : D → Xα❀

❆✻✮ ‖g(t, ϕ1)− g(t, ϕ2)‖α ≤Mg‖ϕ1 − ϕ2‖C äëÿ âñ✐õ (t, ϕ1)✱ (t, ϕ2) ∈ D❀
❆✼✮ ôóíêö✐ÿ g(t, ϕ) ➵ íåïåðåðâíîþ ïî t â íîðì✐ Xα ð✐âíîì✐ðíî â✐äíîñíî ϕ❀
❆✽✮ ∃L > 0✿

‖g(t, ϕ)− g(t, ψ)‖ ≤ L

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)− ψ(θ)‖dθ +Mg‖ϕ(0)− ψ(0)‖

äëÿ âñ✐õ (t, ϕ)✱ (t, ψ) ∈ D❀
❆✾✮ â✐äîáðàæåííÿ G : D → R1 ➵ íåïåðåðâíèì çà ñóêóïí✐ñòþ çì✐ííèõ✱ G(t, ϕ) ≥ 0✳

■ñíó➵ ñòàëà KG òàêà✱ ùî
G(t, ϕ) ≤ KG(1 + ‖ϕ‖C);

❆✶✵✮ â✐äîáðàæåííÿ B : [0,∞) ×X → R1 ➵ âèì✐ðíèì çà ñóêóïí✐ñòþ çì✐ííèõ✱ îïó✲
êëèì ïî çì✐íí✐é z äëÿ âñ✐õ t✳ ■ñíóþòü äîäàòí✐ ñòàë✐ a0, a1 òàê✐✱ ùî

a1‖z‖p ≥ B(t, z) ≥ a0‖z‖p, t ≥ 0;

✼✻



❆✶✶✮ B(t, z) äëÿ âñ✐õ t ≥ ñèëüíî äèôåðåíö✐éîâàíî ïî z ✐ ïîõ✐äíà Ôðåøå ∂B
∂z

çàäî✲
âîëüíÿ➵ îö✐íêó ∥∥∥∂B

∂z

∥∥∥
X∗
≤ a3‖z‖p−1

Lp

ïðè t ≥ 0✱ a3 > 0 ✲ ñòàëà✱ ‖ · ‖X∗ ✲ ð✐âíîì✐ðíà îïåðàòîðíà íîðìà â ïðîñòîð✐ ë✐í✐éíèõ
íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐îíàë✐â íàä X✳

❰ñíîâíèì ðåçóëüòàòðì ➵ íàñòóïíà òåîðåìà✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ➚✶✮✲➚✶✶✮✳ Òîä✐ çàäà÷✐ îïòèìàëüíîãî êåðóâà✲
ííÿ ✭✶✮✲✭✷✮✱ ✭✶✮✲✭✸✮ ìàþòü ðîçâ✬ÿçêè (u∗(t), z∗(t))✱ äå z∗(t) ✲ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ✱
u∗(t) ✲ â✐äïîâ✐äíà îïòèìàëüíà òðà➵êòîð✐ÿ✱ τ ∗ ✲ ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó u∗t íà ìåæó
∂D îáëàñò✐ D✳

➶ñòàíîâëåíî âàð✐àö✐éí✐ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ✱ à ñàìå✱ äîâåäåíà ñëàáêà çá✐æí✐ñòü îïòè✲
ìàëüíèõ êåðóâàíü✱ ñèëüíà çá✐æí✐ñòü îïòèìàëüíèõ òðà➵êòîð✐é✱ çá✐æí✐ñòü êðèòåð✐➝â
ÿêîñò✐ çàäà÷ íà ñê✐í÷åííèõ ✐íòåðâàëàõ äî â✐äïîâ✐äíèõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü✱ îïòè✲
ìàëüíèõ òðà➵êòîð✐é òà êðèòåð✐ÿ ÿêîñò✐ çàäà÷✐ íà íåñê✐í÷åííîìó ✐íòåðâàë✐✳

➬àçíà÷èìî✱ ùî ìîìåíò âèõîäó τ çàëåæèòü â✐ä êåðóâàííÿ z✱ ùî ñóòò➵âî óñêëàäíþ➵
çàäà÷ó✳ ➶✐äîìî✱ ❬✶❪✱ ùî íà â✐äì✐íó â✐ä ð✐âíÿíü áåç çàï✐çíåííÿ✱ ðîçâ✬ÿçîê ïî÷àòêîâî➝
çàäà÷✐ ✭✶✮ ìîæå ✐ íå äîñÿãàòè îáëàñò✐ D✳

➶ ðîáîò✐ ❬✸❪ ðîçãëÿäàëàñÿ àíàëîã✐÷íà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà ñê✐í÷åí✲
íîìó ✐íòåðâàë✐✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❍❛❧❡ ❏✳❑✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉✐❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ✶✾✼✼✳

❬✷❪ P❛③② ❆✳✱ ❙❡♠✐❣r♦✉♣s ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❖♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ P❛rt✐❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✱ ✶✾✽✸✳

❬✸❪ P❡r❡❤✉❞❛ ❖✳❱✳✱ ❙t❛♥③❤②ts❦✐② ❖✳▼✳✱ ❑❧✐♠❝❤✉❦ ❚✳❱✳✱ ❖s♣❛♥♦✈ ▼✳◆✳✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧
❢♦r ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✲❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✉tr❛❧ ❚②♣❡ ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ ❙♣❛❝❡s ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✷✺✳ ✕ ❱ ✸✸✱ ➑ ✶✳✕ P✳
✶✽✷✕✷✵✼✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♣❡r❡❤✉❞❛♦❅❦♥✉✳✉❛
❡✲♠❛✐❧✿ ♣❡r❡st②✉❦✳②✉r✐②❅❦♥✉✳✉❛

❐îêàëüíî ñêëàäí✐ ôóíêö✐➝ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè✱ îçíà÷åí✐ ó
òåðì✐íàõ äâîñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü ÷èñåë

❒èêîëà Ïðàöüîâèòèé
Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà✱ ■❒ ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé çàäàíî✿ A = {0; 1} ✕ äâîñèìâîëüíèé àëôàâ✐ò✱ L = A × A × A × ... ✕ ïðî✲
ñò✐ð ïîñë✐äîâíîñòåé åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó ✭íóë✐â òà îäèíèöü✮✱ (q0, q1)✱ (d0, d1) ✕ ïàðè
äîäàòíèõ ä✐éñíèõ ÷èñåë✱ ìåíøèõ ✶✱ q1 = 1− q0✳

➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐ (αn) ∈ L ïîêëàäåìî

∆Q2
α1α2...αn...

≡ α1q1−α1 +
∞∑

k=2

[αkq1−αk

k−1∏

i=1

qαi ], ∆D
α1α2...αn...

≡ α1d1−α1 +
∞∑

k=2

[αkd1−αk

k−1∏

i=1

dαi ]

✼✼



✐ îçíà÷èìî ôóíêö✐þ f ð✐âí✐ñòþ

f(x = ∆Q2
α1α2...αn...

) = ∆D
α1α2...αn...

. ✭✶✮

❰ñê✐ëüêè äëÿ Q2✲á✐íàðíîãî ÷èñëà x0 = ∆Q2

c1c2...cn(0)
= ∆Q2

c1c2...[cn−1](1) ôîðìóëà ✭✶✮ äà➵
ð✐çí✐ çíà÷åííÿ✱ êîëè d0 + d1 6= 1✱ òî ðàäè êîðåêòíîñò✐ îçíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ äîìîâèìîñü
âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå îäíå ç çîáðàæåíü Q2✲á✐íàðíîãî ÷èñëà✱ à ñàìå ç ïåð✐îäîì (0)✳

Òåîðåìà ✶✳ ✶✳ ßêùî d0+d1 = 1✱ òî f(x) = x✱ êîëè d0 = q0❀ ✐ f ➵ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ
ñèíãóëÿðíîþ ôóíêö✐➵þ ðîçïîä✐ëó íà [0, 1]✱ íîñ✐é ÿêîãî ìà➵ ôðàêòàëüíó ðîçì✐ðí✐ñòü

➹àóñäîðôà✲➪åçèêîâè÷à
lnd

d0
0 d

d1
1

lnq
d0
0 q

d1
1

✱ êîëè d0 6= q0✳

✷✳ ßêùî d0+d1 < 1✱ òî ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêö✐➝ ➵ í✐äå íå ù✐ëüíîþ ôðàêòàëüíîþ
ìíîæèíîþ✱ ðîçì✐ðí✐ñòü ÿêî➝ ➵ ðîçâ✬ÿçêîì ð✐âíÿííÿ dx0 + dx1 = 1✳

✸✳ ßêùî d0+d1 > 1✱ òî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ f ➵ â✐äð✐çîê [0; d0
1−d1 ]✳ Ó öüîìó

âèïàäêó ôóíêö✐ÿ ìà➵ ôðàêòàëüí✐ ð✐âí✐✳

Ó äîïîâ✐ä✐ äåòàëüíî àíàë✐çóþòüñÿ ñòðóêòóðí✐✱ òîïîëîãî✲ìåòðè÷í✐ òà ôðàêòàëüí✐
âëàñòèâîñò✐ ð✐âí✐â ôóíêö✐➝ òà àâòîìîäåëüí✐ âëàñòèâîñò✐ ãðàô✐êà✱ à òàêîæ çàäàííÿ
ôóíêö✐➝ ñèñòåìîþ ôóíêö✐îíàëüíèõ ð✐âíÿíü✳

Ùå îäíèì ç îá✬➵êò✐â ðîçãëÿäó ➵ âèïàäêîâà âåëè÷èíà Y = f(X)✱ äå X ✕ âèïàä✲
êîâà âåëè÷èíà✱ ð✐âíîì✐ðíî ðîçïîä✐ëåíà íà â✐äð✐çêó [0; 1]✳ ➚íàë✐çó➵òüñÿ ëåáåã✐âñüêà
ñòðóêòóðà ðîçïîä✐ëó òà ñïåêòðàëüí✐ âëàñòèâîñò✐ âèïàäêîâî➝ âåëè÷èíè Y ✳

➶èïàäîê✱ êîëè d0 + d1 = 1 + d0d1 ➵ îñîáëèâèì✱ ñàìå éîìó ïëàíó➵òüñÿ ó äîïîâ✐ä✐
ïðèä✐ëèòè íàéá✐ëüøå óâàãè✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ Ôðàêòàëüíèé ï✐äõ✐ä ó äîñë✐äæåííÿõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîä✐ë✐â✳
✖ ✃è➝â✿ ❮ÏÓ ✐ìåí✐ ❒✳Ï✳➘ðàãîìàíîâà✱ ✶✾✾✽✳ ✖ ✷✾✻ ñ✳

❬✷❪ Ïðàöüîâèòèé ❒✳ ➶✳ ➘âîñèìâîëüí✐ ñèñòåìè êîäóâàííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà ➝õ çàñòî✲
ñóâàííÿ✳ ✖ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✷✷✳ ✖ ✸✶✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♣r❛ts✹✹✹✹❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ç íåíóëüîâîþ íàäëèøêîâ✐ñòþ ✐ ➝õ çàñòîñóâàííÿ
❒èêîëà Ïðàöüîâèòèé1✱ Þë✐ÿ ➶îâê2✱ Ñâ✐òëàíà ➶àñüêåâè÷3

■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè1,3✱ Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà1✱
×❰■ÏÏ❰ ✐ìåí✐ ✃✳➘✳ Óøèíñüêîãî2✱ Óêðà➝íà

❮åõàé a ✕ ô✐êñîâàíå äîäàòíå ä✐éñíå ÷èñëî✱ á✐ëüøå ✶❀m ✕ íàòóðàëüíå ÷èñëî✱ á✐ëüøå
a❀ A = {0, 1, ...,m} ✕ àëôàâ✐ò❀ L = A× A× ... ✕ ìíîæèíà ïîñë✐äîâíîñòåé ç åëåìåíò✐â
àëôàâ✐òó✳

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ â✐äîáðàæåííÿ γ : L→ [0; m
a−1

]✱ à ñàìå

γ(αn) =
∞∑

n=1

αn
an
≡ ∆ma

α1α2...αn...
= x ∈

[
0;

m

a− 1

]
.

Ñèìâîë✐÷íèé çàïèñ ∆ma
α1α2...αn...

ìè íàçèâà➵ìî ma✲çîáðàæåííÿì ÷èñëà x✱ αn ïðè öüîìó
íàçèâà➵ìî n✲îþ öèôðîþ äàíîãî çîáðàæåííÿ✳

✼✽



❐åãêî äîâåñòè✱ ùî óìîâà m > a ãàðàíòó➵ ✐ñíóâàííÿ ÷èñåë✱ ÿê✐ ìàþòü á✐ëüøå
äâîõ çîáðàæåíü✱ ùî ïîðîäæó➵ íåíóëüîâó íàäëèøêîâ✐ñòü äàíîãî (m+1)✲ñèìâîëüíîãî
êîäóâàííÿ ÷èñåë✳

➚íàë✐çóþ÷è íàäëèøêîâ✐ñòü ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë✱ ìàñèâí✐ñòü✱ òîïîëîãî✲ìåòðè÷í✐
✐ ôðàêòàëüí✐ âëàñòèâîñò✐ ìíîæèí γ−1(x)✱ äå x ∈ [0; m

a−1
]✱ ÿê✐ íàçèâàþòüñÿ ð✐âíÿìè â✐ä✲

îáðàæåííÿ✱ ìè ïðîïîíó➵ìî êîíêðåòí✐ ✭îäíîçíà÷í✐✮ òâåðäæåííÿ✳
➘ðóãèì îá✬➵êòîì äîñë✐äæåííÿ ➵ ôóíêö✐ÿ

f(x = ∆m+1
α1α2...αn...

) = ∆ma
α1α2...αn...

,

ÿêà íå ìà➵ ïðîì✐æê✐â ìîíîòîííîñò✐ ✐ ìà➵ êîíòèíóàëüí✐ ✐ íàâ✐òü ôðàêòàëüí✐ ð✐âí✐✳
Òðåò✐ì îá✬➵êòîì äîñë✐äæåííÿ ➵ âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ξ =
ξ1
a
+
ξ2
a2

+ ...+
ξn
an

+ ...,

äå (ξn) ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí✱ ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0✱ 1✱
2✱✳✳✳✱s − 1 ç éìîâ✐ðíîñòÿìè p0✱ p1✱✳✳✳✱ ps−1✱ ÿêà çã✐äíî ç òåîðåìîþ ➘æåññåíà✲➶✐íòíåðà✱
ìà➵ ÷èñòèé ëåáåã✐âñüêèé òèï ðîçïîä✐ëó ✭÷èñòî äèñêðåòíèé✱ ÷èñòî àáñîëþòíî íåïå✲
ðåðâíèé àáî ÷èñòî ñèíãóëÿðíèé✮✳ ➬íàéäåíî äîñòàòí✐ óìîâè ñèíãóëÿðíîñò✐ ✐ äîñòàòí✐
óìîâè àáñîëþòíî➝ íåïåðåðâíîñò✐ ðîçïîä✐ëó ξ✱ âèðàç ➝➝ õàðàêòåðèñòè÷íî➝ ôóíêö✐➝✳ ➶è✲
ïàäîê m = 1 â ñèëó ð✐çíèõ ïðè÷èí çàñëóãîâó➵ íà îêðåìó óâàãó✳ ❮à ê✐ëüêà çàäà÷ ó
öüîìó âèïàäêó✱ ìè äà➵ìî âè÷åðïí✐ â✐äïîâ✐ä✐✳

❐åìà ✶✳ Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêö✐ÿ fξ(t) = Meitξ ðîçïîä✐ëó âèïàäêîâî➝ âåëè÷èíè ξ
ìà➵ âèðàç

fξ(t) =
∞∏

n=1

ϕn(t), äå ϕn(t) = p0 + p1e
it
an

✐ çàäîâîëüíÿ➵ ð✐âí✐ñòü

fξ(t) = ϕ1(t)fξ

(
t

a

)
, äå ϕ1(t) = p0 + p1e

it
a .

➬îêðåìà✱ ÿêùî ϕ1(t0) = 1✱ òî fξ(t0) = fξ(
t0
a
) ✐ fξ(2aπ) = fξ(2π)✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♣r❛ts✹✹✹✹❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ❢r❡❡❡✐❞❡❛❅✉❦r✳♥❡t✱ s✈❡t❛❦❧②♠❝❤✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❙✐♠♦♥s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥

✭❙❋■✲P❉✲❯❦r❛✐♥❡✲✵✵✵✶✹✺✽✻✱ P✳▼✳✱ ❱✳❙✳✮

❮åëîêàëüíà çà ÷àñîì áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ 2b✲ïàðàáîë✐÷íèõ
ð✐âíÿíü ç âèðîäæåííÿì

■âàí Ïóêàëüñüêèé✱ ➪îãäàí ßøàí
×åðí✐âåöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱

Óêðà➝íà

❮åõàé η✱ t0, t1, ..., tN+1 ô✐êñîâàí✐ ÷èñëà✱ 0 ≤ t0 < t1 < ... < tN+1✱ η ∈ (t0, tN+1)✱
η 6= tλ✱ λin{1, ..., N}✱ Ω ✲ äåÿêà îáìåæåíà îáëàñòü✱ dimΩ ≤ n − 1✱ D = {(t, x)|
t ∈ [t0, tN+1) , x ∈ Ω

}
∪ {(t, x), t = η, x ∈ Rn}✳

✼✾



Ðîçãëÿíåìî â îáëàñò✐ Π = [t0, tN+1)×Rn çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêö✐➝ u(t, x)✱ ÿêà
çàäîâîëüíÿ➵ ïðè (t, x) ∈ Π \D✱ t 6= tλ ð✐âíÿííÿ

(Lu)(t, x) =


∂t −

∑

|k|=2b

Ak(t, x)∂
k
x −

∑

|p|≤2b−1

Ap(t, x)∂
p
x


 u(t, x) = f(t, x), ✭✶✮

✐ áàãàòîòî÷êîâó óìîâó çà çì✐ííîþ t

u(t0, x) +
N∑

λ=1

dλ(x)u(tλ, x) = ϕ(x), x ∈ Rn \ Ω, ✭✷✮

∂kx = ∂k1x1 . . . ∂
kn
xn ✱ |k| = k1 + k2 + . . .+ kn✳

Ñòåïåíåâ✐ îñîáëèâîñò✐ êîåô✐ö✐➵íò✐â ôóíäàìåíòàëüíîãî âèðàçó L ó òî÷ö✐ P (t, x) ∈
Π\D õàðàêòåðèçóâàòèìóòü ôóíêö✐➝ s1

(
β
(1)
i , t

)
✐ s2

(
β
(2)
i , x

)
✿ s1

(
β
(1)
i , t

)
= |t− η|β

(1)
i

ïðè |t− η| ≤ 1✱ s1
(
β
(1)
i , t

)
= 1 ïðè |t− η| ≥ 1❀ s2

(
β
(2)
i , x

)
= ρβ

(2)
i (x) ïðè ρ(x) ≤ 1✱

s2

(
β
(2)
i , x

)
= 1 ïðè ρ(x) ≥ 1✱ ρ(x) = inf

z∈∂Ω
|x − z|✱ β(ν)

i ∈ (−∞,∞)✱ ν ∈ {1, 2}✱ β(ν) =
(
β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n

)
✱ β =

(
β(1), β(2)

)
✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç q(ν)✱ γ(ν)✱ µ(ν)
pi ✱ i ∈ {1, ..., n}✱ µ(ν)

0 ✕ ä✐éñí✐ íåâ✐ä✬➵ìí✐ ÷èñëà✱ [l] ✕
ö✐ëà ÷àñòèíà ÷èñëà l✱ l > 0✱ {l} = l − [l]✱ P1

(
t(1), x(1)

)
✱ P2

(
t(2), x(1)

)
✱ Hr

(
t(1), x(2)

)
✕

äîâ✐ëüí✐ òî÷êè ✐ç Π✱ x(1) =
(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n

)
✱ x(2) =

(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
r−1, x

(2)
r , x

(1)
r+1, . . . , x

(1)
n

)
✱ Q

✲ äîâ✐ëüíà çàìêíåíà îáëàñòü✱ Q ⊂ Π✳
❰çíà÷èìî ïðîñòîðè✱ â ÿêèõ âèâ÷à➵òüñÿ çàäà÷à ✭✶✮✕✭✷✮✳ C l(γ; β; q; Π) ✕ ìíîæèíà

ôóíêö✐é u : u(t, x) ∈ Q✱ ÿê✐ ìàþòü íåïåðåðâí✐ ÷àñòèíí✐ ïîõ✐äí✐ â îáëàñò✐ Q\QD âè✲
ãëÿäó ∂jt ∂

k
xu✱ 2bj + |k| ≤ [l]✱ äëÿ ÿêèõ ñê✐í÷åííà íîðìà

‖u; γ; β; q; Π‖l =
∑

2bj+|k|≤[l]

‖u; γ; β; q; Π‖2bj+|k| + 〈u; γ; β; q; Π〉l,

äå✱ íàïðèêëàä✱
‖u; γ; β; 0; Π‖ = sup

P∈Q
|u(P )| ≡ ‖u; Π‖0 ,

〈u; γ; β; q; Π〉l =
∑

2bj+|k|=[l]

{
n∑

r=1

sup
(P1,Hr)⊂Q

[
S
(
q; s1, s2; [l], t

(1), x̃
)
×

×s1
(
{l}
(
γ(1) − β(1)

r

)
, t(1)

)
s2
(
{l}
(
γ(2) − β(2)

r

)
, x̃
) ∣∣x(1)r − x(2)r

∣∣−{l}×

×
∣∣∂jt ∂kxu (P1)− ∂jt ∂kxu (Hr)

∣∣
]
+ sup

(P1,P2)∈Q
S
(
q; s1, s2; [l], t̃, x

(1)
)
×

×s1
(
{l}γ(1), t̃

)
s2
(
{l}γ(2), x(1)

)
|t(1) − t(2)|−{ l

2b} ∣∣∂jt ∂kxu (P1)− ∂jt ∂kxu (P2)
∣∣
}
.

Òóò ïîçíà÷åíî s1
(
a, t̃
)
= min

(
s1
(
a, t(1)

)
, s1
(
a, t(2)

))
✱ S (q; s1, s2; [l]; t, x) ≡ s1

(
q(1) + [l]γ(1), t

)
×

×s2
(
q(2) + [l]γ(2), x

) n∏

i=1

s1

(
−kiβ(1)

i , t
)
s2

(
−kiβ(2)

i , x
)
✱ s2(a, x̃) = min

(
s2
(
a, x(1)

)
, s2
(
a, x(2)

))
✳

Ùîäî çàäà÷✐ ✭✶✮✕✭✷✮ ââàæà➵ìî âèêîíàíèìè óìîâè✿
à✮ êîåô✐ö✐➵íòè ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ Ak(t, x)S1(k; s1; s2; t, x) ∈ Cα(Π)✱

Ap(t, x)
n∏

i=1

s1
(
piµ

(1)
pi
, t
)
× ×s2

(
piµ

(2)
pi , x

)
∈ Cα(γ; β; 0; Π)✱ 1 ≤ |p| ≤ 2b − 1✱ A0(t, x) ≤

✽✵



K < ∞ A0(t, x)s1(µ
(1)
0 , t)s2

(
µ
(2)
0 , x

)
∈ Cα(γ; β; 0; Π)✱ dλ(x) ∈ C2b+α(Rn) ✐ âèêîíó➵òüñÿ

óìîâà ð✐âíîì✐ðíî➝ ïàðàáîë✐÷íîñò✐ ❬✶❪ äëÿ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮❀

á✮ ôóíêö✐➝ f(t, x) ∈ Cα(γ; β; 2bγ; Π)✱ ϕ(x) ∈ C2b+α
(
γ̃; β̃; 0;Rn

)
✳

sup
Π

n∑
i=1

|dλ(x)|
∫
Rn
|Z(tλ, x, t0, ξ)|dξ ≤ h ≤ 1✱ β̃ =

(
0, β(2)

)
✱ γ̃ =

(
0, γ(2)

)
✱ γ(ν) = max

{
max
i
β
(ν)
i ,

max
i,pi

pi

(
µ
(ν)
pi − β(ν)

i

)

2b− |p| ,
µ
(ν)
0

2b
,

}
✱ ν ∈ {1, 2}✳

Z(t, x, τ, ξ) ✕ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ✃îø✐✳
Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé äëÿ çàäà÷✐ ✭✶✮✕✭✷✮ âèêîíàí✐ óìîâè à✮✕á✮✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ ➵äèíèé ðîçâ✬ÿçîê
çàäà÷✐ ✭✶✮✕✭✷✮ â ïðîñòîð✐ C2b+α(γ; β; 0; Π) ✐ ñïðàâäæó➵òüñÿ íåð✐âí✐ñòü

‖u; γ; β; 0; Π‖2b+α ≤ C

(
‖f ; γ; β; 2bγ; Π‖α +

∥∥∥ϕ; γ̃; β̃; 0;Rn
∥∥∥
2b+α

)
. ✭✸✮

➘ëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ✶ âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó ðîç✬ÿçí✐ñòü äîïîì✐æíèõ áàãàòîòî✲
÷êîâèõ çà ÷àñîì çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè✳ ➬ ìíîæèíè îäåðæàíèõ ðîçâ✬ÿçê✐â
âèä✐ëèìî çá✐æíó ïîñë✐äîâí✐ñòü✱ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî➝ áóäå ðîçâ✬ÿçêîì çàäà÷✐ ✭✶✮✱
✭✷✮✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❒àò✐é÷óê ❒✳■✳ Ïàðàáîë✐÷í✐ ñ✐íãóëÿðí✐ êðàéîâ✐ çàäà÷✐✳ ✃è➝â✿ ■íñòèòóò ìàòåìà✲
òèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✶✾✾✾✳ ✶✼✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✐✳♣✉❦❛❧s❦②❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ❜✳②❛s❤❛♥❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❮åïåðåðâíà í✐äå íå äèôåðåíö✐éîâíà ôóíêö✐ÿ✱ îçíà÷åíà â òåðì✐íàõ
ëàíöþãîâèõ As✲äðîá✐â

Ñîô✐ÿ Ðàòóøíÿê
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ Ó➘Ó ✐ìåí✐ ❒èõàéëà ➘ðàãîìàíîâà✱ ✃è➝â✱

Óêðà➝íà

❮àãàäà➵ìî✱ ùî íåñê✐í÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì íàçèâà➵òüñÿ âèðàç âèäó

1

a1 +
1

a2+✳✳✳+
1

an+✳✳✳

≡ [0; a1, a2, ..., an, ...].

❮åõàé 2 < s ✕ ô✐êñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî✱ As = {e0s, e1s, ..., e[s−1]s} ✕ àëôàâ✐ò
✭íàá✐ð ä✐éñíèõ ÷èñåë✮✱ 0 < e0s < e1s < ... < e[s−1]s✱ Ls = As × As × ... ✕ ïðîñò✐ð
ïîñë✐äîâíîñòåé åëåìåíò✐â àëôàâ✐òó✱ d0s = {[0; (e[s−1]s, e0s)]}, d1s = {[0; (e0s, e[s−1]s)]}.
Òîä✐✱ ÿêùî äëÿ âñ✐õ i ∈ {1, 2, ..., s − 1} âèêîíó➵òüñÿ eis − e[i−1]s ≤ d1s − d0s✱ òî äëÿ
áóäü✲ÿêîãî x ∈ [d0s; d1s] ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (an) ∈ Ls òàêà✱ ùî

x = 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ... = [0; a1, a2, ..., an, ...]
As , äå ai ∈ As. ✭✶✮

Ðîçêëàä ÷èñëà x â ëàíöþãîâèé äð✐á ✭✶✮ íàçèâà➵òüñÿ ëàíöþãîâèì As✲ïðåäñòàâëåííÿì✱
à ñêîðî÷åíèé çàïèñ [0; a1, a2, ..., an, ...]

As ✕ ëàíöþãîâèì As✲çîáðàæåííÿì✳

✽✶



Òåîðåìà ✶✳ ➘ëÿ òîãî ùîá ìíîæèíà çíà÷åíü óñ✐õ ëàíöþãîâèõ As✲äðîá✐â áóëà â✐äð✐ç✲
êîì✱ à ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë As✲äðîáàìè ìàëà íóëüîâó íàäëèøêîâ✐ñòü✱ íåîáõ✐äíî
✐ äîñòàòíüî✱ ùîá ÷èñëà e0s, e1s, ..., e[s−1]s áóëè ïîñë✐äîâíèìè ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷íî➝

ïðîãðåñ✐➝ ç ð✐çíèöåþ ds ≡ d1s − d0s ✭â öüîìó âèïàäêó e0se[s−1]s =
(s−1)2

s
✮✳

➬ä✐éñíèìî ïåðåêîäóâàííÿ ëàíöþãîâîãî As✲çîáðàæåííÿ çàñîáàìè êëàñè÷íîãî s✲
êîâîãî àëôàâ✐òó As = {0, 1, 2, ..., s− 1}✿

∆As
α1α2...αn...

= x = [0; a1, a2, ..., an, ...]
As , eαn,s = an, an ∈ As.

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ ôóíêö✐ÿ f ✱ îçíà÷åíà ð✐âí✐ñòþ✿

f(x = ∆As
α1α2...αn...

) = ∆A2
β1β2...βn...

, ✭✷✮

β1 =

{
0, ÿêùî α1 = s− 1,

1, ÿêùî αn 6= s− 1,
βn+1 =

{
βn, ÿêùî αn + αn+1 6= s− 1,

1− βn, ÿêùî αn + αn+1 = s− 1.

Òåîðåìà ✷✳ Ôóíêö✐ÿ f ➵ íåïåðåðâíîþ ✐ í✐äå íå ìîíîòîííîþ✳ ßêùî e12 < e0s✱ òî f ➵
í✐äå íå äèôåðåíö✐éîâíîþ✳

Ó äîïîâ✐ä✐ ïëàíó➵òüñÿ âèñâ✐òëåííÿ òîïîëîãî✲ìåòðè÷íî➝ ñêëàäîâî➝ òåîð✐➝ ëàíöþãî✲
âîãî As✲çîáðàæåííÿ ÷èñåë òà ➝➝ âèêîðèñòàííÿ äëÿ çàäàííÿ òà äîñë✐äæåííÿ ôóíêö✐é
ç✐ ñêëàäíèìè äèôåðåíö✐àëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè✳

❐✐òåðàòóðà

Ïðàöüîâèòèé ❒✳➶✳ ➘âîñèìâîëüí✐ ñèñòåìè êîäóâàííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë òà ➝õ çàñòî✲
ñóâàííÿ✳ ✖ ✃è➝â✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✷✷✳ ✕ ✸✶✻ ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ r❛t✉s❤✹✵✹❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ñòðóêòóðà òà ñò✐éê✐ñòü íåðóõîìèõ òî÷îê ó ïàðàìåòðèçîâàí✐é
äèíàì✐÷í✐é ñèñòåì✐

Ñàòóð ❰êñàíà
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❒îäåëþâàííÿ åâîëþö✐➝ ñèñòåì✱ ùî ñêëàäàþòüñÿ ç áàãàòüîõ âçà➵ìîä✐þ÷èõ êîìïî✲
íåíò✐â✱ ➵ ôóíäàìåíòàëüíèì çàâäàííÿì ó ÷èñëåííèõ íàóêîâèõ ãàëóçÿõ✳ Òàê✐ ìîäåë✐
çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ñîö✐àëüíèõ òà åêîíîì✐÷íèõ ïðîöåñ✐â✱ à òàêîæ äëÿ ïðîãíî✲
çóâàííÿ ðîçïîä✐ëó ðèíêîâèõ ÷àñòîê ÷è ïîë✐òè÷íîãî âïëèâó✳ ➶ ö✐é ðîáîò✐ äîñë✐äæó✲
➵òüñÿ äèñêðåòíà äèíàì✐÷íà ñèñòåìà ✭äèâ✳ ❬✶✱ ✷❪✮✱ ùî îïèñó➵ ïåðåðîçïîä✐ë ðåñóðñ✐â â
ïðîñòîð✐ ñòàí✐â Ω = {ω1, . . . , ωn}✳ Ñòàí ñèñòåìè çàäà➵òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì âåêòîðîì
pt = (pt1, . . . , p

t
n)✱ äå p

t
i ✕ ÷àñòêà ðåñóðñó✱ ÿêîþ âîëîä✐➵ i✲é êîìïîíåíò✳

➘èíàì✐êà âèçíà÷à➵òüñÿ íàáîðîì ñòàëèõ ïàðàìåòð✐â {c1, . . . , cn}✱ äå ci ∈ [0; 1] ïðåä✲
ñòàâëÿ➵ ✐íâàð✐àíòí✐ â ÷àñ✐ ñïðèÿòëèâ✐ óìîâè✱ ïîâ✬ÿçàí✐ ç êîæíèì êîìïîíåíòîì✳ ➴âî✲
ëþö✐ÿ ñèñòåìè îïèñó➵òüñÿ ð✐âíÿííÿì✿

pt+1
i = pti ·

n− 1 + ci(1− pti)
n− 1 + Ltc

, äå Ltc =
n∑

j=1

cjp
t
j(1− ptj). ✭✶✮

✽✷



Ó ö✐é ðîáîò✐ ïðîàíàë✐çîâàíî✱ ÿê íàá✐ð ñòàëèõ ïàðàìåòð✐â ci âèçíà÷à➵ ➵äèíèé ñò✐éêèé
ð✐âíîâàæíèé ñòàí ñèñòåìè p∞ = lim

t→∞
pt✳ ➶ñòàíîâëåíî àíàë✐òè÷íó ôîðìóëó äëÿ p∞✱

äîñë✐äæåíî ñò✐éê✐ñòü ð✐âíîâàãè òà îïèñàíî á✐ôóðêàö✐➝✱ ùî ñòðóêòóðóþòü ôàçîâèé
ïðîñò✐ð ñèñòåìè✳ ➘èíàì✐÷í✐ ñèñòåìè ñõîæîãî òèïó ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ ❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻❪✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé p ∈ Rn✱ n > 3✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî äëÿ êîæíîãî i = 1, n✱ ïî÷èíàþ÷è
ç äåÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t✱ âèêîíó➵òüñÿ îäíà ç óìîâ✿ κti > Ltc àáî κ

t
i < Ltc✳ Òîä✐ êîæíà

òðà➵êòîð✐ÿ äèíàì✐÷íî➝ êîíôë✐êòíî➝ ñèñòåìè ✭✶✮ çá✐ãà➵òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî ñòàíó✱
ÿêèé ➵ íåðóõîìîþ òî÷êîþ✿

p∞ = lim
t→∞

pt.

➘ëÿ áóäü✲ÿêîãî i = 1, n âèêîíó➵òüñÿ îäíà ç òàêèõ ð✐âíîñòåé✿

✶✳ p∞i = 0✱ ÿêùî ci ≤ Λ(M∗)✳

✷✳ p∞i = 1− Λ(M∗)
ci

✱ ÿêùî ci > Λ(M∗)✱

äå Λ(M∗) = γ(M∗)−1
∑

k∈M∗

1
ck

✱ γ(M∗) ✕ ïîòóæí✐ñòü ìíîæèíè M∗✳

➘ëÿ ñèñòåì íèçüêî➝ ðîçì✐ðíîñò✐ öåé çàãàëüíèé ðåçóëüòàò äà➵ ïðîñò✐ àíàë✐òè÷í✐
ðîçâ✬ÿçêè✳ ❮àïðèêëàä✱ ó ñèñòåì✐ ç äâîõ êîìïîíåíò✐â ✭n = 2✮ ð✐âíîâàæíèé ñòàí ìà➵

âèãëÿä p∞ =
(

c1
c1+c2

, c2
c1+c2

)
✳ Öÿ âíóòð✐øíÿ íåðóõîìà òî÷êà ➵ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî

ñò✐éêîþ✱ òîä✐ ÿê ãðàíè÷í✐ ñòàíè (1, 0) òà (0, 1) ➵ íåñò✐éêèìè ðåïåëåðàìè✳

Òâåðäæåííÿ ✶✳ ➘ëÿ áóäü✲ÿêî➝ ðîçì✐ðíîñò✐ n ≥ 2 òà áóäü✲ÿêîãî íàáîðó äîäàòíèõ
êîíñòàíò {ci} ➵äèíà íåðóõîìà òî÷êà p∞ ç✐ ñòðîãî äîäàòíèìè êîìïîíåíòàìè ✭âíó✲
òð✐øíÿ òî÷êà✮ ➵ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñò✐éêîþ✳ ➪óäü✲ÿê✐ ãðàíè÷í✐ ð✐âíîâàæí✐
òî÷êè ✭äå ïðèíàéìí✐ îäíà êîîðäèíàòà p∞i = 0✮ ➵ íåñò✐éêèìè✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳✱ ❆ t❤❡♦r❡♠ ♦♥ ❝♦♥✢✐❝t ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡❝t♦rs✱ ❯❦r❛✐♥✐❛♥
▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✷✵✵✸✱ ✺✺✱ ◆♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✻✼✶✕✻✼✽✳

❬✷❪ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳✱ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ▼❛t❤✳
▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✵✹✱ ✺✾✱ ◆♦✳ ✷✱ ♣✳ ✸✵✸✕✸✶✸✳

❬✸❪ ❑❛r❛t❛✐❡✈❛ ❚✳✱ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳✱ ❑r❛✇❝③②❦ ▼✳✱ ❑✉❧❛❦♦✇s❦✐ ❑✳ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❛ ❣❛♠❡ ❢♦r ♣♦✇❡r✱ P❤②s✐❝❛ ❆✱ ✷✵✶✾✱ ✺✷✺✱ P✳ ✺✸✺✕✺✹✼✳

❬✹❪ ❑❛r❛t❛❡✈❛ ❚✳✱ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳ ❙♦❝✐❡t②✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✷✵✱ ✷✹✼✳

❬✺❪ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳ ❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦♣✐♥✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥✿ ❚✐♠♦❦❤❛✱
❆✳ ✭❡❞s✮ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❈♦♠♣❧❡① ❙②st❡♠s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✷✺✳

❬✻❪ ❑❛r❛t❛✐❡✈❛ ❚✳✱ ❑♦s❤♠❛♥❡♥❦♦ ❱✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
♦❢ str✉❣❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❛ss✐st❛♥❝❡ ♦♥❧②
t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧❛②❡rs✱ ❯❦r❛✐♥s✬❦②✐ ▼❛t❡♠❛t②❝❤♥②✐ ❩❤✉r♥❛❧✱ ✷✵✷✺✱ ✼✼✱ ◆♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕
✶✽✻✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦r❧❛ss❛t❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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➶èêîðèñòàííÿ òåîð✐➝ ô✐ëüòð✐â ó äåÿêèõ ïèòàííÿõ ìàòåìàòè÷íîãî
àíàë✐çó

➘ìèòðî Ñåëþò✐í
Õàðê✐âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ➶✳❮✳ ✃àðàç✐íà✱ Õàðê✐â✱ Óêðà➝íà

Ô✐ëüòðîì íà íåïîðîæí✐é ìíîæèí✐ Ω íàçèâàþòü òàêó ñ✐ì✬þ ï✐äìíîæèí F ⊂ 2Ω✱ ÿêà
çàäîâîëüíÿ➵ íàñòóïíèì àêñ✐îìàì✿

✶✳ ∅ /∈ F❀

✷✳ A,B ∈ F⇒ A ∩ B ∈ F❀

✸✳ D ⊂ Ω, A ⊃ D ⇒ D ∈ F✳

❮åõàé X, Y ✕ òîïîëîã✐÷í✐ ïðîñòîðè✱ f : X → Y ✕ ôóíêö✐ÿ✱ y ∈ X✱ F ✕ ô✐ëüòð íà X✳
➹îâîðÿòü✱ ùî ôóíêö✐ÿ f çá✐ãà➵òüñÿ äî y çà ô✐ëüòðîì F ✭ïîçíà÷åííÿ✿ y = lim

F
f✮✱ ÿêùî

äëÿ äîâ✐ëüíîãî îêîëó U òî÷êè y ✐ñíó➵ åëåìåíò ô✐ëüòðà A ∈ F òàêèé✱ ùî {f(t) : t ∈
A} ⊂ U ✳ ➪✐ëüøå ïðî òåîð✐þ ìîæíà ïðî÷èòàòè✱ íàïðèêëàä✳ ó ÷óäîâîìó ï✐äðó÷íèêó
❬✶❪✳

➘îáðå â✐äîìî✱ ùî ✐ ïîõ✐äíà ôóíêö✐➝ îäí✐➵➝ çì✐ííî➝✱ ✐ âèçíà÷åíèé ✐íòåãðàë Ð✐ìàíà
âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ãðàíèö✐ ïåâíèõ âåëè÷èí✳ Òîáòî äàí✐ ïîíÿòòÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè✱
ÿêùî çàì✐íèòè â✐äïîâ✐äí✐ çá✐æíîñò✐ íà çá✐æíîñò✐ çà â✐äïîâ✐äíèìè ô✐ëüòðàìè✳

➶ ðîáîòàõ ❬✷❪ òà ❬✸❪ ìè íàâîäèìî êîíöåïö✐➝ ïîõ✐äíî➝ òà âèçíà÷åíîãî ✐íòåãðàëà â òåð✲
ì✐íàõ ô✐ëüòð✐â✱ ïîêàçó➵ìî çâ✬ÿçîê ì✐æ êëàñè÷íèìè ïîíÿòòÿì ïîõ✐äíî➝ òà ✐íòåãðàëó ç
íîâèìè îá✬➵êòàìè✱ òà âèâ÷à➵ìî âëàñòèâîñò✐✱ ïðèòàìàíí✐ îòðèìàíèì ðåçóëüòàòàì✳

❰çíà÷åííÿ✳ ❮åõàé f : R→ R ✕ ôóíêö✐ÿ✱ âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîë✐ òî÷êè x0 ∈ R✳
❮åõàé F ✕ ô✐ëüòð íà R✳ Ïîõ✐äíîþ ôóíêö✐➝ y = f(x) â òî÷ö✐ x0 â✐äíîñíî ô✐ëüòðà F

áóäåìî íàçèâàòè
df

dF (x0) = lim
F
Dx0(f, h),

äå

Dx0(f, h) =
1

h
(f(x0 + h)− f(x0)) .

❮åõàé f : [0, 1] → R ✕ ôóíêö✐ÿ✳ Ïîçíà÷èìî Π = {a = ξ0 < ξ1 < ξ2 < ... < ξn = b}
✕ ðîçáèòòÿ â✐äð✐çêà [a, b]✱ òîáòî✱[a, b] =

n∪
k=1

[ξk−1, ξk]✳ Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òî÷îê T =

{t1, t2, ..., tn}✱ òàê✐✱ ùî äëÿ äîâ✐ëüíîãî k ∈ {1, ..., n} tk ∈ [ξk−1, ξk]✳ ➘ëÿ k ∈ {1, ..., n}
ïîçíà÷èìî

∆k := |ξk − ξk−1|.
×åðåç TP [0, 1] ìíîæèíó âñ✐õ â✐äì✐÷åíèõ ðîçáèòò✐â â✐äð✐çêó [0, 1]✳ ➘ëÿ ðîçáèòòÿ (Π, T ) ∈
TP [0, 1] ïîçíà÷èìî

S(f,Π, T ) =
n∑

k=1

f(tk)∆k.

❰çíà÷åííÿ✳ ❮åõàé f : [0, 1] → R ✕ ôóíêö✐ÿ✱ F ✕ô✐ëüòð íà TP [0, 1]✳ ➪óäåìî íà✲
çèâàòè ôóíêö✐þ f ✐íòåãðîâíîþ â✐äíîñíî ô✐ëüòðà F ✭êîðîòøå✿ F✲✐íòåãðîâíîþ✮✱ ÿêùî
✐ñíó➵ òàêå ÷èñëî I ∈ R✱ ùî

I = lim
F
S(f,Π, T ).
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×èñëî I ïðè öüîìó áóäåìî íàçèâàòè ✐íòåãðàëîì ôóíêö✐➝ f â✐äíîñíî ô✐ëüòðà F ✭F✲
✐íòåãðàëîì ôóíêö✐➝ f✮✳ Ïîçíà÷åííÿ✿

I =

1∫

0

fdF.

Òåîðåìà✳ ❮åõàé f, g : R→ R ✕ ôóíêö✐➝✱ âèçíà÷åí✐ â äåÿêîìó îêîë✐ òî÷êè x0 ∈ R✳
❮åõàé F ✕ ô✐ëüòð íà R✱ α, β ∈ R✳ Òîä✐

d(αf + βg)

dF
(x0) = α

df

dF
(x0) + β

dg

dF
(x0),

✐íøèìè ñëîâàìè✱ ïîõ✐äíà çà ô✐ëüòðîì â✐ä ñóìè äâîõ ôóíêö✐é ✕ öå ñóìà ïîõ✐äíèõ çà
ô✐ëüòðîì â✐ä öèõ äâîõ ôóíêö✐é✳

❰çíà÷åííÿ✳ ❮åõàé F ✕ ô✐ëüòð íà TP [0, 1]✱ f, g : [0, 1] → R ✕ ôóíêö✐➝✱ f, g ✕
✐íòåãðîâí✐ â✐äíîñíî ô✐ëüòðà F✱ α, β ∈ R✳ Òîä✐ (αf + βg) òàêîæ ✐íòåãðîâíà â✐äíîñíî
ô✐ëüòðà F✳

Òåçè ï✐äãîòîâëåíî â ðàìêàõ âèêîíàííÿ äåðæáþäæåòíî➝ òåìè ❒✐í✐ñòåðñòâà îñâ✐òè ✐

íàóêè Óêðà➝íè ➑ ➪Ô✴✸✷✲✷✵✷✶✭✶✶✮✳

✶✳ ✃àäåöü ➶✳ ❒✳ ✃óðñ ôóíêö✐îíàëüíîãî àíàë✐çó òà òåîð✐➝ ì✐ðè✳ ✲ ❐üâ✐â✿ ➶èäàâåöü
■✳ ➴✳ ×èæèêîâ✱ ✷✵✶✷✳ ✕ ✺✾✵ ñ✳ ✕ ✭Ñåð✐ÿ ✑Óí✐âåðñèòåòñüêà á✐áë✐îòåêà✑✮✳

✷✳ ❙❡❧✐✉t✐♥ ❉✳ ❖♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✜❧t❡r✱ ❱✐s♥②❦ ♦❢ ❱✳◆✳ ❑❛r❛③✐♥ ❑❤❛r❦✐✈
◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❙❡r✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ✷✵✷✸✳
❱♦❧✳ ✾✽✳ P✳ ✷✺✲✸✺✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✷✻✺✻✺✴✷✷✷✶✲✺✻✹✻✲✷✵✷✸✲✾✽✲✵✷✳

✸✳ ❙❡❧✐✉t✐♥ ❉✳ ❖♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✜❧t❡r✳ ❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴♣❞❢✴✷✺✵✻✳✶✼✼✺✶

❡✲♠❛✐❧✿ ❞✳s❡❧✐✉t✐♥❅❦❛r❛③✐♥✳✉❛

❰ö✐íêè â✐äõèëåíü ñóì Ôóð✬➵ íà êëàñàõ ➶åéëÿ✕❮àäÿ W r
β,1

➚íàòîë✐é Ñåðäþê✱ ■ãîð Ñîêîëåíêî
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé Lp, 1 ≤ p < ∞, ✖ ïðîñò✐ð 2π✲ïåð✐îäè÷íèõ ñóìîâíèõ â p✲ìó ñòåïåí✐ íà
[−π, π) ôóíêö✐é ϕ ç íîðìîþ

‖ϕ‖p =
( π∫

−π

|ϕ(t)|pdt
)1/p

;

L∞ ✖ ïðîñò✐ð 2π✲ïåð✐îäè÷íèõ âèì✐ðíèõ òà ✐ñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêö✐é ϕ â ÿêîìó
íîðìà çàäàíà ð✐âí✐ñòþ

‖ϕ‖∞ = ess sup
t
|ϕ(t)|;

C ✖ ïðîñò✐ð 2π✲ïåð✐îäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é ϕ ç íîðìîþ

‖ϕ‖C = max
t
|ϕ(t)|.
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❮åõàé✱ äàë✐✱ W r
β,p, r > 0, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, ✖ êëàñè 2π✲ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é f ✱

ùî çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿä✐ çãîðòêè

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫

−π

ϕ(x− t)Br,β(t)dt, a0 ∈ R,

π∫

−π

ϕ(t)dt = 0, ✭✶✮

ç ÿäðàìè ➶åéëÿ✲❮àäÿ Br,β âèãëÿäó

Br,β(t) =
∞∑

k=1

k−r cos

(
kt− βπ

2

)
, r > 0, β ∈ R, ✭✷✮

ôóíêö✐é ϕ✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ϕ ∈ Bp✱ äå

Bp := {ϕ ∈ Lp : ‖ϕ‖p ≤ 1} , 1 ≤ p ≤ ∞. ✭✸✮

✃ëàñèW r
β,p íàçèâàþòü êëàñàìè ➶åéëÿ✕❮àäÿ✱ à ôóíêö✐þ ϕ â çîáðàæåíí✐ ✭✶✮ íàçèâàþòü

(r, β)✲ïîõ✐äíîþ â ñåíñ✐ ➶åéëÿ✕❮àäÿ ôóíêö✐➝ f ✐ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç f rβ ✳
ßêùî r ∈ N ✐ β = r, òî ôóíêö✐➝ âèãëÿäó ✭✷✮ ➵ â✐äîìèìè ÿäðàìè ➪åðíóëë✐✱ à

â✐äïîâ✐äí✐ êëàñè W r
β,p çá✐ãàþòüñÿ ç â✐äîìèìè êëàñàìè W r

p 2π✲ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é f ✱
ÿê✐ ìàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâí✐ ïîõ✐äí✐ äî (r − 1)✲ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ✐ òàê✐✱ ùî
‖f (r)‖p ≤ 1✳ Ïðè öüîìó ìàéæå ñêð✐çü âèêîíó➵òüñÿ ð✐âí✐ñòü f (r)(x) = f rr (x), r ∈ N.
ßêùî r > 0 ✐ β = r✱ òî êëàñè W r

β,p ➵ â✐äîìèìè êëàñàìè ➶åéëÿ W r
p ✳

Ïðè äîâ✐ëüíèõ 1 ≤ p ≤ ∞✱ r > 1
p
, β ∈ R âèêîíóþòüñÿ âêëàäåííÿW r

β,p ⊂ C✳ Ðîçãëÿ✲
äàòèìåòüñÿ âèïàäîê r > 2 ✐✱ îòæå✱ êëàñè ➶åéëÿ✕❮àäÿ â ö✐é ñèòóàö✐➝ ñêëàäàòèìóòüñÿ
ëèøå ç íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é✳

❮åõàé f ∈ L✳ ×åðåç Sn−1(f) = Sn−1(f ; x) ïîçíà÷àþòü ÷àñòèííó ñóìó Ôóð✬➵ ïîðÿä✲
êó n− 1 ôóíêö✐➝ f ✿

Sn−1(f ; x) =
a0
2

+
n−1∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), ✭✹✮

äå ak ✐ bk ✖ êîåô✐ö✐➵íòè Ôóð✬➵ ôóíêö✐➝ f ✳
❮åõàé N ✖ äåÿêèé ôóíêö✐îíàëüíèé êëàñ ç ïðîñòîðó C✳ Ðîçãëÿäà➵òüñÿ âåëè÷èíà

En(N) := sup
f∈N
|ρn(f ; x)| = sup

f∈N
|f(x)− Sn−1(f ; x)| ✭✺✮

✐ äîñë✐äæó➵òüñÿ çàäà÷à ïðî â✐äøóêàííÿ àñèìïòîòè÷íî➝ ð✐âíîñò✐ äëÿ âåëè÷èíè En(N)
ó âèïàäêó✱ êîëè ó ðîë✐ N âèñòóïàþòü êëàñè ➶åéëÿ✕❮àäÿ W r

β,1, r > 2, β ∈ R✳ Öåí✲
òðàëüíèì ðåçóëüòàòîì ➵ òåîðåìà ✷✱ ÿêà äîçâîëÿ➵ îòðèìóâàòè ð✐âíîì✐ðí✐ ïî âñ✐õ ðîç✲
ãëÿäóâàíèõ ïàðàìåòðàõ àñèìïòîòè÷í✐ ð✐âíîñò✐ äëÿ âåëè÷èí En(W r

β,1) ïðè n → ∞ ✐
r →∞ â çàëåæíîñò✐ â✐ä ñï✐ââ✐äíîøåíü ì✐æ ïàðàìåòðàìè r ✐ n✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé r > 2, β ∈ R ✐ n ∈ N✳ Òîä✐ ìà➵ ì✐ñöå ôîðìóëà

En(W r
β,1) =

1

nr
n

r

(
1

π
+ θ̄

(
1

r − 2
+
r

n

))
, ✭✻✮

â ÿê✐é θ̄ = θ̄r,n,β ∈
(
− 2
π
, 2
π

)
✳

➬ òåîðåìè ✶✱ à òàêîæ òåîðåìè ✶ ðîáîòè ❬✶❪ òà òåîðåì ✶ ✐ ✷ ðîáîòè ❬✷❪ âèïëèâà➵
çàãàëüíå òâåðäæåííÿ✳

✽✻



Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé r > 2, β ∈ R ✐ n ∈ N✳ Òîä✐ ìà➵ ì✐ñöå ôîðìóëà

En(W r
β,1) =

1

nr

(
1

π(1− e−r/n) +O(1)δr,n
)
, ✭✼✮

äå

δr,1 := e−r, δr,n :=





n

r(r − 2)
, 2 < r ≤ n+ 1,

r

n2
e−r/n, n+ 1 ≤ r ≤ n2,

(
1 +

1

n

)−r
, n2 ≤ r,

n ≥ 2. ✭✽✮

à O(1) ✖ âåëè÷èíà✱ ð✐âíîì✐ðíî îáìåæåíà â✐äíîñíî âñ✐õ ðîçãëÿäóâàíèõ ïàðàìåòð✐â✳

Öÿ ðîáîòà ➵ ÷àñòèíîþ ïðî➵êòó✱ ÿêèé îòðèìàâ ô✐íàíñóâàííÿ çà Ïðî✲
ãðàìîþ äîñë✐äæåíü òà ✐ííîâàö✐é ➍âðîïåéñüêîãî Ñîþçó ➽➹îðèçîíò
✷✵✷✵➾ â ðàìêàõ ãðàíòîâî➝ óãîäè ❒àð✐➝ Ñêëîäîâñüêî➝✲✃þð✐ ➑ ✽✼✸✵✼✶✱
❙❖▼P❆❚❨✳

Ðîáîòà òàêîæ ÷àñòêîâî ï✐äòðèìàíà t❤❡ ❱♦❧❦s✇❛❣❡♥❙t✐❢t✉♥❣ ♣r♦❥❡❝t ✑❋r♦♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s t♦ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ✐ ãðàíòàìè â✐ä Ôóíäàö✐➝ Ñàéìîíñà ✭❙❋■✲P❉✲❯❦r❛✐♥❡✲
✵✵✵✶✹✺✽✻✱ ❆❙✮ ❛♥❞ ✭❙❋■✲P❉✲❯❦r❛✐♥❡✲✵✵✵✶✹✺✽✻✱ ■❙✮✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❆✳❙✳ ❙❡r❞②✉❦✱ ■✳❱✳ ❙♦❦♦❧❡♥❦♦✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❋♦✉r✐❡r s✉♠s ✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❚♦♣♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✾✱ ✹✱ ♣♣✳ ✸✽✶✕✸✽✼✳

❬✷❪ ❆✳❙✳ ❙❡r❞②✉❦✱ ■✳❱✳ ❙♦❦♦❧❡♥❦♦✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❋♦✉r✐❡r ❙✉♠s ✐♥ t❤❡ ❈❧❛ss❡s ♦❢
❲❡②❧✕◆❛❣② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❍✐❣❤ ❊①♣♦♥❡♥t ♦❢ ❙♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❯❦r❛✐♥✐❛♥
▼❛t❤✳ ❏✳ ✷✵✷✷✱ ✼✹✭✺✮✱ ♣♣✳ ✼✽✸✕✽✵✵✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✷✺✸✲✵✷✷✲✵✷✶✵✶✲✻✳

❡✲♠❛✐❧✿ s❡r❞②✉❦❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛✱ s♦❦♦❧❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

❒îäåëþâàííÿ ðîçâ✬ÿçêó îäíîð✐äíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ç
âèïàäêîâîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

➹àííà Ñëèâêà✲Òèëèùàê✱ ✃àòàë✐í ✃ó÷✐íêà✱ ❒èõàéëî ❒àä✐
Óæãîðîäñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò✱ Óæãîðîä✱ Óêðà➝íà✱

➬àêàðïàòñüêèé óãîðñüêèé ✐íñòèòóò ✐ì✳ Ôåðåíöà Ðàêîö✐ ■■✱ ➪åðåãîâå✱ Óêðà➝íà

Ðåçóëüòàòîì ö✐➵➝ ðîáîòè ➵ ïîáóäîâà ìîäåë✐✱ ÿêà àïðîêñèìó➵ ðîçâ✬ÿçîê ð✐âíÿííÿ
òåïëîïðîâ✐äíîñò✐ ç âèïàäêîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ❰ðë✐÷à✳ Ó ❬✶❪ çíàéäåíî óìî✲
âè✱ çà ÿêèõ ðîçâ✬ÿçîê êðàéîâî➝ çàäà÷✐ äëÿ îäíîð✐äíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ✐ñíó➵ ç
éìîâ✐ðí✐ñòþ îäèíèöÿ ✐ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä✐ ïåâíîãî íåïåðåðâíî äèôå✲
ðåíö✐éîâíîãî ðÿäó✳ ➘åÿê✐ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ✐â òà âèïàäêîâèõ
ïîë✐â ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ Þ✳ ➶✳ ✃îçà÷åíêà òà éîãî ó÷í✐â ✭íàïðèêëàä ❬✷❪✮✳ Ó
öèõ ðîáîòàõ àâòîðè íå ëèøå áóäóþòü ìîäåë✐ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñ✐â òà ïîë✐â✱ àëå é
äîñë✐äæóþòü òî÷í✐ñòü òà íàä✐éí✐ñòü öèõ ìîäåëåé✳

✽✼



❰ñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî äîñë✐äæåííÿ ➵ ïîáóäîâà ìîäåë✐ ðîçâ✬ÿçêó ïàðàáî✲
ë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ✐ç çàäàíîþ íàä✐éí✐ñòþ òà òî÷í✐ñòþ✳ Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíö✐àëüíå
ð✐âíÿííÿ✿

∂2V (t, x)

∂x2
− ∂V (t, x)

∂t
= 0

V (t, 0) = 0 V (t, π) = 0, V (0, x) = ξ(x),

äå ξ(x) ∈ Lu(Ω)✳
❮åõàé ξ(x) ✕ âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç ïðîñòîðó ❰ðë✐÷à Lu(Ω)✳ ➘ëÿ ïðîöåñó ξk ìè

ïîáóäó➵ìî ìîäåëü✿

ξ̂k =

π∫

0

ρ(x)Xk(x)ξ̂(x) dx.

Ïîçíà÷èìî

VN(t, x)
.
=

N−1∑

k=1

ξke
−λktXk(x);

✐

V̂N(t, x)
.
=

N−1∑

k=1

ξ̂ke
−λktXk(x). ✭✶✮

➶ ðîáîò✐ îòðèìàíî óìîâè çà ÿêèõ ìîäåëü ✭✶ àïðîêñèìó➵ ðîçâ✬ÿçîê äàíîãî îäíî✲
ð✐äíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ✐ç çàäàíîþ íàä✐éí✐ñòþ òà òî÷í✐ñòþ â ð✐âíîì✐ðí✐é
ìåòðèö✐✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ✃îçà÷åíêîÞ✳➶✳✱ ✃ó÷✐íêà ✃✳➱✳✱ Ñëèâêà✲Òèëèùàê ➹✳■✳ ➶èïàäêîâ✐ ïðîöåñè â çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷íî➝ ô✐çèêè✳ ❒îíîãðàô✐ÿ✳ Óæãîðîä✿ ➶èä✲âî Ò❰➶ ➽Ð■✃✲Ó➾✱ ✷✵✶✼✳ ✷✺✻ñ✳

❬✷❪ ✃îçà÷åíêî Þ✳ ➶✳✱ Ïàøêî ➚✳ ❰✳✱ Ðîçîðà ■✳ ➶✳ ❒îäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ✐â
òà ïîë✐â✱ ✃✳✿ ➶ÏÖ ➬àäðóãà✱ ✷✵✵✼✳ ✕ ✷✸✵ñ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛♥♥❛✳s❧②✈❦❛❅✉③❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

■ñòîòíî îñîáëèâ✐ ôóíêö✐➝ â àñèìïòîòèö✐ ðîçâ✬ÿçêó ð✐âíÿííÿ òèïó
❰ððà✲➬îììåðôåëüäà ç äèôåðåíö✐àëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó

➶àëåíòèí Ñîá÷óê✱ ■ðèíà ➬åëåíñüêà
✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà
✃è➝âñüêèé ïîë✐òåõí✐÷íèé ✐íñòèòóò ✐ìåí✐ ■ãîðÿ Ñ✐êîðñüêîãî✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ð✐âíÿííÿ ❰ððà✲➬îììåðôåëüäà ➵ îäíèì ç êëþ÷îâèõ ð✐âíÿíü òåîð✐➝ ã✐äðîäèíàì✐✲
÷íî➝ ñò✐éêîñò✐✳ Ñïåêòð âèðîäæåíîãî îïåðàòîðà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ ãðóï åëåìåíò✐â✿
ñòàá✐ëüíî➝ òà íåñòàá✐ëüíî➝✳ ✃îæíà ç öèõ ãðóï â àñèìïòîòèö✐ ðîçâ✬ÿçêó çàäà➵ ïîðÿäîê
ðîñòó â✐äíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà✳ ➹îëîâíà ïðîáëåìà✱ ÿêà âèíèêà➵ äëÿ âåêòîðíèõ ð✐â✲
íÿíü âèùèõ ïîðÿäê✐â ç òî÷êàìè çâîðîòó✱ ïîëÿãà➵ â îïèñàíí✐ òà äîñë✐äæåíí✐ ✐ñòîòíî
îñîáëèâèõ ôóíêö✐é✱ ÿê✐ âèíêàþòü ïðè ïîáóäîâ✐ àñèìïòîòèêè ðîçâ✬ÿçêó✳

Ïîñòàíîâêà çàäà÷✐

✽✽



Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✭ÑÑ➬➘Ð✮✿

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), ✭✶✮

ïðè ε → 0✱ x ∈ [−l, 0]✱ Y (x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε), y4(x, ε)) ✲ øóêàíà
âåêòîð✲ôóíêö✐ÿ✱ H(x) = colomn(0, 0, 0, h(x)) ✕ çàäàíà âåêòîð✲ôóíêö✐ÿ✱

A(x, ε) = A0(x) + εA1 =




0 ε 0 0
0 0 ε 0
0 0 0 1

−c(x) −b(x) −a(x) 0




â✐äîìà ìàòðèöÿ✱ åëåìåíòè ÿêî➝ a(x) = xã(x)✱ b(x)✱ c(x) ✕ íåñê✐í÷åííî äèôåðåíö✐éîâí✐
ôóíêö✐➝ íà â✐äð✐çêó ❬✲❧❀ ✵❪✳

❰ïèøåìî ïðîñò✐ð✱ â ÿêîìó áóäåìî ðîçâ✬ÿçóâàòè äàíó çàäà÷ó

D1k = α1k(x, ε)U1(t) + εγβ1k(x, ε)U
′
1(t),

D2k = α2k(x, ε)U2(t) + εγβ2k(x, ε)U
′
2(t),

D3k = fk(x, ε)ν(t) + εγgk(x, ε)ν
′(t),

D4k = ωk(x, ε),

äå Ui(t), (i = 1, 2) ✕ ôóíêö✐➝ ➴éð✐✲❐àíãåðà ❬✷❪✳
Òî÷êà ε = 0 ➵ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮✱ à òîìó äëÿ öüîãî ð✐âíÿííÿ íå

âèêîíó➵òüñÿ êëàñè÷íà òåîðåìà ïðî àíàë✐òè÷íó çàëåæí✐ñòü ðîçâ✬ÿçêó â✐ä ìàëîãî ïà✲
ðàìåòðà✳ Ó ðîçâ✬ÿçêîâ✐ ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ öÿ òî÷êà ïîðîäæó➵ äåÿê✐ îñîáëèâîñò✐✱ ÿê✐ áóäåìî
íàçèâàòè ✐ñòîòíî îñîáëèâèìè ôóíêö✐ÿìè ✭■❰Ô✮✱ òîáòî ôóíêö✐ÿìè✱ ÿê✐ íå ➵ àíà✲
ë✐òè÷íèìè â✐äíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0✳

➶ äàíîìó âèïàäêó äëÿ îäíîð✐äíî➝ çàäà÷✐ ìè âèêîðèñòîâó➵ìî ìîäåëüíèé îïåðàòîð
➴éð✐✲❐àíãåðà

U ′′ (t)− tU (t) = 0. ✭✷✮

Òîìó ✐ñòîòíî îñîáëèâ✐ ôóíêö✐➝✱ ÿê✐ âèíèêàþòü â ðîçâ✬ÿçêàõ îäíîð✐äíî➝ çàäà÷✐ ìà✲
þòü âèãëÿä

Ai (t) =
e−ξ

2
√
π 4
√
t

∞∑

k=0

(−1)k ck ξ−k, Bi (t) =
eξ√
π 4
√
t

∞∑

k=0

ck ξ
−k,

òà

Ai (−t) = 1√
π 4
√
t

{
sin γ ·

∞∑

k=0

(−1)k c2k ξ
−2k −

− cos γ ·
∞∑

k=0

(−1)k c2k+1 ξ
−2k−1

}
,

Bi (−t) = 1√
π 4
√
t

{
cos γ ·

∞∑

k=0

(−1)k c2k ξ
−2k +

+ sin γ ·
∞∑

k=0

(−1)k c2k+1 ξ
−2k−1

}
,

äå

c0 = 1, ξ =
2

3
t3/2; ck =

(2k + 1) (2k + 3) . . . (6k − 1)

216k · k! ; γ =
2

3
t3/4 +

π

4
.

✽✾



➘ëÿ íåîäíîð✐äíî➝ çàäà÷✐ âèãëÿäó ✭✶✮ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëüíèé îïåðàòîð

U ′′ (t)− tU (t) = π−1.

■ñòîòíî îñîáëèâà ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà âèíèêà➵ ó ðîçâ✬ÿçêàõ íåîäíîð✐äíî➝ çàäà÷✐

ν(t) = Bi(t)

t∫

+∞

Ai(τ)dτ − Ai(t)

t∫

0

Bi(τ)dτ,

êîëè t ∈ [0; +∞)✳
❰ñê✐ëüêè ν (t) = lim

ε→+0
ν̃ (t)✱ òî

ν ′ (t) = −π−1

∞∫

0

s cos

(
1

3
s3 + st

)
ds.

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞ ❙t❡❣✉♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✴✴ ❙❝❛♥♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇♦r❦✳ ✶✾✼✾✳ ✽✸✷ ♣

❬✷❪ ➪îáî÷êî ➶✳❒✳✱ Ïåðåñòþê ❒✳❰✳ ➚ñèìïòîòè÷íå ✐íòåãðóâàííÿ ð✐âíÿííÿ ❐✐óâ✐ëëÿ ç
òî÷êàìè çâîðîòó✴✴ ✃✳✿ ❮àóêîâà äóìêà✱ ✷✵✵✷✳ ✸✶✵ ñ✳

❬✸❪ Ñîá÷óê ➶✳➶✳✱ ➬åëåíñüêà ■✳❰✳✱ Ïîáóäîâà àñèìïòîòèêè ðîçâ✬ÿçêó ñèñòåìè Ñ➬➘Ð
✹✲ãî ïîðÿäêó ç äèôåðåíö✐àëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó ìåòîäîì ✐ñòîòíî îñîáëèâèõ
ôóíêö✐é✱ ❮àóêîâèé â✐ñíèê Óæãîðîäñüêîãî óí✐âåðñèòåòó✱ Ò✳ ✹✶✱ ➑ ✷✱ ✭✷✵✷✷✮✱ ❈✳ ✼✽✕
✾✵✱ ❉❖■✿ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✷✹✶✹✹✴✷✻✶✻✲✼✼✵✵✳✷✵✷✷✳✹✶✭✷✮✳✼✽✲✾✵✳ ✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✳✈✳s♦❜❝❤✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❡✲♠❛✐❧✿ ❦♦♣❝❤✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Òðèãîíîìåòðè÷í✐ ïîïåðå÷íèêè êëàñ✐â ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ
çì✐ííèõ òèïó ❮✐êîëüñüêîãî✕➪➵ñîâà ó ïðîñòîð✐ Bq,1

✃àòåðèíà Ñîë✐÷
➶îëèíñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ❐åñ✐ Óêðà➝íêè✱ ❐óöüê✱ Óêðà➝íà

➘îñë✐äæóþòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷í✐ ïîïåðå÷íèêè êëàñ✐â BΩ
p,θ ❬✶❪ ïåð✐îäè÷íèõ ôóí✲

êö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ✭d ≥ 2✮ ó ïðîñòîð✐ Bq,1 ✭äèâ✳✱ íàïðèêëàä✱ ❬✷❪✮✳ ❮îðìà â öüîìó

ïðîñòîð✐ ➵ á✐ëüø ñèëüíîþ✱ í✐æ Lq✕íîðìà✳ ❮àäàë✐ Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj)✱ äå ω(τ) ✕ çàäàíà

ôóíêö✐ÿ îäí✐➵➝ çì✐ííî➝ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñò✐ ïîðÿäêó l✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè
➪àð✐✕Ñò➵÷ê✐íà (Sα) òà (Sl) ❬✸❪✳

❰çíà÷èìî àïðîêñèìàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó✱ ÿêà íàìè äîñë✐äæó➵òü❝ÿ✳
❮åõàé F ⊂ Bq,1✕ äåÿêèé ôóíêö✐îíàëüíèé êëàñ✳ Òîä✐ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîïåðå✲

÷íèê êëàñó F ó ïðîñòîð✐ Bq,1 ✭ïîçíà÷åííÿ dTm(F,Bq,1)✮ âèçíà÷à➵òüñÿ çà ôîðìóëîþ

dTm(F,Bq,1) := inf
θm

sup
f∈F

inf
t(θm)
||f − t(θm)||Bq,1 , ✭✶✮

✾✵



äå t(θm) := t(θm, x) =
∑m

j=1 cje
i(kj ,x)✱ θm := {k1, ..., km} ✕ âñåìîæëèâ✐ íàáîðè âåêòîð✐â

kj = (kj1, ..., k
j
d)✱ j = 1,m✱ ç ö✐ëî÷èñëîâî➝ ðåø✐òêè Zd✱ cj ✕ äîâ✐ëüí✐ êîìïëåêñí✐ ÷èñëà ✐

(kj, x) = kj1x1 + ...+ kjdxd✳
Òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîïåðå÷íèê dTm(F, Lq) áóâ ââåäåíèé â ðîáîò✐ ❬✹❪✳
Ñôîðìóëþ➵ìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé d ≥ 2✱ 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞✱ (q, p)∈{(1, 1), (∞,∞)}✱ 1 ≤ θ ≤ ∞✱ à

Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj)✱ äå ω(τ) çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > 0 ✐ óìîâó (Sl)✳ Òîä✐

äëÿ áóäü✲ÿêî➝ ïîñë✐äîâíîñò✐ m = (mn)
∞
n=1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêî➝✱ ùî m ≍ 2nnd−1

ñïðàâåäëèâå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

dTm(B
Ω
p,θ, Bq,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). ✭✷✮

Ñï✐âñòàâèâøè ✭✷✮ ç â✐äïîâ✐äíîþ îö✐íêîþ ïîïåðå÷íèêà dTm(B
Ω
p,θ, Lq) ❬✶❪ îòðèìà➵ìî

íàñòóïíå✳

❮àñë✐äîê ✶✳ ➬à âèíÿòêîì âèïàäêó θ = 1✱ îö✐íêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîïåðå÷íèê✐â
êëàñ✐â BΩ

p,θ ó ïðîñòîðàõ Bq,1 ✐ Lq ➵ ð✐çíèìè çà ïîðÿäêîì✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❨♦♥❣s❤❡♥❣ ❙✳✱ ❍❡♣✐♥❣ ❲✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✐①❡❞ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✳✱ ❚r✳ ▼❛t✳ ■♥st✳ ❙t❡❦❧♦✈❛✱ ✶✾✾✼✱
❱♦❧✳ ✷✶✾✱ P✳ ✸✺✻✕✸✼✼✳

❬✷❪ ✃àòåðèíà Ïîæàðñüêà✱ ➚íàòîë✐é Ðîìàíþê✱ Ñåðã✐é ßí÷åíêî✳ ❮àéêðàù✐ íàáëèæåí✲
íÿ êëàñ✐â ïåð✐îäè÷íèõ ôóíêö✐é áàãàòüîõ çì✐ííèõ ç îáìåæåíîþ äîì✐íóþ÷îþ ì✐✲
øàíîþ ïîõ✐äíîþ✳ Óêð✳ ❒àò✳ ➷óðí✳✱ ✷✵✷✹✳✱ Ò✳ ✼✻✱ ➑ ✼✱ Ñ✳ ✶✵✵✼✕✶✵✷✸✳

❬✸❪ ➪àðè ❮✳✃✳✱ Ñòå÷êèí Ñ✳➪✳ ❮àèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ❝âîé✲
ñòâà äâóõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé✳ Òð✳ ❒îñê✳ ìàò✳ î✲âà✱ ✶✾✺✻✱ Ò✳ ✺✱ Ñ✳ ✹✽✸✕✺✷✷✳

❬✹❪ ➮ñìàãèëîâ Ð✳Ñ✳✱ Ïîïåðå÷íèêè ìíîæåñòâ â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñ✲
òâàõ è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè✳ Óñïåõè ìàò✳
íàóê✱ ✶✾✼✹✱ Ò✳ ✷✾✱ ➑ ✸✱ Ñ✳ ✶✻✶✕✶✼✽✳

❡✲♠❛✐❧✿ s♦❧✐❝❤❦❛t✐❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❒îäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ åï✐äåì✐➝ ✐ç âðàõóâàííÿì åêîëîã✐÷íèõ
ôàêòîð✐â

Óêðà➝íåöü ❰ëåã
×åðí✐âåöüêèé ❮àö✐îíàëüíèé Óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Þð✐ÿ Ôåäüêîâè÷à✱ ×åðí✐âö✐✱

Óêðà➝íà

❒àòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ ïîøèðåííÿ åï✐äåì✐➝ ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íó ê✐ëüê✐ñòü
ïðàöü✱ íàïðèêëàä ❬✶❪✱ ❬✷❪✳ Ó ð✐çíèõ ìîäèô✐êàö✐ÿõ ìîäåëåé âðàõîâàíî òàê✐ ôàêòîðè ÿê
âòðàòà ✐ìóí✐òåòó✱ ✐íêóáàö✐éíèé ïåð✐îä òà ✐íø✐ ÷èííèêè✱ ÿê✐ îïèñóþòüñÿ ð✐âíÿííÿìè
✐ç çàï✐çíåííÿì àðãóìåíòó àáî äèôåðåíö✐àëüíî✲ôóíêö✐îíàëüíèìè ñèñòåìàìè ❬✸❪✳

✾✶



➪✐ëüø✐ñòü â✐äîìèõ ï✐äõîä✐â áàçó➵òüñÿ íà êëàñè÷í✐é ❙■❘✲ìîäåë✐✱ äå S(t), I(t), R(t)✕
ê✐ëüê✐ñòü ñïðèéíÿòëèâèõ✱ ✐íô✐êîâàíèõ òà òèõ✱ õòî îäóæàâ íà ìîìåíò ÷àñó t✳ ❮à ïå✲
ðåá✐ã åï✐äåì✐➝ âïëèâàþòü ÷èñëåíí✐ çîâí✐øí✐ ôàêòîðè✱ çîêðåìà ìåäè÷í✐✱ ñîö✐àëüí✐ òà
îðãàí✐çàö✐éí✐✳ ➘îäàòêîâèì ôàêòîðîì ➵ ñòàí äîâê✐ëëÿ✱ çîêðåìà ïðè õâîðîáàõ✱ ùî óðà✲
æàþòü äèõàëüí✐ øëÿõè✳

Ó ðîáîò✐ çàïðîïîíîâàíî ìîäèô✐êàö✐þ ❙■❘✲ìîäåë✐ ïîøèðåííÿ åï✐äåì✐➝✱ ÿêà âðàõî✲
âó➵ íåãàòèâíèé âïëèâ çàáðóäíåííÿ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà ç óçàãàëüíåíèì ïîêà✲
çíèêîì E(t)✱ t ≥ 0✱ âèãëÿäó

E(t) = α1E1(t) + · · ·+ αmEm(t),

äå αi ≥ 0✱
∑m

i=1 αi = 1✱ à Ei(t) îïèñóþòü ð✐çí✐ êîìïîíåíòè çàáðóäíåííÿ✳
❮åõàé K > 0 ✖ ïîðîãîâèé ð✐âåíü çàáðóäíåííÿ òàêèé✱ ùî ïðè E(t) > K ðèçèê

✐íô✐êóâàííÿ çðîñòà➵✱ à ïðè 0 ≤ E(t) < K ✖ çìåíøó➵òüñÿ✳ ➶ðàõîâóþ÷è✱ ùî â✐äíîâëå✲
ííÿ äîâê✐ëëÿ çàçâè÷àé ìà➵ êîëèâíèé õàðàêòåð ✐ ñòàá✐ë✐çó➵òüñÿ â✐äíîñíî E = K ïðè
t→∞✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî E(t) çàäîâîëüíÿ➵ ð✐âíÿííÿ Õàò÷✐íñîíà ❬✹❪✿

dE(t)

dt
= r

(
1− E(t−∆)

K

)
E(t), t > 0, ✭✶✮

äå r > 0 ✖ êîåô✐ö✐➵íò ðîñòó✱ à ∆ > 0 ✖ ñåðåäí✐é ÷àñ â✐äíîâëåííÿ åêîëîã✐÷íîãî ñòàíó✳
❒îäèô✐êîâàíà ❙■❘✲ìîäåëü ✐ç âðàõóâàííÿì çîâí✐øí✐õ ôàêòîð✐â âïëèâó òà âòðàòè

✐ìóí✐òåòó çà ÷àñ τ ✱ à òàêîæ ✐ç âðàõóâàííÿì íàðîäæóâàíîñò✐ ✐ ñìåðòíîñò✐✱ íàáóâà➵
âèãëÿäó✿

dS(t)

dt
= b− βS(t)I(t)− αI(t− τ) + ε(E(t)−K)− µS(t), ✭✷✮

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γ(E)I(t)− µI(t), ✭✸✮

dR(t)

dt
= γ(E)I(t)− αI(t− τ)− ε(E(t)−K)− µR(t), ✭✹✮

äå b > 0 ✐ µ > 0 ✲ êîåô✐ö✐➵íòè íàðîäæóâàíîñò✐ ✐ ñìåðòíîñò✐ â ïîïóëÿö✐➝✱ êîåô✐ö✐✲
➵íò γ îáåðíåíî ïðîïîðö✐éíèé ñåðåäíüîìó ÷àñó ïåðåá✐ãó çàõâîðþâàííÿ T ✱ äå γ(E) =

γ0
1+γ1(E(t)−K)

✱ β✱ γ✱ γ0 ✐ γ1 ✲ äîäàòí✐ êîåô✐ö✐➵íòè✳
➘ëÿ ñèñòåìè ✭✷✮✕✭✹✮ ñòàíè ð✐âíîâàãè âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè




b− βSI − αI + ε(E −K)− µS = 0,

βSI − γ0
1 + γ1(E −K)

I − µI = 0.
✭✺✮

Ñòàí ð✐âíîâàãè
I1 = 0, E1 = K, S1 =

b
µ
, R1 = 0 ✭✻✮

â✐äïîâ✐äà➵ â✐äñóòíîñò✐ åï✐äåì✐➝✳
Ïðè I 6= 0 îòðèìó➵ìî ùå îäèí ðîçâ✬ÿçîê

E2 = K, S2 =
γ0+µ
β
, I2 =

βb−µ(γ0+µ)
β(γ0+µ−α) ,

ÿêèé ✐ñíó➵ ïðè âèêîíàíí✐ óìîâ

γ0 + µ ≤ β, 0 < βb− µ(γ0 + µ) < β(γ0 + µ− α).

✾✷



Ó ðîáîò✐ äîâåäåíî ✐ñíóâàííÿ òà îáìåæåí✐ñòü ðîçâ✬ÿçê✐â ñèñòåìè ð✐âíÿíü ✭✷✮✕✭✹✮✳
➘îñë✐äæåíî ñò✐éê✐ñòü ñòàí✐â ð✐âíîâàãè✳ ➬îêðåìà✱ ÿêùî áàçîâå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî

R0 =
(βb− µ)2(1 + γ1K)− µγ0

µ(1 + γ1K
< 1,

òî ñòàí ð✐âíîâàãè ✭✻✮ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñò✐éêèé✳ ➬ìîäåëüîâàíî äèíàì✐êó ôà✲
êòîð✐â ìîäåë✐✱ à òàêîæ äîñë✐äæåíî îáëàñò✐ ñò✐éêîñò✐ ñòàí✐â ð✐âíîâàãè✳

❰òðèìàí✐ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü îö✐íèòè óìîâè✱ çà ÿêèõ åï✐äåì✐ÿ íå âèíèêà➵ àáî
ïîøèðþ➵òüñÿ✱ ïðîàíàë✐çóâàòè âïëèâ åêîëîã✐÷íèõ ôàêòîð✐â íà äèíàì✐êó ïîøèðåííÿ
åï✐äåì✐é✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ▼❛rt❝❤❡✈❛ ▼✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❉♦r❞r❡❝❤t✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✶✺✳ ✹✺✸ ♣✳

❬✷❪ ❇r❛✉❡r ❋✳✱ ❱❛♥ ❞❡♥ ❉r✐❡ss❝❤❡ P✳✱ ❲✉ ❏✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✽✳ ✹✶✷ ♣✳

❬✸❪ ❍✉❛♥❣ ●✳✱ ❚❛❦❡✉❝❤✐ ❨✳✱ ▼❛ ❲✳✱ ❲❡✐ ❉✳ ●❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❡❧❛② ❙■❘ ❛♥❞ ❙❊■❘
❡♣✐❞❡♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✳
✷✵✶✵✳ ◆♦✳ ✼✷✳ P♣✳ ✶✶✾✷✕✶✷✵✼✳

❬✹❪ ❙♠✐t❤ ❍✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉❡❧❛② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
▲✐❢❡ ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡✰❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶✳

❬✺❪ ❇✐❤✉♥ ❨✳✱ ❯❦r❛✐♥❡ts ❖✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠✉♥❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s
❞✐s❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❆❝t❛❊❳✳ ▼♦❧❞♦✈❛✱ ❏❛♥✳ ✷✵✷✺✳
❱♦❧✳ ✶✽✱ ◆♦✳ ✷✳ P♣✳ ✼✲✶✼✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦✳✉❦r❛✐♥❡ts❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Ñëàáêîçáóðåíà ë✐í✐éíà êðàéîâà çàäà÷ äëÿ áàãàòî÷ëåííîãî
äèôåðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó ç ïîõ✐äíèìè ✃àïóòî

➶✐êòîð Ôåðóê
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ ñëàáêîçáóðåíà ë✐í✐éíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ áàãàòî÷ëåííîãî äèôå✲
ðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó

CDαn
a+x(t) +

n−1∑

k=1

(ak(t) + εbk(t))
CDαk

a+x(t) + (an(t) + εbn(t)) x(t) = f(t), ✭✶✮

lx(·) = q + εJx(·), ✭✷✮

äå 1 ≥ αn > αn−1 > . . . > α1 > 0✱ αi/αj ∈ Q✱ i, j ∈ {1, 2, . . . n}✱ CDαk
a+ ✖ ë✐âîñòîðîíí✐

ïîõ✐äí✐ ✃àïóòî✱ ak(t) ∈ C[a, b]✱ bk(t) ∈ C[a, b]✱ k = 1, n✱ f(t) ∈ C[a, b]✱

l = col
(
l1, l2, . . . , lp

)
: C[a, b]→ Rp, J = col

(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b]→ Rp

✾✸



✖ îáìåæåí✐ ë✐í✐éí✐ âåêòîðí✐ ôóíêö✐îíàëè✱

lν , Jν : C[a, b]→ R, ν = 1, p, q = col
(
q1, q2, . . . , qp

)
∈ Rp,

ε ✖ ìàëèé ïàðàìåòð✳
➘îñë✐äæó➵òüñÿ âèïàäîê✱ êîëè íåîäíîð✐äíà ïîðîäæóþ÷à çàäà÷à✱ òîáòî çàäà÷à ❬✶❪

CDαn
a+x(t) +

n−1∑

k=1

ak(t)
CDαk

a+x(t) + an(t)x(t) = f(t), ✭✸✮

lx(·) = q ✭✹✮

íå ìà➵ ðîçâ✬ÿçêó✱ à îäíîð✐äíà ïîðîäæóþ÷à êðàéîâà çàäà÷à ✭✸✮✱ ✭✹✮ ✭f(t) = 0✱ q = 0✮
ìà➵ ñ✐ì✬þ ðîçâ✬ÿçê✐â✳ ➬íàéäåíî óìîâè íà ë✐í✐éí✐ çáóðåííÿ bk(t) ∈ C[a, b]✱ k = 1, n òà
Jν ✱ ν = 1, p✱ çà ÿêèõ êðàéîâà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ➵ ðîçâ✬ÿçíîþ òà ïîáóäîâàíî ➝➝ çàãàëüíèé
ðîçâ✬ÿçîê ó âèãëÿä✐ ðÿäó ❐îðàíà çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ç ñèíãóëÿðí✐ñòþ
â òî÷ö✐ ε = 0✳ ❰òðèìàí✐ ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü â✐äïîâ✐äí✐ ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó
îäí✐➵➝ äðîáîâî➝ ïîõ✐äíî➝ ✃àïóòî âñòàíîâëåí✐ ó ðîáîò✐ ❬✷❪✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❰✳ ➚✳ ➪îé÷óê✱ ➶✳ ➚✳ Ôåðóê✱ ✃ðàéîâà çàäà÷à äëÿ áàãàòî÷ëåííîãî äèôåðåíö✐àëüíî✲
ãî ð✐âíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó ç ïîõ✐äíîþ ✃àïóòî✱ ➪óêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé
æóðíàë✱ ✶✶✱ ➑ ✷✱ ✽✺✕✾✷ ✭✷✵✷✸✮✳

❬✷❪ ❖✳ ❆✳ ❇♦✐❝❤✉❦✱ ❱✳ ❆✳ ❋❡r✉❦✱❲❡❛❦❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s②st❡♠
♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈❛♣✉t♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❘❡s✉❧ts ✐♥ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✶✱
✶✵✵✹✷✹ ✭✷✵✷✹✮✳

Öþ ðîáîòó áóëî ÷àñòêîâî ï✐äòðèìàíî ïðî➵êòîì ✏ßê✐ñíèé àíàë✐ç òà êåðóâàííÿ â
íåë✐í✐éíèõ ✐íòåãðî✲äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿííÿõ ✐ç ✐ìïóëüñíèìè òà ñòîõàñòè÷íèìè çáó✲
ðåííÿìè✑ ➘❰ ✏➶ÖÏ ✃❮Ó ✐ì✳ Ò✳ Øåâ÷åíêà ïðè ❮➚❮ Óêðà➝íè✑✱ äåðæàâíèé ðå➵ñòðà✲
ö✐éíèé íîìåð ✵✶✷✹❯✵✵✷✶✹✵✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❢❡r✉❦✳✈✐❦t♦r❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➹îìîòîï✐÷íèé òèï ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ôóíêö✐é ❒îðñà✲➪îòòà íà ïîâåðõíÿõ
➪îãäàí Ôåùåíêî

■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

❮åõàé M ✕ ãëàäêà ✐ êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ✳ ➹ðóïà äèôåîìîðô✐çì✐â D(M) ïîâåðõí✐
M ïðèðîäíî ä✐➵ íà ïðîñòîð✐ ãëàäêèõ ôóíêö✐é C∞(M) çà òàêèì ïðàâèëîì✿

γ : C∞(M)×D(M)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦ h.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(f) ñòàá✐ë✐çàòîð ãëàäêî➝ ôóíêö✐➝ f â✐äíîñíî ä✐➝ γ, òîáòî S(f) =
{h ∈ D(M) | f ◦ h = f}✳ ❮àä✐ëèìî D(M) ñèëüíîþ òîïîëîã✐➵þ Ó➝òí✐✱ öÿ òîïîëîã✐ÿ
✐íäóêó➵ äåÿêó òîïîëîã✐þ íà S(f)✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sid(f) çâ✬ÿçíó êîìïîíåíòó S(f)✱
ùî ì✐ñòèòü idM ✳

❮àñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ➵ â✐äîìèé ðåçóëüòàò ïðî ãîìîòîð✐÷íèé òèï Sid(f) äëÿ
ëîêàëüíî✲ïîñò✐éíèõ íà ìåæ✐ ôóíêö✐é ❒îðñà íà M ✳

Òåîðåìà ✶ ✭❬✶❪✮✳ ❮åõàé M ✕ îð✐➵íòîâíà✱ ãëàäêà ✐ êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ✱ f : M → R

✕ ôóíêö✐ÿ ❒îðñà✲➪îòòà íà M, ÿêà ➵ ëîêàëüíî✲ïîñò✐éíîþ íà ∂M ✳ Òîä✐ Sid(f) ➵ àáî
ñòÿãóâàíèì ïðîñòîðîì✱ àáî ➵ ãîìîòîï✐÷íî åêâ✐âàëåíòíèì êîëó S1✳ Ïðè÷îìó Sid(f)
➵ ñòÿãóâàíèì✱ ÿêùî f ìà➵ ïðèíàéìí✐ îäíå ñ✐äëî✳

✾✹



❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❇♦❤❞❛♥ ❋❡s❤❝❤❡♥❦♦✳ ❍♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐③❡rs ♦❢ ❝✐r❝❧❡✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲
✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛r❳✐✈✿✷✸✵✺✳✵✽✷✺✺✱ ✾♣✳ ✷✵✷✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❢❜❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

➚ñèìïòîòè÷íà ïîâåä✐íêà Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐àëüíîãî
ð✐âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó✱ ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ➵ äîáóòêîì

íåë✐í✐éíîñòåé ð✐çíîãî òèïó
❰ëüãà ×åïîê

➘åðæàâíèé çàêëàä ➽Ï✐âäåííîóêðà➝íñüêèé íàö✐îíàëüíèé ïåäàãîã✐÷íèé óí✐âåðñèòåò
✐ìåí✐ ✃✳ ➘✳ Óøèíñüêîãî➾✱ ❰äåñà✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäà➵òüñÿ äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ

y′′ = α0p(t)ϕ0(y
′)ϕ1(y), ✭✶✮

ó ÿêîìó α0 ∈ {−1; 1}✱ ôóíêö✐➝ p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞) òà ϕi :
∆Yi →]0,+∞[ (i ∈ {0, 1}) ➵ íåïåðåðâíèìè ó ñâî➝õ îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ✱ Yi ∈ {0,±∞},
ïðîì✐æîê ∆Yi ✕ äåÿêèé îäíîá✐÷íèé îê✐ë òî÷êè Yi✱ i ∈ {0, 1}✳

✃ð✐ì òîãî✱ áóäåìî ââàæàòè✱ ùî ôóíêö✐ÿ ϕ1 : ∆Y1 →]0,+∞[ ➵ ïðàâèëüíî çì✐ííîþ
✭äèâ✳ ❬✶❪✱ ❝✳ ✶✼✮ ïîðÿäêó σ1 ïðè ïðÿìóâàíí✐ àðãóìåíòó äî Y1✱ à ôóíêö✐ÿ ϕ0 : ∆Y0 →
]0,+∞[ äâ✐÷✐ íåïåðåðâíî äèôåðåíö✐éîâíà íà ∆Y0 òà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè✿

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ0(y) ∈ {0,+∞}, ϕ′
0(y) 6= 0 ïðè y ∈ ∆Y0 , lim

y→Y0
y∈∆Y0

ϕ0(y)ϕ
′′
0(y)

(ϕ′
0(y))

2 = 1. ✭✷✮

➘ëÿ ð✐âíÿíü òèïó ✭✶✮ ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé êëàñ ðîâ✬ÿçê✐â✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳ Ðîçâ✬ÿçîê y ð✐âíÿííÿ ✭✶✮✱ âèçíà÷åíèé íà [t0, ω[⊂ [a, ω[✱ íàçèâà➵òüñÿ
Pω(Y1, Y0, λ0)✲ðîçâ✬ÿçêîì ✭−∞ ≤ λ0 ≤ +∞✮✱ ÿêùî ñïðàâåäëèâèìè ➵ íàñòóïí✐ òâåð✲
äæåííÿ

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Y1−i , lim
t↑ω

y(i)(t) = Y1−i (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. ✭✸✮

➘ëÿ äîñë✐äæóâàíèõ Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â ó ðîáîò✐ ❬✷❪ áóëî âñòàíîâëåíî íà✲
ñòóïí✐ àïð✐îðí✐ àñèìïòîòè÷í✐ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ✿

πω(t)y
′(t)

y(t)
= [1 + o(1)],

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
= o(1) ïðè t ↑ ω, ✭✹✮

äå

πω(t) =





t, ÿêùî ω = +∞,

t− ω, ÿêùî ω < +∞.
➘ëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàò✐â íàâåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ✳

✾✺



❰çíà÷åííÿ ✷✳ ❮åõàé Y ∈ {0,±∞}✱ ∆Y ✖ äåÿêèé îäíîá✐÷íèé îê✐ë Y ✳ ➹îâîðÿòü✱
ùî ïîâ✐ëüíî çì✐ííà ïðè y → Y (y ∈ ∆Y ) ôóíêö✐ÿ θ : ∆Y →]0; +∞[ çàäîâ✐ëüíÿ➵
óìîâó S ïðè ïðÿìóâàíí✐ àðãóìåíòó äî Y ✭äèâ✳✱ íàïðèêëàä✱ ó ❬✷❪✮✱ ÿêùî äëÿ áóäü✲ÿêî➝
íîðìàë✐çîâàíî➝ ïîâ✐ëüíî çì✐ííî➝ ïðè y → Y (y ∈ ∆Y ) ôóíêö✐➝ L : ∆Y →]0; +∞[ ✭❬✸❪✱
ñ✳✷✲✸✮ ìà➵ ì✐ñöå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

θ(yL(y)) = θ(y)(1 + o(1)) ïðè y → Y (y ∈ ∆Y ).

➘îâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó✱ ÿêà òàêîæ âêàçó➵ íà íåîáõ✐äí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ ó
ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé σ1 6= 1✱ ôóíêö✐ÿ ϕ1(y)|y|−σ1 çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó S ïðè y → Y1 (y ∈
∆Y1)✳ Òîä✐✱ êîæåí Pω(Y1, Y0,±∞) ✕ ðîçâ✬ÿçîê äèôåðåíö✐àëüíîãî ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ ìîæå
áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä✐

y(t) = πω(t)L(t), ✭✺✮

äå L : [t0, ω[→ R ✕ äâ✐÷✐ íåïåðåðâíî äèôåðåíö✐éîâíà ôóíêö✐ÿ òàêà✱ ùî

y00πω(t)L(t) > 0, L′(t) 6= 0 ïðè t ∈ [t1, ω[ (t0 ≤ t1 < ω), ✭✻✮

lim
t↑ω

L(t) ∈ {0;±∞}, lim
t↑ω

πω(t)L(t) = Y1, lim
t↑ω

πω(t)L
′(t)

L(t)
= 0. ✭✼✮

Ïðè öüîìó✱ ó âèïàäêó ✐ñíóâàííÿ ñê✐í÷åííî➝ àáî íåñê✐í÷åííî➝ ãðàíèö✐

lim
t↑ω

πω(t)L
′′(t)

L′(t)
, ✭✽✮

ìàþòü ì✐ñöå íàñòóïí✐ ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

lim
t↑ω

πω(t)L
′′(t)

L′(t)
= −1, α0L

′(t) > 0 ïðè t ∈ [t1, ω[(t0 ≤ t1 < ω), ✭✾✮

p(t) =
α0L

′(t)

|πω(t)L(t)|σ1θ1(πω(t)) · ϕ0

(
L(t)

[
1 + πω(t)L′(t)

L(t)

]) [1 + o(1)] ïðè t ↑ ω. ✭✶✵✮

❰çíà÷åííÿ ✸✳ ➪óäåìî ãîâîðèòè✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ óìîâà N ✱ ÿêùî äëÿ äåÿêî➝ íåïå✲
ðåðâíî äèôåðåíö✐éîâíî➝ ôóíêö✐➝ L(t) : [t0, ω[−→ R(t0 ∈ [a, ω[)✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè
✭✺✮ ✲✭✾✮ òà ✭✶✵✮✱ ìà➵ ì✐ñöå çîáðàæåííÿ

p(t) =
α0L

′(t)

|πω(t)L(t)|σ1θ1(πω(t)) · ϕ0

(
L(t)

[
1 + πω(t)L′(t)

L(t)

]) [1 + r(t)], ✭✶✶✮

äå r(t) : [t0, ω[−→]− 1;+∞[ ✕ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà ïðÿìó➵ äî íóëÿ ïðè t ↑ ω✳

➘ëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíî➝ òåîðåìè ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

θ1(y) = ϕ1(y)|y|−σ1 , X(t) = L(t) · e1(t), ✭✶✷✮

H(t) =
L2(t)ϕ′

0 (X(t))

πω(t)L′(t)ϕ0 (X(t))
, q1(t) =

(
ϕ′
0(y)

ϕ0(y)

)′

(
ϕ′
0(y)

ϕ0(y)

)2

∣∣∣∣∣
y=X(t)

, ✭✶✸✮

✾✻



e1(t) = 1 +
πω(t)L

′(t)

L(t)
, e2(t) = 2 +

πω(t)L
′′(t)

L′(t)
. ✭✶✹✮

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê✱ êîëè

lim
t↑ω

πω(t)L
′(t)

L(t)
|H(t)| 12 = 0. ✭✶✺✮

Òàêîæ íàäàë✐ ââàæàòè✱ ùî ✐ñíó➵ ñê✐í÷åííà àáî íåñê✐í÷åííà ãðàíèöÿ

lim
t↑ω

(
1 + q1(t) +

X(t)

e2(t) · L′(t)

)
· (e1(t)− 1) · e1(t) ·H(t) = γ1. ✭✶✻✮

Òåîðåìà ✷✳ ❮åõàé σ1 6= 1✱ ôóíêö✐ÿ θ1 çàäîâîëüíÿ➵ óìîâó S✱ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà
N òà ✭✶✺✮✳ Òîä✐ äèôåðåíö✐àäëüíå ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ ìà➵ ïðèíàéìí✐ îäèí Pω(Y1, Y0,±∞)✲
ðîçâ✬ÿçîê✱ äëÿ ÿêîãî ìàþòü ì✐ñöå íàñòóïí✐ àñèìïòîòè÷í✐ çîáðàæåííÿ ïðè t ↑ ω✿

y(t) = πω(t) · L(t)(1 + o(1)), ✭✶✼✮

y′(t) = X(t) +
ϕ0(X(t))

ϕ′
0(X(t))

· |H(t)| 12 · o(1). ✭✶✽✮

➪✐ëüø òîãî✱ ÿêùî ω < +∞✱ òî ïðè âèêîíàíí✐ îäí✐➵➝ ç óìîâ

àáî 1 < γ1 < 0, àáî γ1 = 0 òà α0 · µ0 > 0,

äèôåðåíö✐àëüíå ð✐âíÿííÿ ✭✶✮ ìà➵ îäíîïàðàìåòðè÷íó Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â ç
àñèìïòîòè÷íèìè çîáðàæåííÿìè ✭✶✼✮✲✭✶✽✮✱ à ÿêùî ω = +∞✱ òî òàêèõ ðîçâ✬ÿçê✐â
✐ñíó➵ äâîïàðàìåòðè÷íà ñ✐ì✬ÿ ó âèïàäêàõ✱ êîëè

àáî 1 < γ1 < 0, àáî γ1 = 0 òà α0 · µ0 < 0,

✐ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñ✐ì✬ÿ ó âèïàäêàõ✱ êîëè

−∞ < γ1 < −1 àáî 0 < γ1 < +∞.

❰òæå ó òåîðåìàõ áóëî âñòàíîâëåíî íåîáõ✐äí✐ ✐ äîñòàòí✐ óìîâè ✐ñíóâàííÿ ó ð✐âíÿ✲
ííÿ ✭✶✮ Pω(Y1, Y0,±∞)✲ðîçâ✬ÿçê✐â✱ à òàêîæ àñèìïòîòè÷íèõ çîáðàæåíü ïðè t ↑ ω äëÿ
öèõ ðîçâ✬ÿçê✐â òà ➝õ ïîõ✐äíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó✳

❐✐òåðàòóðà
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➴êñïîíåíö✐àëüíà äèõîòîì✐ÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äëÿ
íåñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì
➘ìèòðî Øòåôàí✱ ➚íäð✐é Ñòàíæèöüêèé

✃è➝âñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ Òàðàñà Øåâ÷åíêà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà
■íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íà✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ñëàáê✐ ðîçâ✬ÿçêè ñèñòåìè ë✐í✐éíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ
ð✐âíÿíü ■òî

dx(t) = (A+B(t)) x(t)dt+D(t)x(t) dW (t), ✭✶✮

âèçíà÷åíî➝ íà ï✐âîñ✐ [0,∞)✱ äå X ✖ ñåïàðàáåëüíèé ã✐ëüáåðòîâèé ïðîñò✐ð✱ A ✖ ãåíåðà✲
òîð êîìïàêòíî➝ íàï✐âãðóïè S(t) = etA, t > 0 â X✱ D(t), B(t) ∈ L(X) ✖ äåòåðì✐íîâàí✐
îáìåæåí✐ ë✐í✐éí✐ îïåðàòîðè ïðè t ≥ 0✱ àW (t)✖ ñêàëÿðíèé îäíîâèì✐ðíèé â✐íåð✐âñüêèé
ïðîöåñ✱ çàäàíèé íà éìîâ✐ðí✐ñíîìó ïðîñòîð✐ (Ω,F ,P)✳

Ñèñòåìó ✭✶✮ áóäåìî íàçèâàòè åêñïîíåíö✐éíî äèõîòîì✐÷íîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðà✲
òè÷íîìó íà ï✐âîñ✐✱ ÿêùî ✐ñíóþòü ñòàë✐ C1, C2, α > 0 òà ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X ó ïðÿìó
ñóìó äâîõ ï✐äïðîñòîð✐â X+ òà X− òàêèõ✱ ùî äëÿ äîâ✐ëüíîãî ðîçâ✬ÿçêó ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ x(0) = x ∈ X− ñïðàâåäëèâà îö✐íêà

E‖x(t)‖2 ≤ C1e
−αt‖x‖2, t ≥ 0,

✐ äëÿ ðîçâ✬ÿçêó ç x(0) = x ∈ X+ âèêîíó➵òüñÿ

E‖x(t)‖2 ≥ C2e
αt‖x‖2, t ≥ 0,

äå C1, C2, α > 0 íå çàëåæàòü â✐ä x✳

Òåîðåìà ✶✳ ❮åõàé îïåðàòîð A íà X✱ ➵ ãåíåðàòîðîì C0✲íàï✐âãðóïè T (t) = etA✱ ïðè✲
÷îìó T (t) êîìïàêòíà äëÿ êîæíîãî t > 0✱ ✐ ñïåêòð σ(A) íå ïåðåòèíà➵ óÿâíó â✐ñü✿

σ(A) ∩ iR = ∅.

Òîä✐✱ ÿêùî îïåðàòîðè B(t) ✐ D(t) ñèñòåìè ✭✶✮ ïî îïåðàòîðí✐é íîðì✐ ïðÿìóþòü
äî íóëÿ ïðè t→∞✱ òî ✐ñíó➵ t0 > 0✱ ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ñèñòåìà ✭✶✮ ➵ åêñïîíåíö✐éíî
äèõîòîì✐÷íîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó✳

Ïðèêëàä✳ Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà â✐äð✐çêó ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ➘✐ð✐õëå✿

du(t, x) =
(
uxx(t, x) + λu(t, x)

)
dt+ f(t) u(t, x) dW (t), t > 0, 0 < x < π, ✭✷✮

u(t, 0) = 0, u(t, π) = 0,

äå λ ∈ R \ {n2 : n ∈ N} ✖ ïàðàìåòð✱ f(t) ✖ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✱ ùî ïðÿìó➵ äî íóëÿ
ïðè t→∞✳ Òîä✐✱ ïîêëàâøèX = L2(0, π) òà A = d2

dx2
+λI íàD(A) = H2(0, π)∩H1

0 (0, π)✱
ç òåîðåìè ìà➵ìî✱ ùî ð✐âíÿííÿ ✭✷✮ ➵ åêñïîíåíö✐éíî äèõîòîì✐÷íèì ïðè t ≥ t0✳

Ðîáîòó âèêîíàíî çà ï✐äòðèìêè ❮àö✐îíàëüíîãî ôîíäó äîñë✐äæåíü Óêðà➝íè✱ ïðîåêò
✷✵✷✸✳✵✸✴✵✵✼✹ ➽❮åñê✐í÷åííîâèì✐ðí✐ åâîëþö✐éí✐ ð✐âíÿííÿ ✐ç áàãàòîçíà÷íîþ òà ñòîõàñòè✲
÷íîþ äèíàì✐êîþ➾✳

✾✽
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❙♣❛❝❡✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ❆▼❙✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✼✹✱
✸✽✻ ♣♣✳

❬✹❪ ●✳ ❉❛ Pr❛t♦✱ ❏✳ ❩❛❜❝③②❦✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ■♥✜♥✐t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷♥❞ ❡❞✳✱ ✷✵✶✹✱ ✺✶✷ ♣♣✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❞♠✐tr✐❥st❡❢❛♥✸✾✻❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
❛✳st❛♥③❤②ts❦②✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✾✾



Pr✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♠❛ ♠♦♥♦✐❞
❨❛❦✐✈ ❇❛✐❞✉❦

❑②✐✈ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲❡t X ❜❡ s♦♠❡ s❡t✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② M t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ X✳ ❉❡✜♥❡ ❛
❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ � ♦♥M ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ❬✶✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶❪✿

a(◦�⋆)b := (a ◦ b) ⋆ (b ◦ a)

❢♦r ❛❧❧ ◦, ⋆ ∈M ❛♥❞ ❛❧❧ a, b ∈ X✳ ■t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤❛t � ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥M.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❬✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷❪✮✳ ❋♦r ❛♥② s❡t X✱ t❤❡ ♣❛✐r (M,�)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛s
s✐♠♣❧② M✱ ✐s ❛ s❡♠✐❣r♦✉♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❡❢t ③❡r♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ πl(a, b) := a ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❢♦r � ✐♥M✳

❲❡ ❛✐♠ ❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐❞❡❛❧s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❜✐♥❛r② ♦♣❡❛r✐♦♥s
✐♥M✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ❢♦r ❧❡❢t ✐❞❡❛❧s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ X ×X✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t ⋆ ∈M✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ π⋆ ♦♥ X×X ❛s (a, b)π⋆(u, v) ⇐⇒
a ⋆ b = u ⋆ v ❛♥❞ b ⋆ a = v ⋆ u✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r✐❣❤t ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ⋆ ✐s

⋆M = {⋄ ∈ M|π⋆ ⊂ π⋄}.

❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r✐❣❤t ✐❞❡❛❧s ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⋆✱ ❞❡✜♥❡ ✐ts ♣❛✐r♠♦r♣❤ ❣r❛♣❤ G(⋆) ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t V =

(
X
2

)
∪
(
X
1

)
❛♥❞ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣❡s✿

❼ ({a, b}, {u, v}) ∈ A ⇐⇒ (a ⋆ b, b ⋆ a) ∈ {(u, v), (v, u)}❀

❼ ({a, b}, {y}) ∈ A ⇐⇒ a ⋆ b = b ⋆ a = y❀

❼ ({x}, {y}) ∈ A ⇐⇒ x ⋆ x = y✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ M ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✭♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r♦♣❡r✮
✷✲❝♦❧♦r✐♥❣s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐r♠♦r♣❤ ❣r❛♣❤s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❡❢t ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ⋆ ✐s

M⋆ = {⋄ ∈ M|imp⋄ ⊂ imp⋆},

✇❤❡r❡ imp⋆ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥✲s♦✉r❝❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ G(⋆)✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙❡r❣✐♦ ❘✳ ▲✁♦♣❡③✲P❡r♠♦✉t❤✱ ■s❛❛❝ ❖✇✉s✉✲▼❡♥s❛❤✱ ❛♥❞ ❆s✐②❡❤ ❘❛❢❡✐♣♦✉r✳ ❆ ♠♦♥♦✐❞
str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ✜①❡❞ s❡t✳ ❙❡♠✐❣r♦✉♣ ❋♦r✉♠✱
✶✵✹✿✻✻✼✕✻✽✽✱ ✷✵✷✷✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✷✸✸✲✵✷✷✲✶✵✷✽✵✲✽

❬✷❪ ❆s✐②❡❤ ❘❛❢❡✐♣♦✉r✳ ❚❤❡ ▼❛❣♠❛ ▼♦♥♦✐❞ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ P❤❉ ❞✐✲
ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❤✐♦ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❆rts ❛♥❞ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✷✸✳

✶✵✵



❬✸❪ ❍❡❡ ❙✐❦ ❑✐♠✱ ❏♦s❡♣❤ ◆❡❣❣❡rs✳ ❚❤❡ s❡♠✐❣r♦✉♣s ♦❢ ❜✐♥❛r② s②st❡♠s ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦r❡❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✺✭✹✮✿✻✺✶✕✻✻✶✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ❉❖■✿
✶✵✳✹✶✸✹✴❇❑▼❙✳✷✵✵✽✳✹✺✳✹✳✻✺✶✳

❡✲♠❛✐❧✿ ②❜❛✐❞✉❦❅❦s❡✳♦r❣✳✉❛

❖♥ ❢✐♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν)
❆❧❡①❛♥❞❡r ❇❛❧✐♥s❦②✱ ❆♥❛t♦❧✐❥ Pr②❦❛r♣❛ts❦✐

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ■♥st✐t✉t❡ ❛t t❤❡ ❈❛r❞✐✛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❛r❞✐✛ ❈❋✷✹ ✹❆●✱ ●r❡❛t ❇r✐t❛✐♥
◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▲✈✐✈ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❈r❛❝♦✇✱ P♦❧❛♥❞

■t ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✜♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s
✐♥ Lp, ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■♥
t❤❡ ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s
Sp ⊂ Lp, ✇❤♦s❡ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ♦❢t❡♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ Sp ⊂ Lp ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ Lp ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐r❡❝t
❡①❡♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
s✉❜s♣❛❝❡ S(q)

p ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ Lp(M, dµ) ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② S(q)

p ⊂ Lq(M, dν) s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M. ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp(M, dµ)∩Lq(M, dν) ❢♦r q > max{1, p}, p > 0, ❛r❡ ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ q > p > 0 ✐s ♦♣❡♥
❛♥❞ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ s♦✜st✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
s✉❜s♣❛❝❡s t♦ Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν).

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp
✭✐♥ ♣❛rt✱ ✐♥ Lp(0, 1;C), ❛r❡ ♦❢ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛♥②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❬✷✱ ✺✱ ✶✽✱ ✼✱ ✶✷❪✱ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s
t❤❡♦r② ❬✽✱ ✶✶✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✼✱ ✷✶❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡
❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ t❤❡♦r② t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp
✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❀ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ Sp ⊂ Lp ❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ Sp✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Sp✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp. ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❬✶❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ Lp ♣r♦❜❧❡♠✱ ②❡t ✐♥ ♥❡✐t❤❡r
❝❛s❡ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❛r t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞✳

■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❘❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp
✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ ❛ ✏s♠❛❧❧❡r✑ Lp s♣❛❝❡❀ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ s♣❛❝❡ lp, ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ❛♥s✇❡r ❬✶❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ M ✐s ❛
str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h : M → R+ ❢♦r ✇❤✐❝❤

∫
hdµ = 1. ❙✉❝❤ ❛ ❞❡♥s✐t②

h ✐♥❞✉❝❡s ❢♦r ✜①❡❞ 0 < p <∞ ❛♥ ✐s♦♠❡tr② J (p)
h ❢r♦♠ Lp(M, dµ) ♦♥t♦ Lp(M,hdµ).

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t✱ ❞✉❡ t♦ ❉✳ ▲❡✇✐s ❬✶✺✱ ✶✵❪✱ ❣✐✈❡s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❤♦s❡♥ ❛ ♣r✐♦r✐
✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s Sp ⊂ Lp.

✶✵✶



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t µ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ M ❛♥❞ ❧❡t Sp ❜❡ ❛ N✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡
♦❢ Lp(M, dµ), 0 < p <∞, ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② h > 0 s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡

J
(p)
h Sp ❤❛s ❛ ❜❛s✐s {ϕ1, ϕ2, ..., ϕN} ⊂ L2(M,hdµ), ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥ L2(M,hdµ) ❛♥❞

s✉❝❤ t❤❛t
∑

j=1,N |ϕj|2 = N.

❆ss✉♠✐♥❣✱ t❤❛t Sp ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Lp ❢♦r s♦♠❡ ✜♥✐t❡ dimSp ∈ N, ♦♥❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦
r❛♥❞♦♠❧② ❛ ❢❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ Sp ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ ✐t ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✇✐❧❧
♥♦t ✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Sp ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s✉♣♣♦rt✱ s❛② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ lN∞, ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt
✐s ♣✐❝❦❡❞ ✐s s♠❛❧❧✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐❢ ♥♦ s✉❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♣✐❝❦❡❞✱ t❤❡ s❛✐❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ Sp. ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝❤❛♥❣❡ Sp ✜rst t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s♦♠❡tr✐❝
❝♦♣② ♦❢ Sp ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Sp ✐s s♣r❡❛❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t♦♦❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts✳

❋✐♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp ∩ Lq
❆s t❤❡ ✐♠❜❡❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ t❛❦❡♥ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp ✐s ✐♥
♠❛♥② ❝❛s❡s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐✈❡✱ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❤❛r❞ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✈✐❡✇✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧♦s❡❞
s✉❜s♣❛❝❡s Sp ⊂ Lp, ✇❤♦s❡ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞
❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ♦❢t❡♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ Sp ⊂ Lp
✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ Lp ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐r❡❝t
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
s✉❜s♣❛❝❡ S(q)

p ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ Lp(M, dµ), ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
♦♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡M.▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② S(q)

p ⊂ Lq(M, dν) s✉❜❥❡❝t
t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M. ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✜rst ❛♥♥♦✉♥❝❡❞
✐♥ ❬✸❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t ❛ ❝❧♦s❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ S
(q)
p ⊂ Lp(M, dµ) ❜❡❧♦♥❣ t♦ Lq(M, dν),

q > max{1, p}, p > 0, ✇❤❡r❡ ♠❡❛s✉r❡s µ, ν ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧②

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M. ❚❤❡♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ S
(q)
p ✐s ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐✲

♦♥❛❧✱ t❤❛t ✐s dimS
(q)
p <∞.

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)
p ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡

Lp(M, dµ), ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M, ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t S(q)

p ⊂ Lq(M, dν) s✉❜❥❡❝t t♦
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M. ■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞
s♦♠❡ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r ❛♥② q > p > 0, t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t Kp,q, s✉❝❤ t❤❛t

||f ||q,ν ≤ Kp,q||f ||1,ν ✭✶✮

❢♦r ❛♥② f ∈ S(q)
p ⊂ Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν).

❆s ❛ ✉s✉❢✉❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♥♦r♠ ♣r♦♣❡rt② ||f ||1 ≤ ||f ||q
❢♦r ❛♥② f ∈ L1(M, dν) ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t S(q)

p ⊂ L1(M, dν) ∩ Lq(M, dν), ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)

p ⊂ Lq(M, dν) ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✵✷



ϕj ∈ S(q)
p ⊂ L1(M, dν), j = 1, N, ❢♦r s♦♠❡N ∈ N ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝❧♦s❡❞N ✲❞✐❡♠❡♥s✐♦♥❛❧

s✉❜s♣❛❝❡
S
(q)
p,N := spanC{ϕj ∈ S(q)

p ⊂ L1(M, dν) : ||ϕj||1,ν = 1, j = 1, N}. ✭✷✮

❋♦r ✜①❡❞ N ∈ N t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)
p,N ⊂ S

(q)
p ⊂ L1(M, dν), q > max{1, p}, p > 0, ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲

③❡s t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ N✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ S
(q)
p,N ⊂ S

(q)
p ⊂ L1(M, dν) ∩ Lq(M, dν),

❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✮✱ q > max{1, p}, p > 0. ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ N✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡

S̃
(q),∗
p,N ⊂ L∞(M, dν) s✉❝❤ t❤❛t

S̃
(q),∗
p,N := spanC{ψj ∈ S(q),∗

p,N ⊂ L∞(M, dν) : j = 1, N}, ✭✸✮

dim S
(q),∗
p,N = N, ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢② t❤❡ ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

{∫

M

ψkϕjdν = δjk : j, k = 1, N

}
✭✹✮

❢♦r ❛❧❧ j, k = 1, N.▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s Lq(M, dν) ≃ Lq̃(M, dν),

1/q̃+1/q = 1, ❛♥❞ L1(M, dν) ≃ L∞(M, dν), t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ S
(q),∗
p ⊂ L∞(M, dν)∩

Lq̃(M, dν) ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ S
(q),∗
p,N ⊂ S

(q),∗
p .

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ❤❡r❡ ❬✷❪ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡s L∞(M, dν) ∩ Lq̃(M, dν) ❛♥❞
L∞(M, dν) ∪ Lq̃(M, dν) ❛r❡ ♥♦t ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳

➘îâåäåííÿ✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ S(q),∗
p ⊂

L∞(M, dν)∩Lq̃(M, dν) ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ S(q),∗
p,N ⊂ L∞(M, dν)∩

Lq̃(M, dν), dimS
(q),∗
p,N = N. ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

♣r♦❜❧❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)
p ⊂ L1(M, dν) ∩ Lq(M, dν) t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ S(q),∗
p ⊂ L∞(M, dν) ∩ Lq̃(M, dν), ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❬✾❪ s❝❤❡♠❡✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ S(q),∗
p ⊂ Lq̃(M, dν) → S

(q),∗
p ⊂ L∞(M, dν)

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②

||g||∞ ≤ R||g||q̃ ✭✺✮

❢♦r ❛♥② g ∈ S(q),∗
p ⊂ L∞(M, dν) ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡rR <∞.▼♦r❡♦✈❡r✱

♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❛♥② ∞ > q̃ > 0 ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t Rq̃ <∞ t❤❛t

||g||∞ ≤ Rq̃||g||2 ✭✻✮

❢♦r ❛♥② g ∈ S(q),∗
p ⊂ L∞(M, dν). ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✺✮✱ ❛♥② g ∈ S(q),∗

p ⊂
L2(M, dν)∩ L∞(M, dν), ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✭✸✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ := {ψj ∈ S(q),∗

p : j = 1, N} t♦ ❜❡ ♦rt♦♥♦r♠❛❧✱ t❤❛t ✐s
∫

M

ψ̄jψkdν = δjk ✭✼✮

❢♦r ❛❧❧ j, k = 1, N. ▲❡t ♥♦✇ Q ⊂ D1(0) ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
✉♥✐t ❞✐s❝ D1(0) ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ EN := (CN ; 〈·|·〉). ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡❝t♦r c ∈ D1(0)
♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gc := 〈c|ψ〉 ∈ L2(M, dν), t❤❛t ✐s ||gc||2 ≤ 1, ❢♦r ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✻✮

||gc||∞ ≤ Rq̃. ✭✽✮

✶✵✸



❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ s❡t Q ⊂ D1(0) ✐s ❝♦✉♥t❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
s✉❜s❡t M ′ ⊂ M t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ν(M ′) = 1 ❛♥❞ |gc(u)| ≤ Rq̃ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs c ∈ Q ⊂
D1(0) ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts u ∈ M ′. ❙✐♥❝❡ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t u ∈ M ′ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ D1(0) ∋ c →
|gc(u)| ∈ R ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ D1(0) ⊂ EN , ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐s❝
D1(0), ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

|gc(u)| ≤ Rq̃ ✭✾✮

❛❧r❡❛❞② ❢✮♦r ❛❧❧ c ∈ D1(0) ❛♥❞ u ∈ M ′. ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
c ∈ D1(0), ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s c := ψ̄(u)

|ψ(u)| ∈ D1(0) ∩ S(q),∗
p , u ∈ M ′, ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② |ψ(u)| ≤ Rq̃, ♦r

|ψ(u)|2 ≤ R2
q̃ . ✭✶✵✮

❍❛✈✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✮ ♦✈❡r M ≃ M ′ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❛t N ≤ R2
q̃ < ∞.

❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡❛♥s t❤❛t dimS
(q),∗
p ≤ maxN < ∞, ❜❡✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t

dimS
(q)
p ≤ maxN <∞, t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)
p ⊂ Lp(M, dµ)∩

Lq(M, dν) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ L2✲s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L∞(M, dν)∩ Lq̃(M, dν), 1/q + 1/q̃ = 1.

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ Lp,
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❲❡ ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ S(q)

p ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ Lp(M, dµ) ❛♥❞✱
♠♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② S(q)

p ⊂ Lq(M, dν) s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
ν ♦♥ M. ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν) ❢♦r
q > max{1, p}, p > 0, ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µ, ν ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♥
M ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ν ♦♥ M.
❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ q > p > 0 ✐s ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♥❡❡❞s
♠♦r❡ s♦✜st✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜s♣❛❝❡s t♦
Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν).

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ Pr♦❢s✳ ❚✳ ❇❛♥❛❝❤✱ ❨❛✳ ▼②❦②t②✉❦ ❛♥❞ ❆✳ P❧✐❝❤❦♦ ❢♦r ✐♥str✉❝t✐✈❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ◆❛t❛❧✐❛ ❑✳ Pr②❦❛r♣❛ts❦❛ ❢♦r
❤❡❧♣ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❧s♣❛❝❤ ❉✳❊✳✱ ❖❞❡❧❧ ❊✳❲✳✱ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡♠✐♥❛r ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s✱ ❊❞✐t♦rs✿ ❊✳❲✳ ❖❞❡❧❧ ❛♥❞ P✳ ❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ❆✉st✐♠✱ ❚❳✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✻✲
✽✼

❬✷❪ ❆st❛s❤❦✐♥ ❙✳❱✳ ❛♥❞ ▼❛❧✐❣r❛♥❞❛ ▲✳ Lp + L∞ ❛♥❞ Lp ∩ L∞ ❛r❡ ♥♦t ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r ❛❧❧
1 ≤ p <∞, p 6= 2. Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✹✻ ✭✷✵✶✽✮✱ ♣✳ ✷✶✽✶✲✷✶✾✹

✶✵✹



❬✸❪ ❇❛❧✐♥s❦② ❆✳❆✳✱ Pr②❦❛r♣❛ts❦✐ ❆✳❑✳ ❖♥ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥
Lp(M, dµ) ∩ Lq(M, dν)✳ ❆❜str❛❝ts ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ✭❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❇♦❤❞❛♥ ❱②♥♥②ts❦②✐✮✱ ❤❡❧❞ ♦♥ ✶✸ ✲
✶✻ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✵✷✶✱ ❉r♦❤♦❜②❝❤✱ ❯❦r❛✐♥❡

❬✹❪ ❇❛♥❛❝❤ ❙✳✱ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐♥❡❛✐r❡s✱ P❲◆✱ ❲❛rs③❛✇❛✱ ✶✾✸✷✳

❬✺❪ ❇❛♥❛❦❤ ■✳✱ ❇❛♥❛❦❤ ❚✳✱ P❧✐❝❤❦♦ ❆✳✱ Pr②❦❛r♣❛ts❦② ❆✳❑✳ ❖♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❈❡♥t✳ ❊✉r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✵✭✻✮✱ ✭✷✵✶✷✮✱ ♣✳ ✷✷✻✹✲✷✷✼✶

❬✻❪ ❇❛♥❛❦❤ ❚✳✱ ▲②❛♥ts❡ ❲✳❊✳ ✱ ▼②❦②t②✉❦ ❨❛✳❱✳ ∞✲❈♦♥✈❡① s❡ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❛t❡♠❛t②❝❤♥✐ ❙t✉❞✐✐✳
✶✶✭✶✮✱ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣✳ ✽✸✲✽✹

❬✼❪ ❇✉t③❡r P✳▲✳✱ ❇❡r❡♥s ❍✳✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✻✼

❬✽❪ ❋♦✐❛s ❈✳✱ ❙❡❧❧ ●✳❘✳✱ ❚❡♠❛♠ ❘✳ ■♥❡rt✐❛❧ ♠❛t❤✐❢♦❧❞s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❏✳ ❉✐✛✳ ❊q♥s✳✱ ✼✸✱ ✭✶✾✽✽✮✱ ♣✳ ✸✵✾✲✸✺✸

❬✾❪ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❆✳✱ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ Lp. ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✻
✭✶✾✺✹✮✱ ♣✳ ✶✺✽✕✶✻✵

❬✶✵❪ ❏♦❤♥s♦♥ ❲✳❇✳ ✱ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ●✳ ❋✐♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lp. ❊❧s❡✈✐❡r Pr❡♣r✐♥t✱
❏❛♥✉❛r② ✸✶✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✶✲✹✵

❬✶✶❪ ❑❛t♦ ❚✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ Pr♦❝❡❡❞✳ ❙②♠♣✳ ❖♥ P✉r❡
❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✺✭✷✮✱ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✾✲✷✸

❬✶✷❪ ❑r❡✟✙♥ ❙✳●✳ ✱ P❡t✉♥✠✙♥ ❨✉✳■✱ ❛♥❞ ❙❡♠☎❡♥♦✈ ❊✳▼✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs✱
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✳ ✺✹✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐✲
❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳✱ ✶✾✽✷✳

❬✶✸❪ ▲❛❞②③❤❡♥s❦❛②❛ ❖✳❆✳ ❋✐♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ◆❛✈✐❡r✕
❙t♦❦❡s s②st❡♠s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s②st❡♠s✱ ❩❛♣✳ ◆❛✉❝❤♥✳ ❙❡♠✳ ▲❖▼■✱ ✶✾✽✼✱ ✶✻✸✱
✶✵✺✕✶✷✾

❬✶✹❪ ▲❛❞②③❤❡♥s❦❛②❛ ❖✳❆✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡s ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ♦❢ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧ s②ts❡♠s✱ ❩❛♣✳ ◆❛✉❝❤♥✳ ❙❡♠✳ ▲❖▼■✱ ✶✾✽✼✱ ✶✻✸✱ ♣✳ ✶✵✺✕✶✷✾❀
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡s❡❛r❝❤❣❛t❡✳♥❡t✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✴✷✹✷✽✽✸✹❴❋✐♥✐t❡❴❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❴s✉❜s♣❛❝❡s❴♦❢❴▲❴♣

❬✶✺❪ ▲❡✇✐s ❉✳❘✳✱ ❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇❛♥❛❝❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦r♠s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❛✱ ✷✻✭✶✮✱ ✭✶✾✼✾✮✱
♣✳ ✶✽✲✷✾

❬✶✻❪ ▲✐❡❜ ❊✳❍✳✱ ▲♦ss ▼✳ ❆♥❛❧②s✐s✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈✳ ✶✹✱ ❆♠❡r✐❝❛♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳✱ ✶✾✾✼

❬✶✼❪ ◆✐♥♦♠✐②❛ ❍✳ ❙♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❏ ▼❛t❤✳❑②♦t♦ ❯♥✐✈✳✱ ✸✷✭✹✮✱ ✶✾✾✷✱
♣✳ ✻✻✼✲✻✽✽

❬✶✽❪ Pr②❦❛r♣❛ts❦② ❆✳❑✳✱ ❇❧❛❝❦♠♦r❡ ❉✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r
❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❡r❛② ❙❝❤❛✉❞❡r t②♣❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ✹✽ ✭✷✵✵✾✮✱ ♣✳
✶✽✷✲✶✽✺

✶✵✺



❬✶✾❪ ❘❡❡❞ ▼✳✱ ❙✐♠♦♥ ❇✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ✈✳✶✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳
❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✼✷

❬✷✵❪ ❚❛♦ ❚✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r②✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈✳ ✶✷✻✱
❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳✱ ✷✵✶✶

❬✷✶❪ ❚❡♠❛♠ ❘✳ ■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡r♥s✐♦♥❛❧ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ Pr♦❝❡❡❞✳
❙②♠♣✳ ❖♥ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✺✭✷✮✱ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✹✸✶✲✹✹✺

❡✲♠❛✐❧✿ ♣r②❦✳❛♥❛t❅❝②❜❡r❣❛❧✳❝♦♠

❙tr✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡s
❚❛r❛s ❇❛♥❛❦❤✱ ❖❧❡s ▼❛③✉r❡♥❦♦✱ ❖❧❡s✐❛ ❩❛✈❛r③✐♥❛
■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ▲✈✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❱✳◆✳ ❑❛r❛③✐♥ ❑❤❛r❦✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❑❤❛r❦✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ (X, d) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts x, y ∈ X ❛♥❞
r❛❞✐✐ r1, r2 ∈ R+ ∪ {0} s✉❝❤ t❤❛t d(x, y) = r1 + r2✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧s
B[x, r1] ∩ B[y, r2] ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❊✈❡r② str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ♥♦r♠❡❞ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ■s ❡✈❡r② str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ ❛❜❡❧✐❛♥❄

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❚✳❖✳ ❇❛♥❛❦❤✱ ❖✳❱✳ ▼❛③✉r❡♥❦♦✱ ❖✳❖✳ ❩❛✈❛r③✐♥❛✳ ❙tr✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♠❡tr✐❝ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s
❛r❡ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡s✱ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❡✲♠❛✐❧✿ t✳♦✳❜❛♥❛❦❤❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♦❧❡s✳♠❛③✉r❡♥❦♦❅❧♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦❧❡s✐❛✳③❛✈❛r③✐♥❛❅②❛❤♦♦✳❝♦♠

❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❢❢✐♥❡ s♣❛❝❡s
❚❛r❛s ❇❛♥❛❦❤✱ ❱❧❛❞②s❧❛✈ Ps❤②❦

■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ▲✈✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ t❤✐s t❛❧❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ 3✲❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
X ❜② ♠❡r❡❧② 4 ❛①✐♦♠s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡s✳ ❆ ❧✐♥❡r ✐s ❛ ♣❛✐r (X,L) ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❛ s❡t X ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② L ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ X✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡s✳

❆ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t A ⊆ X ✐♥ ❛ ❧✐♥❡r (X,L) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✢❛t ✐❢ ❛ ❧✐♥❡ L ∈ L ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A
✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ L✳ ❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t A ⊆ X ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② A t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✢❛t s✉❜s❡t ♦❢ X t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡t A✳ ❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t A ⊆ X ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② |B| ♦❢ ❛ s✉❜s❡t B ⊆ X s✉❝❤ t❤❛t A ⊆ B✳ ❋❧❛t s✉❜s❡ts
♦❢ r❛♥❦ 3 ✐♥ ❧✐♥❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛♥❡s✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s t❛❧❦ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛✣♥❡ s♣❛❝❡s ♦✈❡r ❝♦r♣s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡r (X,L) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❛①✐♦♠s✿

✶✵✻



❼ ✭❊✉❝❧✐❞✮ ❆♥② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❀

❼ ✭P❧❛②❢❛✐r✮ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❧❛♥❡ P ⊆ X✱ ❧✐♥❡ L ⊆ P ❛♥❞ ♣♦✐♥t x ∈ P \ L t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡ Λ ✐♥ X s✉❝❤ t❤❛t x ∈ Λ ⊆ P \ L❀

❼ ✭❍✐❧❜❡rt✮ ■❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡s ✐♥ X ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦
❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥ts❀

❼ ✭❘❛♥❦✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦✉r ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ♦✈❡r ❛ s❦❡✇✲✜❡❧❞ R ❛♥❞ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f : X → V s✉❝❤ t❤❛t

{f [L] : L ∈ L} = {x+R·v : x ∈ V, v ∈ V \ {0}}.

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❚✳ ❇❛♥❛❦❤✳ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛ ✐♥ ▲✐♥❡rs✱ ▲✈✐✈✱ ✷✵✷✺
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡s❡❛r❝❤❣❛t❡✳♥❡t✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✴✸✽✸✹✵✾✾✶✺✳

❬✷❪ ❚✳ ❇❛♥❛❦❤✱ ❱✳ Ps❤②❦✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✣♥❡ 3✲❉✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱
✭✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✳

❬✸❪ ❱✳ Ps❤②❦✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s✱
❇❛❝❤❡❧♦r ❚❤❡s✐s✱ ▲✈✐✈✱ ✷✵✷✺✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈❧❛❞②s❧❛✈✳♣s❤②❦❅❧♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❆♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✉♥✐t ♣♦❧②❞✐s❝✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢
L✲✐♥❞❡① ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ L✲✐♥❞❡① ✐♥

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❆♥❞r✐② ❇❛♥❞✉r❛1✱ ❖❧❡❤ ❙❦❛s❦✐✈2

1■✈❛♥♦✲❋r❛♥❦✐✈s❦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖✐❧ ❛♥❞ ●❛s✱ ■✈❛♥♦✲❋r❛♥❦✐✈s❦✱
❯❦r❛✐♥❡

2■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✈✐✈✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲❡t 0 = (0, . . . , 0), b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ R+ = (0,+∞),
Dn = {z ∈ Cn : |zj| < 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}} ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ♣♦❧②❞✐s❝✱ L : Dn → R+ ❜❡ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Dn

L(z) > β max
1≤j≤n

|bj|
1− |zj|

, β = const > 1. ✭✶✮

❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : Dn → C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ L✲✐♥❞❡① ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐✲
♦♥ b✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts m0 ∈ Z+ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② m ∈ Z+ ❛♥❞ ❡✈❡r② z ∈ Dn ♦♥❡

❤❛s |∂m
b
F (z)|

m!Lm(z)
≤ max

{
|∂k

b
F (z)|

k!Lk(z)
: 0 ≤ k ≤ m0

}
, ✇❤❡r❡ ∂0

b
F (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj,

∂k
b
F (z) = ∂b

(
∂k−1
b

F (z)
)
, k ≥ 2. ❚❤❡ ❧❡❛st s✉❝❤ ✐♥t❡❣❡r m0 = m0(b) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

L✲✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Nb(F, L) =
m0. ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ z ∈ Dn ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Dz = {t ∈ C : z + tb ∈ Dn} ❛♥❞ λb(η) =

supz∈Dn supt1,t2∈Dz

{
L(z+t1b)
L(z+t2b)

: |t1−t2|≤ η
min{L(z+t1b),L(z+t2b)}

}
. ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥Qb(D

n) st❛♥❞s ❢♦r

✶✵✼



❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s L : Dn → R+, s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✶✮ ❛♥❞ (∀η ∈ [0, β]) ♦♥❡
❤❛s λb(η) < +∞. ❉❡♥♦t❡ A = {z ∈ Dn : 〈z,b〉 = 0}, ✇❤❡r❡ 〈z,b〉 := ∑n

j=1 zjbj✳ ▲❡t
z0 ∈ A ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳ ■❢ F (z0 + tb) 6≡ 0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ∈ C, t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts t0 ∈ Dz0 s✉❝❤ t❤❛t F (z0 + t0b) 6= 0. ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

B(z0, t) =

{
t0 ∈ Dz0 : |t0 − t| < min

1≤j≤n

{
β

2L(z0 + tb)
,
1− |z0j + bjt|

2|bj|

}
, F (z0 + t0b) 6= 0

}
,

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❬✶❪✮✳ ▲❡t L ∈ Qb(D
n), α ∈ (1/β, 1) ❛♥❞ F, G ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Dn

s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✶✮ G(z) ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ L✲✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b ∈ Cn \ {0}.

✷✮ ❢♦r ❡✈❡r② z = z0 + tb ∈ Dn, ✇❤❡r❡ z0 ∈ A, ❛♥❞ s♦♠❡ t0 ∈ B(z0, t), ❛♥❞ r = |t −
t0|L(z0+ tb) ♦♥❡ ❤❛s max|t′−t0|= 2r

L(z0+tb)
|F (z0+ t′b)| ≤ max0≤k≤Nb(Gα,Lα)

|∂k
b
G(z0+tb)|

k!Lk(z0+tb)
.

✸✮ c := sup
z0∈A

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2λb2 (1)

L(z0+t0b)

}

|F (z0 + t0b)|
<∞ ✇❤❡r❡ t0 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ✷✮✳

■❢ |ε| ≤ 1−α
2c
, t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ H(z) = G(z)+εF (z) ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ L✲✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

b ✇✐t❤ Nb(H,L) ≤ Nb(Gα, Lα), ✇❤❡r❡ Gα(z) = G(z/α), Lα(z) = L(z/α).

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❛♥❞✉r❛✱ ❆✳✱ ❙❦❛s❦✐✈✱ ❖✳✱ ❍✉r❛❧✱ ■✳✱ ❙❤❡❤❞❛✱ ▲✳✱ ❙♠♦❧♦✈②❦✱ ▲✳ ❆♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛
✉♥✐t ♣♦❧②❞✐s❝✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ▲✲✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✲✐♥❞❡①✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✭✷✵✷✺✮✳ ❱♦❧✳ ✷✽✽✱
◆♦✳ ✷✱ P✳✶✺✺✲✶✻✷✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✾✺✽✲✵✷✺✲✵✼✻✼✹✲✽

❡✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r✐②❦♦♣❛♥②ts✐❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♦❧s❦❛s❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❆s②♠♣t✐t♦❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❝❧♦s❡

t♦ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣
▼❛r✐❛ ❇✐❧♦③❡r♦✈❛✱ ◆❛t❛❧✐❛ ❙❤❛r❛✐

❖❞❡s❛ ■✳■✳ ▼❡❝❤♥✐❦♦✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❖❞❡s❛✱ ❯❦r❛✐♥❡
❖❞❡s❛ ■✳■✳ ▼❡❝❤♥✐❦♦✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❖❞❡s❛✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

y(4) = α0p(t)
3∏

i=0

ϕi(y
(i)) exp

(
γ

∣∣∣∣∣
3∑

i=0

ln
∣∣y(i)

∣∣
∣∣∣∣∣

µ)
, ✭✶✮

✇❤❡r❡ α0 ∈ {−1, 1}✱ γ ∈ R✱ µ ∈]0; 1[, p : [a, ω[✶ →]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞)✱
ϕi : ∆Yi →]0,+∞[ ✭i = 0, 1, 2, 3✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi ✐s
❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [y0i , Yi[

✷ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ]Yi, y0i ]✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✶■❢ ω > 0 ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ a > 0✳

✶✵✽



❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦✱ t❤❛t ❡✈❡r② ϕi(z) ✐s r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛s z → Yi (z ∈ ∆Yi) ♦❢ ✐♥❞❡①

σi ❛♥❞
3∑
i=0

σi 6= 1.

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❬✷❪✮
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠❞❡♥✲
❋♦✇❧❡r t②♣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [t0, ω[⊂ [a, ω[ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ t❤❡
Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥ ✭−∞ ≤ λ0 ≤ +∞✮ ✐❢ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1, 2, 3), (2)

lim
t↑ω

(y′′′(t))2

y(4)(t) y′′(t)
= λ0. (3)

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦s
❱✳ ▼✳ ❊✈t✉❦❤♦✈ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳ ❉r♦③❤③❤②♥❛ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✼❪✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)

✇❛s r❡s❡❛r❝❤❡❞✳ ❍❡r❡ f : [a, ω[×∆Y0 × · · · ×∆Yn−1 −→ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ −∞ <
a < ω ≤ +∞✱ ∆Yi−1

✐s s♦♠❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ♥❡✐❣❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ Yi−1✱ Yi−1 ❡q✉❛❧s t♦ ③❡r♦ ♦r t♦ ±∞✱
i = 1, . . . , n✳ ❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛s t ↑ ω r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r n−1✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✇♦r❦s ♦❢ ❱✳ ▼✳ ❊✈t✉❦❤♦✈ ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡♥♦✉❣❤ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢
♠♦♥♦t♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s r❡❣✉❧❛r❧②✱ s❧♦✇❧② ❛♥❞ r❛♣✐❞❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛s t ↑ ω s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❧s♦ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❡✈❡r② ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ n + 2 t②♣❡s ♦❢
Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧
❢♦r♠ ✐s st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (RN)λ0 ✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t ♦♥t♦ t❤❡ ❛♥② ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

y(n) = α0p(t)
n∏

j=1

ϕj−1

(
y(j−1)

)
, (4)

✇❤❡r❡ α0 ∈ {−1; 1}✱ p : [a, ω[−→]0,+∞[ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ϕj−1 : ∆Yj−1
−→]0,+∞[

✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r σj−1 ❛s y(j) −→ Yj−1✱ j = 1, . . . , n✳
■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♥♦t ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ exp
(
γ
∣∣∑3

i=0 ln
∣∣y(i)

∣∣∣∣µ
)
✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✷✮✱ t❤❡ Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, λ0)✲
s♦❧✉t✐♦♥ ✭−∞ ≤ λ0 ≤ +∞✮ ✐❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡

lim
t↑ω

(y′′′(t))2

y(4)(t) y′′(t)
= λ0. (5)

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧ Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐✲
♦♥ ✭✶✮✳

✷■❢ Yi = +∞✭Yi = −∞✮ ✇❡ t❛❦❡ y0
i
> 0 ✭y0

i
< 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳

✶✵✾



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, λ0)✲
s♦❧✉t✐♦♥s ✭λ0 ∈ R\

{
0, 1, 1

2
, 2
3

}
✮ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (1)

lim
t↑ω

πω(t)I
′
0(t)

I0(t)
=

γ0

λ0n−1 − 1
, lim

t↑ω
y0i |πω(t)|

a0i+1

λ0n−1 − 1 = Yi, (6)

y0i y
0
i+1a0i+1(λ

0
n−1 − 1)πω(t) > 0 ❛s t ∈ [a, ω[, (7)

✇❤❡r❡ y03 = α0✱ i = 0, ..., 3✳
■❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

3∑

k=0

σk

3∏

i=k+1

a0i

k∏

i=1

(a0i + λ) = (1 + λ)
3∏

i=1

(a0i + λ)

❤❛s ♥♦ r♦♦ts ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡❛❧ ♣❛rt✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (6)✱ (7) ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡①✐✲
st❡♥❝❡ ♦❢ Pω(Y0, Y1, Y2, Y3λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (1)✳ ❋♦r ❛♥② s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥❡①t
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛s t ↑ ω

|y(n−1)(t)|γ0 exp
(
−γ
∣∣∣∣∣

3∑

i=0

ln
∣∣y(i)

∣∣
∣∣∣∣∣

µ)

n−1∏

j=0

θj(y
(j)(t))

= γ0I0(t)[1 + o(1)],

y(i)(t)

y(n−1)(t)
=

[
(λ0n−1 − 1) πω(t)

]n−i−1

n−1∏

j=i+1

a0j

[1 + o(1)],

✇❤❡r❡ i = 0, . . . , 2✱ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✳ ❙❡♥❡t❛ ❘❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ✈♦❧✳ ✺✵✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✻✳

❬✷❪ ❙❡♥❡t❛ ❊✳ ❘❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ✈♦❧✳ ✺✵✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✻✳

❬✸❪ ❇❡❧♦③❡r♦✈❛ ▼✳❆✳✱ ●❡r③❤❛♥♦✈s❦❛②❛ ●✳❆✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ▼❛t✳
❙t✉❞✳ ◆♦✳ ✹✹ ✭✷✵✶✺✮✱ ✷✵✹✕✷✶✹✳

❬✹❪ ▼❛r✐ć ❱✳✱ ❚♦♠✐ć ▼✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ y′′ = p(t)ϕ(y)✳
▼❛t❤✳ ❩✳ ✶✾✼✻✳ ✶✹✾✳ P✳ ✶✻✶✕✶✻✻✳

❬✺❪ ❚❛❧✐❛❢❡rr♦ ❙✳ ❉✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ y′′ +ψ(t)y−λ = 0✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❛❧✳ ✶✾✼✽✳
❱✳ ✸✳ P✳ ✹✸✼✕✹✹✹✳

❬✻❪ ❇❡❧♦③❡r♦✈❛ ▼✳❆✳✱ ●❡r③❤❛♥♦✈s❦❛②❛ ●✳❆✳❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤
s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ▼❡♠♦✐rs ♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳ ✷✵✶✾✳ ❱✳
✼✼✳ P✳ ✶ ✕ ✶✷

✶✶✵



❬✼❪ ❊✈t✉❦❤♦✈ ❱✳▼✳✱ ❉r♦③❤③❤②♥❛ ❆✳ ❱✳❆s②♠♣t♦t✐❝ ♦❢ r❛♣✐❞❧② ✈❛r②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✱t❤❛t ❛r❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦ss✐❧❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✾✳ ❚✳✷✷✱ ✸✳ P✳ ✸✺✵✕✸✻✽

❡✲♠❛✐❧✿ ▼❛r❜❡❧❅✉❦r✳♥❡t

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❉♠②tr♦ ❇♦❜②❧✐❡✈

❑r②✈②✐ ❘✐❤ ❙t❛t❡ P❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❑r②✈②✐ ❘✐❤✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡s ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠

−∇ ·
(
A
(
x
ε

)
∇uε(x)

)
= f(x), x ∈ Ω ⊂ Rd, uε|∂Ω = 0, ✭✶✮

✇❤❡r❡ A(x/ε) ✐s ❛ r❛♣✐❞❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡♥s♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦r st✐✛♥❡ss✳ ❉✐r❡❝t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ε ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ u0(x) s❛t✐s✜❡s

−∇ · (A∗∇u0(x)) = f(x), u0|∂Ω = 0, ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♥s♦r A∗ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s

−∇y ·
(
A(y)(ei +∇yχi(y))

)
= 0, y ∈ Y = [0, 1]d, ✭✸✮

✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥

A∗
ij =

∫

Y

A(y)(ei +∇yχi(y)) · (ej +∇yχj(y)) dy. ✭✹✮

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
t❤❛t ✢♦✇s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤❡❛t
✢✉① ♦r ❉❛r❝② ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H1

0 (Ω)✱ t❤✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣
✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ u0 t♦ uε ✐♥ t❤❡ H1 ♥♦r♠ ✇✐t❤
❡rr♦r O(ε)✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋♦r
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣♦r♦✉s str✉❝t✉r❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦rs
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✢♦✇ r❛t❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐✲
♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭▼s❋❊▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼✉❧t✐s❝❛❧❡
▼❡t❤♦❞ ✭❍▼▼✮✳ ❚❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛❧❧♦✇ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣
✜♥❡✲ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✈❡rs✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣
❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ t✐✲
ss✉❡s✱ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♣♦r♦✉s s♦❧✐❞s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧s♦ ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❢♦r ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s r❡❝♦✈❡r②✱ ✐♥ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞
❛s♣❤❛❧t✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ s♦✐❧✳

❋✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ r❛♥❞♦♠
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
❛s ❛ ❦❡② t♦♦❧ ✐♥ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦r♦✉s s②st❡♠s✳

✶✶✶



❡✲♠❛✐❧✿ ❞♠②tr♦❜♦❜②❧✐❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❲❡❛❦❧② P❡rt✉r❜❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ❙②st❡♠s ♦❢
■♥t❡❣r♦✲❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡✳ ❆♥ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t

❙②st❡♠ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s
■✈❛♥♥❛ ❇♦♥❞❛r

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r♦❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε✿

ẋ(t)−Φ(t)

b∫

a

[
A(s)x(s)+B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t)+ ε

b∫

a

[
K(t, s)x(s)+K1(t, s)ẋ(s)

]
ds, ✭✶✮

ℓx(·, ε) = α + εℓ1x(·, ε) ∈ Rq ✭✷✮

❯s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐✲
♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ D2[a, b] ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r✲❢✉♥❝t✐♦♥s x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈
L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0]. ■t ✐s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡s
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡r✐❡s

x(t, ε) =
∞∑

i=−(k+1)

εixi(t, ci) ❢♦r ε ∈ (0, ε∗] ⊆ (0, ε0].

❍❡r❡✱ A(t), B(t), Φ(t) ❛r❡ m×n, m×n, n×m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ L2[a, b]❀ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Φ(t) ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ [a, b], f(t) ✐s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ L2[a, b]; ℓ, ℓ1 ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❡❞
q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ α = col(α1, α2, ..., αq) ∈ Rq. K(t, s), K1(t, s) ❛r❡ (n×n)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡❣r❛❜❧❡
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ L2[a, b].

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ❢♦r ②♦✉♥❣ s❝✐❡♥t✐sts ♦❢ t❤❡ ◆❆❙ ♦❢
❯❦r❛✐♥❡ ❢♦r ✷✵✷✹✕✷✵✷✺ ✭✵✶✷✹❯✵✵✷✶✶✶✮✱ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐♠♦♥s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥
●r❛♥t ✭✶✷✾✵✻✵✼✱ ■✳❆✳❇✳✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇♦✐❝❤✉❦ ❆✳❆✳✱ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦ ❆✳▼✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❜♦✉♥❞❛r②
✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❯tr❡❝❤t✱ ❇♦st♦♥✿ ❱❙P✱ ✷✵✵✹✱ ✸✶✼ ♣✳❀ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❲❛❧t❡r ❞❡ ●r✉②t❡r
●♠❜❍ ✫ ❈♦ ❑●✱ ✷✵✶✻✱ ✸✶✹ ♣✳

❬✷❪ ❇♦✐❝❤✉❦ ❖✳❆✳✱ ❍♦❧♦✈❛ts✬❦❛ ■✳❆✳ ❇♦✉♥❞❛r②✲❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ❙②st❡♠s ♦❢ ■♥t❡❣r♦❞✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✸✱ ✸✵✻✕✸✷✶ ✭✷✵✶✹✮✳ ❉❖■✿
✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✾✺✽✲✵✶✹✲✷✶✸✺✲✶

❬✸❪ ❇♦♥❞❛r ■✳❆✳ ▲✐♥❡❛r ❇♦✉♥❞❛r②✲❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ❙②st❡♠s ♦❢ ■♥t❡❣r♦❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❑❡r♥❡❧✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❈❛s❡ ❢♦r ❛ ❲❡❛❦❧② P❡rt✉r❜❡❞
❇♦✉♥❞❛r②✲❱❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✼✹✱ ✽✷✷✕✽✸✷ ✭✷✵✷✸✮✳ ❉❖■✿
✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✾✺✽✲✵✷✸✲✵✻✻✹✺✲✶

✶✶✷



❡✲♠❛✐❧✿ ❜♦♥❞❛r✳✐✈♥♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❇❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❦❡r♥❡❧s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s
❙t❛♥✐s❧❛✈ ❈❤❛✐❝❤❡♥❦♦∗✱ ❱✐❦t♦r ❙❛✈❝❤✉❦∗∗✱ ❆♥❞r✐✐ ❙❤②❞❧✐❝❤∗∗∗

∗ ❉♦♥❜❛s ❙t❛t❡ P❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙❧♦✈✐❛♥s❦✱ ❯❦r❛✐♥❡❀
∗∗ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱

❯❦r❛✐♥❡❀
∗∗∗ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱
❯❦r❛✐♥❡✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✐❢❡ ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱

❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Kλn,s(t, A,B) := A+Bt

(t2+λ2)s+1 , ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ ✜①❡❞
❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱ λ > 0✱ s ∈ N✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♠❡tr✐❝✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡✱ ❢♦r A = s = 0 ❛♥❞ B = 1
π
✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ Kλn,s(t, A,B) ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡

P♦✐ss♦♥ ❦❡r♥❡❧ Pt(λ) = 1
π

t
λ2+t2

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧s
Kλn,s(t, A,B) ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❦❡r♥❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜✐✲
❤❛r♠♦♥✐❝ P♦✐ss♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s

B(f ; t;λ) := 2λ3

π

∫ ∞

−∞

f(x+ t)

(x2 + λ2)2
dx.

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❤❛r♠♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ∇2(∇2U) = 0, ∇ := ∂2

∂x2
+ ∂2

∂λ2
,

✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ✭λ > 0✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
limλ→0+ U(x, λ) = f(x), limλ→0+

∂
∂λ
U(x, λ) = 0.

❉❡♥♦t❡ ❜② Pn−1 t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡❣r❡❡
❛t ♠♦st n− 1 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛♥t✐t②

En(Kλn,s)2,ρn := inf
p∈Pn−1

(∫ ∞

−∞

∣∣∣∣
A+Bt

(t2 + λ2)s+1
− p(t)

∣∣∣∣
2

dt

|ρn(t)|2
)1/2

♦❢ ❜❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ Kλn,s(t, A,B) ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢r♦♠
t❤❡ s❡t Pn−1 ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t 1

|ρn(t)|2 ✱ ρn(t) = ρ0
∏n

k=1(t − ak),
✇❤❡r❡ ak = αk + iβk✱ βk > 0✱ k = 1, 2, . . . , n, ❛♥❞ ρ0 6= 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t A,B ❜❡ ❛♥② ✜①❡❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ λ > 0 ❛♥❞ s ∈ N✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② n ∈ N

E2n(Kλn,s)2,ρn =
4π

(2λ)2s+3µn(λ, a)|ρ0|2
s∑

k=0

s∑

l=0

(
l+k
l

)
GkGl,

✇❤❡r❡ µn(λ, a) =
n∏
k=1

[
α2
k + (βk + λ)2

]
✱ aj = αj + iβj✱ βj > 0✱ j = 1, 2, . . . , n✱

Gk = Gk(λ, a) =
s−k∑

j=0

(s+js )is−k−jνs−k−j(iλ,ā)
(2λ)k+j

(
Bλ(s(s+j)−2j)

s(s+j)
− iA

)
.

❙✐♠✐❧❛r ❡①tr❡♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ❦❡r♥❡❧s Kλn,s(t, A,B) ✇❛s s♦❧✈❡❞✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s = 0
✐♥ ❬✶❪ ✭s❡❡✱ ❛❧s♦ ❬✷❪✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s = 1 ✐♥ ❬✸❪✳
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❬✶❪ ❱♦s❦❛♥②❛♥ ❆✳❆✳ ❖♥ s♦♠❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡
r❡❛❧ ❛①✐s✳ ■③✈❡st✐②❛ ❆❦❛❞❡♠✐✐ ◆❛✉❦ ❆r♠②❛♥s❦♦✐ ❙❙❘✳ ✶✾✼✾❀ ✶✹ ✭✷✮✿ ♣♣✳ ✶✵✼✲✶✷✸✳

❬✷❪ ❆❤✐❡③❡r ◆✳■✳✿ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✺✻✳

❬✸❪ ❙❛✈❝❤✉❦ ❱✳❱✳✱ ❈❤❛✐❝❤❡♥❦♦ ❙✳❖✳✱ ❙❤②❞❧✐❝❤ ❆✳▲✳ ❊①tr❡♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❯♥✐t❡❞✳ ✷✵✷✹❀ ✷✿ ♣♣✳ ✶✷✾✲✶✹✺✳

❡✲♠❛✐❧✿ s✳❝❤❛✐❝❤❡♥❦♦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢♦r ♣❧❛♥❛r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s

❉✉♠✐tr✉ ❈♦③♠❛
■♦♥ ❈r❡❛♥❣✟❛ ❙t❛t❡ P❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐☛s✐♥✟❛✉✱ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ♦❢ ▼♦❧❞♦✈❛

✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❛r s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), ✭✶✮

✇❤❡r❡ P (x, y), Q(x, y) ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ (x, y) ∈ R2 ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡
❞❡❣r❡❡ n ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s P ❛♥❞ Q✱
n = max{degP (x, y), degQ(x, y)}✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ t❤❡r❡
✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X = P (x, y) ∂

∂x
+Q(x, y) ∂

∂y
.

▲❡t O(0, 0) ❜❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮✱ ✐✳❡✳ P (0, 0) = Q(0, 0) = 0✱
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮ ❛t O(0, 0)✿

dx

dt
= a10x+ a01y,

dy

dt
= b10x+ b01y. ✭✷✮

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❢♦r ♣❧❛♥❛r s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ❬✶❪✱ ❬✸❪✿

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ❯♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠
✭✷✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣✉❧❛r
♣♦✐♥t O(0, 0) ❄

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✭✶✮ ✉♥❧❡ss ✐❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r
♦r ❛ ❢♦❝✉s t②♣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠ ❛r❡ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② λ1,2 =
±iβ, i2 = −1, β 6= 0 ❛♥❞ n ≥ 3✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ r❡s❝❛❧✐♥❣✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠

dx

dt
= y +

n∑

j=2

Pj(x, y) ≡ P (x, y),
dy

dt
= −x+

n∑

j=2

Qj(x, y) ≡ Q(x, y), ✭✸✮

✇❤❡r❡ Pj ❛♥❞ Qj ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ j ✇✐t❤ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✳ ❆ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❢♦❝✉s ♦r ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r ✭✸✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦❝✉s✱ ❛
✜♥❡ ❢♦❝✉s ♦r ❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✳

✶✶✹



❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡♥t❡r ♦r ❛ ❢♦❝✉s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r✕❢♦❝✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✭✸✮ ❛r♦s❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✶✻t❤ ❍✐❧❜❡rt ♣r♦❜❧❡♠✳

▲②❛♣✉♥♦✈ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧
✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✸✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0)✳
❆ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r s②st❡♠ ✭✸✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ✐♥ s♦♠❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ O(0, 0) ❛ ♥♦♥❝♦♥st❛♥t ❛♥❛❧②t✐❝ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧

F (x, y) ≡ x2 + y2 +
∞∑

k=3

Fk(x, y) = C ✭✹✮

♦r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

µ(x, y) = 1 +
∞∑

k=1

µk(x, y), ✭✺✮

✇❤❡r❡ Fk, µk ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k✳

✷✳ ❋♦❝✉s q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s
F (x, y) =

∑
Fk(x, y)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ F (x, y) ❛❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✮ ✐s

dF

dt
= L1(x

2 + y2)2 + L2(x
2 + y2)3 + . . . . ✭✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Lk, k = 1, 2, . . . ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✮
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭❢♦❝✉s✮ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
✜rst ♥♦♥✈❛♥✐s❤✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t②✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❛ ✜♥❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦r❞❡r m ✐❢ Lk = 0, k = 1,m− 1 ❛♥❞ Lm 6= 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
❛t ♠♦st m s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❝❛♥ ❜✐❢✉r❝❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ✜♥❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦r❞❡r m✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❛ ❝❡♥tr❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✸✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ t❤❡
▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛♥✐s❤ ✭Lk = 0, k = 1, ∞✮✳

❇② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✬s ❜❛s✐s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r N s✉❝❤ t❤❛t Lk = 0 ❢♦r
❛❧❧ k ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Lk = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ≤ N ✳ ■t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❛s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❤♦✇ ♠❛♥② ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞✳ ❲❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖♣❡♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬✸❪✿

Pr♦❜❧❡♠ ✷✳ ❋♦r ❛♥② ❞❡❣r❡❡ n ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✸✮ t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ N = N(n) t❤❛t
✈❛♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✜rst N ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❢♦r✿ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s✱ N = 3❀ ❝✉❜✐❝
s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s✱ N = 5❀ t❤❡ ❑✉❦❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✱ N = 8✳

✸✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✭✸✮ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ Φ(x, y) = 0✱ ✇❤❡r❡ Φ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✮ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ✐♥ C2 ♦❢ ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ Φ(x, y) = 0✱ ✇❤❡r❡ Φ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x, y ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t

XΦ = P
∂Φ

∂x
+Q

∂Φ

∂y
= KΦ, ✭✼✮

❢♦r s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x, y✱ K = K(x, y) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n− 1 ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❝♦❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ Φ(x, y) = 0✳

✶✶✺



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ Φ(x, y) = 0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭✸✮ ✐❢ Φ(x, y) ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ C[x, y]✳

▲❡t Φ = 0 ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭✸✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m✳ ❚❤✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

✶✮ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐❢ m = 1✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ a10x+ a01y + 1 = 0;

✷✮ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✐❝ ✐❢ m = 2✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

a20x
2 + a11xy + c02y

2 + a10x+ a01y + 1 = 0;

✸✮ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉❜✐❝ ✐❢ m = 3✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3 + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y + a00 = 0.

❙✐♥❝❡ ❉❛r❜♦✉① ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✶✽✼✽ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐s st✐❧❧ ❢✉❧❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❬✷❪✱ ❬✹❪✳

Pr♦❜❧❡♠ ✸✳ ●✐✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ M t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ≥ 2✳

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r α(n) ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n > 1 ❤❛✈✐♥❣ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❄

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ✐s ❛ ✈❡r② ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡✳

✹✳ ❉❛r❜♦✉① ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳ ■♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st
♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②
❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❉❛r❜♦✉① ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✱
❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s t❤❡② ❤❛✈❡ ❬✷❪✱ ❬✸❪✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ❤❛s q ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s Φj(x, y) = 0, j = 1, q✳ ❉❛r❜♦✉① ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐✲
♥❣ ❢❛❝t♦r✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

Φα1
1 Φα2

2 · · ·Φαq
q , ✭✽✮

✇❤❡r❡ Φj ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ Φj ∈ C[x, y], αj ∈ C✳

Pr♦❜❧❡♠ ✺✳ ❋♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r q ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡✐r ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧s✳

❆ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❛r❜♦✉① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✷❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ s②st❡♠ ✭✶✮ ❤❛s q ❞✐st✐♥❝t ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
Φj = 0, j = 1, . . . , q✳ ■❢ q ≥ 1

2
n(n + 1)✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❉❛r❜♦✉① ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ♦r ❛

❉❛r❜♦✉① ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❉❛r❜♦✉① ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ❡❧❡❣❛♥t ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❢♦r s♦♠❡
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ✧❡♥♦✉❣❤✧✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✲
✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✭✸✮✳

Pr♦❜❧❡♠ ✻✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✭✸✮ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s t❤❛♥ n(n+ 1)/2 ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r✳

✶✶✻



■♥ ❬✷❪ ❙❝❤❧♦♠✐✉❦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❉❛r❜♦✉① ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❝❡♥t❡rs
✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠s✿ ❛♥② q✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠ (n = 2) ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t
♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r t②♣❡ ✐s ❉❛r❜♦✉① ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳

✺✳ ❈✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r✳ ❆s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉❜✐❝
s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s {(3), (n = 3)} ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r ♦r ❛ ❢♦❝✉s
O(0, 0)✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

dx

dt
= y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3,

dy

dt
= −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3),

✭✾✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✳
❋♦r ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✾✮ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✿
✭✐✮ ❋✐♥❞ t❤❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ✭✾✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡rM ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝

❝✉r✈❡s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡s d1, d2, ..., dM ✳
✭✐✐✮ ❋♦r t❤✐s s✉❜❝❧❛ss ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t

O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s✳ ■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ▲❡t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✾✮ ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✭r❡❛❧
♦r ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉❜✐❝✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛♥✐s❤ ✭N = 3✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ▲❡t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✾✮ ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✭r❡❛❧
♦r ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✐❝✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛♥✐s❤ ✭N = 4✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ▲❡t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✾✮ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♥❞
♦♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉❜✐❝✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t O(0, 0) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜rst ✜✈❡
▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛♥✐s❤ ✭N = 5✮✳

■t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✭✾✮ ❤❛s
❉❛r❜♦✉① ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠s✿

✶✮
lα1
1 l

α2
2 Φβ

2 = C, α1, α2, β ∈ R, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ l1 = 0, l2 = 0 ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛♥❞ Φ2 = 0 ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✐❝❀
✷✮

lα1
1 l

α2
2 Φβ

3 = C, α1, α2, β ∈ R, ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ l1 = 0, l2 = 0 ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛♥❞ Φ3 = 0 ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉❜✐❝❀
✸✮

lα1Φ
β
3 = C, α, β ∈ R, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ l1 = 0 ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♥❞ Φ3 = 0 ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✉❜✐❝✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✉❜✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✭✾✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤
❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ♦❢ ▼♦❧❞♦✈❛ ✉♥❞❡r ♣r♦❥❡❝t ♥✉♠❜❡r ✧✷✺✳✽✵✵✶✷✳✺✵✵✼✳✼✻❙❊
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✧✳

✶✶✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❘♦♠❛♥♦✈s❦✐ ❱✳●✳✱ ❙❤❛❢❡r ❉✳❙✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛❧❣❡❜r❛ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇♦st♦♥✱ ❇❛s❡❧✿ ❇✐r❦❤☎❛✉s❡r✱ ✷✵✵✾✳

❬✷❪ ❙❝❤❧♦♠✐✉❦ ❉✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡❝t♦r
✜❡❧❞s✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts ♦❢ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡s✱
✶✾✾✸✱ ♣✳ ✹✷✾✕✹✻✼✳

❬✸❪ ❈♦③♠❛ ❉✳ ■♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝✉❜✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✐❝s✳ ❈❤✐☛s✐♥✟❛✉✿ ☛❙t✐✐♥☛t❛✱ ✷✵✶✸✳

❬✹❪ ❳✐❛♥❣ ❩❤❛♥❣✳ ■♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✿ ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♥❣❛♣✉r❡✿
❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡ ❙✐♥❣❛♣✉r❡✱ ✷✵✶✼✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❝♦③♠❛✳❞✉♠✐tr✉❅✉♣s❝✳♠❞

❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs
❱✐t❛❧✐✐ ❉❡❤♥❡r②s

■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ▲✈✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A ∈ B ❛❞♠✐ts UL✲❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st
A+ ∈ B+, A− ∈ B− s✉❝❤ t❤❛t A = A+A−✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t A ∈ B ❛♥❞ A ≥ 0✳ ❲❡ s❛② t❤❛t A ❛❞♠✐ts ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts A+ ∈ B+ s✉❝❤ t❤❛t A = A+A

∗
+.

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ❉♦❡s ❡✈❡r② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r P ∈ B ✇✐t❤ dimkerP <∞ ❛❞♠✐t ❛ s♣❡❝✐❛❧
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ P = V V ∗✱ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ B+❄

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② x ∈ ∆k ✭k = 1, . . . ,m+ 1✮ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

Ak(x) := A(x)
∣∣
Gk

✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ✐♥ Gk✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ A−1
k (x) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ∆k✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② A♭ : R→ B(G) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

A♭(x) := A−1
k (x)⊕Ok, x ∈ ∆k, k = 1, . . . ,m+ 1,

✇❤❡r❡ Ok ✐s ❛ ♥✉❧❧✲♦♣❡r❛t♦r ✐♥ Fk✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ A♭(x) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ❡✈❡r②
✐♥t❡r✈❛❧ ∆j✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣♦✐♥ts ξj, j = 1, . . . ,m✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞

A(x) :=

∫ x

−∞
Φ∗(t)Φ(t) dt, x ∈ R,

✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧♠♦st ❡✈❡r② x ∈ ∆k(k = 1, . . . ,m+ 1) t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

A(x)A♭(x) Φ∗(x) = Φ∗(x).

✶✶✽



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

(V f)(x) := f(x)−
∫ ∞

x

Φ(x)A♭(t) Φ∗(t) f(t) dt, x ∈ R, f ∈ H. ✭✶✮

❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t V V ∗ = P ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r V ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮ ❛♥❞ U := I−V ✳
❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② f ∈ C0 t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

‖Uf‖2 = (Uf | f) (f | Uf)

❤♦❧❞s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r V t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮ ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲
tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦r✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❋♦r ❡✈❡r② g ∈ C0 t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

‖U∗g‖2 = (U∗g)g + (g | U∗g)
∥∥P⊥g

∥∥2 , (P⊥ := I− P ).

❤♦❧❞s✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❞❡❤♥❡r②s✈✐t❛❧✐✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❉❡s♠♦❞❡s♠✉s
❛r♠❛t✉s ♠✐❝r♦❛❧❣❛❡ ❝✉❧t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ s✉❜str❛t❡
❆♥❞r✐✐ ❉♦r♦s❤✱ ■r②♥❛ ❉♦r♦s❤✱ ■❤♦r ❈❤❡r❡✈❦♦✱ ❆♥❞r✐✐ P❡rts♦✈
❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ st✉❞② ❤✐st♦r② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s
✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧❛r❣❡❧②
❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬✶❪✳

❱❛r✐♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❜♦t❤
♠✐❝r♦❛❧❣❛❧ ❜✐♦♠❛ss ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t ♣r♦❞✉❝ts ❬✷✱ ✸❪✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s ✈❛❧✐❞❛t✐✲
♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞
❛❞❥✉st♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s ♦❢ ♠✐❝r♦❛❧❣❛❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r st✉❞② ❬✹❪✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ P❡rt ♠♦❞❡❧ ❬✺❪ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ s✉❜str❛t❡✱ s✐♥❝❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❛
❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆t ❤✐❣❤❡r s✉❜str❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❣r♦✇t❤ ❝❛♥
❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡r❣t❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✻❪✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❛r♦t❡♥♦✐❞ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ s✉❜str❛t❡s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

dC

dt
=

µmKCS

KS +KCS

CS − µC,
dP

dt
=

q1S

KS + S
C − kPC, ✭✶✮

−dS
dt

=

(
µm
YCS

+
qp
YPS

)
C,

✶✶✾



✇❤❡r❡ ❙ ✐s t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ P ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦❞✉❝t✱
❛♥❞ ❈ ✐s t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❛r♦t❡♥♦✐❞ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♦❢t✇❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ tr❛❝❦✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐♦♠❛ss✱ s✉❜str❛t❡✱ ❡t❝✳ ❙❧✐❞❡rs ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇ ✉s❡rs t♦ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛r♦t❡♥♦✐❞s ❛♥❞
❜✐♦♠❛ss ✐♥ ❉✳ ❛r♠❛t✉s ❝✉❧t✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐t❤ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✉s❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦♦❧s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ r❡s✉❧ts ❬✼❪✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠✐❝r♦♦r❣❛♥✐s♠ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❢♦r st✉❞❡♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❏✳ ▼❛❦✐♥✐❛ ❛♥❞ ❊✳ ❩❛❜♦r♦✇s❦❛✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❆❝t✐✈❛t❡❞ ❙❧✉❞❣❡ ❙②st❡♠s✳ ■❲❆ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ❆❧❧✐❛♥❝❡ ❍♦✉s❡✱ ✷✵✷✵✳ ✻✼✵ ♣✳

❬✷❪ ❋✳ ❇r❛✉❡r✱ ❈✳ ❈❛st✐❧❧♦✲❈❤❛✈❡③✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ✐♥ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊♣✐✲
❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ✷✵✶✷✳ ✺✵✽ ♣✳

❬✸❪ ❏✳ ▼✉❧❧❡r✱ ❈✳ ❑✉tt❧❡r✳ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✺✳ ✼✶✶ ♣✳

❬✹❪ ❙✳ ❙✳ ❏❡s✉s ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ❋✐❧❤✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♠✐❝r♦❛❧❣❛❡ ❉✉♥❛❧✐❡❧❧❛ s❛❧✐♥❛ ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉tr✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇✐♦❝❤❡♠ ✫ ❇✐♦t❡❝❤✱ ✷✵✶✵✳ ❱♦❧✳ ✹✭✻✮✱ ♣♣✳ ✷✼✾✕✷✽✸✳

❬✺❪ ❙✳ ❏✳ P✐rt✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ▼✐❝r♦❜❡ ❛♥❞ ❈❡❧❧ ❈✉❧t✐✈❛t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❍❛❧st❡❞ Pr❡ss✱ ✶✾✼✻✳
✷✼✹ ♣✳

❬✻❪ ❖✳ ❋♦rr❡st✲❖✇❡♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❇✐♦❧♦❣②✱ ❊❝♦❧♦❣②
❛♥❞ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤❡st❡r✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ✷✵✶✻✳ ✶✷✹ ♣✳

❬✼❪ ❆✳ ❉♦r♦s❤✱ ■✳ ❉♦r♦s❤✱ ■✳ ❈❤❡r❡✈❦♦✱ ▼✳ ▼❛r❝❤❡♥❦♦✱ ▲✳ ❈❤❡❜❛♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐✲
♥❣ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❝❛r♦t❡♥♦✐❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐❝r♦❛❧❣❛❡✳ ✷✵✷✹ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐✲
♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉t❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❆❈■❚✮ ✭✶✾✕✷✶
❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✹✮✳ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ✷✵✷✹✳ P♣✳ ✸✻✕✸✾✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛✳❞♦r♦s❤❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✐✳♠❛❧✐s❤❝❤✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✐✳❝❤❡r❡✈❦♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱
❛✳♣❡rts♦✈❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

✶✷✵



❆❜♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❜❧❡ ♦r❞❡r
❨❛r♦s❧❛✈ ❉r✐♥1✱ ■r✐♥❛ ❉r✐♥2✱ ❙✈✐t❧❛♥❛ ❉r✐♥3

1❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡
2❈❤❡r♥✐✈ts✐ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❙t❛t❡ ❚r❛❞❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱

❯❦r❛✐♥❡
3◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑②✐✈✲▼♦❤②❧❛ ❆❝❛❞❡♠②✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛❜❧❡✲♦r❞❡r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛♣✉t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r α(t) > 0 ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❛♣✉t♦
❬✶❪ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

D
α(t)
0,t f(t, x) =





1
Γ(m−α(t))

t∫
0

f (m)(τ,x)dτ

(t−τ)α(t)−1−m , m− 1 < α(t) ≤ m,❘❡α(t) > 0,m ∈ N, t > 0,

∂mf(t,x)
∂tm

, α(t) = m,

t❤❡r❡ ∂mf(t,x)
∂tm

✐s t❤❡ m✲♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f(t, x) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ ✐❢ 0 < α(t) < 1 t❤❡♥
m = 1✱ s✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ 1 < α(t) < 2 t❤❡♥ m = 2✳

■♥ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡t t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❝❛❧❧✐♥❣ h1(t) ❬✷❪ ❛♥❞ ♠♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ h2(t) ❬✸❪✱ ♣❧❛② ❛♥
❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡✿

h1(t) =

{
1, t ∈ [a, b),
0, elsewhere,

h2(t) =





1, t ∈
[
a, a+b

2

)
,

−1, t ∈
[
a+b
2
, b
)
,

0, elsewhere,

Pr♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦r♠

D
α(t)
0,t U(t, x) = U(t, x)b(t) +

∂2U(t, x)

∂x2
, m = 1, 0 < x < l, t > 0,

U(0, x) = λ, U(0, t) = U(l, t) = 0,

λ ∈ R✱ l > 0✱ b(t) ✕ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ U(t, x) ❜② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡ts ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✹❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ❈❛♣✉t♦✳ ❊❧❛st✐❝❛t❛ ❡ ❉✐ss❛♣❛③✐♦♥❡✱ ❩❛♥✐✲❝❤❡❧t✐✱ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ✶✾✻✾✳

❬✷❪ ❯✳ ▲❡♣✐❦✱ ❍✳ ❍❡✐♥✳ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡ts ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✷✹✳

❬✸❪ ❘✳ ❆♠✐♥✱ ❑✳ ❙❤❛❤✱ ▼✳ ❆s✐❢✱ ■✳ ❑❤❛♥✱ ❊✳ ❯❧❧❛❤✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✈✐❛ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡t✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❆♣♣❧✳
▼❛t❤✳✱ ✸✽✶✭✷✵✷✶✮✱ ✶✶✸✵✷✽✳

❬✹❪ ❑❤✉rs❤❡❡❞ ❏✳ ❆♥s❛r✐✱ ❘♦❤✉❧ ❆♠✐♥✱ ❍❛❢s❛✱ ❆t✐❢ ◆❛✇❛③✱ ❋❛③❧✐ ❍❛❞✐✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✳ P✉❜❧✐✲
s❤❡❞ ❜② ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✐s✱ ❙❡r❜✐❛✱ ❋✐❧♦♠❛t
✸✼✿✸✵✭✷✵✷✸✮✱ ✶✵✸✽✸✲✶✵✸✾✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ ②✳❞r✐♥❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✐r②♥❛✳❞r✐♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ s✈✐t❧❛♥❛✳❞r✐♥❅✉❦♠❛✳❡❞✉✳✉❛

✶✷✶



❖♥ ❈❧❛ss✐❝ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r ❖♥❡ ❈❧❛ss
♦❢ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❚②♣❡ ✇✐t❤ ❇❧♦❝❦

❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❱✐t❛❧② ❉r♦♥✱ ■❤♦r ▼❡❞②♥s❦②✐

■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
(
SB −

∑

|k1|≤2b

ak1(t, x)∂
k1
x1

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ] ✭✶✮

✇❤❡r❡ SB := ∂t −
n2∑
j=1

( n1∑
s=1

b1sjx1s

)
∂x2j −

n3∑
j=1

( n2∑
s=1

b2sjx2s

)
∂x3j ✱ n✱ n1✱ n2 ❛♥❞ n3 ❜❡ ❣✐✈❡♥

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ 1 ❛♥❞ n = n1 + n2 + n3❀ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
x := (x1, x2, x3) ∈ Rn ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts xj := (xj1, . . . , xjnj) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2, 3}❀ ♠✉❧t✐✲
✐♥❞❡① k := (k1, k2, k3) ∈ Z

nj
+ ✇✐t❤ kj := (kj1, . . . , kjnj) ∈ Z

nj
+ , |kj| := |kj1|+ . . .+ |kjnj |, j ∈

{1, 2, 3}❀ ΠH := {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}✱ ✐❢ H ⊂ R✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ SB ❤❛s ✐ts ♠❛tr✐① ❢♦r♠ SB = ∂t − (x,BDx)✱ ✇❤❡r❡ B ✐s ❛

n× n✲♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿

B :=



O B1 O
O O B2

O O O


 , ✭✷✮

B1✱ B2 ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs b1ij✱ i ∈ {1, ..., n1}✱ j ∈ {1, ..., n2}✱
b2ij✱ i ∈ {1, ..., n2}✱ j ∈ {1, ..., n3}✱ O ✐s ❛ ♥✉❧❧✲♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1 , ∂x21 , ..., ∂x2n2 , ∂x31 , ..., ∂x3n3 )✱ (·, ·) ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ Rn✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❆1✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✭✷✮✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦s B1 ❛♥❞ B2 ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
(
B1

1

B1
2

)
❛♥❞

(
B2

1

B2
2

)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s B1
1 ✱ B

1
2 ✱ B

2
1 ❛♥❞ B2

2 ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n2 × n2✱ (n1 − n2)× n2✱
n3 × n3 ❛♥❞ (n2 − n3)× n3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡② s❛t✐s❢② t❤❡ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ detBi

1 6= 0✱
i ∈ {1, 2}❀

❆2✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t δ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t (t, x) ∈ Π[0,T ] ❛♥❞ σ1 ∈ Rn1

t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❘❡
∑

|k1|=2b

ak1(t, x)(iσ1)
k1 ≤ −δ

n1∑

j=1

σ2b
1j

❤♦❧❞s✳
❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❆1 ❛♥❞ ❆2 ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t②♣❡ ❊21 ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❬✶❪✳
❆❧s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ X(h) := (X1(h), X2(h), X3(h))✱

Xi(h) := (Xi1(h), ..., Xini(h))✱ i ∈ {1, 2, 3}✱ X1j(h) := x1j✱ j ∈ {1, ..., n1}✱ X2j(h) := x2j+

h
n1∑
i=1

b1ijx1i✱ j ∈ {1, ..., n2}✱ X3j(h) := x3j + h
n2∑
i=1

b2ijx2i +
h2

2

n1∑
i=1

n2∑
s=1

b2sjb
1
isx1i✱ j ∈ {1, ..., n3}✱

h ∈ R❀ ∆ξ1
x1
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3)) − f(·, (ξ1, x2, x3))✱ ∆ξ2

x2
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3)) −

f(·, (x1, ξ2, x3))✱ ∆ξ3
x3
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3)) − f(·, (x1, x2, ξ3))✱ {x, ξ} ⊂ Rn❀ mi = i +

1/(2b)− 1✱ i ∈ {1, 2, 3}✿
❆3✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ak1 ✱ |k1| ≤ 2b✮

❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [0, T ] ❛♥❞ t❤❡② s❛t✐s❢② t❤❡ ❍☎♦❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✶✷✷



✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿
∃H1 > 0, ∃α1 ∈ (0, 1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z1 ∈ Rn1 :

∣∣∆z1
x1
a(t, x)

∣∣ ≤ H1|x1 − z1|α1 ✱
∃H2 > 0, ∃α2 ∈ (m1(m2)

−1, (m2)
−1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z2 ∈ Rn2 , ∀h ∈ [0, T ] :

∣∣∆z2
x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H2(h
m2α2 + |X2(h)− z2|α2),

∃H3 > 0, ∃α3 ∈ (m2(m3)
−1, (m2)

−1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z3 ∈ Rn3 , ∀h ∈ [0, T ] :

∣∣∆z3
x3
a(t, x)

∣∣ ≤ H3(h
m3α3 + |X3(h)− z3|α3).

❆4✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ak1 ✱ |k1| ≤ 2b✮ s❛t✐s❢②
t❤❡ ❍☎♦❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿
∃H4 > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}, ∀h ∈ [0, T ] :

∣∣∆z1
x1
∆z2
x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H4|x1 − z1|α1(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2),

∃H5 > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 3}, ∀h ∈ [0, T ] :

∣∣∆z1
x1
∆z3
x3
a(t, x)

∣∣ ≤ H5|x1 − z1|α1(hm3α3 + |X3(h)− z3|α3),

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts α1✱ α2 ❛♥❞ α3 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❆3✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❆1✕❆4✳ ❚❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❋❙❈P✮ Z ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐✲
♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−MkÊc(t, x; τ, ξ), m1|k1|+ |k2|+ |k3| ≤ 1,

k = (k1, k2, k3) ∈ Zn+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; ✭✸✮

|SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Êc(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

✇❤❡r❡ M :=
3∑
i=1

mini✱ Mk :=
3∑
i=1

(2b(i− 1) + 1)|ki|/(2b) ❢♦r k ∈ Zn+❀ Êc(t, x; τ, ξ) :=

:= exp {−c(t− τ)1−q|x1 − ξ1|q}
∞∑
i=0

(C̃Γ(m3α3)(t− τ)m3α3)i(Γ(im3α3 + 1))−1Ecδi(t, x; τ, ξ)✱

Ec(t, x; τ, ξ) := exp

{
−c

3∑
i=1

(t− τ)1−qi|Xi(t− τ)− ξi|q
}
✱ 0 ≤ τ < t ≤ T ✱ {x, ξ} ⊂ Rn❀

q := 2b/(2b− 1)❀ C̃✱ C✱ c ❛r❡ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ Γ ✐s ❊✉❧❡r ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✷❪✳
❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈❋❙❈P ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐t t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✲

♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✐❞❡❧♠❛♥ ❙✳ ❉✳✱ ■✈❛s②s❤❡♥ ❙✳ ❉✳✱ ❑♦❝❤✉❜❡✐ ❆✳ ◆✳ ❆♥❛❧②t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ t②♣❡✳ ❙❡r✳ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r②✿
❆❞✈✳ ❛♥❞ ❆♣♣❧✳✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺✷✳ ❇❛s❡❧✿ ❇✐r❦❤☎❛✉s❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ■✈❛s❤②s❤❡♥ ❙✳❉✳✱ ▼❡❞②♥s❦② ■✳P✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ✴✴ ▼❛t❤✳ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ♣❤✐s✳✲♠❡❝❤✳ ✜❡❧❞s✱ ✻✷ ✭✶✮✱ ✷✵✶✾✱ ✼✕✷✹ ✭✐♥ ❯❦r❛✐♥✐❛♥✮✳

✶✷✸



❡✲♠❛✐❧✿ ✈❞r♦♥❅✉❦r✳♥❡t✱ ✐❤♦r✳♣✳♠❡❞②♥s❦②✐❅❧♣♥✉✳✉❛

❙♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢
❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣

❙❡r❣✐② ●❡❢t❡r✱ ❆❧❡❦s❡② P✐✈❡♥✬
❇✳ ❱❡r❦✐♥ ■▲❚P❊ ♦❢ ◆❆❙❯✱ ❱✳ ◆✳ ❑❛r❛③✐♥ ❑❤❛r❦✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②

▲❡t K ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✵
❛♥❞ ❧❡t K[x1, ..., xn] ❜❡ ❛ r✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ K✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❇② ❛ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r t❤❡ r✐♥❣ K ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ K✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t❤❡ r✐♥❣ K[x1, ..., xn]✱ ✐✳❡✳ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ K[x1, ..., xn] ✐♥t♦ t❤❡ r✐♥❣
K✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r K ❜② K[x1, .., xn]
′✳ ■❢ T ∈ K[x1, .., xn]

′

❛♥❞ p ∈ K[x1, ..., xn]✱ t❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ♦♥ p ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ (T, p)✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡
t❤❡ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ T ∈ K[x1, ..., xn]

′ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ T (x)✱ ✇❤❡r❡ x = (x1, ..., xn) ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s p(x) ∈ K[x1, ..., xn] s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ K✲❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛ ♠✉❧t✐✲✐♥❞❡① α = (α1, ..., αn) ∈ Nn
0 t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡D

αT = ∂|α|T
∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ···∂xαnn

(|α| =
n∑
j=1

αj) ♦❢ ❛ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ (DαT, p) = (−1)|α|(T,Dαp), p ∈ K[x1, ..., xn]✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (δ, p) = p(0), p ∈
K[x1, ..., xn]✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t T ∈ K[x1, ..., xn]
′ ❛♥❞ s = (s1, ..., sn)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛❧

▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ r✐♥❣ 1
s1s2···snK[[ 1

s1
, 1
s2
, ..., 1

sn
]]✿

C(T )(s) =
∞∑

|α|=0

(T, xα)

sα+ι
,

✇❤❡r❡ ι = (1, ..., 1) ∈ Nn
0 ✳ ❚❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s C(T )(s) ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙t✐❡❧t❥❡s

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ T ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛♥② T ∈ K[x1, ..., xn]
′ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② C

(
∂T
∂xj

)
= ∂

∂sj
(C(T ))✱ (j =

1, ..., n) ❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙t✐❡❧t❥❡s tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t T1, T2 ∈ K[x1, ..., xn]
′✱ ✐✳❡✳ T1, T2 ❛r❡ ❝♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②✿ C(T1T2) = C(T1)C(T2)✱ ✐✳❡✳ T1T2 = C−1 (C(T1)C(T2))✱ ✇❤❡r❡
C : K[x1, ..., xn]

′ → 1
s1s2···snK[[ 1

s1
, 1
s2
, ..., 1

sn
]] ✐s ❛ ❈❛✉❝❤②✲❙t✐❡❧t❥❡s tr❛♥s❢♦r♠✳

✶✷✹



❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ▲❡t n = 1✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥✿

C(δ2)(s) = (C(δ))2(s) =
1

s2
=

(−1
s

)′
= (−C(δ))′ = C(−δ′),

✐✳❡✳
δ2 = −δ′.

❚❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u(t, x) =
∞∑
k=0

uk(x)t
k ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

uk(x) ∈ K[x1, ..., xn]
′ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② K[x1, ..., xn]

′[[t]]✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s u(t, x) ∈ K[x1, ...., xn]

′[[t]] ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ∂u
∂t

=
∞∑
k=1

kuk(x)t
k−1✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s Dα ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

✈❛r✐❛❜❧❡s x1, ..., xn ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s u(t, x) ∈ K[x1, ..., xn]
′[[t]] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ Dαu(t, x) =

∞∑
k=0

(Dαuk)(x)t
k✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t K ⊃ Q ❛♥❞ a ∈ K✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ K[x1, . . . , xn]
′[[t]]✿

∂u

∂t
= au

∂nu

∂x1 · · · ∂xn
, u(0, x) = δ(x)

❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ u(t, x) =
∞∑
k=0

ukδ
2k+1(x)tk✱ ✇❤❡r❡ u0 = 1

❛♥❞ uk ∈ K s❛t✐s❢② r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥

uk+1 = (k + 1)−1(−1)na
k∑

j=0

(2j + 1)nujuk−j, k = 0, 1, 2, . . .

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t a ∈ K✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ K[x1, . . . , xn]
′[[t]]✿

∂u

∂t
= (−1)na

n∏

j=1

∂u

∂xj
, u(0, x) = δ(x)

❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ u(t, x) =
∞∑
k=0

Ak(n+1,n2)
nk+1

akδnk+1(x)tk✱

✇❤❡r❡ Ak(r,m) = r
r+mk

(
r+mk
k

)
❛r❡ ❋✉ss✕❈❛t❛❧❛♥✕❘❛♥❡② ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ Ak(n+1,n2)

nk+1
∈ Z✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙✳▲✳ ●❡❢t❡r ❛♥❞ ❆✳▲✳ P✐✈❡♥✬✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢
❈♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ❛ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❘✐♥❣✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳ ❆♥❛❧✳ ●❡♦♠✳ ✷✶ ✭✷✵✷✺✮✱
◆♦✳ ✸✱ ✸✶✾✕✸✹✺✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❣❡❢t❡r❅❦❛r❛③✐♥✳✉❛✱ ❛❧❡❦s❡✐✳♣✐✈❡♥❅❦❛r❛③✐♥✳✉❛

▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❈②❝❧✐❝✐t② ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r P♦✐♥ts ❢♦r
◗✉❛❞r❛t✐❝ ❙②st❡♠s ♦❢ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s

❖❧❡❦s✐✐ ❍❛❧✉③❛✱ ❖❧❡♥❛ ❆❦❤✐✐❡③❡r
◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✏❑❤❛r❦✐✈ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡✑✱ ❑❤❛r❦✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲②✉❞♠②❧❛ ▼❛❧②❛r❡ts✱ ❆♥❛t♦❧② ❱♦r♦♥✐♥✱ ❙t❡♣❛♥ ▲❡❜❡❞❡✈
❙✐♠♦♥ ❑✉③♥❡ts ❑❤❛r❦✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❑❤❛r❦✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✷✺



■♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✐♠❡s
✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✮ ✐s st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛❧ ✇❛②✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s❡❧❢✲♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♦♥❧② t♦ ♣✉r❡❧② ♥♦♥❧✐✲
♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t②♣❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❬✶❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐✲
③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ✇✐✲
t❤ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞ ❜② ◆✳ ◆✳ ❇❛✉t✐♥✬s ❛♥❞ ❊✳ ❆✳ ❆♥❞r♦♥♦✈❛✬s ❬✷❪✳ ❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ❢♦❝✉s t②♣❡✮ ✐♥ ♦❜❥❡❝ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❛rt ✐s t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❆♥❞r♦♥♦✈❛✬s s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s t②♣❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡
♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤r❡❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❛r✐s❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦❝✐ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡
♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❇❛✉t✐♥✬s ❛♥❞ ❆♥❞r♦♥♦✈❛✬s s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✜✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✐✳❡✳ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ s✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ s✐①✲♣❛r❛♠❡t❡r s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤
q✉❛❞r❛t✐❝ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♥♦
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡✿





dx

dt
= αx+ γy + α20x

2 + α11xy + α02y
2

dy

dt
= δx+ βy + β20x

2 + β11xy + β02y
2

✭✶✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s②st❡♠ ✭✶✮ ❤❛s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0✱ y = 0✳ ■♥ t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤✐s s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r s②st❡♠ ✭✶✮ ❤❛s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

λ2 − (α + β)λ+ αβ − γδ = 0. ✭✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t β = 2µ−α✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲
st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✷✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

λ2 − 2µλ− γδ − α2 + 2αµ = 0. ✭✸✮

■❢ µ = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✸✮ ❤❛s ✐♠❛❣✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s✿ λ1,2 = ±iω✱
✇❤❡r❡ ω =

√
−γδ − α2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮

❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (0; 0) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦❝✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✮ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

dλ

dµ

∣∣∣∣
µ=0

= 1− α

ω
i. ✭✹✮

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦❝✉s ✐♥ s②st❡♠ ✭✶✮ ❣✐✈❡s ❣r♦✉♥❞s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

✶✷✻



❋♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ s②st❡♠
✭✶✮ t♦ t❤❡ P♦✐♥❝❛r✁❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✿ x = γx1✱
y = −αx1 − ωx2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ −γδ − α2 = 1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ω = 1✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐❢② s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
µ = 0✱ s②st❡♠ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





dx1
dt

= −x2 + a20
x21
2

+ a11x1x2 + a02
x22
2

dx2
dt

= x1 + b20
x21
2

+ b11x1x2 + b02
x22
2

✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a20✱ a11✱ a02✱ b20✱ b11✱ b02 ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs α20✱ α11✱ α02✱ β20✱ β11✱ β02✳

❲❡ tr❛♥s❢♦r♠ s②st❡♠ ✭✺✮ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z =
x1 + i · x2✿

dz

dt
= z + g20

z2

2
+ g11z · z̄ + g02

z̄2

2
, ✭✻✮

✇❤❡r❡ z̄ = x1 − i · x2✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

g20 = 0.25
(
a20 − a02 + 2b11 + i · (b20 − b02 − 2a11)

)
,

g11 = 0.25
(
a20 + a02 + i · (b20 + b02)

)
,

g02 = 0.25
(
a20 − a02 − 2b11 + i · (b20 − b02 + 2a11)

)
.

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❍✳ ❩♦❧❞❡❦ ❬✹❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

l1 = −
1

2
Im(g20g11),

l2 = −
1

12
Im
(
(g20 − 4ḡ11)(g20 + ḡ11)ḡ11g02

)
, ✭✼✮

l3 = −
5

64
Im
(
(4g211 − g202)(g20 + ḡ11)ḡ

2
11g20

)
.

❚❤✉s✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✭✼✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s✉❝❤ ❛ t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✿

g20 = kḡ11, ✭✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

✶✳ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡❀

✷✳ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ✭❜✉t k 6= −1 ❛♥❞ k 6= 4✮ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s❀

✸✳ ✐❢ k = 4✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s❀

✹✳ ✐❢ k = −1✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳

❯s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✿ {

2b11 = 3a20 + 5a02

2a11 = 5b20 + 3b02
✭✾✮

✶✷✼



❙②st❡♠ ✭✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐①✲♣❛r❛♠❡t❡r q✉❛❞r❛t✐❝
s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ♦♥ ✐ts ♦t❤❡r ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❡❡✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ◆✳ ◆✳ ❇❛✉♥✐♥ ❛♥❞ ❊✳ ❆✳ ❆♥❞r♦♥♦✈❛ ❛❜♦✉t t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈❤♦✇ ❙✳✲◆✳✱ ▲✐ ❈✳✱ ❲❛♥❣ ❉✳ ◆♦r♠❛❧ ❋♦r♠s ❛♥❞ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢
P❧❛♥❛r ❱❡❝t♦r ❋✐❡❧❞s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✼✴❈❇❖✾✼✽✵✺✶✶✻✻✺✻✸✾

❬✷❪ ●❛✐❦♦ ❱✳ ●❧♦❜❛❧ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❍✐❧❜❡rt✬s ❙✐①t❡❡♥t❤ Pr♦❜❧❡♠✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡
✫ ❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✱ ▲▲❈✱ ✷✵✵✸✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✶✲✹✹✶✾✲✾✶✻✽✲✸

❬✸❪ ❱♦r♦♥✐♥ ❆✳✱ ▲❡❜❡❞❡✈ ❙✳ ◗✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐① ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✿ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✷✵✷✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✸✶✹✵✴❘●✳✷✳✷✳✸✷✺✼✷✳✾✷✽✵✽

❬✹❪ ❩♦❧❛❞❡❦ ❍✳ ◗✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✵✾✭✷✮ ♦❢ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✶✾✾✹✳ P✳ ✷✷✸✲✷✼✸✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✻✴❥❞❡q✳✶✾✾✹✳✶✵✹✾

❡✲♠❛✐❧✿ ♦❧❡❦s✐✐✳❤❛❧✉③❛❅❦❤♣✐✳❡❞✉✳✉❛

■♥✈❡rs❡ ❋r❡❡ ❇♦✉♥❞❛r② Pr♦❜❧❡♠s ❋♦r ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥
◆❛❞✐✐❛ ❍✉③②❦

❍❡t♠❛♥ P❡tr♦ ❙❛❤❛✐❞❛❝❤♥②✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆r♠② ❆❝❛❞❡♠②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ ❛ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞♦♠❛✐♥ ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T}✱ ✇❤❡r❡ h = h(t) ✐s
❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s b1 = b1(t), b2 = b2(t) ✐♥ t❤❡ ♠✐♥♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

ut = tβa(t)uxx + (b1(t)x+ b2(t))ux + c(x, t)u+ f(x, t) ✭✶✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], ✭✷✮

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] ✭✸✮

❛♥❞ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

h(t)∫

0

u(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ]. ✭✹✮

✶✷✽



h(t)∫

0

xu(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], ✭✺✮

h(t)∫

0

x2u(x, t)dx = µ5(t), t ∈ [0, T ]. ✭✻✮

■t ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❛t a = a(t) ✐s ❛ str♦♥❣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ tβ.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤❛✉❞❡r ❋✐①❡❞ P♦✐♥t ❚❤❡♦r❡♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✲✭✻✮ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ ✇❡❛❦ (0 < β < 1) ❛♥❞
str♦♥❣ (β ≥ 1) ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡
♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧s✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❤r②♥ts✐✈❅✉❦r✳♥❡t

▼♦✉❢❛♥❣ ▲✐♥❡rs
❖❧❡❦s✐✐ ■❧❝❤✉❦

❍❡t♠❛♥ P❡tr♦ ❙❛❤❛✐❞❛❝❤♥②✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆r♠② ❆❝❛❞❡♠②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❙✉❜❥❡❝t ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▼♦✉❢❛♥❣ ▲✐♥❡rs✳ ▲✐♥❡rs ❛r❡ t❤❡ s❡t ❡♥❞♦✇❡❞
✇✐t❤ t❡r♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

❼ ❢♦r ❡✈❡r② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ❡①✐sts ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠❀

❼ ❢♦r ❡✈❡r② ❧✐♥❡ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐t✳

❲✐t❤ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ st✉❝t✉r❡✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❡rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❡rt❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳
❯s✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡rs✱ ■✬✈❡ st✉❞✐❡❞ ▼♦✉❢❛♥❣ ♣❧❛♥❡s ✲ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❜❡ ▼♦✉❢❛♥❣ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❡s✉❧ts ❢♦r ▼♦✉❢❛♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ♦♥❡s✳

▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠② ✇♦r❦ ❛r❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ▼♦✉❢❛♥❣ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡r ✐s t❤❡ ▼♦✉❢❛♥❣
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡r ✐s ▼♦✉❢❛♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ s❤❡❛r ❧✐♥❡r✳

❙❤❡❛r ❧✐♥❡rs ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡rs ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✭♦r s♣❛❝❡✮ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡①✐❧❝❤✉❦✹❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ r♦♦ts ♦❢
q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②

❙✈✐t❧❛♥❛ ■❧✐❦❛✱ ❖❧❡❦s❛♥❞r ▼❛t✈✐②✱ ▲❛r②s❛ P✐❞❞✉❜♥❛
❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✷✾



❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

dx

dt
= Ax(t) +

k∑

i=1

Bix (t− τi) , ✭✶✮

✇❤❡r❡ A✱ Bi✱ i = 1, k ✜①❡❞ n×n ♠❛tr✐①✱ x ∈ Rn✱ 0 < τ1 < τ2 < . . . < τk = τ ✱ ϕ(t) ∈ [τ, 0]✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t

✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r♦♦ts ♦❢ t❤❡✐r q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶❪✲❬✷❪✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ r♦♦ts ♦❢ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
♦❢ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❬✸❪

dz0(t)

dt
= Az0(t) +

k∑

i=1

Bizli(t),

dzi(t)

dt
= zm+j(t),

dzm+j(t)

dt
= 2µ2 [zj−1(t)− zj(t)]− 2µzm+j(t),

j = 1,m, µ =
m

τ
, li =

[τim
τ

]
, m ∈ N.

✭✷✮

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ s②st❡♠ ✭✷✮

D2m+1(λ) = det

(
(A− λE)

(
1 +

λτ

m

)(
1 +

λτ

2m

))m
+

+
k∑

i=1

Bi

((
1 +

λτ

m

)(
1 +

λτ

2m

))m−li ((
1 +

λτ

m

)(
1 +

λτ

2m

))nm
. ✭✸✮

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❋♦r a ✜①❡❞ λ ∈ Z ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Hm(λ) =
D2m+1(λ)((

1 + λτ
m

) (
1 + λτ

2m

))nm , m ∈ N, ✭✹✮

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ s②st❡♠ ✭✷✮ ✇❤❡♥ m→∞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼❛t✈✐② ❖✳❱✳✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■✳▼✳ ❆❜♦✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡♠
st❛❜✐❧✐t②✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❛t✐♦♥s✳ ✷✵✵✹✳ ✼✱ ◆♦✳✷✳ ✷✵✽✲✷✶✻✳

❬✷❪ ■❧✐❦❛ ❙✳❆✳✱ P✐❞❞✉❜♥❛ ▲✳❆✳✱ ❚✉③②❦ ■✳ ■✳✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■✳▼✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✉❦♦✈✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❏♦✉r♥❛❧✳ ✷✵✶✽✳ ✻✱ ◆♦✳✸✲✹✳ ✽✵✲✽✸✳

❬✸❪ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■✳✱ ❚✉③②❦ ■✳✱ ■❧✐❦❛ ❙✳✱ P❡rts♦✈ ❆✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉❡❧❛②
❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❚❤❡✐r ❙t❛❜✐❧✐t②✳ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉t❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❆❈■❚✬✷✵✷✶✱ ❉❡❣❣❡♥❞♦r❢✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✶✺✲
✶✼ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶✳ ✹✾✲✺✷✳

❡✲♠❛✐❧✿ s✳✐❧✐❦❛❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦✳♠❛t✈✐②❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ❧✳♣✐❞❞✉❜♥❛❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛
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❖♥ t❤❡ ❍♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ❆r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤② Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r
P❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥ t❤❡ ❙❡♥s❡ ♦❢ ❊✐❞❡❧♠❛♥ ❙②st❡♠s ♦❢ ❆r❜✐tr❛r② ❖r❞❡r

■✈❛s✐✉❦ ❍❛❧②♥❛✱ ❋r❛t❛✈❝❤❛♥ ❚♦♥✐❛✱ Pr♦ts❛❦❤ ◆❛t❛❧✐✐❛
❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✑▲✈✐✈ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝✑✱ ▲✈✐✈

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

∂nkt uk(t, x)−
N∑

j=1

∑

‖ᾱ‖≤2bnj,

(α0<nj)

akjᾱ (t, x)∂ᾱt,xuj(t, x) = fk(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

∂µ−1
t uk(t, x)|t=0 = ϕµk(x), x ∈ Rn, µ ∈ {1, ..., nk − 1},

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❬✶❪✱ ❬✷❪✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❊✐❞❡❧♠❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r

ΠT = Rn × [0, T ]✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❛t✐s❢② ❍☎♦❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
●r❡❡♥✬s ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s

uk(t, x) =
N∑

j=1




t∫

0

dτ

∫

Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ +

nk∑

µ=1

∫

Rn

Gkµ
j (t, x; ξ)ϕµj (ξ)dξ


 ,

✇❤❡r❡ G = (G0, G1, ..., GN) ✐s t❤❡ ●r❡❡♥✬s ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs

Ĝkj
0 f =

t∫

0

dτ

∫

Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, Ĝkµ

j ϕj =

∫

Rn

Gkµ
j (t, x; ξ)ϕj(ξ)dξ.

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍☎♦❧❞❡r s♣❛❝❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱

Ĝkj
0 : H

◦
s+λ −→ H

◦
2bnk+s+λ, Ĝkj∗

0 :
◦
H
s−2bnj+λ

−→
◦
H
s+λ

,

✇❤❡r❡ s ∈ Z+✱ s ≥ max
j

(2bnj)✱ λ ∈ (0; 1)✳

❚❤❡ s♣❛❝❡s H
◦
s+λ ❛♥❞

◦
H
s+λ

❝♦♥s✐st ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ♦r

✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s
❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✐❞❡❧♠❛♥ ❙✳❉✳✱ ■✈❛s②s❤❡♥ ❙✳❉✳✱ ❑♦❝❤✉❜❡✐ ❆✳◆✳ ❆♥❛❧②t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ t②♣❡✳ ❇✐r❦❤❛✉s❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ■✈❛s②s❤❡♥ ❙✳❉✳✱ ■✈❛s②✉❦ ❍✳P✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❙♦❧♦♥♥✐❦♦✈✕❊✐❞❡❧♠❛♥
t②♣❡ ✴✴ ❱✐s♥②❦ ♦❢ ▲✈✐✈ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❙❡r✐❡s ▼❡❝❤✳✲▼❛t❤✳ ✷✵✶✶✳ ■ss✉❡ ✼✹✳ P✳ ✾✽✕✶✵✽✳

✶✸✶



❡✲♠❛✐❧✿ ❤✳✐✈❛s❥✉❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ t✳❢r❛t❛✈❝❤❛♥❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♣r♦ts❛❦❤❅✉❦r✳♥❡t

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❣❛✐♥ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐❢❢✉s✐♦♥ t②♣❡

❖❧❡❦s✐② ❑❛♣✉st②❛♥✱ ❚❛r❛s ❨✉s②♣✐✈
❚❛r❛s ❙❤❡✈❝❤❡♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ttr❛❝t♦rs ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ L2✲❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ L2✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞
❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ s❡♠✐♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss❡s ✉♥✐❢♦r♠
❛ttr❛❝t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r L∞✲❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣❛✐♥ s❡♥s❡ ❬✶❪✳

●❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦rs ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✐♥✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❬✷❪✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦rs ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s✱
st♦❝❤❛st✐❝✱ ✐♠♣✉❧s✐✈❡✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❬✸✱ ✹✱ ✺❪✳ ❋♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱
s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❱✳❙✳ ▼❡❧♥✐❦ ❛♥❞ ❏✳ ❱❛❧❡r♦✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ s❡♠✐✢♦✇ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
t②♣❡ ❬✻❪✳ ■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦s✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ ❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❬✼❪✳ ❋♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤
✐♥ ❬✽❪✱ r❡s✉❧ts ♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♠✐♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲
✈❛❧✉❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ L2 ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❛ttr❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ s❡♠✐♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♣r♦✈❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✾✱ ✶✵✱ ✶✶❪✱ t❤❡ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢
❛♥ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✐s s❤♦✇♥✳

■♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω ⊂ Rm,m ≥ 1✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠




∂u
∂t
−∆u ∈ f(u) + d(t, x), (t, x) ∈ Q = (0,+∞)× Ω,

u|∂Ω = 0,

u|t=0 = u0(x),

✭✶✮

✇❤❡r❡ d ∈ L2
❧♦❝(R;L

2(Ω)) ✐s ❛ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ u0 ∈ L2(Ω)✱ ❛♥❞ t❤❡
♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

f : R→ Cv(R) ✐s ✉♣♣❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s,

∃C > 0, α1, α2 > 0, p ≥ 2, s✉❝❤ t❤❛t ✭✷✮

∀s ∈ R, ∀ξ ∈ f(s) − C − α1|s|p ≤ ξ · s ≤ C − α2|s|p.
❍❡r❡ Cv(R) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ❝♦♥✈❡①✱ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ✐♥ R✱ ✉♣♣❡r s❡♠✐✲

❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡♥s❡ ❬✶✷❪✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t d ∈ L∞(0,+∞;L2(Ω))✱ ❛♥❞

‖d‖∞ := ess sup
t≥0

‖d(t)‖ ≤ R, ✭✸✮

✇❤❡r❡ R ≥ 0 ✐s ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r✳

✶✸✷



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✮✱ ✭✸✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts γ ∈ K s✉❝❤ t❤❛t ∀u0 ∈ X

lim
t→∞
‖Ud(t, 0, u0)‖Θ ≤ γ(‖d‖∞), ✭✹✮

✇❤❡r❡ Θ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ◆❘❋❯ ♣r♦❥❡❝t ✷✵✷✸✳✵✸✴✵✵✼✹ ✧■♥✜❢♥✐t❡✲❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ st♦❝❤❛❝t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳✱ ❨✉s②♣✐✈ ❚✳✱ ❖s♣❛♥♦✈ ▼✳✱ ❆❧❞❛② ▼✳✱ ■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✸✭✶✮ ♦❢ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♦♣t✐♠✐✲
③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❏❖❉❊❆✮✳ ✷✵✷✺✳ P♣✳ ✶✕✶✹✳
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✹✷✶✴✶✹✷✺✵✶

❬✷❪ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❏✳❈✳✱ ■♥✜♥✐t❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❈❤❡♣②③❤♦✈ ❱✳❱✳✱ ❱✐s❤✐❦ ▼✳■✳✱ ❆ttr❛❝t♦rs ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡
✹✾ ♦❢ ❆▼❙✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✳ ✷✵✵✷✳

❬✹❪ ❈❛r❛❜❛❧❧♦ ❚✳✱ ▲❛♥❣❛ ❏✳❆✳✱ ▼❡❧♥✐❦ ❱✳❙✳✱ ❱❛❧❡r♦ ❏✳✱ P✉❧❧❜❛❝❦ ❆ttr❛❝t♦rs ♦❢
◆♦♥❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✭✷✮ ♦❢ ❙❡t✲
❱❛❧✉❡❞ ❆♥❛❧②s✐s✳ ✷✵✵✸✳ P♣✳ ✶✺✸✕✷✵✶✳

❬✺❪ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳❱✳✱ P❡r❡st②✉❦ ▼✳❖✳✱ ●❧♦❜❛❧ ❆ttr❛❝t♦rs ✐♥ ■♠♣✉❧s✐✈❡ ■♥✜♥✐t❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✽✭✹✮ ♦❢ ❯❦r❛✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✳ ✷✵✶✻✳ P♣✳ ✺✽✸✕✺✾✼✳

❬✻❪ ▼❡❧♥✐❦ ❱✳❙✳✱ ❱❛❧❡r♦ ❏✳✱ ❖♥ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ s❡♠✐✲✢♦✇s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐✲
♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻ ♦❢ ❙❡t✲❱❛❧✉❡❞ ❆♥❛❧②s✐s✳ ✶✾✾✽✳ P♣✳ ✽✸✕✶✶✶✳

❬✼❪ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳❱✳✱ ❑❛s②❛♥♦✈ P✳❖✳✱ ❱❛❧❡r♦ ❏✳✱ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❛ttr❛❝t♦r ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠✱ ✈♦❧✉♠❡
✸✹✭✶✵✮ ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✕ ❙❡r✐❡s ❆✳ ✷✵✶✺✳ P♣✳ ✹✶✺✺✕
✹✶✽✷✳

❬✽❪ ❑❛s②❛♥♦✈ P✳❖✳✱ ▼❡❧✬♥✐❦ ❱✳❙✳✱ ❚♦s❝❛♥♦ ❙✳✱ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❛✉❝❤② ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s
❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ Wλ0✲♣s❡✉❞♦♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✾✭✻✮
♦❢ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✵✳ P♣✳ ✶✷✺✽✕✶✷✽✼✳

❬✾❪ ❉❛s❤❦♦✈s❦✐② ❙✳✱ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳✱ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦rs✿ ❛❜str❛❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✭✺✮ ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❚❤❡♦r②✳ ✷✵✷✷✳ P♣✳ ✶✺✻✺✕✶✺✼✼✳

❬✶✵❪ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳❱✳✱ ❑✉r②❧❦♦ ❖✳❇✳✱ ❨✉s②♣✐✈ ❚✳❱✳✱ P❛♥❦♦✈ ❆✳❱✳✱ ❘♦❜✉st st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧
❛ttr❛❝t♦rs ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t ✉♥✐q✉❡♥❡ss✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✵✭✷✮ ♦❢ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❏❖❉❊❆✮✳ ✷✵✷✷✳ P♣✳ ✹✾✕✻✶✳

❬✶✶❪ ❑❛♣✉st②❛♥ ❖✳❱✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❱✳❱✳✱ ❨✉s②♣✐✈ ❚✳❱✳✱ P❛♥❦♦✈ ❆✳❱✳✱ ❙t❛❜✐❧✐t② ✇✳r✳t✳ ❞✐✲
st✉r❜❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ s❡♠✐✢♦✇ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✶✭✶✮ ♦❢ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❏❖❉❊❆✮✳ ✷✵✷✸✳ P♣✳ ✶✶✶✕✶✷✹✳

✶✸✸



❬✶✷❪ ❆✉❜✐♥ ❏✳P✳✱ ❋r❛♥❦♦✇s❦❛ ❍✳✱ ❙❡t✲✈❛❧✉❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❇♦st♦♥✿ ❇✐r❦❤❛✉ss❡r✳ ✶✾✾✵✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡①❦❛♣❅✉♥✐✈✳❦✐❡✈✳✉❛✱ t❛r❛s✳②✉s②♣✐✈❅❦♥✉✳✉❛

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤
❢❛st✲♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

◆✐♥❛ ❑❛s✐♠♦✈❛
❚❛r❛s ❙❤❡✈❝❤❡♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑②✐✈✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ▲❡t Ω ∈ Rn ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❝②❧✐♥❞❡r QT = (0, T )× Ω ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✿





ytt(t, x) ∈ △y(t, x) + f
(
t
ε
, y(t, x)

)
+ g(y(t, x))u(t, x),

y|∂Ω = 0,
y|t=0 = y0(x), yt|t=0 = y1(x)

✭✶✮

u ∈ U ⊆ L2(QT ), ✭✷✮

J(y, u) = α1

(∫
Ω

q1(x)y(T, x)dx− ψ1

)2

+

+

(∫
Ω

q2(x)yt(T, x)dx− ψ2

)2

+
∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf .

✭✸✮

❍❡r❡ ε > 0 ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ y0 ∈ H1
0 (Ω)✱ y1 ∈ L2(Ω) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✱ α1 > 0✱

α2 > 0✱ ψ1 ∈ R✱ ψ2 ∈ R ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ q1, q2 ∈ L2(Ω) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s
f : R+ × R→ conv(R) ❛♥❞ g : R→ R ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ u s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

(f) ♠❛♣♣✐♥❣ (t, y) 7→ f(t, y) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿∃C1, C2 > 0 s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≥ 0 ∀y ∈ R ‖f(t, y)‖+ := sup
ξ∈f(t,y)

‖ξ‖R ≤ C1‖y‖R + C2, ✭✹✮

✇❤❡r❡ ‖ξ‖R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ ξ ∈ R❀
(g) g ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts C3 > 0 s✉❝❤ t❤❛t✿

∀y ∈ R ‖g(y)‖R ≤ C3; ✭✺✮

(U) U ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ 0 ∈ U ✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇✳r✳t✳ y ∈ R ✇❡ ❤❛✈❡

distH


 1

T

T∫

0

f(s, y)ds, f̄(y)


→ 0, T →∞, ✭✻✮

✇❤❡r❡ distH(A,B) ✐s ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡tr✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ s❡ts A ❛♥❞ B✱ f̄ : R→ R✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮✲✭✸✮ ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕
✭✸✮ ❛♥❞ t❤❛t ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
t❤❡♦r❡♠s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (f), (g), (γ), (U) ❢♦r ❡✈❡r② ε > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ {yε, uε} ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✲✭✸✮✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s (f), (g), (U), (γ) ❛♥❞ ✭✻✮ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛♥❞✱
♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ U t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ∀η > 0 ∃δ > 0 ∀t ≥ 0 ∀z, y ∈ R ✇❡ ❤❛✈❡

‖y − z‖R < δ ⇒ distH(f(t, y), f(t, z)) < η. ✭✼✮

❚❤❡♥
J(yε, uε)→ J(ȳ, ū) ❛s ε→ 0. ✭✽✮

❡✲♠❛✐❧✿ ❦❛s✐♠♦✈❛❅❦♥✉✳✉❛

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s
■✈❛♥ ❑❧❡✈❝❤✉❦

❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✱ ✷❪✳
❆ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤❛♦s✳ ❲❡ ✉s❡ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❆❧s♦ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♠❛②
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❤❛✈❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥②
❝②❝❧❡s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s✳
❲❡ ✉s❡ ✇❤♦❧❡ p✲❛❞✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r st✉❞② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ♦❢ s♦♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❋❡✐❣❡♥❜❛✉♠ ❝♦♥st❛♥ts ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦❢ ▼❛♥❞❡❧❜r♦t s❡ts ❛♥❞ ❏✉❧✐❛ s❡ts ♦❢ s♦♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐♥
❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❑❧❡✈❝❤✉❦ ■✳■✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✴✴
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✇♦r❦s ✕ ❑✳✿
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ✶✾✾✷✳ ✕ P✳ ✷✼ ✕ ✹✵✳

✷✳ ❑❧❡✈❝❤✉❦ ■✳■✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s
✴✴ ❇✉❦♦✈②♥✳ ▼❛t✳ ❩❤✳ ✕ ✷✵✷✵✳ ✕ ✽✱ ◆♦✳ ✷✳ ✕ P✳ ✼✶ ✕ ✽✷✳

❆ ♥♦✈❡❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❞❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❡✐❣❤t❡❞
❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s
P❡t❡r ❑♦❣✉t

❖❧❡s ❍♦♥❝❤❛r ❉♥✐♣r♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯❦r❛✐♥❡

▼♦st❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ r❡♠♦t❡
s❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ t❡rr✐t♦r✐❡s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❞❡s♣❡❝❦❧✐✲
♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡st❛❜❧✐s❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐ts
s♦❧✈❛❜✐❧✐t②✱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ●❛t❡❛✉① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡
❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳
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❲❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❞❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
◆❛♠❡❧②✱ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❙❆❘ ✐♠❛❤❡ vrec ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

J(v) :=
1

2

∫

Ω

(∇v,D[∇upanσ ]∇v) dx+ α

2

∫

Ω

(v − v̂SAR)2 dx ✭✶✮

✐♥ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ V ✳ ❍❡r❡✱ v̂SAR st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛
♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ vSAR✱ ❛♥❞D[∇upanσ ] ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝✱
❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡

(ξ,D[∇upanσ ]ξ) ≥ ρ(x)|ξ|2 ✐♥ Ω, ∀ ξ ∈ R2 ✭✷✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(x) := (1− τ(|∇upanσ (x)|2)) ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ▼✉❝❦❡♥❤♦✉♣t ✇❡✐❣❤ts Ap✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

IA(u) :=
1

2
‖∇Au‖2L2(Ω;R2) +

α

2
‖u− v̂SAR‖2L2(Ω) → inf

u∈W 1,2
A (Ω)

, ✭✸✮

✇❤❡r❡ A = D
1
2 [∇upanσ ] ∈ L∞(Ω,÷;R2×2) ∩ C(Ω;R2×2)✱ ❛♥❞ W 1,2

A (Ω) st❛♥❞s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧
✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s✿ ▲❡t vSAR : Ω′ → R ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ❧❡t v̂SAR ∈ L2(Ω)
❜❡ ✐ts ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ▲❡t ~uopt = [uR, uG, uB]

t ∈ L2(Ω;R3) ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ t❡rr✐t♦r② ✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t uoptSAR ∈ W 1,2

A (Ω) s✉❝❤ t❤❛t

IA(u
opt
SAR) = inf

u∈W 1,2
A (Ω)

IA(u). ✭✹✮

▲✐st ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✿

✶✳ ◆✳ ■✈❛♥❝❤✉❦✱ P✳ ❑♦❣✉t✳ ❖♥ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❙❆❘ ■♠❛❣❡ ❉❡s♣❡❝❦❧✐♥❣✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✸ ✭✶✮✱ ✷✵✷✺✱
✽✻✕✶✵✾✳

■❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡✲♥♦✐s❡ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥
❱✐t❛❧✐✐ ❑♦♥❛r♦✈s❦②✐

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍❛♠❜✉r❣✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②✱
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥

∂µt =
α

2
∆µt +∇ ·

(
µt∇

δF

δµt
(µt)

)
+∇ · (√µtξt) ✭✶✮

✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛ ✢✉✐❞✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ F ✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐✲
♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥✱ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ξt ❞❡♥♦t❡s ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
❛♥❞ α ≥ 0 ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✭✶✮ ❛r✐s❡s ✐♥ ♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣♦❡♠❡tr② ♦❢ t❤❡ L2✲❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✲
❘✉❜✐♥st❡✐♥✲❲❛ss❡rst❡✐♥ s♣❛❝❡ P2(R) ✖ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ Rd ✇✐t❤ ✜♥✐t❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❝❛s❡ (F = 0) ❛♥❞ ❢♦r α = 1✱ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ µ t♦ ✭✶✮ ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❙❤❛♥♥♦♥
❡♥tr♦♣② ♦♥ P2✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ♥♦✐s❡ ξ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷❪ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✸✻



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛s✉r❡✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss µt ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱
✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ϕ ∈ C2

b (R
d) t❤❡ ♣r♦❝❡ss

Mϕ(t) := 〈ϕ, µt〉 −
∫ t

0

(
α

2
〈∆ϕ, µs〉 −

〈
∇ϕ · ∇δF (µs)

δµs
, µs

〉)
ds, t ≥ 0,

✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ σ (µs, s ≤ t)✱ t ≥ 0✱ ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥

[Mϕ]t =

∫ t

0

〈
|∇ϕ|2 , µs

〉
ds, t ≥ 0.

❍❡r❡ 〈ϕ, ρ〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ρ✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α > 0 ❛♥❞ F ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❑♦♥❛r♦✈s❦②✐✱
▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ✈♦♥ ❘❡♥❡ss❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✷✱ ✸❪ t❤❛t t❤❡ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛❞♠✐ts
s♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡ µ0 ✐s
t❤❡ ♣✉r❡❧② ❛t♦♠✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❤❛✈✐♥❣ ♠❛ss 1

α
✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❛❧❦ ✐s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ❝❛s❡ α = 0✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t α = 0 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ δF
δµ

✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

❇♦r❡❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛❞♠✐ts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛♥②
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ µ0 s❛t✐s❢②✐♥❣ µ0(R

d) > 0 ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▲♦r❡♥③♦ ❉❡❧❧♦ ❙❝❤✐❛✈♦ ❬✶❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲♦r❡♥③♦ ❉❡❧❧♦ ❙❝❤✐❛✈♦ ❛♥❞ ❱✐t❛❧✐✐ ❑♦♥❛r♦✈s❦②✐✳ ■❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡✲♥♦✐s❡ ❉❡❛♥✲
❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✳ Pr♦❜❛❜✳✱ ✸✵✿P❛♣❡r ◆♦✳ ✺✷✱ ✾✱ ✷✵✷✺✳

❬✷❪ ❱✐t❛❧✐✐ ❑♦♥❛r♦✈s❦②✐✱ ❚♦❜✐❛s ▲❡❤♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼❛①✲❑✳ ✈♦♥ ❘❡♥❡ss❡✳ ❉❡❛♥✲❑❛✇❛s❛❦✐
❞②♥❛♠✐❝s✿ ✐❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ✈s✳ tr✐✈✐❛❧✐t②✳ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✳ Pr♦❜❛❜✳✱ ✷✹✿P❛♣❡r ◆♦✳ ✽✱
✾✱ ✷✵✶✾✳

❬✸❪ ❱✐t❛❧✐✐ ❑♦♥❛r♦✈s❦②✐✱ ❚♦❜✐❛s ▲❡❤♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼❛① ✈♦♥ ❘❡♥❡ss❡✳ ❖♥ ❉❡❛♥✲❑❛✇❛s❛❦✐
❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❞r✐❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❏✳ ❙t❛t✳ P❤②s✳✱ ✶✼✽✭✸✮✿✻✻✻✕✻✽✶✱ ✷✵✷✵✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✈✐t❛❧✐✐✳❦♦♥❛r♦✈s❦②✐❅✉♥✐✲❤❛♠❜✉r❣✳❞❡

❖♥ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ tr✐❛♠❡t❡rs
❙❡r❣✐② ❑♦③❡r❡♥❦♦✱ ❉❛♥②❧♦ ❑♦♥❝❤❛❦✐✈s❦②✐

❑②✐✈ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❆❧❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t
♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠❡tr✐❝ dG(u, v) ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤
❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ v✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ G ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r rad(G) = minu∈V (G) maxv∈V (G) dG(u, v)✳
❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ G ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r diam(G) = maxu,v∈V (G) dG(u, v)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2diam(G)✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛♥② r, d ∈ N ✇✐t❤ r ≤ d ≤ 2r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r❛♣❤ G ❤❛✈✐♥❣
rad(G) = r ❛♥❞ diam(G) = d✳

❚❤❡ tr✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶❪ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✿
tr(G) = maxu,v,w∈V (G){dG(u, v) + dG(u, w) + dG(v, w)}✳

■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t 2diam(G) ≤ tr(G) ≤ 3diam(G) ❢♦r ❛♥② ❣r❛♣❤ G✳

✶✸✼



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs d, t ∈ N ✇✐t❤ 2d ≤ t ≤ 3d✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r❛♣❤ G ✇✐t❤
diam(G) = d ❛♥❞ tr(G) = t✳

■♥ ❬✶❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ tr✐❛♠❡t❡r ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✿ tr(G) ≥ g(G)✱ ✇❤❡r❡
g(G) ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝②❝❧❡ ✐♥G✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❉❛s ❬✶❪ ♣♦s❡❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ∆(G)✱ δ(G) ✭t❤❡
❧❛r❣❡st ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ G✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ ❬✶❪ ✇❡r❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ∆, δ ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r❛♣❤ G ✇✐t❤ 3 ≤ tr(G) ≤ 5✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❣r❛♣❤ G ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ diam(G) = 2✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❣r❛♣❤ G ❤❛s tr(G) ≤ 6✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t tr(G) = 2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
G = K2✱ ❛♥❞ tr(G) = 3 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ n ≥ 3 ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ ❬✷❪✱
❉❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ tr✐❛♠❡t❡rs 4 ❛♥❞ 5✳

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❣r❛♣❤s G ✇✐t❤ tr(G) = 6✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ tr✐❛♠❡t❡rs ✉♣ t♦ 8✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤❛t ✐t ✐s r❛t❤❡r ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t P3 ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❜❧♦❝❦ ❣r❛♣❤ ♦❢ tr✐❛♠❡t❡r 4✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡♥

✶✳ tr(G) = 5 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G = K1 + (Ka ∪Kb) ❢♦r max{a, b} ≥ 2✳

✷✳ tr(G) = 6 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G = P4✱ ♦r G ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝✉t ✈❡rt❡① ♦❢ ❜❧♦❝❦✲❞❡❣r❡❡ ≥ 3✳

✸✳ tr(G) = 7 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G 6= P4 ❛♥❞ G ❤❛s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❝✉t ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦✲
❞❡❣r❡❡ ❡①❛❝t❧② 2✳

✹✳ tr(G) = 8 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G = P5✱ ♦r G ❤❛s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❝✉t ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❜❧♦❝❦✲❞❡❣r❡❡ ❛t ❧❡❛st 3✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❉❛s✱ ❚r✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ❉✐s❝✉ss✳ ▼❛t❤✳ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r② ✹✶ ✭✷✵✷✶✮✱ ✻✵✶✕✻✶✻✳

❬✷❪ ❆✳ ❉❛s✱ ❖♥ tr✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ ♣r❡♣r✐♥t ✭✷✵✷✷✮✳

❬✸❪ ❆✳ ❍❛❦✱ ❙✳ ❑♦③❡r❡♥❦♦✱ ❛♥❞ ❇✳ ❖❧✐②♥②❦✱ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ tr✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ❉✐s❝r❡t❡
❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✸✵✾ ✭✷✵✷✷✮✱ ✷✼✽✕✷✽✹✳

❡✲♠❛✐❧s✿ s✳❦♦③❡r❡♥❦♦❅❦s❡✳♦r❣✳✉❛✱ ❞❦♦♥❝❤❛❦✐✈s❦②✐❅❦s❡✳♦r❣✳✉❛

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉❡❧❛②s ❛♥❞ ❚❤❡✐r
◗✉❛s✐✲P♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❖❧❡❦s❛♥❞r ❑r❛s♥♦❦✉ts❦②✐✱ ■❣♦r ❈❤❡r❡✈❦♦
❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✸✽



❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞❡❧❛②

dx

dt
= A0x(t) +

k∑

i=1

Aix(t− τi), t ∈ [0, T ], ✭✶✮

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], ✭✷✮

✇❤❡r❡ Ai✱ i = 0, k ❛r❡ ✜①❡❞ n× n ♠❛tr✐❝❡s✱ x ∈ Rn✱ 0 < τ1 < · · · < τk = τ ✱ ❛♥❞ ϕ(t) ✐s
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ϕ(t) ∈ C([−τ, 0])✳

▲❡t ✉s ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✷✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

dz0(t)

dt
= A0z0(t) +

k∑

i=1

Aizli(t), li =
[τim
τ

]
, ✭✸✮

dzj(t)

dt
= µ (zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, µ =

m

τ
, m ∈ N,

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m. ✭✹✮

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✮✕✭✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✷✮ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❬✶✱ ✷❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✮✕✭✹✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤♦❧❞s✳

∥∥∥∥x
(
t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ], m→∞. ✭✺✮

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭✸✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

Ψm(λ) = det




λE − λ 0 · · · −A1 · · · −Ak
−µE (µ+ λ)E · · · 0 · · · 0
0 −µE · · · 0 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳ · · · ✳✳✳ · · · ✳✳✳
0 0 · · · (µ+ λ)E · · · 0
✳✳✳

✳✳✳ · · · ✳✳✳ · · · ✳✳✳
0 0 · · · 0 · · · (µ+ λ)E




= 0. ✭✻✮

❆❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭✻✮ ❛r❡ n×n ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ✜rst
r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥s li✱ i = 1, k✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐♥ ✭✻✮✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❢♦✉r ❜❧♦❝❦s

A = (λE − A0), B = (0 · · · 0 − A1 · · · − Ak),

C =




−µE
0
✳✳✳
0
✳✳✳
0



, Dm =




(µ+ λ)E · · · 0 · · · 0
−µE · · · 0 · · · 0
✳✳✳ · · · ✳✳✳ · · · ✳✳✳
0 · · · (µ+ λ)E · · · 0
✳✳✳ · · · ✳✳✳ · · · ✳✳✳
0 · · · 0 · · · (µ+ λ)E



.

✶✸✾



❍❡r❡✱ ❜♦t❤ A ❛♥❞ Dm ❛r❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t det(Dm) 6= 0 ❢♦r ✜①❡❞ λ✱
❡①❝❡♣t ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✳

❯s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

Ψm(λ) = det

(
A B
C Dm

)
= det

(
A− BD−1

m C
)
det(Dm). ✭✼✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Dm ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② ✭✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭✻✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭✾✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

Ψm(λ) = det

(
λE − A−

k∑

i=1

Ai

(
µ

µ+ λ

)li)m

(µ+ λ)mn. ✭✽✮

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ✭✶✮✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N. ✭✾✮

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ λ ∈ N✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✾✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ✭✶✮ ❛s m→∞✳

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠
✭✶✮✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Ψm(λ)✱ s✐♥❝❡ t❤❡
③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Hm(λ) ❛♥❞ Ψm(λ) ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❞✉❡ t♦ ✐❞❡♥t✐t② ✭✾✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼❛t✈✐② ❖✳❱✳✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■✳▼✳ ❆❜♦✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡♠ st❛❜✐✲
❧✐t②✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✹✳ ❱♦❧✳✼✱ ➑✷✳ P✳ ✷✵✽✲✷✶✻

❬✷❪ ■❧✐❦❛ ❙✳❆✳✱ P✐❞❞✉❜♥❛ ▲✳❆✳✱ ❚✉③②❦ ■✳ ■✳✱ ❈❤❡r❡✈❦♦ ■✳▼✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✉❦♦✈✐♥✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✻✱ ➑✸✲✹✳ P✳ ✽✵✲✽✸✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❦r❛s♥♦❦✉ts❦②✐✳♦❧❡❦s❛♥❞r❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✐✳❝❤❡r❡✈❦♦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐r❞
♦r❞❡r

●r③❡❣♦r③ ❑✉❞✉❦
❋❛❝✉❧t② ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘③❡s③♦✇

▲❡t B ❜❡ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✱ A : B → B ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r✱ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✇❡rs
An✱ n = 2, 3, ... ❜❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ B✱ ❞❡♥♦t❡ ❜❡ x(λ) t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ ∈ Λ ⊆ C✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t ∈ ([T1, T2])∪([T3, T4]) ⊂
R t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✶✹✵



L

(
d

dt
, A

)
U(t) ≡

[
d3

dt3
+ a(A)

d2

dt2
+ b(A)

d

dt
+ c(A)

]
U(t) = f(t), , (1)

s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

T2∫

T1

tkU(t)dt+

T4∫

T3

tkU(t)dt = ϕi, k = {0, 1, 2}, i = {1, 2, 3}, (2)

✇❤❡r❡ a(A), b(A), c(A) ❛r❡ ❛❜str❛❝t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇✐t❤ ❡♥t✐r❡ s②♠❜♦❧s a(λ), b(λ), c(λ) 6=
const✱ ❢♦r λ ∈ Λ✱ ϕi ∈ B✱ ❢♦r i = {1, 2, 3}✱ T1, T2, T3, T4 > 0✱ ([T1, T2]) ∪ ([T3, T4]) ⊂ R✳

❉❡♥♦t❡ ❜❡ P ✐s s❡t P = {λ ∈ C : ∆(λ) = 0}, ✇❤❡r❡ ∆(λ) ✐s ♠❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t ✈❡❝t♦rs ϕk ∈ B✱ ❢♦r ❦❂④✵✱✶✱✷⑥✱ ❢r♦♠ B ❜❡❧♦♥❣ L ⊂ B✳ ■❢
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①✐sts ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs Rϕk(λ) : B → B✱ λ ∈ Λ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s µϕk s✉❝❤ t❤❛t

ϕk =

∫

Λ

Rϕk(λ)x(λ)dµϕk(λ), (3)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❛②✱ t❤❛t ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✜①❡❞ ([T1, T2])∪ ([T3, T4]) ⊂ R✱ ✈❡❝t♦r f(t)
❢r♦♠ H ❜❡❧♦♥❣s L ⊂ B✱ ✐❢ ♦♥ Λ ⊆ C t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♠❡❛s✉r❡ µ(λ) ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r
Ff (t, λ) : H → H s✉❝❤ t❤❛t f(t) ❝❛♥ r❡♣r❡s❡✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❙t✐❧t❥❡s ✐♥t❡❣r❛❧

f(t) =

∫

Λ

Ff (t, λ)x(λ)dµf (λ), (4)

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ Mm(t, λ)✱ ❢♦r λ ∈ Λ s❛t✐s✜❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s [

d3

dt3
+

3∑

j=1

aj (λ)
d3−j

dt3−j

]
Mm(t, λ) = 0, (5)

∫ T2

T1

tn−1Mm(t, λ)dt+

∫ T4

T3

tn−1Mm(t, λ)dt = δm,n, (6)

✇❤❡r❡ δm,n ✐s ❞❡❧t❛ ❑r♦♥❡❝❦❡r❛✱ ❢♦r m,n = {0, 1, 2}.

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ G(t, ν, λ) ♦♥ t❤❡ s❡t ([T1, T2]) ∪ ([T3, T4]) × C × (C \ P ) s❛t✐s✜❡s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

[
d3

dt3
+

3∑

j=1

aj (λ)
d3−j

dt3−j

]{
G(t, ν, λ)x(λ)

}
≡ eνt, (7)

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

T2∫

T1

tkG(t, ν, λ)dt+

T2∫

T1

tkG(t, ν, λ)dt = 0, k = {0, 1, 2}, (8)

✇❤❡r❡ x(λ) ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t♦r A✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ ∈ C\P ✳
❢♦r ❣✐✈❡♥ ν ∈ C✱ λ ∈ C \ P ✳

✶✹✶



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✲✭✷✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ϕk ❛♥❞ f ❜❡❧♦♥❣s L✳ ❚❤❡r❡ ϕk✱ ❢♦r
i = {1, 2, 3}✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✮✱ ❛♥❞ f ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✮✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

U(t) =
2∑

k=0

∫

Λ

Rϕk(λ){Mk(t, λ)x(λ)}dµϕ1(λ) +

∫

Λ

Ff (ν, λ){G(t, ν, λ)x(λ)}dµf (λ),

❞❡✜♥❡s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✲✭✷✮✱ Mm(t, λ) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✮✲✭✻✮✱
G(t, ν, λ) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✮✲✭✽✮✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✲✭✷✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲s②♠❜♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✲✸❪✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦s ✇♦r❦ ❬✷✱ ✹✱ ✺✱ ✻❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ P✳■✳ ❑❛❧❡♥②✉❦✱ ❩✳▼✳✱ ◆②tr❡❜②❝❤✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛❜❧❡s✳
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❙②♠❜♦❧ ▼❡t❤♦❞✳ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❍♦✉s❡ ♦❢ ▲✈✐✈ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ◆❛t②♦♥❛❧② ❯♥✐✲
✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✷✳ ✭✐♥ ❯❦r❛✐♥✐❛♥✮✳

❬✷❪ P✳■✳ ❑❛❧❡♥②✉❦✱ ●✳ ❑✉❞✉❦✱ ■✳❱✳ ❑♦❤✉t✱ ❩✳▼✳ ◆②tr❡❜②❝❤✳ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❢ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳✱ ✭✷✵✽✮✱ ✭✷✵✶✺✮✱ ◆♦✳ ✸✱ ✷✻✼✲✷✼✻✳

❬✸❪ P✳■✳ ❑❛❧❡♥②✉❦✱ ❩✳▼✳ ◆②tr❡❜②❝❤✱ ❑♦❤✉t ■✳❱✳✱ ●✳ ❑✉❞✉❦✳ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✱ ❙❡✈❡♥t❡❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ▼②❦❤❛✐❧♦
❑r❛✈❝❤✉❦ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✱ ✶✾✲✷✵ ▼❛②✱ ✷✵✶✻✱ ❑②✐✈✱ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ■✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✶✼✳

❬✹❪ P✳■✳ ❑❛❧❡♥②✉❦✱ ❩✳▼✳ ◆②tr❡❜②❝❤✱ ■✳❱✳ ❑♦❤✉t✱ ●✳ ❑✉❞✉❦✱ P✳ ❚✳ P✉❦❛❝❤✳ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❏✉r♥❛❧ ♦❢
◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡r✐st②✑ ▲✈✐✈s❦❛ P♦❧✐t❡❝❤♥✐❦❛✑✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝s✐❡♥❝❡s✳ ✷✵✶✹✳
◆♦ ✽✵✹✳ ✶✻✲✷✵✳

❬✺❪ ●✳ ❑✉❞✉❦✳ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❨♦✉♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱ ✸✲✻ ❏✉♥❡✱ ✷✵✶✺✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡✳
✶✷✹✳

❬✻❪ ●✳ ❑✉❞✉❦✳ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠
♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✧❈✉rr❡♥t
♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✲✷✵✷✸✧❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✾✺t❤ ❜✐rt❤ ❛♥♥✐✈❡rs❛r② ♦❢
❨❛r♦s❧❛✈ P✐❞str②❤❛❝❤✱ ❛♥❞ ✹✺t❤ ❛♥♥✐✈❡rs❛r② ♦❢ t❤❡ P✐❞str②❤❛❝❤ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❆♣♣❧✐❡❞
Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ▼❛② ✷✸✲✷✺✱ ✷✵✷✸✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡✳ ✸✷✾✲✸✸✵

❡✲♠❛✐❧✿ ❣❦✉❞✉❦❅♦♥❡t✳❡✉❧

▼❛❝✲❊❧❧✐s ❛♥❞ ◆✐❡❞❡rr❡✐t❡r ❝r②♣t♦❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
❖❧❡❦s❛♥❞r ▲❛♣t✐❡✈✱ ■✈❛♥ P❛r❦❤♦♠❡♥❦♦✱ ❙❡r❤✐✐ ▲❛♣t✐❡✈✱ ❚❡t✐❛♥❛ ▲❛♣t✐❡✈❛

❚❛r❛s ❙❤❡✈❝❤❡♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑②✐✈✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✧❑❤❛r❦✐✈ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ✐♥st✐t✉t❡ ❑❤❛r❦✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✹✷



❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❝❧♦✉❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐✲
❡s✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦s②st❡♠s s✉❝❤
❛s ❘❙❆ ♦r ❊❈❈ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❛tt❛❝❦s ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs ❞✉❡ t♦ ❙❤♦r✬s
❛♥❞ ●r♦✈❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣♦st✲q✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❤❛r❞ ❡✈❡♥ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs✳
❆♠♦♥❣ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦❞❡✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❤♦❧❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣❧❛❝❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
t❤❡ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❛♥❞ ◆✐❡❞❡rr❡✐t❡r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ◆✐❡❞❡rr❡✐t❡r ❝r②♣t♦s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜✲
♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✿

✖ s❡t ♦❢ ♣❧❛✐♥t❡①ts✿ M = {M1,M2, . . . ,Mqk};

✖ s❡t ♦❢ ❝✐♣❤❡rt❡①ts ✭s②♥❞r♦♠❡s✮✿ S = {S1, S2, . . . , Sqr}, ∀Si ∈ GF (q), i ∈ (1 . . . qr);

✖ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ϕ = {ϕ1, ϕ2, ..., ϕr}✱ ✇❤❡r❡ ϕi : M →
Sr, i = 1, 2, ..., e;

✖ s❡t ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ϕ−1 = {ϕ1
−1, ϕ2

−1, ..., ϕr
−1}✱ ✇❤❡r❡

ϕi
−1 : Sr →M, i = 1, 2, ..., e;

✖ s❡t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②s✿ KUai =
{
KU1ai

, KU2ai
, ..., KUrai

}
==

{
HEC1
Xai

, HEC2
Xai

, ..., HECr
Xai

}
✱

✇❤❡r❡ HECi
Xai

✲ ✐s ❛♥ r × n ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q);

✖ ✕ ai ✕ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ a1 . . . a6, ai GF (q)✱ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ P 2❀

✖ ✕ s❡t ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✭s❡❝r❡t✮ ❦❡②s✿ KR = {{X,P,D}1 , {X,P,D}2 , ..., {X,P,D}r} =
{X i, P i, Di}✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡rr♦r
✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝✐♣❤❡r t❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝✐♣❤❡r t❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ r✉❧❡✿

SXj = φu
(
Mi, H

ECu
X

)
=Mi ×

(
HECu
X

)T
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞
t❤❡ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡

∀i : 0 ≤ w (Mi) ≤ t =

⌊
d− 1

2

⌋

✳
❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ s❡ts ▼ ❛♥❞ ❈ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇❡✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠

w (Mi) , t❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭❢♦r ❛❧❧ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s w (Mi) ✇❡ ❤❛✈❡✿

m =
t∑

i=0

(q − 1)i × C i
n,

✇❤❡r❡ C i
n ✕ ✐s t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ C i

n = n!
i!·(n−1)!

✳
❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✲

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡ ❜② ♠❛s❦✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✿

✶✹✸



HECu
X = Xu ×H × P u ×Du, u ∈ 1, 2, ..., s,

✇❤❡r❡ HEC ✕ ✐s t❤❡ n× (n− k) ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡
(n, k, d) ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q)✳

❖♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✐❞❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ✉s❡r ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✭s❡❝r❡t✮ ❦❡②✿

S∗
r = C∗

Xi
×HT

Xj
,

t❤❛t ✐s✱ ✜♥❞s s✉❝❤ ❛ ✈❡❝t♦r C∗
Xi
✱ t❤❛t✿

C∗
Xi
×HT

Xj
= 0

✳
◆❡①t✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ✐♥ t❤❡ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❝♦❞❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ Mi ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡
✈❡❝t♦r MU

i ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s DU ❛♥❞ PU ✱ ❜✉t ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✿

Mi =Mu
i × P u ×Du =Mi × (Du)−1 × (P u)−1 × P u ×Du =Mi.

❉✉r✐♥❣ ❞❡❝r②♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐♣❤❡r t❡①t ✭❛❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r✮✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡✲❜❛s❡❞
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
s❝❤❡♠❡s✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❛❧❞✐✱ ▼✳✱ ❈❤✐❛r❛❧✉❝❡✱ ❋✳✱ ❙❛♥t✐♥✐✱ P✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❈r②♣t♦s②st❡♠ ❇❛s❡❞ ♦♥
P♦❧❛r ❈♦❞❡s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ■♦❚✳ ✷✵✷✶✳ ■❊❊❊ ❆❝❝❡ss✱ ✾✱ ♣♣✳ ✶✹✺✻✼✽✕✶✹✺✻✾✷✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✵✾✴❆❈❈❊❙❙✳✷✵✷✶✳✸✶✷✸✹✺✻

❬✷❪ ●❛❜♦r✐t✱ P✳✱ ❍❛✉t❡✈✐❧❧❡✱ ❆✳✱ ❚✐❧❧✐❝❤✱ ❏✳✲P✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❙❡❝✉r✐t② ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ◆✐✲
❡❞❡rr❡✐t❡r ❈r②♣t♦s②st❡♠✳ ❉❡s✐❣♥s✱ ❈♦❞❡s ❛♥❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ✷✵✷✷✳ ✾✵✭✸✮✱ ♣♣✳✺✺✼✕✺✽✶✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✻✷✸✲✵✷✷✲✵✶✵✵✷✲✹

❬✸❪ ❈♦✉✈r❡✉r✱ ❆✳✱ ▲❡q✉❡s♥❡✱ ▼✳ ❖♥ t❤❡ ❙❡❝✉r✐t② ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr② ❈♦❞❡s ❆❣❛✐✲
♥st ❙✐❞♦r❡♥❦♦ ❆tt❛❝❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✷✵✷✸✳ ✻✾✭✺✮✱
♣♣✳✷✽✾✵✕✷✾✵✺✳❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣ ✴✶✵✳✶✶✵✾✴❚■❚✳✷✵✷✸✳✸✷✸✹✺✻✼

❡✲♠❛✐❧✿ ♦❧❛♣t✐❡✈❅❦♥✉✳✉❛✱ ✐✈❛♥✳♣❛r❦❤♦♠❡♥❦♦❅❦♥✉✳✉❛✱ s❛❧❛♣t✐❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱
t❡t✐❛♥❛✶✾✽✻❅✉❦r✳♥❡t

❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

❚❛r❛s ▲✉❦❛s❤✐✈ 1✱ ■❣♦r ❱✳ ▼❛❧②❦ 2✱ ❱❡♥❦❛t❛ P✳ ❙❛t❛❣♦♣❛♠ 1 ❛♥❞ P❡tr ❱✳
◆❛③❛r♦✈ 3

1 ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣✱ ❇❡❧✈❛✉①✱ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣
2 ❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

3 ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❍❡❛❧t❤✱ ❙tr❛ss❡♥✱ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣

✶✹✹



❖♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜❛s✐s (Ω,F, F,P) ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠
♦❢ r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

dx(t) = a(t, ξ(t), x(t), u(t))dt+ b(t, ξ(t), x(t), u(t))dw(t), t ∈ R+\K, ✭✶✮

✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ s✇✐t❝❤❡s

∆x(t) = g(tk−, ξ(tk−), ηk, x(tk−)), tk ∈ K = {tn ⇑}, ✭✷✮

❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

x(0) = x0 ∈ Rm, ξ(0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H. ✭✸✮

❍❡r❡ ξ(t), t ≥ 0, ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s Y = {1, 2, ..., N̄} ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t♦r Q = {qij}, i, j = 1, ..., N̄ ❀ {ηk, k ≥ 0} ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
H ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① PH ❀ x : [0,+∞)×Ω→ Rm❀ u(t) ∈ Rm ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❀
w(t), t ≥ 0, ✐s ❛♥ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss❀ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s w, ξ✱ ❛♥❞ η ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▼❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s a : R+×Y×Rm → Rm✱ b : R+×Y×Rm → Rm×Rm✱
❛♥❞ g : R+×Y×H×Rm → Rm s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❬✶❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❥✉♠♣s✱ ✐✳❡✳✱

lim
n→∞

tn = t∗ <∞.

❆ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

∞∑

k=1

γk <∞, γk = sup
x∈Rm, y∈Y,h∈H

|g(tk, y, h, x)| ✭✹✮

❛♥❞

lim
ε↓0

(
ln ε+Nε

Nε∑

k=1

Lk

)
= −∞, Nε := inf

{
k ≥ 1 :

∞∑

m=k

γm < ε

}
. ✭✺✮

❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮ ✲✭✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐✲
③❛t✐♦♥ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ▼❛r❦♦✈ s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐✲
♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❥✉♠♣s ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s✉✣✲
❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t②
✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❬✶❪ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❞❛♣t❡❞ t♦
s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❥✉♠♣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐✲
♦♥s ❡♥s✉r❡ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❘✐❝❝❛t✐✲t②♣❡ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲✉❦❛s❤✐✈✱ ❚✳✱ ▼❛❧②❦✱ ■✳ ❱✳✱ ❙❛t❛❣♦♣❛♠✱ ❱✳ P✳✱ ✫ ◆❛③❛r♦✈✱ P✳ ❱✳ ✭✷✵✷✺✮✳ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ P♦✐♥t✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✸✭✶✹✮✱ ✷✸✵✼✳

❡✲♠❛✐❧✿ ✐✳♠❛❧②❦❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛

✶✹✺



❙❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛✐rs ❛♥❞ s✐❣♠❛✲❝♦♥t✐♥✉✐t②
❆♥❛st❛s✐✐❛ ▲✐❛♥❤❛✱ ❖❧❡❦s❛♥❞r ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦

❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙✐❧❡s✐❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❑❛t♦✇✐❝❡

■♥ ❬✶❪ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❍❛❤♥ (g, h) ♦♥ [a, b] ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ f : [a, b]× [c, d]→ R s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ∈ [a, b] ✐ts ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧s t♦ g(x) ❛♥❞ h(x) r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡❧②✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
s♣❛❝❡s ✐♥ ❬✷✱ ✸❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t X ❛♥❞ Y ❜❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s✱ g, h : X → R ❛♥❞ f : X × Y → R✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ∧f ,∨f : X → R ❜②

∧f (x) = inf
y∈Y

f(x, y) ❛♥❞ ∨f (x) = sup
y∈Y

f(x, y), x ∈ X.

❆ ♣❛✐r (g, h) ✐s ❝❛❧❧❡❞

❼ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❍❛❤♥ ✐❢ g(x) ≤ h(x) ❢♦r ❛♥② x ∈ X✱ g ✐s ✉♣♣❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ h ✐s
❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s❀

❼ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭♦r CC✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ s❤♦rt✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
Y ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ f : X × Y → R s✉❝❤ t❤❛t g = ∧f
❛♥❞ h = ∨f ✳

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : X → Y ✐s ❝❛❧❧❡❞ σ✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s❡ts Fn

✐♥ X s✉❝❤ t❤❛t X =
∞⋃
n=1

Fn ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ f |Fn ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r ❛♥② n ∈ N

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❝❛tt❡r❡❞ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥❡♠♣t② s✉❜s❡t A ♦❢
X t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ A✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐③❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ Y ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ g, h : X → R

❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

(i) ■❢ Y ✐s ♥♦♥✲s❝❛tt❡r❡❞ t❤❡♥ ❛ ♣❛✐r (g, h) ✐s CC✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Y ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❍❛❤♥✳

(ii) ■❢ Y ✐s s❝❛tt❡r❡❞ t❤❡♥ ❛ ♣❛✐r (g, h) ✐s CC✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Y ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
✐t ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❍❛❤♥ ♦❢ σ✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐③❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ✇✐t❤♦✉t ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❛✐r ♦❢ ❍❛❤♥ (g, h) ♦♥ X s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ❛♥❞ h ❛r❡ ♥♦t σ✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❱✳ ❑✳✱ ▼❡❧✬♥②❦ ❱✳ ❙✳✱ ❱♦❧♦s❤②♥ ❍✳ ❆✳✱ ❍❛❤♥✬s ♣❛✐rs ❛♥❞ ③❡r♦ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ▼❛t✳ ❙t✉❞✳✱ ✹✽✱ ◆✶ ✭✷✵✶✼✮✱ ✼✹✲✽✶ ✭✐♥ ❯❦r❛✐♥✐❛♥✮✳

❬✷❪ ❑✉s❤♥✐r ❆✳ ❙✳✱ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳ ❱✳✱ P❛✐rs ♦❢ ❍❛❤♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①tr❡♠❛❧ s❡❝t✐♦♥s✱ ❇✉❦♦✈✐♥✐❛♥ ▼❛t❤✳ ❏♦✉r♥❛❧✳ ✻✱ ◆✶ ✭✷✵✷✶✮✱ ✷✶✵✲✷✷✾ ✭✐♥
❯❦r❛✐♥✐❛♥✮✳

❬✸❪ ❑✉s❤♥✐r ❆✳ ❙✳✱ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳ ❱✳✱ ❖♥ st❛❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❍❛❤♥ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❛❧ s❡❝t✐✲
♦♥s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐t❤ ❛ s❝❛tt❡r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱
❛r❳✐✈✿✷✺✵✶✳✵✶✷✻✶ ❬♠❛t❤✳●◆❪

✶✹✻



❡✲♠❛✐❧✿ ❧✐❛♥❤❛✳❛♥❛st❛s✐✐❛❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦✈♠❛s❧❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❈❧❛ss✐❢✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ♥♦♥✲❍❛✉s❞♦r❢❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛♥✐❢♦❧❞s✿ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ t♦ ❣❧♦❜❛❧

▼②❦♦❧❛ ▲②s②♥s❦②✐✱ ❙❡r❣✐② ▼❛❦s②♠❡♥❦♦
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ ❬✶✱ ✷❪ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ♦♥ t✇♦ ♥♦♥✲
❍❛✉s❞♦r✛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✿ ❛ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t✇♦ ③❡r♦s L ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❍❛✉s❞♦r✛ ❧❡tt❡r
Y ✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
s✐t✉❛t✐♦♥✳

▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ U, V t✇♦ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts s✉❝❤ t❤❛t X = U ∪ V ✱ ❛♥❞
W = U ∩ V ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r s♦♠❡ k = 1, . . . ,∞ t❤❡ s❡ts U ❛♥❞ V ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ Ck✲
str✉❝t✉r❡s ✭✙✳❡✳ Ck✲❛t❧❛s❡s α ❛♥❞ β r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ U∩V ✭✐✳❡✳
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣ idW : W → W ✐s ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛t❧❛s❡s
α|W ❛♥❞ β|W ✮✳

❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✷❪ ❝❧❛ss✐✜❡s Ck✲str✉❝t✉r❡s ♦♥ X ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡ α ❛♥❞ β ♦♥
U ❛♥❞ V r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣ t♦ ❛ Ck s❡❧❢✲❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ X → X ❧❡❛✈✐♥❣ U ❛♥❞ V ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❛❧❦ ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❞✐✲
✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ♥♦♥✲❍❛✉s❞♦r✛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s X ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t❡❞ ✏♥♦♥✲❍❛✉s❞♦r✛ ♣♦✐♥ts✑ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ L ❛♥❞ Y ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ s✉❝❤
♥♦♥✲❍❛✉s❞♦r✛ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s {Ui}i∈Λ✱
✐t ♠❛❦❡s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Ck✲str✉❝t✉r❡s ♦♥ X t♦ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
Ck✲str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ Ui✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ▲②s②♥s❦②✐✱ ❙✳ ▼❛❦s②♠❡♥❦♦✱ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❍❛✉s❞♦r✛ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r✐❣✐♥s✱ ❛r❳✐✈✳✷✹✵✻✳✵✾✺✼✻

❬✷❪ ▼✳ ▲②s②♥s❦②✐✱ ❙✳ ▼❛❦s②♠❡♥❦♦✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦♣❡♥ s❡ts✱
❛r❳✐✈✿✷✺✵✼✳✵✺✶✺✻

❡✲♠❛✐❧✿ ♠✳❧②s②♥s❦②✐❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛✱ ♠❛❦s❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

Ps❡✉❞♦❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt ❝✉❜❡ ❛s ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡s
▼❛r❦♦ ■✉r✐✐

■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✈✐✈✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❍❛✉s❞♦r✛ s♣❛❝❡ X✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ X
❛s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦r♠❡❞ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ C(X) ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ X✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣②✱ ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ X ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ µ ♦♥ C(X)
s❛t✐s❢②✐♥❣✿

✶✳ µ(cX) = c✱ ❢♦r ❛❧❧ c ∈ R✱ ✇❤❡r❡ cX ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ X ✇✐t❤ t❤❡
✈❛❧✉❡ c❀

✶✹✼



✷✳ µ(max{ϕ, ψ}) = max{µ(ϕ), µ(ψ)}❀

✸✳ µ(c+ ϕ) = c+ µ(ϕ)

✭s❡❡ ❬✶❪ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❛❝❡s ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡s✮✳
■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ X ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❧♦s❡❞

s✉❜s❡ts ♦❢ X × [0, 1]✳ ❋♦r ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ X✱ ❜② Ī(X) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡ts
A ⊆ X × [0, 1] s❛t✐s❢②✐♥❣✿

✶✳ X × {0} ⊆ A❀

✷✳ A ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② (x, t) ∈ A ❛♥❞ ❡✈❡r② t′ ∈ [0, t]✱ (x, t′) ∈ A❀

✸✳ t❤❡r❡ ✐s x ∈ X s✉❝❤ t❤❛t (x, 1) ∈ A✳

●✐✈❡♥ A ∈ Ī(X)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ A ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

supp(A) = cl({x ∈ X | ∃t > 0 s✉❝❤ t❤❛t (x, t) ∈ A}).

❇② Īβ(X) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ A ∈ (̄X) s✉❝❤ t❤❛t supp(A) ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳
▲❡t

Σ = {(xi)∞i=1 ∈ l2 | Σ∞
i=1(ixi)

2 <∞}.

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t σ✲❝♦♠♣❛❝t ♥♦♥✲❞✐s❝r❡t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥ Īβ(X)
✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Σ✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❬✸❪✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡tr❛❝t ❬✷❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ❩❛r✐❝❤♥②✐✱ ❙♣❛❝❡s ❛♥❞ ♠❛♣s ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡s✳ ■③✈❡st✐②❛✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✼✹✿✸
✭✷✵✶✵✮✱ ✹✽✶✕✹✾✾✳

❬✷❪ ■✉✳ ▼❛r❦♦✱ ❙♣❛❝❡s ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡tr❛❝ts✱ ❱✐✲
s♥②❦ ♦❢ t❤❡ ▲✈✐✈ ❯♥✐✈✳ ❙❡r✐❡s ▼❡❝❤✳ ▼❛t❤✳ ✷✵✷✶✳ ■ss✉❡ ✾✷✱ ✽✻✕✾✷✳
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✵✾✼✵✴✈♠♠✳✷✵✷✶✳✾✷✳✵✽✻✲✵✾✷✳

❬✸❪ ❉✳❲✳ ❈✉rt✐s✱ ❚✳ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ❛♥❞ ❏✳ ▼♦❣✐❧s❦✐✱ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛✲❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡s l2f ❛♥❞ Σ✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦t✳ ✷✽✹
✭✶✾✽✹✮✱ ✽✸✼✕✽✹✻✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♠❛r❦♦✶✸✉❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❖♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥♦r♠❛❧
❖❧❡❦s❛♥❞r ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦✱ ❉❡♥②s ❖♥②♣❛

❙✐❧❡s✐❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❑❛t♦✇✐❝❡✱ ❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②

✶✹✽



❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
t♦♣✐❝ ✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♠♦♥❣ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✉♥❞❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❧✐♠✐t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥
❬✶✱ ✷❪✳

❋♦r ❛ s❡t D ✐♥ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g : D → R✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

ωg(x) = inf
U∈Ux

sup
u,v∈U

|g(u)− g(v)|, x ∈ D,

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ g✱ ✇❤❡r❡ Ux ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ x ✐♥ X✳
❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s

♦❢ g✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ g ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ❛❧❧♦✇s t♦
❛♥❛❧②③❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ g ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ω̃g = ωg|D\D ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❚✐t③❡✲❯r②s♦❤♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t②
♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❬✸❪ ✐t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥♦r♠❛❧
s♣❛❝❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❚✐t③❡✲❯r②s♦❤♥ t❤❡♦r❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ T1✲s♣❛❝❡ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②
❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Y ⊆ X ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ g : Y → R t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ f : X → R

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ f |X\Y ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ωf (x) ❡q✉❛❧s t♦ ωg(x) ❢♦r
❛❧❧ x ∈ Y ✳

❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ g ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❚✐t③❡✲
❯r②s♦❤♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
❬✸❪ ✉s❡❞ t❤❡ t❡r♠ ✏♣r♦♣❡rt② ✭❚✮✑ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❜②
✉s ✐♥ ❬✹❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ω✲♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ω ❤❛s ♠❛♥② ♦t❤❡r
✉s❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♦r❞✐♥❛❧✮✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r❡❢❡r t❤❡ t❡r♠ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧
♥♦r♠❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬✸✱ Pr♦❜❧❡♠ ✼❪✳

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ■s ❡✈❡r② ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧❄

❙♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❊✈❡r② ♠❡tr✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❬✹❪ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r s❡t ❛♥❞ ♦✉r ♣r❡✈✐✲
♦✉s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❬✺❪✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣r♦♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❉✉❣✉♥❥✐
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥✳

▲❡t X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✱ Y ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ✐♥ X ❛♥❞ g : Y → R ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② (ϕs)s∈S ♦♥ X \ Y s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ B = {B(x, 1

4
d(x, Y )) : x ∈ X \ Y } ♦❢ X \ Y ✳ ❙❡t Us = s✉♣♣ϕs✳ ❋♦r ❛♥②

s ∈ S t❤❡r❡ ✐s xs ∈ X \ Y ✱ s✉❝❤ t❤❛t Us ⊆ B(xs,
1
4
d(xs, Y ))✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ys ∈ Y ✇✐t❤

d(xs, ys) <
5
4
d(xs, Y )✳ ❚❤❡ ❉✉❣✉♥❥✐ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ g ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f(x) = △Y,Xg(x) =

{ ∑
s∈S

ϕs(x)f(ys) , x ∈ X \ Y
f(x) , x ∈ Y.

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ Y ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ X✱ g : Y → R ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ f : X → R ❜❡ t❤❡ ❉✉❣✉♥❥✐ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ g✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ f |X\Y ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ωf (x) = ωg(x) ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Y ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈❡r② ♠❡tr✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧②
♥♦r♠❛❧✳

✶✹✾



❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐t② ♥❡❡❞s ♠♦r❡ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥
t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✻✱ ✷✳✶✳✶✵❪✱ ❣✐✈❡s ♠❛♥②
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ T1✲s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s❡t S ❛♥❞
❛ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t T ♦❢ X ✇✐t❤ 2|S| > 2|T |✳ ❚❤❡♥ X ✐s ♥♦t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✳

❆s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❙t♦♥❡✲ ✞❈❡❝❤ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ βN ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙t♦♥❡✲✞❈❡❝❤ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛❝t ✭❤❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✮ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①❛♠♣❧❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳

Pr♦❜❧❡♠ ✷✳ ❉♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❤❡r❡❞✐t❛r✐❧② ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡ ✭♦r ❡✈❡♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡✮
t❤❛t ✐s ♥♦t ❡①t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♥♦r♠❛❧❄

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳✱ ❖♥②♣❛ ❉✳ ▲✐♠✐t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❇✉❦✳
▼❛t✳ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶ ✭✸✕✹✮✱ ✷✵✶✸✱ ♣♣✳ ✾✼✕✾✾✳ ❤tt♣s✿✴✴❜♠❥✳❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✴❡♥✴✐ss✉❛♥❝❡s✴
✈♦❧✉♠❡✲✶✲✸✲✹✲✷✵✶✸✴❧✐♠✐t✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✲♦❢✲❧♦❝❛❧❧②✲st❛❜❧❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s✴

❬✷❪ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳✱ ❖♥②♣❛ ❉✳ ▲✐♠✐t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❈❛r♣❛t❤✐❛♥
▼❛t✳ P✉❜❧✳✱ ✼ ✭✷✮✱ ✷✵✶✺✱ ♣♣✳ ✶✾✶✕✶✾✻✳ ❤tt♣✿✴✴❥♦✉r♥❛❧s✳♣♥✉✳❡❞✉✳✉❛✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴
❝♠♣✴❛rt✐❝❧❡✴✈✐❡✇✴✶✸✾✼✴✶✼✷✻

❬✸❪ ❙✇♦r♦✇s❦✐ P✳✱ ❙✐❡❣ ❲✳ ❯♥✐❢♦r♠ ❧✐♠✐ts ♦❢ B∗∗
1 ✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

✷✾✷✱ ✷✵✷✶✱ ✶✵✼✻✸✵✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳t♦♣♦❧✳✷✵✷✶✳✶✵✼✻✸✵✳

❬✹❪ ❖♥②♣❛ ❉✳✱ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳ ❖♥ ω✲♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ♠❡tr✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡s✱ Pr♦❝❡❡❞✐✲
♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✧❨♦✉t❤
❙❝✐❡♥❝❡ ❢♦r P❡❛❝❡ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✷✕✶✹✱ ✷✵✷✹✱ ❈❤❡r♥✐✲
✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡✱ ♣♣✳ ✷✸✕✷✹✳ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✴♠❡❞✐❛✴✵q✈❞③✺❤✵✴

③❜✐r♥②❦✲♠❛t❡r✐❛❧✐✈✲❦♦♥❢❡r❡♥ts✐✐✲♠♥③♠tr✲✷✵✷✺✳♣❞❢

❬✺❪ ▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖✳✱ ❖♥②♣❛ ❉✳ ❈❧✉st❡r s❡ts ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t✉❞✐✲
❡s✱ ✹✻ ✭✶✮✱ ✷✵✶✻✱ ♣♣✳ ✹✹✕✺✵✳ ❤tt♣✿✴✴♠❛tst✉❞✳♦r❣✳✉❛✴t❡①ts✴✷✵✶✻✴✹✻❴✶✴✹✹✲✺✵✳❤t♠❧

❬✻❪ ❊♥❣❡❧❦✐♥❣ ❘✳ ●❡♥❡r❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❙✐❣♠❛ ❙❡r✐❡s ✐♥ P✉r❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✻✱ ❍❡❧❞❡r♠❛♥♥
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✾✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❞✳♦♥②♣❛❅❝❤♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ♦✈♠❛s❧❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝③✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❱♦❧♦❞②♠②r ▼②❦❤❛②❧②✉❦

❏❛♥ ❑♦❝❤❛♥♦✇s❦✐ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❑✐❡❧❝❡✱ P♦❧❛♥❞ ❛♥❞ ❨✉r✐✐ ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✺✵



▲❡t n ≥ 2 ❛♥❞ f : Xn → Y ❜❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ g : X → Y ❞❡✜♥❡❞ ❜②
g(x) = f(x, . . . , x) ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ X✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ f ✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜❡❣❛♥ ✐♥ ❇❛✐r❡✬s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳ ■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✶❪ t❤❛t ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s f : R2 → R ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇❛✐r❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❍✳ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❢♦r r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ n r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐t ✇❛s
♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✺❪ t❤❛t ❢♦r n ≥ 3 ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s f : Rn → R ❛r❡
❡①❛❝t❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ (n− 1)✲t❤ ❇❛✐r❡ ❝❧❛ss✳

❚♦ ❞❛t❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢
♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ✶✳ ❋♦r ❛♥② ♠❡tr✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛♥② ♠❡tr✐③❛❜❧❡ ❡q✉✐❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡ Y
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s f : Xn → Y ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♠❛♣♣✐♥❣s
♦❢ t❤❡ (n− 1)✲t❤ ❇❛✐r❡ ❝❧❛ss ✭❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻❪✮✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛♥② ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ Y t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s f :
X2 → Y ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐✲
♣s❝❤✐t③ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② st❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
❝♦♥t✐♥✉✐♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❬✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺❪✮✳

✸✳ ❋♦r ❛♥② ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛♥② ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ Y t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐✲
♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣s f : X2 → Y ❛r❡ ❡①❛❝t❧② st❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❬✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷❪✮✳

✹✳ ❋♦r ❛♥② ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ Y t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s
f : [0, 1]2 → Y ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❛❜s♦❧✉t❡ ❇❛✐r❡ ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❬✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻❪✮✳

❋♦r ❛ s❡t A ⊆ Y X ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② A
st
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s

❢r♦♠ A✳
❋♦r ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s X ❛♥❞ Y ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

PL0(X, Y ) = PL(X, Y )

t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣s f : X → Y ✳ ❋♦r ❡✈❡r② n ∈ N ✇❡ ♣✉t

PLn(X, Y ) = PLn−1(X, Y )
st
.

▲❡t M0(X) ❛♥❞ A0(X) ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡ X r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡✈❡r② n ∈ N ✇❡ ♣✉t

Mn(X) =

{ ∞⋂

k=1

Ak : Ak ∈ An−1(X), k = 1, 2, . . .

}

❛♥❞

An(X) =

{ ∞⋃

k=1

Ak : Ak ∈Mn−1(X), k = 1, 2, . . .

}
.

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t α ∈ N✱ X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ Y ❜❡ ❛ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ❛♥❞ f : X → Y ✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✳ f ∈ PLα(X, Y )✳

✶✺✶



✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ (Xk)
∞
k=1 ♦❢ s❡ts Xk ∈ Mα−1(X) ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡

(fk)
∞
k=1 ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s fk ∈ PLα−1(X, Y ) s✉❝❤ t❤❛t X =

∞⋃
k=1

Xk ❛♥❞ f |Xk = fk|Xk ❢♦r

❡✈❡r② k ∈ N❀

✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Xk)
∞
k=1 ♦❢ s❡ts Xk ∈Mα(X)∩Aα(X) ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (fk)

∞
k=1

♦❢ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣s fk : X → Y s✉❝❤ t❤❛t X =
∞⋃
k=1

Xk ❛♥❞ f |Xk = fk|Xk
❢♦r ❡✈❡r② k ∈ N❀

✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Xk)
∞
k=1 ♦❢ s❡ts Xk ∈Mα(X)∩Aα(X) s✉❝❤ t❤❛t X =

∞⋃
k=1

Xk

❛♥❞ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f |Xk ❛r❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳

❚❤❡♥ (1) ⇔ (2) ⇒ (3) ⇒ (4)✳ ■❢ Y ✐s ❛ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ (3) ⇒ (1) ❢♦r ❡✈❡r②
α ∈ N ❛♥❞ (4) ⇒ (1) ❢♦r α = 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ Y ✐s ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ (4) ⇒ (1) ❢♦r
❡✈❡r② α ∈ N✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t m ≥ 2✱ X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ Y ❜❡ ❛ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ❛♥❞ g ∈ PLm−1(X, Y )✳
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣ f : Xm → Y ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
g✳

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳ ▲❡t m ≥ 2✱ X ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ Y ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① F ✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ g ∈
PLm−1(X, Y )✳ ❉♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣ f : Xm → Y
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ g❄

Pr♦❜❧❡♠ ✷✳ ▲❡t m ≥ 3✱ X1, . . . , Xm ❜❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ Y ❜❡ ❛ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
Y = X1 = · · · = Xm = [0, 1]✮ ❛♥❞ f : X1 × · · · × Xm → Y ❜❡ ❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐♥t✇✐s❡
▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■t ✐s tr✉❡ t❤❛t f ∈ PLm−1(X1 × · · · ×Xm, Y )❄

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❛✐r❡ ❘✳ ❙✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡✁❡❧❧❡s✱ ❆♥♥✳ ▼❛t✳ P✉r❛ ❆♣♣❧✳✱ s❡r✳ ✸✳ ✸ ✭✶✽✾✾✮✱
✶✲✶✷✸✳

❬✷❪ ❑❛r❧♦✈❛ ❖✳✱ ▼②❦❤❛②❧②✉❦ ❱✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❖✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧♦❣s✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ❆♣♣❧✳ ✶✻✵ ✭✷✵✶✸✮✱ ✶✲✽✳

❬✸❪ ❑❛r❧♦✈❛ ❖✳✱ ▼②❦❤❛②❧②✉❦ ❱✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❖✳❱✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐✲
♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠s ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Pr♦❝✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✺✾ ✭✷✮ ✭✷✵✶✻✮✱ ✹✸✺✲✹✹✹✳

❬✹❪ ❑❛r❧♦✈❛ ❖✳✱ ▼②❦❤❛②❧②✉❦ ❱✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❖✳❱✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦❢ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
✈❛❧✉❡s ✐♥ str♦♥❣❧② σ✲♠❡tr✐③❛❜❧❡ s♣❛❝❡s✱ ❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❯♥✐✈✳ ❈❛r♦❧✐♥✳ ✺✼ ✭✶✮ ✭✷✵✶✻✮
✶✵✸✲✶✷✷✳

❬✺❪ ▲❡❜❡sq✉❡ ❍✳ ❙✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡s♣r❡s❡♥t❛❜❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❏♦✉r♥✳ ❞❡ ▼❛t❤✳ ✷ ✭✶✮
✭✶✾✵✺✮✱ ✶✸✾✲✷✶✻✳

❬✻❪ ▼②❦❤❛②❧②✉❦ ❱✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❖✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦✐♥t✇✐s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♠❛♣♣✐♥❣s✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ✶✾✻ ✭✷✵✶✹✮✱ ✻✺✷✲✻✻✹

❡✲♠❛✐❧✿ ✈♠②❦❤❛②❧②✉❦❅✉❦r✳♥❡t

✶✺✷



❙♣❛rs✐❢✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣❛❝t ❯❧tr❛♠❡tr✐❝s
❖❧❡❤ ◆②❦②❢♦r❝❤②♥✱ ❱♦❧♦❞②♠②r P❡❤❤r②♥

❱❛s②❧ ❙t❡❢❛♥②❦ ❈❛r♣❛t❤✐❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ■✈❛♥♦✲❋r❛♥❦✐✈s❦✱ ❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♣❛rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉tr❛♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●♦r♠❛♥
❛♥❞ ▲❧❛❞s❡r ❬✶❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s♣❛❝❡ X̄ ♦❢ Dω✱ ✇❤❡r❡ D = {0, 1}✳
❋♦r ❛❧❧ n ∈ N = {0, 1, 2, . . .}✱ ❧❡t prn ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Dω → Dn t♦ t❤❡ ✜rst n ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❉❡♥♦t❡ Xn = prn(X̄) ⊂ Dn ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ ❛♥❞ Xω = X0 ⊔X1 ⊔X2 ⊔ . . . ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
X0 = D0 = {ε}✱ ✇❤❡r❡ ε ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r♦♦t❡❞ tr❡❡ T ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s Xω✱ t❤❡ r♦♦t ε✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ (x1, . . . , xn) ∈ Xn ❛♥❞ (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Xn+1✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♠♣❧❡
♣❛t❤s st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ r♦♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts (x1, x2, x3, . . .) ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✉♠ X̄✳

❋♦r ❛♥② x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dn ❞❡♥♦t❡ x|0 = (x1, x2, . . . , xn, 0) ∈ Dn+1✱ x|1 =
(x1, x2, . . . , xn, 1) ∈ Dn+1✱ ❛♥❞ x̂ = {x̄ ∈ X̄ | prn(x̄) = x}✳ ❈❧❡❛r❧② x̂ 6= ∅ ❢♦r x ∈ Dn ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x ∈ Xn✳ ❚❤❡ s❡t X ′ = {x ∈ Xω | x̂|0 6= ∅, x̂|1 6= ∅} ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T ✳

❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ X̄ ✐s ♠❡tr✐③❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
r0 ≥ r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ . . . ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ 0✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❧❡t

g
(
(x1, x2, x3, . . .), (y1, y2, y3, . . .)

)
= rk,

✇❤❡r❡ k = max{i ∈ {1, 2, 3, . . .} | (x1, x2, . . . , xi) = (y1, y2, . . . , yi)},

❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ max∅ = 0✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❆♥② ❝♦♠♣❛❝t ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ s❡t X̄ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤✐s ✇❛② ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ X̄ →֒ Dω ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (r0, r1, r2, . . .) ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ X̄ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❼ µ(X̄) = 1 ✭✐✳❡✳✱ µ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✮❀

❼ ✐❢ x = (x1, . . . , xn) ∈ X ′✱ t❤❡♥ µ(x|0) = µ(x|1) ✭❡❛❝❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✈❡rt❡① ❞✐✈✐❞❡s ❛
♠❡❛s✉r❡ ✐♥t♦ ❤❛❧✈❡s✮✳

❋♦r ❛❧❧ x ∈ Xω t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② µ(x̃) > 0 ✐s ✈❛❧✐❞✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ t❤❡ s❡t C(X̄,R) ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

f · g =
∫

X̄

f(x̄)g(x̄) dµ(x̄).

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s wx : X̄ → R ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X ′ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

wx(x̄) =





1√
µ(x̃)

, x̄ ∈ x̃|0,
−1√
µ(x̃)

, x̄ ∈ x̃|1,

0 otherwise,

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w̄ ≡ 1 ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt♦♥♦r♠❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡
s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ❍❛❛r✲❧✐❦❡ ✇❛✈❡❧❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss
t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ d✳

✶✺✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ●♦r♠❛♥✱ ❊✱ ▲❧❛❞s❡r✱ ▼✳❊✳ ❙♣❛rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✿ ✐♥s✐✲
❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❜✐❛❧ ❚r❡❡ ♦❢ ▲✐❢❡✳ Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ❆✱ ✹✼✾✿ ✷✵✷✷✵✽✹✼ ✭✷✵✷✸✮✳
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✾✽✴rs♣❛✳✷✵✷✷✳✵✽✹✼

❡✲♠❛✐❧✿ ♦❧❡❤✳♥②❦②❢♦r❝❤②♥❅♣♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✈♦❧♦❞②♠②r♣❡♥❤r②♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❖♥ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✉❧tr❛♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍☎♦❧❞❡r ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❍❛❧②♥❛ P❛s✐❝❤♥②❦
❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ ❛ ❧❛②❡r {(t, x)|t ∈ (0, T ], x ∈ Rn} ♦❢ ✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss T > 0 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✉❧tr❛♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

(
S −

n1∑

j,s=1

ajs(t, x1)∂x1j∂x1s −
n1∑

j=1

aj(t, x1)∂x1j − a0(t, x1)
)
u(t, x) = 0. ✭✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤

S := ∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j −
n3∑

j=1

x2j∂x3j ;

n1✱ n2✱ n3 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t n3 ≤ n2 ≤ n1❀ n := n1+n2+n3❀ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ∈ Rn ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s xl := (xl1, . . . , xlnl) ∈ Rnl ✱ l ∈ {1, 2, 3}✱ s♦
t❤❛t x := (x1, x2, x3)✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
|x1| → +∞✳ ❚❤❡✐r ❣r♦✇t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ D ✇✐t❤ |x1| → +∞✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✉❧tr❛♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲
st✐❝ D ❬✶❪✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛r❡ ❍☎♦❧❞❡r✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳
❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ G(t, x; τ, ξ)✱ x, ξ ⊂ Rn✱ 0 ≤ τ < t ≤ T ✱
♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈② ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝s ✇❡ t❛❦❡ Ĝ(t, x; τ, ξ; ξ1)✱ ✇❤❡r❡ Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t ❛♥❞ y1✳

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s SG✱ ∂xljG✱ l ∈ {1, 2, 3}✱ j ∈ {1, ..., nl}✱ ∂xlj∂x1sG✱ {j, s} ⊂
{1, ..., n1} ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼❡❞✐♥s❦②✐ ■✳P✱ P❛s✐❝❤♥②❦ ❍✳❙✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❉♦♣♦✈✳ ◆❛❝✳ ❛❦❛❞✳ ♥❛✉❦ ❯❦r✳✱ ✭✷✵✷✺✮✳ ◆♦ ✸✱ ✸✕✶✻✳ ✭✐♥ ❯❦r❛✐♥✐✲
❛♥✮

❡✲♠❛✐❧✿ ♣❛s✐❝❤♥②❦✳❣s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞
❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙②st❡♠s

❖❧❡❦s❛♥❞r P♦❦✉t♥②✐✱ ❨✉❧✐❛ ❩❛❤♦r✉❧❦♦
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤✐s r❡♣♦rt ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❇❱Ps✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥♣✉t✲t♦✲st❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ✭■❙❙✮✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s
✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st✉❞② ✐s t❤❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❇❱Ps ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t♦ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡s ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ■❙❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞
s❡r✈❡ ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❇❱Ps ✐♥
❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡♣♦rt ✇❡ tr② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✐♠♣❧❡
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

x
′

i(t, ε) = diIixi(t, ε)− εcidix2i (t, ε)+
xi(n+ 1, ε) = diIixi(n, ε)− εcidix2i (n, ε)+

+εdixi(t, ε)
n∑

j=1

aijfj(xj(t, ε)), (2.2)

✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

xi(0, ε)− xi(T, ε) = αi, (2.3)

✇❤❡r❡ aij ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ xi(t, ε) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ i✲t❤ ♥❡✉r♦♥ ❛t t✐♠❡ t✱ dixi ❛♥❞ cixi r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢✉♥❝t✐✲
♦♥s ❛t t✐♠❡ t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ε ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱
✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t diIiT 6= 0✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
αi ❛r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ t❤❡
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✭i = 1, n✮✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✭i = 1,∞✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍✐❧❜❡rt ♦r ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✮✳

■♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r♦✈❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ ❛❧s♦
✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❙❖▼P❆❚❨ ◆♦✳ ✽✼✸✵✼✶✳

✶✳ P♦❦✉t♥②✐ ❖✳✱ ❩❛❤♦r✉❧❦♦ ❨✉✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r
❉✐s❝r❡t❡ ❙②st❡♠s✿ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ■♥♣✉t✲t♦✲❙t❛t❡ ❙t❛❜✐❧✐t②✳
❲❙❊❆❙ ❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ♦♥ ❙❨❙❚❊▼❙ ❛♥❞ ❈❖◆❚❘❖▲✱ ✈✳ ✷✵✳ ♣✳ ✷✻✽✲✷✼✻✳ ❉❖■✿
✶✵✳✸✼✸✾✹✴✷✸✷✵✸✳✷✵✷✺✳✷✵✳✸✵

✷✳ ❙❛❞②r❜❛❡✈ ❋✳✱ ❖❣♦r❡❧♦✈❛ ❉✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✈✳ ✷✾ ✭✷✮✳ ♣✳ ✷✼✼✲✷✽✼✳
❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✽✹✻✴♠♠❛✳✷✵✷✹✳✶✾✼✶✹

❡✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡①❴♣♦❦❡r❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

✶✺✺



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧✲t②♣❡ ❞❡❧❛② st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②

❖❧❡❦s❛♥❞r Pr❛✈❞②✈②✐✱ ❖❧❡❦s❛♥❞r ❙t❛♥③❤②ts❦②✐✱ ❖❧❤❛ ▼❛rt②♥②✉❦
❚❛r❛s ❙❤❡✈❝❤❡♥❦♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑②✐✈✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❨✉r✐② ❋❡❞❦♦✈②❝❤ ❈❤❡r♥✐✈ts✐ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❤❡r♥✐✈ts✐✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t♦ st✉❞② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧✲t②♣❡ ❞❡❧❛② st♦❝❤❛st✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠

d(u(t)−g(u(t−h))) = (Au(t)+f(u(t−h), u(t)))dt+σ(u(t−h), u(t))dW (t), t ∈ [0, T ], ✭✶✮

u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], ✭✷✮

✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②✳
❍❡r❡ A ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ str♦♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡♠✐❣r♦✉♣ {S(t), t ≥ 0}

♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✳❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ W (t) ✐s ❛
Q✲❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss ♦♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ K✳ ❋♦r s♦♠❡ h > 0 ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ch :=
C([−h, 0], H) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s H✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ : [−h, 0]→ H ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠

||φ||Ch := sup
θ∈[−h,0]

||φ(θ)||,

✇❤❡r❡ || · || st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥ H✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(t) ♦❢ ✭✶✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❛ s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♠✐❧❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ ❛s st❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡
ut := u(t+ θ)✱ ✇❤❡r❡ θ ∈ [−h, 0) ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f, g ♠❛♣ H ×H t♦ H✱ ❛♥❞ σ : H → L0

2✱
✇❤❡r❡ L0

2 = L(Q
1
2K,H) ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❍✐❧❜❡rt✲❙❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦rs ❢r♦♠ Q

1
2K t♦ H✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

φ : [−h, 0] × Ω −→ H ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ (Ω,F , P ) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡✳

■♥ ❢✉t✉r❡ H ❛♥❞ K ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦r♠s ‖ · ‖ ❛♥❞ ‖ · ‖K ✳ ▲❡t
(Ω,F , P ) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ Q ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱
s✉❝❤ t❤❛t tr(Q) <∞✳ ■♥tr♦❞✉❝❡

W (t) :=
∞∑

k=1

√
λkβk(t)ek, t ≥ 0,

✇❤✐❝❤ ✐sQ✲❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss ♦♥ t ≥ 0✳ ❍❡r❡ βk(t) ❛r❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ {ek, k ≥ 1} ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ s②st❡♠ ✐♥ K✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs λk s❛t✐s❢②✐♥❣

Qek = λkek, k = 1, 2, ...,

❛♥❞ ∞∑

k=1

λk <∞.

❆❧s♦ ❧❡t {Ft, t ≥ 0} ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✜❧tr❛t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣

✶✳ W (t) ✐s Ft✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡❀

✷✳ W (t+ h)−W (t) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Ft ❢♦r ❛❧❧ h ≥ 0 ❛♥❞ t ≥ 0✳

✶✺✻



▲❡t U0 = Q
1
2 (K) ❛♥❞ L0

2 = L2(U0, H) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♦♣❡r❛t♦rs
❢r♦♠ U0 t♦ H ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t (Φ,Ψ)L0

2
= tr[ΦQΨ∗] ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠ ||Φ||L0

2
✱ r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡❧②✳
❲❡ ❛ss✉♠❡✱ t❤❛t A ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s❡♠✐❣r♦✉♣ S(t) = eAt

♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ H ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋r♦♠ ❬✶❪ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t (−A) ✐s ❛ s❡❝t♦r✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r✳

❲❡ ❛ss✉♠❡✱ t❤❛t S(t) ✐s s❡♠✐❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❤❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ❬✷❪
✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♣❡r❛t♦r t♦♣♦❧♦❣②✳

❋r♦♠ ❬✷❪ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ α ∈ (0, 1) t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r (−A)
✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ D(−Aα)✳

❉❡♥♦t❡ ❜② Hα t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ D(−A)α ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠

‖u‖α := ‖(−A)αu‖.
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣s f, σ, g✳

✶✳ ■❢ σ(−A) ✐s ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ (−A)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Reσ(−A) > δ > 0,

❛♥❞ A ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡♠✐❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦rs S(t) ✐♥ H✳

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ u, v, u1, v1 ∈ H ✇❡ ❤❛✈❡

||f(u, v)− f(u1, v1)|| ≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||),
❛♥❞

||σ(u, v)− σ(u1, v1)||L0
2
≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||).

❢♦r s♦♠❡ L > 0✳

✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts α ∈ (1
2
, 1) t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ u, u1 ∈ H t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g s❛t✐s✜❡s

||g(u)− g(u1)||α ≤Mg||u− u1||
❢♦r s♦♠❡ Mg ∈ (0, 1

2
)✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ✐♠♣❧✐❡s ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ♦❢ f, σ ✐♥ H ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧✐❡s
❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ♦❢ g ✐♥ Hα✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❬✶✱ ❚❤ ✶✳✹✳✸❪ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts Cα > 0 s✉❝❤ t❤❛t

||(−A)αS(t)|| ≤ Cαt
−αe−δt, t > 0.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
‖S(t)‖ ≤ C0e

−δt, t > 0.

❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠✐❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✲✭✷✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✐♦✉s Ft ❛❞❛♣t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss u : [−h, T ]×Ω −→ H ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ♠✐❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭✶✮✲✭✷✮ ❢♦r t ∈ [0, T ] ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

u(t) = S(t)(φ(0)− g(φ(−h))) + g(u(t− h))−
∫ t

0

AS(t− s)g(u(s− h))ds

+

∫ t

0

S(t− s)f(u(s− h), u(s))ds+
∫ t

0

S(t− s)σ(u(s− h), u(s))dW (s),

❛♥❞ u(t) = φ(t) ❛✳s✳ ❢♦r t ∈ [−h, 0]

✶✺✼



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❬✸❪ ❛♥❞ ❬✹✱ ❚❤ ✹✳✻❪ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹ ❬✹❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❬✸✱ ❚❤ ✷✳✻❪ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♠✐❧❞ s♦❧✉t✐♦♥✮
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✲✸ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ T > 0 ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐❧❞
s♦❧✉t✐♦♥ u ♦♥ [0, T ]✱ s✉❝❤ t❤❛t

sup
t∈[0,T ]

E‖u(t)‖2 < R(T )(1 + E‖φ‖2C), ✭✸✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t R(T ) > 0✳

◆❡①t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ✭❈♦♥t✐♥✉✐t② ♠♦❞✉❧♦ ❧❡♠♠❛✮ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❤♦❧❞s✱
t❤❡♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✲✭✷✮ u(t) t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s

sup
t1∈[−h,T ]

E sup
t2∈[t1,t1+l]

‖u(t2)− u(t1)‖2 ≤ C(T, ‖φ‖Ch , l)→ 0, l → 0, ✭✹✮

❋♦r ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✮✲✭✷✮ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥✳

❋✐① ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r m ❛♥❞ s♣❧✐t s❡❣♠❡♥t [−h, 0] ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts − h
m
j, j = 0..m✳ ❉❡✜♥❡

♣r♦❝❡ss❡s zj(t) ∈ H ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠s




d(z0(t)− g(zm(t))) = (Az0 + f(z0(t), zm(t)))dt+ σ(z0(t), zm(t))dW (t),

dzj(t) =
m
h
(zj−1(t)− zj(t)), t ∈ [0, T ],

zj(0) = φ(−hj
m
), j = 0..m.

✭✺✮

❍❡r❡ z0(t) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✇❡❛❦ s❡♥❝❡✱ ♥❡①t m s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ r❡❣✉❧❛r s❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ dzj(t)

dt

str♦♥❣ ✐♥ H ♥♦r♠ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋r♦♠ ❬✺❪✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✮ ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♥ [0, T ]✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙②st❡♠ ✭✺✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ✭✶✮✲✭✷✮ ✐♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✐❢

sup
t∈[0,T ]

E‖u(t− h

m
j)− zj(t)‖2 → 0, m→∞, j = 0..m.

◆❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ■❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❤♦❧❞ s②st❡♠ ✭✺✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡ ❢♦r ✭✶✮✲✭✷✮ ✐♥ s❡♥❝❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢♦r j = 0..m

sup
j=0..m

sup
t∈[0,T ]

E‖u(t− h

m
j)− zj(t)‖2 → 0, m→∞.

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ◆❘❋❯ ♣r♦❥❡❝t ◆♦✳ ✷✵✷✸✳✵✸✴✵✵✼✹ ✧■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✧✳

✶✺✽



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❍❡♥r② ❉✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❡♠✐❧✐♥❡❛r P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✲
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✸✼✻♣♣✱ ✭✶✾✽✶✮✳

❬✷❪ P❛③② ❆✳ ❙❡♠✐❣r♦✉♣s ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❖♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✽✵♣♣✱ ✭✶✾✽✸✮✳

❬✸❪ ❙t❛♥③❤②ts❦② ❆✳❖✳✱ ▼✐s✐❛ts ❖✳❖✳✱ ❙t❛♥③❤②ts❦②✐ ❖✳▼✳ ■♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ♥❡✉tr❛❧
st♦❝❛❤st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲▲✐♣s❤✐t③ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✴✴ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱✷✵✷✷✱❱♦❧ ✶✶✭✻✮✳ P✳✶✵✷✾✲✶✾✺✸

❬✹❪ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦ ❆✳▼✳ ▼❛❤♠✉❞♦✈ ◆✳■✳ ❛♥❞ ❙t❛♥③❤②ts❦② ❆✳▼✳✱ ❊①✐st❡♥❝❡ ✱ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ♥❡✉tr❛❧ ❊❙❉❊❙ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡s✴✴ ❉②♥❛♠✳ ❙②st✳ ❆♣♣❧✳✱
✶✼✭✷✵✵✽✮✱✺✸✲✼✵

❬✺❪ ●✳ ❉❛ Pr❛t♦ ❛♥❞ ❏✳ ❩❛❜❝③②❦✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ■♥✜♥✐t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✷✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛✇①r✈t❜❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

▲♦❝❛❧ ♥❡❛rr✐♥❣s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦r❞❡r 128 ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t 8✳ ■■
■r②♥❛ ❘❛✐❡✈s❦❛✱ ▼❛r②♥❛ ❘❛✐❡✈s❦❛✱ ❨❛r♦s❧❛✈ ❙②s❛❦
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡r❡ ❡①✐st 2328 ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦r❞❡r 128 = 27 ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ 162 ❛r❡ 2✲
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♣s ✭5 ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 64✱ 18 ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 32✱ 65 ❣r♦✉♣s
❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 16✱ 72 ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 8✱ ❛♥❞ 2 ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 4✮ ❬✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 8 ❛r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣s
♦❢ ③❡r♦✲s②♠♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧ ♥❡❛rr✐♥❣s ♦❢ ♦r❞❡r 128✿

■❞●r♦✉♣ ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ▲◆❘

[128, 2] ((C8 × C2) ⋊ C4) ⋊ C2 > 41184
[128, 4] (C2 ×Q8) ⋊ C8 > 46912
[128, 5] C8 × C2) ⋊ C8 > 1536
[128, 6] (C8 × C4) ⋊ C4 > 73728
[128, 7] (C8 × C2) ⋊ C8 > 4160
[128, 8] (C4 ⋊ C8) ⋊ C4 > 10240
[128, 12] ((C8 × C2) ⋊ C2) ⋊ C4 > 1336
[128, 13] (C8 × C2) ⋊ C8 > 19136
[128, 27] (C8 ⋊ C4) ⋊ C4 > 20736
[128, 38] ((C8 × C2) ⋊ C2) ⋊ C4 > 80384
[128, 48] (((C8 × C2) ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2 > 102240
[128, 49] (C4 × C2 × C2) ⋊ C8 > 99680
[128, 50] ((C4 × C2) ⋊ C8) ⋊ C2 > 16992
[128, 51] (C2 ×Q8) ⋊ C8 > 16992
[128, 56] (C4 × C4) ⋊ C8 > 196608
[128, 57] (C4 × C4) ⋊ C8 > 127488
[128, 126] (C2.((C4 × C2) ⋊ C2) = (C2 × C2).(C4 × C2)) ⋊ C4 > 72032

❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t 8 ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡② ❛r❡ t❤❡
❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ③❡r♦✲s②♠♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧ ♥❡❛rr✐♥❣s ♦❢ ♦r❞❡r 128✿

✶✺✾



❼ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❀

❼ (C8 × C2)⋊ C8 [128, 9]❀

❼ (C4 ⋊ C8)⋊ C4 [128, 28]✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ■✳ ❘❛✐❡✈s❦❛✳ ▲♦❝❛❧ ♥❡❛rr✐♥❣s ♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦r❞❡r 128✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢
❯③❤❤♦r♦❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✷✵✷✹✱ ✹✺✭✷✮✱ ✶✶✵✕✶✶✹
✭✐♥ ❯❦r❛✐♥✐❛♥✮❀
❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✷✹✶✹✹✴✷✻✶✻✲✼✼✵✵✳✷✵✷✹✳✹✺✭✷✮✳✶✶✵✲✶✶✹

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❯♥✐♦♥✬s ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡
▼❛r✐❡ ❙❦❧♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆♦ ✽✼✸✵✼✶✱ ❙❖▼P❆❚❨✳

❡✲♠❛✐❧✿ r❛❡✐r✐♥❛❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛✱ r❛❡♠❛r✐♥❛❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛✱ s②s❛❦❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

❆ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❋✉✞❝✁✙❦ t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠
❋❡❧✐① ❙❛❞②r❜❛❡✈✱ ❖❧❡❦s❛♥❞r P♦❦✉t♥②✐
❉❛✉❣❛✈♣✐❧s ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❛✉❣❛✈♣✐❧s✱ ▲❛t✈✐❛
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡

❈③❡❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❙✳ ❋✉✞❝✁✙❦ st❛rt❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x′′ = −µx+ + λx−, x+ = max{x, 0}, x− = max{−x, 0} ✭✶✮

❬✶❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ✐s x′′ = −µx ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ x✱ ❛♥❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ x t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ x′′ = −λx✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❋✉✞❝✁✙❦ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✐t st✐❧❧ ♣♦ss❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥
x(t) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ cx(t) ✐s ❛❧s♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s x1(t)+x2(t) ♠❛② ♥♦t
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❋✉✞❝✁✙❦ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs ✐❢ t❤❡ ❋✉✞❝✁✙❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

x(0) = 0, x(1) = 0. ✭✷✮

❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs (µ, λ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❤❛s ❛
♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❋✉✞❝✁✙❦ s♣❡❝tr✉♠ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✷❪ ✲ ❬✸❪✮✳

■♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡♣♦rt ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❋✉✞❝✁✙❦ t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

x′′ = f(x) =





−µx+ (µ− λ), x > 1,
−λx, |x| ≤ 1,

−µx− (µ− λ), x < −1.
✭✸✮

♦r

x′′ = αmax{x+ 1, 0} − βmax{−(x+ 1), 0}+ γmax{x− 1, 0} − δmax{−(x− 1), 0},
x(0) = x(1) = 0

❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋✉✞❝✁✙❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✻✵



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙✳ ❋✉✞❝✁✙❦✳ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❘❡✐❞❡❧✱
❉♦r❞r❡❝❤t✱ ✶✾✽✵✳

❬✷❪ ●✳ ❍♦❧✉❜♦✈❛✱ P✳ ◆❡✞❝❡s❛❧✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❋✉✞❝✐❦ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ♥♦♥✲
s❡❧❢❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧✳✱ ✾✸✱ ♣♣✳ ✶✹✼✕✶✺✹✱ ✷✵✶✸✳

❬✸❪ ◆✳ ❙❡r❣❡❥❡✈❛✳ ❖♥ t❤❡ ✉♥✉s✉❛❧ ❋✉✞❝✁✙❦ s♣❡❝tr✉♠✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♥t✐♥✳ ❉②♥✳ ❙②st✳✱ ♣♣✳ ✾✷✵✕
✾✷✼✱ ✷✵✵✼✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❢❡❧✐①❅❧❛t♥❡t✳❧✈✱ ❛❧❡①❴♣♦❦❡r❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

❋❡❥✁❡r✲t②♣❡ s✉♠♠❛❜✐❧✐t② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ r❛t✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s
❱✐❦t♦r ❙❛✈❝❤✉❦

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲❡t a = (a0, a1, a2, . . .) ❜❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ✐♥ D = {z ∈ C : |z| < 1} ❛♥❞
❧❡t T := {t ∈ C : |t| = 1}✳ ❚❤❡ ❚❛❦❡♥❛❦❛✲▼❛❧♠q✉✐st s②st❡♠ ♦♥ T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

φ0(x) =

√
1− |a0|2

1− eixa0
, φk(x) = eikx

√
1− |ak|2

1− eixak
Bk(e

ix), k = 1, 2, . . . ,

❛♥❞ φ−k(x) = e−ixφk−1(x), k = 1, 2, . . . , ✇❤❡r❡

Bk(e
ix) =

k−1∏

j=0

1− e−ixaj
1− eixaj

.

▲❡t f ❜❡ ❛ 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥R✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❋❡❥✁❡r✲t②♣❡ ♠❡❛♥s ✭s✉♠♠❛❜✐✲
❧✐t② ♠❡t❤♦❞✮ ❢♦r f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

σn,ϕ(f)(x) =
1

|B′
n(e

ix)|

∫ π

−π
f(t)

∣∣∣∣
Bn(e

it)− Bn(e
ix)

sin t−x
2

∣∣∣∣
2
dt

2π
, x ∈ R.

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❛❧❦✱ ✇❡✬❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r σn,ϕ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛ ❚❛❦❡♥❛❦❛✲▼❛❧♠q✉✐st s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts
a0, a1, . . . ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ D✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦♥ R✱ ✇❡
❤❛✈❡

lim
n→∞

|f(x)− σn,φ(f)(x)| = 0

✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ x ∈ R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

∞∑

k=0

1− |ak|2
|eiθ − ak|2

= +∞ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ [−π, π].

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥

❯♥✐♦♥✬s ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❛r✐❡

❙❦ l♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆✉♠❜❡r ✽✼✸✵✼✶✱ ❙❖▼P❆❚❨✳
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❡✲♠❛✐❧✿ s❛✈❝❤✉❦❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

❇❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛✉❝❤②✕❙③❡❣☎♦ ❦❡r♥❡❧s
▼❛r②♥❛ ❙❛✈❝❤✉❦✱ ❱✐❦t♦r ❙❛✈❝❤✉❦

◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡ ✧■❣♦r ❙✐❦♦rs❦② ❑②✐✈ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ❑②✐✈✱
❯❦r❛✐♥❡✱

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙③❡❣☎♦ ❦❡r♥❡❧ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

C(t, z) :=
1

1− tz

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ T× D ⊂ C2✱ ✇❤❡r❡ T := {t ∈ T : |t| = 1} ❛♥❞ D := {z ∈ C : |z| < 1}✳
❋♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ L1(T)✱ ‖ϕ‖1 > 0✱ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs λ ∈ C ❛♥❞ z ∈ D✱ ❜②

✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙③❡❣☎♦ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Cϕ,z,λ(t) := ϕ(t)
∂

∂z
C(t, z) + λC(t, z),

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ T✳ ❉❡♥♦t❡ H1
0 = {h ∈ H1 : h(0) = 0}✱ ✇❤❡r❡ H1 ✐s t❤❡ ❍❛r❞② s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦

D✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❛❧❦✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

Cϕ,z,λ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠ H1
0 ❞❡✜♥❡❞ ❜②

eϕ,z(λ) := inf
{∥∥Cϕ,z,λ + h

∥∥
1
: h ∈ H1

0

}
.

❆♥ ✐♥♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ✐♥ D ✇❤♦s❡ r❛❞✐❛❧ ❧✐♠✐ts
ϕ∗(t) = limr→1− ϕ(rt) s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② |ϕ∗(t)| = 1 ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t ∈ T✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t z ∈ D ❛♥❞ ϕ ✐s ❛♥ ✐♥♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ λ ∈ C ✇❡ ❤❛✈❡

eϕ,z(λ) =





1

1− |z|2 +
|λ|2(1− |z|2)

4
, ✐❢ 0 ≤ |λ| ≤ 2

1− |z|2 ,

|λ|, ✐❢ |λ| ≥ 2

1− |z|2 ,

❚❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ❢♦r eϕ,z(λ) ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

h(t) = β2ϕ(t)
∂

∂z
C(t, z) + λtzC(t, z),

✇❤❡r❡

β =





λ(1− |z|2)
2

, ✐❢ |λ| ≤ 2

1− |z|2 ,

ei arg λ, ✐❢ |λ| ≥ 2

1− |z|2 .

❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s❤❛r♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✉♥✐t ❞✐s❦✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③✲P✐❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✶✻✷



❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t❤✐r❞ ♦r❞❡r

◆❛t❛❧✐②❛ ❙❤❛r❛✐✱ ❱♦❧♦❞②♠②r ❙❤✐♥❦❛r❡♥❦♦
❖❞❡s❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■✳■✳ ▼❡❝❤♥✐❦♦✈ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❖❞❡s❛✱ ❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

y′′′ = α0p(t)y| ln |y||σ, ✭✶✮

✇❤❡r❡ α0 ∈ {−1, 1}✱ σ ∈ R✱ p : [a, ω[−→]0,+∞[−✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ −∞ < a <
ω ≤ +∞

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

y′′′ = α0p(t) ϕ(y), ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ(y) ✐s r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ♦❢ ♦r❞❡r γ ❛s y → 0✱ ♦r y → ±∞✱ ❛♥❞
✐s ❛❧s♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ s✉❝❤
❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❜② ❊✳ ❙❡♥❡t❛ ❬✶❪✮✱ t❤❡② ❛r❡✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✱
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ ❢♦r γ 6= 1 t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊♠❞❡♥✲❋♦✇❧❡r t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥

y′′′ = α0p(t)|y|γs✐❣♥y✱

❛♥❞ ❢♦r γ = 1 t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

y′′′ = α0p(t)y, ✭✸✮

◆✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❜② ■✳ ❚✳ ❑✐❤✉r❛❞③❡
❛♥❞ ❚✳ ❆✳ ❈❤❛♥t✉r✐❛ ❬✷❪✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ✇♦r❦s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ ✭✷✮✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ n ≥ 2✱
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❱✳ ▼✳ ❊✈t✉❦❤♦✈ ❛♥❞ ❆✳ ▼✳ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❛t ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✭✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
❝❧♦s❡ ❛s y → 0 ❛♥❞ y → ±∞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳

❆ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [ty, ω[⊂ [a, ω[✱ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛ Pω(λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

lim
t↑ω

y(k)(t) =

{
♦r 0,
♦r±∞ (k = 0, 1, 2), lim

t↑ω

(y′′(t))2

y′′′(t)y′(t)
= λ0 ✭✹✮

■♥ ✇♦r❦s ❬✹❪✱ ❬✺❪ ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ Pω(λ0)✲s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡r❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡λ0 ∈ R✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r r❡♣♦rt ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥❞ r❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ Pω(λ0)✕s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡λ0 = ±∞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ❢♦r t ↑ ω ✇✐t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r
s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ■ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

I(t) =
t∫
a

p(τ)π2
ω(τ)| ln |πω(τ)||σdτ.

✶✻✸



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ Pω(±∞)✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

lim
t↑ω

p(t)π3
ω(t)| ln |πω(t)||σ = 0, lim

t↑ω
I(t) = ±∞ ✭✺✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ts✱ ❛s t ↑ ω✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

y(k−1)(t)

y′′(t)
=

[πω(t)]
3−k

(3− k)! [1 + o(1)] (k = 1, 2), ✭✻✮

ln |y′′(t)| = α0 2
σ−1 I(t)[1 + o(1)]. ✭✼✮

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ Pω(±∞)✲s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✮✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

lim
t↑ω

p(t)π3
ω(t) = 0,

ω∫

a

p(t)π2
ω(t)dt = ±∞. ✭✽✮

❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❛s t ↑ ω

y(t)

y′′(t)
=

[πω(t)]
2

2
[1 + o(1)]

y′(t)

y′′(t)
= πω(t) [1 + o(1)] ✭✾✮

ln | y′′(t) | = α0

2

t∫

a

p(τ)π2
ω(τ)dτ [1 + o(1)] . ✭✶✵✮

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ω = ±∞✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❜② ■✳ ❚✳
❑✐❤✉r❛❞③❡ ❛♥❞ ❚✳ ❆✳ ❈❤❛♥t✉r✐❛ ❬✷❪ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✐t❡♠ ✻✳✺✱ ♣♣✳ ✶✽✹✕✶✽✻✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙❡♥❡t❛ ❊✳ ✭✶✾✼✻✮ ❘❡❣✉❧❛r❧② ❱❛r②✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ ✶✶✻
♣✳

❬✷❪ ❑✐❣✉r❛❞③❡ ■✳✱ ❈❤❛♥t✉r✐❛ ❚✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
♥♦♥❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱
❉♦rtr❡❝❤t✱ ✸✸✶ ♣✳

❬✸❪ ❊✈t✉❦❤♦✈ ❱✳✱ ❙❛♠♦✐❧❡♥❦♦ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮ ❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
♥♦♥❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
❉✐✛ ❊q✉❛t✳ ◆♦ ✹✼✱ P✳ ✻✷✼✲✻✹✾

❬✹❪ ❙❤❛r❛✐ ◆✳✱ ❙❤✐♥❦❛r❡♥❦♦ ❱✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐r❞
♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ✭◆✳❨✳✮✱ ❱♦❧✳ ✷✶✺✱ ◆♦✳ ✸✱ P✳ ✹✵✽✲✹✷✵✳

❬✺❪ ❙❤❛r❛✐ ◆✳✱ ❙❤✐♥❦❛r❡♥❦♦ ❱✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♦♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤✐✲
r❞ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❜str❛❝ts ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥
t❤❡ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ◗❯❆▲■❚❉❊✲✷✵✶✽✱ ❚❜✐❧✐s✐✱ ●❡♦r❣✐❛✱
❉❡❝❡♠❜❡r ✶✲✸✱ P✳ ✶✻✺✲✶✻✾✳

❡✲♠❛✐❧✿ s❤✐♥❦❛r❡♥❦♦✳✈✳♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶✻✹



◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❲✐❡♥❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❞✐❢❢❡r❡♥t ♠❡tr✐❝s

❆♥❞r✐✐ ❙❤②❞❧✐❝❤
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡❀ ◆❛t✐♦♥❛❧

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲✐❢❡ ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲❡t Lp = Lp(T
d) ✭p ∈ [1,∞]✱ Td := [0, 2π)d✮ ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ▲❡❜❡s❣✉❡✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♦♥

Rd 2π✲♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦r♠ ‖f‖Lp ✳ ▲❡t ❛❧s♦ ψ = ψ(t)✱
t≥ 1✱ ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ψ(0) := ψ(1)✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❲✐❡♥❡r ❝❧❛ss❡s

Fψq,r :=
{
f ∈ L1 : ‖{f̂(k)/ψ(‖k‖lr)}k∈Zd‖lq(Zd) ≤ 1

}
,

✇❤❡r❡ q, r ∈ (0,∞]✱ f̂(k)✱ k ∈ Zd✱ ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛♥❞ ‖ · ‖lp ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧
✭q✉❛s✐✮✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡s lp✳

❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t

σm(f)Lp := inf
γm,ck

∥∥∥f(·)−
∑

k∈γm
cke

i(k,·)
∥∥∥
Lp

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜❡st n✲t❡r♠ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ✇❤❡r❡ γm ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✲
♦♥ ♦❢ m ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Zd ❛♥❞ ck ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p, r ∈ [1,∞]✱ q ∈ (0,∞)✱ ψ = ψ(t)✱ t ≥ 1✱ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡①
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ψ(t)/ψ(2t) ≤ K1✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② 1 ≤ p ≤ 2 ❛♥❞
0 < q ≤ p

p−1
✱

σm(Fψq,r)Lp := sup
f∈Fψq,r

σm(f)Lp ≍ ψ(m
1
d )m

1
2
− 1
q . (1)

■❢ 1 < p ≤ 2 ❛♥❞ q > p
p−1

✱ t❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ (1) ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

t|ψ′(t)|/ψ(t) ≥ K2 > β, ψ′(t) := ψ′(t+), (2)

✇❤❡r❡ β = d(1
2
− 1

q
)✳ ■❢ 2 < p ≤ ∞✱ t❤❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ (1) ❤♦❧❞s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ s❛t✐s❢②✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ (2) ✇✐t❤ β = d(1− 1
q
)+✳

❋♦r ψ(t) = t−α✱ α > 0✱ ❛♥❞ r =∞ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❘✳❆✳ ❉❡❱♦r❡✱ ❱✳◆✳ ❚❡♠❧②❛❦♦✈✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ s✉♠s✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷ ✭✶✮✱ ✷✾✕✹✽ ✭✶✾✾✺✮✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥

❯♥✐♦♥✬s ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❛r✐❡

❙❦ l♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆✉♠❜❡r ✽✼✸✵✼✶✱ ❙❖▼P❆❚❨✳

❡✲♠❛✐❧✿ s❤✐❞❧✐❝❤❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶✻✺



❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ◆ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ✧❝②❝❧✐❝✧❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ③❡r♦ ♦r❞❡r ✐♥

❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❆♥❞r✐✐ ❙✐③❤✉❦

❑②✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❛r❛s ❙❤❡✈❝❤❡♥❦♦ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

▲❡t k ❛♥❞ rα✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡① α r✉♥s ❢r♦♠ ✶ t♦ N ✱ ❞❡♥♦t❡ ❛r❜✐tr❛r② t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ✭✐♥ ❛ ❉❡s❝❛rt❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡✐r s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t krα
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ♣❤❛s❡s✳ ❆ss✉♠❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ ♥♦t❛t✐♦♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✧❝②❝❧✐❝✧❝♦♥❞✐t✐♦♥
N∑

α

sin(krα) cos(krα) = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐✲

❡♥ts g > 0✱ D > 0 ✭g✱ D ❛r❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

d2

dt2
βα(t) = −2g2

N∑

δ=1

βδ(t) cos(k(rα − rδ))− 2D
d

dt
βα(t), ✭✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t

lim
t→∞

βα (t) = 0 ✭✷✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s βα(0) = 0✱ ❢♦r α = 1..N ✱

d

dt
βα(0) = ig {cos (krα) + i sin (krα)} , ✭✸✮

❤❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

βα(t) =

= −2g2
{
cos (krα)C [H (Ω2+, D, t)−H (Ω2−, D, t)]

+ sin (krα)C
′
[
H
(
Ω

′

2+, D, t
)
−H

(
Ω

′

2−, D, t
)]}

+

(
d

dt
βα(0) + 2Dβα(0)

)
1

2D

(
1− e−(2Dt)

)
.

✭✹✮

❍❡r❡

H (Ω, D, t) =
1

Ω

[
1

Ω + 2D

(
e(Ωt) − e−(2Dt)

)
− 1

2D

(
1− e−(2Dt)

)]
; ✭✺✮

Ω2± = −D ±
√
D2 − Ω2

2; ✭✻✮

Ω2 = g

√
2
∑

α

cos2(krα)❀

Ω
′

2± = −D ±
√
D2 − Ω′2

2. ✭✼✮

Ω
′

2 = g

√
2
∑

α

sin2(krα)❀

❚❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

✶✻✻



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳

Bc (t) =
N∑

α=1

βα (t) cos (krα) ✭✽✮

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✧❝②❝❧✐❝✧❝♦♥❞✐t✐♦♥
N∑

α

sin(krα) cos(krα) = 0✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

d2

dt2
Bc (t) = −2g2

∑

α

cos2(krα)Bc (t)− 2D
d

dt
Bc (t) . ✭✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s βδ (0) = 0 ❢♦r α = 1..N ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Bc =
∑

α

βα(t) cos(krα) = C (exp (Ω2+t)− exp (Ω2−t)) . ✭✶✵✮

❇② ❛♥❛❧♦❣②✱

Bs =
∑

α

βα(t) sin(krα) = C
′
(
exp

(
Ω

′

2+t
)
− exp

(
Ω

′

2−t
))

. ✭✶✶✮

❍❡r❡✱ C ❛♥❞ C
′
❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❛t ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ t❤❛t Ω

′2

2+Ω2
2 = 2g2N ✳

■♥❛s♠✉❝❤ ❛s cos (k(rα − rδ)) = cos (krα) cos (krδ) + sin (krα) sin (krδ)✱ t❤❡♥✱ ❛❢t❡r
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ✇❡
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

d2

dt2
βα(t) + 2D

d

dt
βα(t) = −2g2 {cos (krα)Bc(t) + sin (krα)Bs(t)} . ✭✶✷✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✭✶✷✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ②✐❡❧❞s

d

dt
βα(t) + 2Dβα(t) = Tα (t) , ✭✶✸✮

✇❤❡r❡

Tα (t) = −2g2 {cos (krα)Fc(t) + sin (krα)Fs(t)}+
d

dt
βα(0) + 2Dβα(0), ✭✶✹✮

❛♥❞

Fc,s(t) =

t∫

0

[Bc,s(t)] dt. ✭✶✺✮

❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Bc,s(t)✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭✶✵✮ ♦r ✭✶✶✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Fc(t) = C

{
1

Ω2+

[exp (Ω2+t)− 1]− 1

Ω2−
[exp (Ω2−t)− 1]

}
; ✭✶✻✮

Fs(t) = C
′

{
1

Ω
′

2+

[
exp

(
Ω

′

2+t
)
− 1
]
− 1

Ω
′

2−

[
exp

(
Ω

′

2−t
)
− 1
]}

. ✭✶✼✮

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❧✐♥❡❛r ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✭✶✸✮✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠✿

βα(t) =
1

exp (2Dt)

∫
[Tα (t) exp (2Dt)] dt. ✭✶✽✮

✶✻✼



❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣
∫ [

Tα (t) e
(2Dt)

]
dt

= −2g2
{
cos (krα)C

{
1

Ω2+

[
1

Ω2+ + 2D

(
e((2D+Ω2+)t) − 1

)
− 1

2D

(
e(2Dt) − 1

)]

− 1

Ω2−

[
1

Ω2− + 2D

(
e((2D+Ω2−)t) − 1

)
− 1

2D

(
e(2Dt) − 1

)]}

+sin (krα)C
′

{
1

Ω
′

2+

[
1

Ω
′

2+ + 2D

(
e

(

(2D+Ω
′

2+)t
)

− 1

)
− 1

2D

(
e(2Dt) − 1

)]

− 1

Ω
′

2−

[
1

Ω
′

2− + 2D

(
e

(

(2D+Ω
′

2−)t
)

− 1

)
− 1

2D

(
e(2Dt) − 1

)]}}

+

(
d

dt
βα(0) + 2Dβα(0)

)
1

2D

(
e(2Dt) − 1

)
+ C0.

✭✶✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱
βα(t) =

= −2g2
{
cos (krα)C [H (Ω2+, D, t)−H (Ω2−, D, t)]

+ sin (krα)C
′
[
H
(
Ω

′

2+, D, t
)
−H

(
Ω

′

2−, D, t
)]}

+

(
d

dt
βα(0) + 2Dβα(0)

)
1

2D

(
1− e−(2Dt)

)
+ C0e

−(2Dt),

✭✷✵✮

✇❤❡r❡

H (Ω, D, t) =
1

Ω

[
1

Ω + 2D

(
e(Ωt) − e−(2Dt)

)
− 1

2D

(
1− e−(2Dt)

)]
. ✭✷✶✮

❆♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ βα(0) = 0✱ ❢♦r α = 1..N ✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C0 t♦ ❜❡
❡q✉❛❧ t♦ 0✳

❚❤✉s✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣r♦✈❡♥✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ♣❤❛s❡s krα✱
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝②❝❧✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✧♥♦♥✲❝②❝❧✐❝✧s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r N ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥
rα ❛r❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❢♦r α = 1..N ✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳ ❆❧s♦✱ rα✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣
♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t✇♦✲❧❡✈❡❧
N✲❛t♦♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t♦
♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❋♦❝❦ st❛t❡✱ ❛s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥❞r✐✐ ❙✐③❤✉❦ ❛♥❞ ❙t❛♥✐s❧❛✈ ❨❡③❤♦✈✳ ❖♥❡ ♣❤♦t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥ ✐♥ ❛
t✇♦✲♠♦❞❡ r❡s♦♥❛t♦r✿ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾ ♦❢ ◆❛♥♦s❝❛❧❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✿ ✷✵✸✱
✷✵✶✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r✐✐✳s✐③❤✉❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶✻✽



❋❛♥♦ ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❧✐♥❡rs
❖❦s❛♥❛ ❙❦②❤❛r

■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ▲✈✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

■♥ t❤❡ t❛❧❦ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❋❛♥♦ ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
♣❧❛♥❡s✳

❆ ❧✐♥❡r ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts X ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉❜s❡ts L ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t
❛♥② ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts x, y ∈ X ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡ x y ∈ L✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡✳

❆ ❧✐♥❡r X ✐s k✲❧♦♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ❧✐♥❡ ✐♥ X ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st k ♣♦✐♥ts✳
❆ ❧✐♥❡r (X,L) ✐s

❼ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❧✐♥❡s❀

❼ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❧✐♥❡ L ❛♥❞ ♣♦✐♥t x ∈ X \ L t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t x ❛♥❞ ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡ L✳

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❡✈❡r② 4✲❧♦♥❣ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡ Π ✐s ❛ s✉❜❧✐♥❡r ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✱
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Π✳

❆ ❧✐♥❡r X ✐s ❝❛❧❧❡❞

❼ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐❢ ❡✈❡r② ♣❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠ ✐♥ X ❤❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧s❀

❼ ❋❛♥♦ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② q✉❛❞r❛♥❣❧❡ abcd ✐♥ X✱ t❤❡ s❡t (a b∩ c d)∪ (a c∩ b d)∪ (a d∩ b c) ✐s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❇♦♦❧❡❛♥ ❧✐♥❡rs ❛r❡ ❋❛♥♦✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② 4✲❧♦♥❣ ❛✣♥❡ ❋❛♥♦ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❋❛♥♦ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❛♥♦ ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❧✐♥❡❛rs ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s✿

❼ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❋❛♥♦ ✐✛ ✐t ✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐③❡❞ ❜② ❛ s❦❡✇✲✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷✳

❼ ❆♥ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❇♦♦❧❡❛♥ ✐✛ ✐t ✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐③❡❞ ❜② ❛ q✉❛s✐✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 2✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❖❦s❛♥❛ ❙❦②❤❛r✳ ❖♥ ❋❛♥♦ ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ▲✐♥❡rs✱ ✷✵✷✹✳

❬✷❪ ❚❛r❛s ❇❛♥❛❦❤✳ ▲✐♥❡❛r ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✱ ✷✵✷✹✳

❡✲♠❛✐❧✿ ♦❦s❛♥❛✳s❦②❤❛r❅❧♥✉✳❡❞✉✳✉❛

❖♥ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡❛r❝❤
❱❛❧❡♥t②♥ ❙♦❜❝❤✉❦✱ ❘♦♠❛♥ P②❦❤♥✐✈s❦②✐

❑②✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

✶✻✾



❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡
❛✉t♦♠❛t❡❞ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❡rt✐❢② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t②
✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s ♦❢t❡♥
r❡q✉✐r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r r❡str✐❝t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r
♠❡t❤♦❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐✲
♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② tr❡❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❙t❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ s✉❝❤ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✕ ❛r❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✈✐❛ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ t❛s❦ ✐♥t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
♦✈❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ✕ ❜❛s❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✈♦❧✈❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ❝r♦ss♦✈❡r✱ ❛♥❞ ❡❧✐✲
t✐st s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ✜t♥❡ss ♠❡tr✐❝✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
s②st❡♠s ✕ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ♣❡♥❞✉❧✉♠✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ✕ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❞✐s❝♦✈❡r
✈❛❧✐❞ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❜❧❛❝❦✲❜♦① t❡❝❤♥✐✲
q✉❡s s✉❝❤ ❛s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✱ s②♠❜♦❧✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♦r ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❋✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠❛② ❛❞❞r❡ss ❝♦♥tr♦❧ ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣✱ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② t♦ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s
t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r st✉❞② ❬✶❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐✲
♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐✲
♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②✳

✶✳ P②❦❤♥✐✈s❦②✐ ❘✳✱ ❘②③❤♦✈ ❆✳✱ ❙♦❜❝❤✉❦ ❆✳✱ ❑r❛✈❝❤❡♥❦♦ ❨✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙❡❛r❝❤ ❢♦r
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❋✉♥❝t✐♦♥s✿ ❆ ●❡♥❡t✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❙t❛❜✐❧✐t② ❈❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❆①✐♦♠s✱ ✶✹✭✺✮✱ ✸✹✸ ✭✷✵✷✺✮✳

❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✸✸✾✵✴❛①✐♦♠s✶✹✵✺✵✸✹✸

❡✲♠❛✐❧✿ s♦❜❝❤✉❦❅❦♥✉✳✉❛✱ r♦♠❛♥✳♣②❦❤♥✐✈s❦②✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ α✲❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛
♥♦♥❧♦❝❛❧ t❤✐♥ ❢✐❧♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s

❘♦♠❛♥ ❚❛r❛♥❡ts
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❆❙ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❙❧♦✈✐❛♥s❦✱

❯❦r❛✐♥❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠ ❡q✉❛t✐✲
♦♥s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ α✲❡♥tr♦♣② ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✜♥✐t❡ s♣❡❡❞
♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r
♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱
✇❤❡r❡❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✲
❝❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❆♥t♦♥✐♦ ❙❡❣❛tt✐ ✭❯♥✐✈❡rs✐t�❛ ❞✐ P❛✈✐❛✱ P❛✈✐❛✱
■t❛❧②✮✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ◆❘❋❯ ♣r♦❥❡❝t ◆♦✳ ✷✵✷✸✳✵✸✴✵✵✼✹ ✏■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✑✳

✶✼✵



❡✲♠❛✐❧✿ t❛r❛♥❡ts❴r❅②❛❤♦♦✳❝♦♠

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦✲❝♦❞❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥
❡❧❧✐♣t✐❝ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❝♦❞❡s

❙❡r❤✐✐ ❨❡✈s❡✐❡✈✱ ❙t❛♥✐s❧❛✈ ▼✐❧❡✈s❦②✐✱ ❱❧❛❞②s❧❛✈ ❙♦❦♦❧✱ ❚②♠✉r ❑✉rts❡✐t♦✈
◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✏❑❤❛r❦✐✈ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ✐♥st✐t✉t❡✑✱ ❑❤❛r❦✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

◆❛t✐♦♥❛❧ ❉❡❢❡♥s❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡ ❑②✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st✲♣❛❝❡❞ ♣r♦❣r❡ss ✐♥
❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❡✇ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t②✳ ❑❡② ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐♥ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t st❛♥❞❛r❞s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❝②❝❧❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❧✐❛❜✐❧✐✲
t② ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦✲❝♦❞❡ s❝❤❡♠❡ ✭▼❆❈❈❙✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
❝♦❞❡s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦✲❝♦❞❡ s②st❡♠ ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❝♦❞❡✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s②♠❜♦❧s✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

✕ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛✐♥t❡①ts

M =
{
M1, M2, . . . , Mqk

}
✱ ✇❤❡r❡Mi =

{
I0, Ihr1 , . . . , Ihrj , Ik−1

}
, ∀ Ij ∈ GF (q) , hj

✕ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ |h| = 1
2
k✱ ✐✳❡✳ Ii = 0, ∀Ii ∈ h, hr ✕ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s②♠❜♦❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ k✱ |h| = 1
2
k❀

✕ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ t❡①ts ✭❝♦❞❡❣r❛♠s✮

C =
{
C1, C2, . . . , Cqk

}
✱ ✇❤❡r❡ Ci =

(
c∗X0

, c∗hr1 , . . . , c
∗
hrj
, c∗Xn−1

)
, c∗Xj ∈ GF (q)❀

✕ ❛ s❡t ♦❢ str❛✐❣❤t ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②✮
φ = {φ1, φ2, . . . , φs}✱ ✇❤❡r❡ φi :M → Chr , i = 1, 2, . . . , s;
✕ ❛ s❡t ♦❢ r❡✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❛tr✐① ♣r✐✈❛t❡ ❦❡②✮
φ−1 =

{
φ−1
1 , φ−1

2 , . . . , φ−1
s

}
✱ ✇❤❡r❡ φ−1

i : Chr → M, i = 1, 2, . . . , s;
✕ ❛ s❡t ♦❢ ❦❡②s✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③✐♥❣ str❛✐❣❤t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ♦❢ ❛♥ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ✉s❡r✮
Kai =

{
K1ai

, K2ai
, . . . , Ksai

}
=
{
GEC1
X ai

, GEC2
X ai

, . . . , GECs
X ai

}
✱ ✇❤❡r❡ GECi

X ai
✕

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ n × k ♠❛tr✐① ♠❛s❦❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❧♦❝❦ (n, k, d) ❝♦❞❡

✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q)✱ ✐✳❡✳ φi :M
Kiai→ Chr, i = 1, 2, . . . , s;

ai ✕ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝✉r✈❡ a1, . . . , a6, ∀ ai ∈ GF (q)✱ ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ P 2❀

✕ ❛ s❡t ♦❢ ❦❡②s✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ r❡✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭♣❡rs♦♥❛❧ ✭♣r✐✈❛t❡✮ ❦❡② ♦❢ ❛✉t❤♦r✐③❡❞
✉s❡r✮

K∗ = {K∗
1 , K

∗
2 , . . . , K

∗
s } = {{X,P,D}1 , {X,P,D}2 , . . . , {X,P,D}s} ,

{X,P,D}i =
{
X i, P i, Di

}
,

✇❤❡r❡ X i ✕ ♠❛s❦✐♥❣ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧② ❢♦r♠❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦❡②s
♠❛tr✐① k × k ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q) ;P i ✕ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠❧② ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧②
❢♦r♠❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦❡②s ♠❛tr✐① n× n ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q) ;Di ✕ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠❡❞
❜② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦❡②s ♠❛tr✐① n× n ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ GF (q)✱ ✐✳❡✳

φ−1
i : C

Ki→M, i = 1, 2, . . . , s.

✶✼✶



❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ φ−1
i ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ❦❡② K∗

i ∈ K∗ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭❣❡♥❡r✐❝
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✮✳

■♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦✲❝♦❞❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❝❊❧✐❡❝❡ ❚❈❙ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭❡❧♦♥❣❛t❡❞✮ ❛❧❣❡❜r♦✲
❣❡♦♠❡tr✐❝ (n, k, d) ❝♦❞❡ Chr ✇✐t❤ r❛♣✐❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛s❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠ (n, k, d)
❝♦❞❡ C∗

hr
❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① GEC ♦❢ Ck−hj ❝♦❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ♠❛s❦✐♥❣

♠❛tr✐❝❡s Xu, P u ❛♥❞ Du✱ ✇❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ❦❡② ❢♦r ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ✉s❡r✿

CECu = Xu · GEC · P u · Du, u ∈ {1, 2, . . . , s} ,

✇❤❡r❡GEC ✕ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ n× k ♠❛tr✐① ♦❢ ❛❧❣❡❜r♦❣❡♦♠❡tr✐❝ (n, k, d) ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠
GF (q)✱ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝✉r✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a1, . . . , a6, ∀ ai ∈ GF (q)✱
❝❤♦s❡ ❜② ✉s❡r✱ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ P 2✳

❋♦r♠✐♥❣ s❡❝r❡t t❡①t Cj ∈ Chr ❜② t❤❡ ❡♥t❡r❡❞ ♣❧❛✐♥t❡①t Mi ∈ M ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ♣✉❜❧✐❝
❦❡② GECu

X ai
, u ∈ {1, 2, . . . , s} ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ ♦❢ s❤♦rt❡♥❡❞ ❝♦❞❡ ✇♦r❞ ❛♥❞ t❤❡♥

❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛s❦❡❞ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐♥❣ t♦ ✐ts r❛♥❞♦♠❧② ❢♦r♠❡❞ ✈❡❝t♦r e = (e0, e1, . . . , en−1)✿

Cj = φu (Mi, G
u
X) =Mi · (Gu

X)
T + e.

❋♦r ❡❛❝❤ ❢♦r♠❡❞ s❡❝r❡t t❡①t Cj ∈ Chr t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r e = (e0, e1, . . . , en−1) ❛❝ts
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s❡ss✐♦♥ ❦❡②✱ ✐✳❡✳ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ Ej✱ ✈❡❝t♦r e ✐s ❢♦r♠❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧② ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝r❡t t❡①ts✳

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❝❡✐✈❡s C∗
j = Cj − Ck−nj + Chr ✳

❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❡♥❞✱ ❛♥ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ♣❛rt② ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ③❡r♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❢❛st
❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝✕❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡s ✭♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✿

Mi = φ−1
u

(
C∗
j , {X,P,D}u

)
.

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ♣❛rt② s✉❜st✐t✉t❡s t❤❡
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳

C∗
j = Chr → Ck−hj ,

❢r♦♠ r❡❝♦✈❡r❡❞ s❡❝r❡t t❡①t Cj r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♠❛tr✐❝❡s P u ❛♥❞ Du✿

C = C∗
j · (Du)−1 · (P u)−1 =

(
Mi · (Gu

X)
T + e

)
· (Du)−1 · (P u)−1 =

=
(
Mi · (Xu ·G · P u ·Du)T + e

)
· (Du)−1 · (P u)−1 =

=Mi · (Xu)T · (G)T · (P u)T · (Du)T · (Du)−1 · (P u)−1 + e · (Du)−1 · (P u)−1 =

=Mi · (Xu)T · (G)T + e · (Du)−1 · (P u)−1 ,

❞❡❝♦❞❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❇❡r❧❡❦❛♠♣✲▼❛ss❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

C =Mi · (Xu)T ·
(
GEC

)T
+ e · (Du)−1 · (P u)−1 ,

✐✳❡✳ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r (G)ECT ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛t r✐❣❤t
s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❛tr✐① Xu✳

❘❡❝❡✐✈❡❞ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ M∗
i ✐s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② (Xu)−1✿

M∗
i · (Xu)−1 =Mi.

✶✼✷



❘❡❝❡✐✈❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧❛✐♥t❡①t Mi✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ s②♠❜♦❧s✿ Mj =
Mi + hr ✕ t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ s❡♥t ♠❡ss❛❣❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦❞❡❣r❛♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ▼❝❊❧✐❡❝❡✲❜❛s❡❞ ▼❆❈❈❙ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❞❛t❛
❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐✲
♥❣ ❝♦❞❡❣r❛♠s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
✭❡❧♦♥❣❛t❡❞✮ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤
❛♥❞ ✐ts ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❚❤❡ t❤❡s❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t ✷✵✷✺✳✵✻✴✵✵✹✼ ✧■♥❢♦r♠❛t✐✲
♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❛♥❞
❙❛t❡❧❧✐t❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳✧❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❧❛❤✉t ❘✳❊✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❊rr♦r ❈♦♥tr♦❧ ❈♦❞❡s✱ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡② P✉❜❧✐s❤✐♥❣
❈♦♠♣❛♥②✳ ✶✾✽✸✳ ✕ ✺✵✵♣✳

❬✷❪ ▼✉rr P✳✱ ❨❡✈s❡✐❡✈ ❙✳✱ ▼✐❧❡✈s❦②✐ ❙✳✱ ▼❡❧♥②❦ ▼✳✱ ❑❛ts❛❧❛♣ ❱✳✱ Pr✐❜②❧✐❡✈ ❨✳✱ ❘③❛②❡✈
❑✳✱ ❇r②❧❛ ❆✳✱ ❙❤♣❛❦ ❖✳✱ ❋❡❞♦r❦❛ P✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐✲
♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❜✐♥❛r② ❛rr❛②s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✭✶✷✹✮ ♦❢ ❊❛st❡r♥✲❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥t❡r♣r✐s❡
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ✷✵✷✸✳ P✳ ✹✺✕✺✸✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✺✽✼✴✶✼✷✾✲✹✵✻✶✳✷✵✷✸✳✷✽✺✺✹✵

❬✸❪ ▼❡❧❡♥t✐ ❨✳✱ ❑♦r♦❧ ❖✳✱ ❙❤✉❧❤❛ ❱✳✱ ▼✐❧❡✈s❦②✐ ❙✳✱ ❙✐❡✈✐❡r✐♥♦✈ ❖✳✱ ❱♦✐t❦♦ ❖✳✱ ❘③❛②❡✈
❑✳✱ ❍✉s❛r♦✈❛ ■✳✱ ❑r❛✈❝❤❡♥❦♦ ❙✳✱ P❛s❤❛②❡✈❛ ❙✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦st✲q✉❛♥t✉♠
❝r②♣t♦s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❛♦✲◆❛♠ s❝❤❡♠❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✭✶✸✸✮ ♦❢ ❊❛st❡r♥✲❊✉r♦♣❡❛♥
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥t❡r♣r✐s❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ✷✵✷✺✳ P✳ ✸✺✕✹✽✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✺✽✼✴✶✼✷✾✲
✹✵✻✶✳✷✵✷✺✳✸✷✸✶✾✺

❡✲♠❛✐❧✿ ❙❡r❤✐✐✳❨❡✈s❡✐❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♠✐❧❡✈s❦✐②s✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ✈❧❛❞②s❧❛✈✳s♦❦♦❧❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱
❦✉rtt✐♠✉r❅✉❦r✳♥❡t

❖♥ ∗✲♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ∗✲❝♦♥✈❡①✐t②
▼②❦❤❛✐❧♦ ❩❛r✐❝❤♥②✐

■✈❛♥ ❋r❛♥❦♦ ▲✈✐✈ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▲✈✐✈✱ ❯❦r❛✐♥❡

❆ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦r♠ ✐s ❛ ❜✐♥❛r②✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐✲
♦♥ ♦♥ [0, 1] ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✶ ✐s ❛ ✉♥✐t✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✶❪ t❤❛t ❡✈❡r② tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦r♠ ∗ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ∗✲♠❡❛s✉r❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s µ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ C(X, [0, 1]) ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❍❛✉s❞♦r✛ s♣❛❝❡ X t♦ [0, 1] t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ♠❛①✐♠❛✱ ❛♥❞ s✉❝❤
t❤❛t µ(c ∗ φ) = c ∗ µ(φ)✳

❆❧s♦✱ ❡✈❡r② tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦r♠ ∗ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ∗✲❝♦♥✈❡① s✉❜s❡ts ✐♥
t❤❡ ♣♦✇❡rs [0, 1]τ ✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ∗✲❝♦♥✈❡① s❡t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ♠❛①✲♣❧✉s ❝♦♥✈❡① s❡t ❬✷❪
❛♥❞ B✲❝♦♥✈❡① s❡t ❬✸❪✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ∗✲❝♦♥✈❡① s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ t❤❡
♠♦♥❛❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ ∗✲♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦r♠s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❝♦♥✈❡①✐t②✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❛❧❦ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❛❝❡s ♦❢ ∗✲❝♦♥✈❡① s✉❜s❡ts
✐♥ [0, 1]τ ✳

✶✼✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❑❤✳❖✳ ❙✉❦❤♦r✉❦♦✈❛✱ ▼✳▼✳ ❩❛r✐❝❤♥②✐✱ ❖♥ ∗✲♠❡❛s✉r❡ ♠♦♥❛❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②
♦❢ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ❈❛r♣❛t❤✐❛♥ ▼❛t❤✳ P✉❜❧✳ ✷✵✷✷✱ ✶✹ ✭✷✮✱ ✹✷✾✕✹✸✻✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✺✸✸✵✴❝♠♣✳✶✹✳✷✳✹✷✾✕✹✸✻✳

❬✷❪ ●✳ ❈♦❤❡♥✱ ❙✳ ●❛✉❜❡rt✱ ❏✳P✳ ◗✉❛❞r❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❙✐♥❣❡r✳ ▼❛①✲♣❧✉s ❝♦♥✈❡① s❡ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥✿ ■❞❡♠♣♦t❡♥t ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
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У сучасному світі значний вплив на виникнення і поширення епідемій різноманітних 

хвороб надають глобалізація поїздок і торгівлі, безпланова урбанізація та такі екологічні 

проблеми, як зміна клімату. Для передбачення динаміки епідемій, оцінки погроз та вибору 

заходів щодо контролю захворюваності виникає необхідність у математичному моделюванні 

процесів, що відбуваються під час епідемій. 

Щоб передбачити охоплення та тривалість епідемії, вчені вдаються до моделювання 

передачі вірусу у суспільстві. Моделі можуть бути в різній ступеня детальними. Деякі з них 

описують тільки зараження та одужання: якщо хтось переносить інфекцію, то певна частка 

людей без імунітету заразиться, частка тих, хто заразився, – одужає. Інші моделі враховують 

додаткові фактори, такі як імунітет, набутий через вакцинацію.  

Для аналізу та моделювання розвитку епідемічній ситуації широко використовується в 

практичному використанні модель SIR, заснована на поділі населення на три групи: S – 

сприйнятливі (Susceptible), I – інфіковані (Infectious) і R – мають імунітет (Removed): N = S + I 

+ R, де N – загальна чисельність населення. 

Актуальною є задача побудови методики вибору початкових даних та параметрів 

системи для моделювання поширення епідемії вірусної інфекції на прикладі епідемії грипу в 

Україні. 

Необхідно проаналізувати існуючі SIR-моделі, розробити алгоритм вибору параметрів 

моделі та початкових даних для системи для моделювання поширення вірусної інфекції, 

проаналізувати поширення та провести моделювання вірусної інфекції грипу на території 

України, вирішити завдання вибору початкових даних для SIR-моделі поширення вірусної 

інфекції грипу. 

Модель SIR – це свого роду компартментальна модель, що описує динаміку 

інфекційних захворювань. У цій моделі населення ділиться на групи. Очікується, що кожна 

група буде мати однакові характеристики і, виходить, що SIR-модель представляє три гілки, 

сегментовані за моделлю: 

– Susceptible – здорові особини, які знаходяться в групі ризику та можуть підхопити 

інфекцію; 

– Infectious  – інфіковані особини, що є переносниками інфекції; 

– Recovered – «особи, що вибули», до яких відносяться одужалі особини, які набули 

імунітет до даної хвороби, а також померлі. 

Модель SIR дає можливість описати кількість людей у кожній групі за допомогою 

звичайного диференціального рівняння. Параметр, який контролює швидкість передачі 

хвороби при контакті, – це 𝛽. Цей параметр залежить від ймовірності контакту та ймовірності 

передачі хвороби. Параметр, який висловлює рівень лікування від хвороби за певний період, 

– це 𝛾. Як тільки люди одужують, вони набувають імунітет. Вони не можуть повторно увійти 

до категорії сприйнятливих до хвороби [1, 2]. 

Система диференціальних рівнянь, що описують модель, виглядає наступним чином: 
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Щодо початкових умов, можна відзначити, що часто спочатку у популяції відсутні 

особини з імунітетом до захворювання, тобто 𝑅(0)=0. Таку систему рівнянь також називають 

системою Кермака МакКендріка [1]. 

Ця модель не бере до уваги ефект від впливу природної смертності або народжуваності, 

тобто модель передбачає, що період, що видається на захворювання, набагато коротше, ніж 

тривалість життя людини. Якщо 𝛾 – параметр, що відображає швидкість одужання, який 

можна описати як час, що минув від початку перших симптомів хвороби до повного одужання, 

то  
1
.D


=  

Окрім того, можна оцінити характер захворювання за силою поширення інфекції 

0 ,U



=  який називають індексом репродукції. 𝑈0 – це середня кількість людей, яких заразила 

одна людина. Збільшення даного параметра також безпосередньо впливає на рівень пандемії. 

Чим більше 𝑈0, тим більший дисбаланс внесений у розповсюдження епідемії. 

 Чисельність населення береться постійною. Якщо взяти припущення про те, що частка 

людей, які вже були хворі, рівна 𝑝, то стійкий стан можна сформулювати у такому вигляді: 

( )0

0 0

1 1
1 1 1 1 .cU

U U
  − = → − = → = −                            

Отже, 𝑝𝑐 – це загальний імунний поріг (HIT), необхідний для зупинки поширення 

інфекційних захворювань. Підвищення імунного порога та зупинка спалахи епідемії можливі 

шляхом вакцинації населення для підвищення спільного імунного порога. 

Розвитком моделі SIR стали, зокрема, наступні моделі: 

1) SIR-S – «сприйнятливі – інфіковані – одужалі – сприйнятливі»: модель опису 

динаміки захворювань з тимчасовим імунітетом (індивіди зі часом знову стають 

сприйнятливими); 

2) SEI-R –  «сприйнятливі  –  контактні  (Exposed) – інфіковані – 

одужалі»: модель для опису поширення захворювань з інкубаційним періодом; 

3) SIS – «сприйнятливі – інфіковані – сприйнятливі»: модель для розповсюдження 

захворювання, до якого не виробляється імунітет; 

4) MSEI-R – «наділені імунітетом від народження (Maternally derived immunity) – 

сприйнятливі – контактні – інфіковані – одужалі»: модель, що враховує імунітет дітей, 

придбаний внутрішньоутробно [1, 3]. 

Захворювання в моделі SEI-R розвивається за схемою «сприйнятливі» – «контактні» – 

«інфіковані» – «одужалі» і описується системою рівнянь: 
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де 𝜇 – рівень смертності; 

𝛼 – величина, зворотна середньому інкубаційному періоду захворювання; 

𝐸(𝑡) – чисельність індивідів – носіїв захворювання в момент часу t. 

Модель SEI-R включає в себе концепцію так званого епідемічного переходу. Тобто 

модель веде себе радикально по-різному залежно від параметра 𝑈0. Кожна інфікована людина 

може заразити деяку кількість здорових людей. 𝑈0 показує середню кількість людей, яких один 

інфікований може заразити в період хвороби, тобто до повного одужання. Якщо 𝑈0 менше 

одиниці, то спостерігається поступове згасання епідемії, але якщо 𝑈0 більше одиниці, то 

захворювання поширюється в геометричній прогресії [1, 3]. Модель SIS («сприйнятливі – 

інфіковані – сприйнятливі») застосовується для аналізу поширення захворювань, до яких не 

виробляється імунітет, наприклад, можна навести тут грип та ГРВІ. 

Модель SIS описується наступною системою рівнянь [1, 2]: 
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Модель MSEI-R побудована для захворювань, які включають інкубаційний період, а 

також є моделлю, що враховує імунітет дітей, придбаний внутрішньоутробно. Дана модель є 

однією з самих складних для аналізу через наявність великої кількості незалежних параметрів 

[1-3]. 

Побудовано методики вибору початкових даних та параметрів системи для 

моделювання поширення епідемії вірусної інфекції на прикладі епідемії грипу в Україні. 

Проаналізовано існуючі розширення SIR-моделі, а також інші методи моделювання та аналізу 

поширення захворювань, засновані на статистичних перетвореннях, машинному навчанні та 

методі прецедентів, на базі фільтрації. 

Розроблено алгоритм вибору параметрів моделі та початкових даних для системи для 

моделювання поширення вірусної інфекції. Цей алгоритм заснований на градієнтному методі, 

що використовує аналітичне подання градієнта функціоналу. 

Проведено аналіз поширення вірусної інфекції грипу на території України за 2020-

2021 рр., 2021-2022 рр., 2022-2023 рр., а також проведено моделювання SIR-моделі поширення 

епідемії, початкові дані та параметри якої надалі були покращені за допомогою розробленого 

алгоритму.  

ПЕРЕЛІК ДЖЕРЕЛ ІНФОРМАЦІЇ 

1 Thompson, W.W. Estimates of US influenza-associated deaths made using four different methods / 

W.W. Thompson, E. Weintraub, P. Dhankhar, O.Y. Cheng, L. Brammer, M.I. Meltzer et al. – 

Influenza Other Respi Viruses. – 2019, №3. – р. 37-49. 

2 Бідюк П.І., Романенко В.Д., Тимощук О.Л. Аналіз часових рядів / Бідюк П.І., Романенко В.Д., 

Тимощук О.Л. – Київ: НТУУ «КПІ», Політехніка, 2023, 600 с.  

3 Бідюк П. І. Методи прогнозування. Том 1 і 2 / Бідюк П. І. – Київ: Альма Матер, 2018, 725с.  

4 Бідюк П. І. Часові ряди: моделювання і прогнозування: монографія / Бідюк П. І. – Київ: 

ЕКМО, 2013, 144 с. 



МіȔțаȞȜȒțа ȘȜțфȓȞȓțȤіȭ,  

ȝȞȖȟвȭȥȓțа 75-ȞіȥȥȬ ȕ Ȓțȭ țаȞȜȒȔȓțțȭ ВȜșȜȒȖȚȖȞа МаȟșȬȥȓțȘа 

 

25 – 2м вȓȞȓȟțя 2е25 ȞȜȘȡ  
 

ЧȓȞțівȓȤьȘȖȗ țаȤіȜțаșьțȖȗ ȡțівȓȞȟȖȠȓȠ іȚȓțі ЮȞія ФȓȒьȘȜвȖȥа 

 

 

ʝРГАʜІʖАЦІʘʜʗʘ ʙʝʛІТЕТ 

 ʝˎˈː˃ К˃˓ˎˑ˅˃ ʑˑˎˑˇˋˏˋ˓ Кˑ˅ˇ˓ˋ˛ ʑ˃˔ˋˎь Кˑ˔ˑ˅˃ː ʑ˃˔ˋˎь К˖˛ːі˓˚˖ˍ ʝˎьˆ˃ ʛ˃˓˕ˋːˡˍ ʝˎˈˍ˔˃ːˇ˓ ʛ˃˔ˎˡ˚ˈːˍˑ ʑˑˎˑˇˋˏˋ˓ ʛˋх˃ˌˎˡˍ  ʑ˃˔ˋˎь ʜˈ˔˕ˈ˓ˈːˍˑ ʓˈːˋ˔ ʝːˋ˒˃ ʛˋх˃ˌˎˑ ʞˑ˒ˑ˅ ʝˎˈː˃ Фˑ˕іˌ  ʡˑːˢ Ф˓˃˕˃˅˚˃ː ʏː˃˔˕˃˔іˢ ʭ˓іˌ˚˖ˍ ʐˑˆˇ˃ː ʮ˛˃ː 

 ʞ˃˅ˎˑ ʒ˓ˋːˇˈˌ ʑˎ˃ˇˋ˔ˎ˃˅ ʒ˖˄ˈːˍˑ ʏːː˃ ʜ˃˖ˏ˖ˍ Єˆˑ˓ ʠˈˏˈː˚˃ 

 

 

 

 

 

                                         

 

      

          

 


