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Аналiз моделi Скеллама з дробовим показником у функцiї розмноження

Запропоновано узагальнення дискретної моделi Скелема на випадок, коли функцiя
розмноження мiстить дробовi показники для чисельностi популяцiї Nt. Дослiджується
поведiнка розв’язкiв моделi при зростаннi показника вiд значення три до значення чотири.
Показано, що має мiсце бiфуркацiя циклiв. Проведено комп’ютернi розрахунки розв’язкiв
моделi.
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Вступ

Моделi Скеллама широко використовуються для вивчення динамiки чисельностi популяцiй
iз неперекривними поколiннями [1, 2]. До таких популяцiй слiд вiднести дрiбних гризунiв, ба-
гатьох комах з однорiчною генерацiєю. У них рiст чисельностi вiдбувається в окремi фiксованi
моменти часу.

Математичнi моделi таких популяцiй – це дискретнi рiвняння, якi в простiшому випадку
мають вигляд

Nt+1 = f (Nt)Nt, t = 0, 1, 2, . . . ,

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, а функцiя f (Nt) описує процес природного
вiдтворення в популяцiї (коефiцiєнт розмноження), тобто це середня кiлькiсть потомкiв, що
припадає на одну особину, яка iснувала в момент часу t.

У припущеннi, що з ростом чисельностi Nt вплив саморегулюючих факторiв тiльки поси-
люється, коефiцiєнт розмноження f (Nt) описується монотонно спадними функцiями.

У класичнiй моделi Скеллама f (Nt) – це спадна гiперболiчна функцiя [1]

f (Nt) =
a

b+Nt
.

Тут параметр a визначає найбiльше значення розмноження, а параметр b описує вплив само-
регулюючих факторiв на динамiку дискретної популяцiї.
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Сама модель Скеллама є дискретним рiвнянням вигляду

Nt+1 =
aNt

b+Nt
, t = 0, 1, 2, . . . . (1)

У працi [3] вивчаються деякi узагальнення (1), а саме

Nt+1 =
aNt

b+N2
t

i Nt+1 =
aN2

t

b+N2
t

, t = 0, 1, 2, . . . .

Показано, що для цих моделей має мiсце лише монотонна стабiлiзацiя чисельностi до де-
якого стацiонарного рiвня. Але в природi часто спостерiгаються i перiодичнi поведiнки чисель-
ностi Nt. Як показано в [4], перiодичнi режими iснують для моделi з монотонною функцiєю
розмноження f (Nt) =

a

b+N3
t

. З натурних спостережень вiдомо, що функцiя природного вiд-

творення f (Nt) не завжди монотонна. Тому в [5] вивчається узагальнення моделi Скеллама з

немонотонною функцiєю f (Nt) =
aNt

b+N4
t

. При цьому модель Скеллама Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

має як

стацiонарнi, так i перiодичнi розв’язки будь-якого перiоду.
Якщо в знаменнику понизити степiнь величини Nt до трьох, то, як показано в [5], в цьому

випадку модель Nt+1 =
aN2

t

b+N3
t

володiє лише стацiонарними режимами i чисельнiсть Nt з

часом стабiлiзується до цих стацiонарних рiвнiв. Перiодичнi режими тепер повнiстю вiдсутнi,
хоча ранiше iснували цикли будь-яких перiодiв.

Цiлком логiчно постає питання про дослiдження перiодичних режимiв та їх властивостей
при змiнi показника вiд 3 до 4, тобто потрiбно вивчити поведiнку розв’язкiв для моделi

Nt+1 =
aN2

t

b+N3+α
t

, a, b > 0, α ∈ [0, 1], t = 0, 1, 2, . . . . (2)

При α = 0 та α = 1 дослiдження моделi (2) повнiстю проведено в [5].
Перейдемо до вивчення поведiнки розв’язкiв моделi (2) при α ∈ (0, 1).

1 Дослiдження стацiонарних i перiодичних розв’язкiв моделi (2)

Модель (2) – це нелiнiйне дискретне рiвняння, загальнi розв’язки якого в аналiтичнiй формi
не можна знайти, тому знайдемо простiшi розв’язки i дослiдимо їх на стiйкiсть.

Стацiонарнi розв’язки рiвняння (2) знаходимо зi спiввiдношення

N3+α
t = aNt − b. (3)

Проведемо графiчний аналiз iснування додатних коренiв цього рiвняння.
Спочатку знайдемо точки N∗, в яких права та лiва частина рiвняння (3) мають однаковий

кутовий коефiцiєнт. Це точка N∗ =

(
a

3 + α

) 1
2+α

> 0. Тепер, якщо в цiй точцi значення правої

та лiвої частин рiвняння (3) збiгаються, тобто b =
a(2 + α)

3 + α

(
a

3 + α

) 1
2+α

≡ q, то рiвняння (3)

має єдиний розв’язок N∗. А якщо b < q, то (3) має два дiйснi рiзнi додатнi коренi N∗
1 i N∗

2 .
Якщо b > q, то (3) не має дiйсних додатних коренiв.

Зокрема, при a = 3 α = 0.1 знаходимо q = 2.0008. Тому, якщо b = 2.0008, то (3) має
єдиний додатний корiнь N∗ = 0.9845 (рис. 1a). При b = 0.1 < q iснують два додатних коренi:
N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712 (рис. 1б) i при b = 2.5 > q таких коренiв немає (рис. 1в).
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a) б) в)
Рис.1. Графiчний аналiз коренiв рiвняння (3): а) a = 3, b = 2.0008, α = 0.1, N∗

1 = 0.9845; б)
a = 3, b = 0.1, α = 0.1. N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712; в) a = 3, b = 2.5, α = 0.1. Коренiв немає

Для дослiдження стiйкостi стацiонарних режимiв знаходимо похiдну правої частини рiв-
няння (2) в стацiонарних точках

λ = F ′(N)
∣∣
N∗ =

aN∗ (2b− (1 + α)N∗3+α
)

(b+N∗3+α)2
.

Її модуль порiвнюємо з одиницею. Якщо |λ| < 1, то N∗ стiйкий, якщо |λ| > 1, то N∗ нестiйкий.
Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2 знаходимо з умови Nt+2 = Nt, Nt+1 ̸= Nt, t =

0, 1, 2, . . .. Для їх знаходження маємо рiвняння

Nt = F (F (Nt)) , (4)

де F (Nt) =
aN2

t

b+N3+α
t

.

Вiдповiдно для знаходження перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 4 та T = 8 маємо
рiвняння

Nt = F (F (F (F (Nt)))) , (5)

Nt = F (F (F (F (F (F (F (F (Nt)))))))) . (6)

Такi рiвняння розв’язуються, в основному, лише числовими методами. Для дослiдження стiй-
костi перiодичних розв’язкiв знаходимо їх мультиплiкатори i порiвнюємо з одиничним значе-
нням.

2 Комп’ютерний аналiз моделi

Наведемо приклади розв’язкiв моделi (2) при рiзних значеннях показника α, оскiльки при
зростаннi α вiд 0 до 1 спостерiгаються рiзнi типи поведiнки чисельностi Nt.

Комп’ютерний аналiз розв’язкiв рiвняння (2) в залежностi вiд α проведемо, зокрема, при
a = 3, b = 0.1. Результати обчислень показують, що у випадку, коли a = 3, b = 0.1 рiвняння
(2) має два стацiонарних режими для α ∈ [0, 1], але лише при α ∈ [0, 0.06] iснує стiйкий
стацiонарний розв’язок. Зокрема, при α = 0.06 маємо N∗

1 = 0.0333, N∗
2 = 1.6881, причому N∗

1 –
нестiйкий, N∗

2 – стiйкий (рис. 2), оскiльки їх мультиплiкатори λ1 = 1.9976 > 1, a λ2 = 0.996 < 1

вiдповiдно.
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Рис. 2. Стацiонарнi режими та їх стiйкiсть при a = 3, b = 0.1, α = 0.06. N∗
1 = 0.0333,

N∗
2 = 1.6881

При α ≥ 0.07 стацiонарний розв’язок N∗
2 перестає бути стiйким, натомiсть з’являються

стiйкi цикли з перiодом T = 2. При a = 3, b = 0.1, α = 0.1 рiвняння (2) має два нестiйких
стацiонарних розв’язки N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712 та перiодичний розв’язок з перiодом T = 2,

який задається значеннями N∗
3 = 0.9353, N∗

4 = 2.8757. Цей перiодичний розв’язок стiйкий,
оскiльки його мультиплiкатор λ = 0.82 < 1 (рис. 3). У комп’ютерних експериментах при a = 3,
b = 0.1 стiйкiсть перiодичних розв’язкiв установлена при α ∈ [0.07, 0.45].

Починаючи з α = 0.46, перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2 хоча iснують, але перестають
бути стiйкими, зате з’являються перiодичнi розв’язки з перiодом T = 4.

Зокрема, при a = 3, b = 0.1, α = 0.5 цикл iз перiодом T = 2 (N∗
3 = 0.4302, N∗

4 = 3.6474) –
уже нестiйкий. Його мультиплiкатор дорiвнює 1.196 > 1 (рис. 4).

Рис. 3. Стiйкий цикл iз перiодом T = 2 при a = 3, b = 0.1, α = 0.1. N∗
3 = 0.9353, N∗

4 = 2.8757
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Рис. 4. Нестiйкий цикл iз перiодом T = 2 при a = 3, b = 0.1, α = 0.5. N∗
3 = 0.4302, N∗

4 = 3.6474

Водночас, як випливає з рiвняння (5), iснує перiодичний розв’язок iз перiодом T = 4, що
визначається числами N∗

5 = 0.3663, N∗
6 = 0.5481, N∗

7 = 3.1019, N∗
8 = 4.0614. Вiн стiйкий

(рис. 5), оскiльки його мультиплiкатор λ = 0.267 < 1.

Рис. 5. Стiйкий цикл iз перiодом T = 4 при a = 3, b = 0.1, α = 0.5. N∗
5 = 4.0614, N∗

6 = 0.3663,
N∗

7 = 3.1019, N∗
8 = 0.5481

В обчислювальних експериментах у випадку, коли a = 3, b = 0.1, стiйкiсть розв’язку з
перiодом T = 4 спостерiгалася при α ∈ [0.46, 0.56]. Починаючи з α = 0.57 цикли з перiодом
T = 4 перестають бути стiйкими, натомiсть з’являються цикли з перiодом T = 8. Вони стiйкi
при α ∈ [0.57, 0.59]. Зокрема, при α = 0.57 перiодичний розв’язок з перiодом T = 8, який
складають числа N∗

9 = 0.3209, N∗
10 = 0.3379, N∗

11 = 0.5824, N∗
12 = 0.6536, N∗

13 = 2.6343,
N∗

14 = 2.8363, N∗
15 = 4.0161, N∗

16 = 4.1506 (рис. 6), стiйкий (рис. 7) (його мультиплiкатор
λ = 0.62 < 1.
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Рис. 6. Графiчне дослiдження коренiв рiвняння (6) при a = 3, b = 0.1, α = 0.57. Iснує 16
коренiв

Рис. 7. Стiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 8 при a = 3, b = 0.1, α = 0.57.
N∗

9 = 0.3209, N∗
10 = 2.6343, N∗

11 = 0.6536, N∗
12 = 4.0161, N∗

13 = 0.3379, N∗
14 = 2.8363,

N∗
15 = 0.58324, N∗

16 = 4.1506

Далi при зростаннi α (α ≥ 0.6) цикли з перiодом T = 8 перестають бути стiйкими, i
виникають цикли нових перiодiв.

При a = 3, b = 0.1, α = 0.57 рiвняння (2) має, крiм стацiонарних розв’язкiв, ще й два
розв’язки з перiодом T = 3 (рис. 8). Вони нестiйкi (їх мультиплiкатори бiльшi за одиницю).

a) б)
Рис. 8. Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3 при a = 3, b = 0.01, α = 0.8. а) N∗

3 = 0.0369,
N∗

4 = 0.4112, N∗
5 = 11.4904; б) N∗

3 = 0.0299, N∗
4 = 0.2682, N∗

5 = 12.9232
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А це означає, що рiвняння (2) допускає перiодичнi розв’язки будь-яких перiодiв [6], а також
розв’язки з хаотичною поведiнкою.

Отже, узагальнення (2) моделi Cкеллама з немонотонною функцiєю народжуваностi i дро-
бовим показником для величини Nt володiє стацiонарними i перiодичними режимами. При
зростаннi показника α спостерiгається бiфуркацiя подвоєння циклу. Для всiх значень α ∈ (0, 1]

iснують стацiонарнi режими, але вони можуть бути стiйкими лише при початкових значеннях
показника α. Далi при зростаннi α з’являються стiйкi перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2,
якi згодом втрачають стiйкiсть, натомiсть виникають стiйкi цикли з перiодом T = 4 i т.д. Такi
рiвняння допускають i перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3, i як наслiдок будь-яких перiодiв.

Проте iснують такi значення параметрiв a, b, при яких рiвняння (2) не буде мати перiо-
дичних розв’язкiв для всiх α ∈ [0, 1], наприклад при a = 2, b = 1. Це має мiсце тодi, коли
рiвняння (2) при α = 1 не має перiодичних розв’язкiв.

У данiй роботi проiлюстровано, що вiдносно простi дискретнi моделi можуть мати досить
складну поведiнку чисельностi Nt.
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Matsenko V.G. Analysis of the generalization of the Skellam model with a fractional exponent
for the multiplication function, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 24–31.

Difference equations are widely used as models of population dynamics with non-overlapping
generations. In the simplest case, they have the form Nt+1 = f (Nt)Nt, where Nt is the
population size at a given time t, f (Nt) is the natural reproduction rate. This function, in
particular in the Skellam model, is monotonically decreasing. But as ecological observations
show, f (Nt) is not always monotonic; for small values of Nt, the function f (Nt) is increasing,
and for large values, it is decreasing.

Therefore, in paper [5], for f (Nt), a generalization of the Skellam model for a nonmonotonic

multiplication function of the form f (Nt) =
aNt

b+N4
t

is considered. It is shown that such a model

has stationary and periodic modes of any period.
If we lower the exponent of the value of en in the denominator to 3, then the model with

f (Nt) =
aNt

b+N3
t

allows only stationary solutions, and periodic modes no longer exist.

This paper considers a generalization of these models with an exponent for Nt ranging from

3 to 4, i.e. a model of the form Nt+1 =
aNt

b+N3+α
t

, a, b > 0, α ∈ (0, 1]. It is shown how, as the

parameter a increases from 0 to 1, the behavior of the solutions of this model changes, namely,
a bifurcation of the doubling of the cycle lengths occurs. In computational experiments, such
solutions were found and their stability was studied. The existence of periodic solutions with
period 3 has also been established, which means that this model has periodic solutions of any
period and solutions with chaotic behavior.
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