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ПРО ДЕЯКI МЕТРИЧНI ТА ФРАКТАЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ ДЛЯ

QS-ПРЕДСТАВЛЕННЯ ЧИСЕЛ ВIДРIЗКА [0; 1]

Поняття нормального за основою s (слабо нормального) та нормального (абсолютно
нормального, тобто нормального за довiльною натуральною основою) числа, ввiв Е. Бо-
рель (1919 р). Цi поняття ґрунтуються на поняттi частоти цифри у s-ковому зображеннi
числа. Довiвши, що майже всi (у розумiннi мiри Лебега) числа вiдрiзка [0; 1] є нормаль-
ними, Борель не побудував приклад жодного нормального числа. Пiзнiше це зробили А.
Лебег, В. Серпiнський та iн. Цi дослiдження започаткували новий напрям у метричнiй
теорiї дiйсних чисел, який сьогоднi називається теорiєю нормальних властивостей чисел у
рiзних системах їх кодування (зображення). Загалом, проблематика нормальних чисел у
s-ковiй системi числення розглядалася в роботах Е. Бореля, Г. Вейля, А. Лебега, В. Сер-
пiнського, Д. Чемперноуна, С. Пiллаї, Д. Волла, П. Ердеша, А. Копеланда, Г. Давенпорта
та iнших.

Qs-представлення чисел та Qs-зображення чисел вiдрiзка [0; 1] як узагальнення класи-
чного s-кового представлення введене Працьовитим М.В. (1986 рiк). Ним же були вивченi
тополого-метричнi i фрактальнi властивостi Qs-зображення чисел, отриманi узагальнен-
ня теорем Бореля, Безиковича-Еглстона, Бiллiнгслi тощо. Qs-зображення знайшли свої
рiзноплановi застосування у метричнi та ймовiрнiснiй теорiях чисел, фрактальному ана-
лiзi, теорiї сингулярних розподiлiв випадкових величин та теорiї функцiй зi складною ло-
кальною структурою та фрактальними властивостями. Воно використовувалось у роботах
багатьох авторiв, зокрема, для узагальнень конструкцiй сингулярних, нiде не монотонних
та недиференцiйовних неперервних функцiй.

Дана робота є продовженням попереднiх дослiджень метричних властивостейQs-зображення
чисел, нормальних властивостей чисел за їх Qs-зображенням. Вона присвячена застосу-
ванню Qs-зображення чисел для узагальнення теореми К. Нагасаки про суперфракталь-
нiсть множини слабонормальних чисел, якi не є нормальними за Борелем.
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Вступ

Нехай 2 ≤ s ∈ N, (q0, q1, . . . , qs−1) — деякий стохастичний вектор з строго додатними
координатами. Добре вiдомо [1], що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть
(αn) ∈ As ≡ {0, 1, ..., s− 1}, ∀n ∈ N така, що виконується рiвнiсть:

x =

+∞∑
n=1

(βαnqαn−1qαn−2 . . . qα1), (1)

де β0 = 0, β1 = q0, . . . , βi+1 = q0 + q1 + ...+ qi, i ∈ {1, ..., s+ 1}.
Представлення числа x у формi (1) називається Qs-представленням. Число x у даному

випадку має Qs-зображення:
x = ∆Qs

α1α2α3...αn....

Iснує злiченна множина чисел, якi мають два зображення наступного вигляду:

∆Qs

α1α2...αn(s−1) = ∆Qs

α1α2...(αn+1)(0).

Вiдповiднi числа називаються Qs-бiнарними. Всi числа, що не є Qs-бiнарними, мають єдине
Qs-зображення та називаються Qs-унарними. Якщо qj = 1

s , ∀j ∈ As, то Qs-представлення є
s-ковим представленням чисел вiдрiзка [0; 1].

Розглянемо оператор лiвостороннього зсуву цифр Qs-зображення чисел:

T (∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α2α3...αn...

з домовленiстю використовувати для Qs-бiнарних чисел їх зображення з перiодом (0).
Число x = ∆Qs

α1α2...αn... називається Qs-слабонормальним, якщо для кожної цифри γ ∈ As:

ν(x; γ) = lim
n→∞

Nn(x; γ)

n
= qγ ,

де Nn(x; γ) — кiлькiсть цифр γ серед α1, . . . , αn. Таким чином, число x є Qs-слабонормальним,
якщо асимптотична частота ν(x; γ) кожної цифри γ ∈ As дорiвнює qγ .

Число x називається Qs-нормальним, якщо для довiльного набору символiв (γ1, γ2, . . . , γk)

з алфавiту As:

lim
n→∞

Nn(x; (γ1, γ2, . . . , γk))

n
=

k∏
j=1

qγj ,

де Nn(x; (γ1, γ2, . . . , γk)) — кiлькiсть наборiв серед (γ1+r, γ2+r, . . . , γk+r) (при r ∈ An−k+1), рiв-
них (γ1, γ2, . . . , γk).

Послiдовнiсть (xn) називається рiвномiрно розподiленою, якщо

lim
n→∞

Nn(xk; [a; b])

n
= b− a, ∀a, b ∈ [0; 1], a < b,

де {t} — дробова частина числа t, а

Nn(xk; [a; b]) = #{1 ≤ k ≤ n : {xk} ∈ [a; b]}.

Поняття Qs-слабонормального та Qs-нормального числа є природнiм узагальненням вiдпо-
вiдних понять для класичної s-кової системи представлення [3, 2]. У роботi [3] було показано,
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що майже всi (в розумiннi мiри Лебега) числа x ∈ [0; 1] є Qs-нормальними, що є поглибле-
нням результату Е. Бореля [6] для s-кового представлення. В [12] доведено, що число x є
Qs-нормальним тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (Tn(x)) є рiвномiрно розподiленою. Вiд-
повiдний результат є узагальненням результату Д. Волла [14] для s-кової системи представле-
ння.

Задача побудови s-ково нормального числа є непростою, їй присвячено багато робiт [7, 8,
9, 10, 11].

В роботi [4] дослiджувалась множина чисел, якi не мають частоти жодної цифри свого
Qs-зображення. Вiдповiднi числа називаються анормальними. Вiдомо, що множина анормаль-
них чисел є суперфракталом, тобто множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-
Безиковича якої рiвна 1.

К. Нагасака [13] показав, що множина s-ково слабонормальних чисел, якi не є s-ково нор-
мальними є суперфракталом, тобто є множиною нульової мiри Лебега, але повної розмiрностi
Гаусдорфа-Безиковича.

Дана робота присвячена застосуванню Qs-зображення чисел для узагальнення теореми
К. Нагасаки про суперфрактальнiсть множини слабонормальних чисел, якi не є нормальними
за Борелем.

1 Метричнi властивостi для Qs-представлення чисел вiдрiзка [0; 1]

Qs-цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆Qs
c1c2...cm всiх чисел

з вiдрiзка [0; 1], якi мають першi m цифр у своєму Qs-представленнi рiвними вiдповiдно
c1, c2, . . . , cm. Добре вiдомо [1], що кожен Qs-цилiндр рангу m є вiдрiзком, причому

∆Qs
c1c2...cm =

[
∆Qs

c1c2c3...cm(0);∆
Qs

c1c2c3...cm(s−1)

]
.

В подальшому λ(·) — це мiра Лебега, α0(V )— розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини V .
На ймовiрнiсному просторi ([0; 1],B[0; 1], λ(·)) розглянемо послiдовнiсть випадкових вели-

чин (ξn), визначених умовою
ξn(ω) = j ∈ As,

якщо для деякої послiдовностi α1, α2, . . . , αn−1, αn+1, αn+2, . . . символiв з As виконується рiв-
нiсть

ω = ∆Qs

α1α2...αn−1jαn+1αn+2...
,

бiльше того, не iснує натурального K такого, що αr = s− 1 для кожного r > K або αr = 0 для
кожного r > K. Якщо для послiдовностi α1, α2, . . . , αn, αn+1, . . . символiв з As iснує натуральне
K таке, що αr = s−1 або αr = 0 для кожного r > K, то за означенням покладемо для кожного
натурального k:

P{ξk = ∆Qs
α1α2...αnαn+1...} = 0.

Таким чином, випадкова величина ξn набуває значення j ∈ As (тобто ξn(ω) = j) лише для тих
ω, якi не є Qs-бiнарними та у своєму Qs-зображеннi на мiсцi n мають цифру j. Для довiльного
Qs-бiнарного ω та натурального n маємо ξn(ω) = 0.

Лема 1. Послiдовнiсть (ξn) є послiдовнiстю незалежних, дискретних, однаково розподiлених
випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, . . . , s − 1 з ймовiрностями q0, q1, . . . , qs−1

вiдповiдно.
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Доведення. Добре вiдомо [1], що для кожного Qs-цилiндра:

λ(∆Qs
α1α2...αn

) = qα1qα2 . . . qαn .

З незалежностi (ξn) для заданих n та j ∈ As маємо:

P (ξn = j) =
∑

(α1,α2,...,αn−1)

λ(∆Qs

α1α2...αn−1j
) =

=
∑

(α1,α2,...,αn−1)

qα1qα2 . . . qαn−1qj = qj .

Розглянемо натуральнi числа k1 < k2 < · · · < kl та j1, j2, . . . , jl ∈ As. Зрозумiло, що

l∏
e=1

P (ξke = je) = qje .

Очевидно, значення ймовiрностi

P (ξk1 = j1 i ξk2 = j2 i . . . i ξkl = jl)

дорiвнює мiрi Лебега всiх чисел, у яких на мiсцях з номерами k1, k2, . . . , kl стоять цифри
j1, j2, . . . , jl у їх Qs-зображеннях.

Порахуємо вiдповiдне значення:

λ({x | x = ∆Qs

α1α2...αk1−1j1αk1+1...αkl−1jl...
}) = G((k1, k2, . . . , kl); (j1, j2, . . . , jl)).

Оскiльки
∆Qs

α1α2... = βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + . . . ,

∆Qs
γα1α2... = βγ + βα1qγ + βα2qγqα1 + . . . ,

тому маємо:
∆Qs

γα1α2... = qγ∆
Qs
α1α2... + βγ .

Звiдки
G((k1, k2, . . . , kl); (j1, j2, . . . , jl)) =

=

s−1∑
j=0

qjG((k1 − 1, k2 − 1, . . . , kl − 1); (j1, j2, . . . , jl)) =

= G((k1 − 1, k2 − 1, . . . , kl − 1); (j1, j2, . . . , jl)).

Тому послiдовно повторюючи мiркування, маємо:

G((k1, k2, . . . , kl); (j1, j2, . . . , jl)) =

= G((1, k2 − k1 + 1, . . . , kl − k1 + 1); (j1, j2, . . . , jl)) =

= qj1G((1, k2 − k1 + 1, . . . , kl − k1 + 1); (j2, j3, . . . , jl)).

Застосувавши попередню рiвнiсть до виразу

G((k1, k2, . . . , kl); (j1, j2, . . . , jl)),

отримаємо:
G((k1, k2, . . . , kl); (j1, j2, . . . , jl)) = qj1qj2 . . . qjl ,

звiдки легко отримується висновок твердження.
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Теорема 1. Для майже всiх x = ∆Qs
α1α2... ∈ [0; 1] виконуються умови:

lim
n→∞

λ


∆Qs

β1β2...

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

βk − nA

B
√
n

< t


 =

1√
2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz ∀t ∈ R;

∣∣∣∣∣∣∣∣λ

∆Qs

β1β2...

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

βk − nA

B
√
n

< t


− 1√

2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 0,4748C

B3
√
n

∀t ∈ R, n ∈ N;

lim
n→∞

n∑
k=1

αk − nA

√
n ln lnn

= B
√
2;

lim
n→∞

n∑
k=1

αk − nA

√
n ln lnn

= −B
√
2,

де

A =
s−1∑
j=0

jqj , B =

√√√√√s−1∑
j=0

j2qj −

s−1∑
j=0

jqj

2

,

C =

s−1∑
j=0

qj

∣∣∣∣∣j −
s−1∑
k=0

kqk

∣∣∣∣∣
3

.

Доведення. Легко бачити, що для кожного натурального n виконуються рiвностi:

M(ξn) = A, D(ξn) = B2, C =M |ξn −M(ξn)|3.

Використовуючи центральну граничну теорему з оцiнкою типу Беррi-Ессеєна, маємо:

lim
n→∞

P


n∑

k=1

ξk − nA

B
√
n

< t

 =
1√
2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz ∀t ∈ R;

∣∣∣∣∣∣∣∣P


n∑
k=1

ξk − nA

B
√
n

< t

− 1√
2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
0,4748C

B3
√
n

∀t ∈ R, n ∈ N.

Враховуючи закон повторного логарифма для послiдовностi стандартизованих випадкових
величин

(
ξn−A
B

)
, отримаємо, що майже напевно

lim
n→∞

n∑
k=1

ξk − nA

√
n ln lnn

= B
√
2;
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lim
n→∞

n∑
k=1

ξk − nA

√
n ln lnn

= −B
√
2.

Оскiльки для Qs-бiнарного числа
x = ∆Qs

α1α2...

виконується рiвнiсть
n∑

k=1

ξk(x) =
n∑

k=1

αk,

маємо потрiбне.

Теорема 2. Для майже всiх чисел x ∈ [0; 1] i для кожної цифри j ∈ As виконуються умови:

lim
n→∞

λ

y ∈ [0; 1]

∣∣∣∣∣∣ νn(j; y)− qj√
qj − q2j · n−0,5

< t


 =

1√
2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz ∀t ∈ R;

∣∣∣∣∣∣λ
y ∈ [0; 1]

∣∣∣∣∣∣ νn(j; y)− qj√
qj − q2j · n−0,5

< t


− 1√

2π

∫ t

−∞
e−

z2

2 dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 0,4748Cj√

n
∀t ∈ R, n ∈ N;

lim
n→∞

νn(j;x)− qj√
ln lnn · n0,5

=
√

2qj − 2q2j ;

lim
n→∞

νn(j;x)− qj√
ln lnn · n−0,5

= −
√

2qj − 2q2j ,

де νn(j;x) — вiдносна частота появи символу j серед перших n символiв Qs-зображення числа
x:

νn(j;x) =
Nn(x; j)

n
,

стала Cj визначається рiвнiстю:

C1 = qj(1− pj)(2q
2
j − 2qj + 1).

Доведення. Зафiксуємо j ∈ As i розглянемо послiдовнiсть випадкових величин I(ξn; j), якi є
iндикаторами подiї {ξn = j}:

I(ξn; j) =

{
1, якщо ξn = j;

0, якщо ξn ̸= j.

Оскiльки (ξn) є послiдовнiстю незалежних випадкових величин, то, вiдповiдно, (I(ξn; j))
також є послiдовнiстю незалежних випадкових величин. Зрозумiло, що

P (I(ξn; j) = 1) = P ({ω | ξn(ω) = j}) = qj ;

P (I(ξn; j) = 0) = 1− qj ,

тобто I(ξn; j) набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями 1− qj та qj вiдповiдно.
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Легко бачити, що
M(I(ξn; j)) = qj , D(I(ξn; j)) = qj − q2j ;

M |I(ξn; j)− qj |3 = qj(1− qj)(2q
2
j − 2qj + 1).

Для Qs-бiнарного числа x виконується рiвнiсть:

Nn(x; j) =

n∑
k=1

I(ξk(x); j).

Враховуючи мiркування доведення теореми 1, отримаємо потрiбне.

З теореми 2 можна отримати такий наслiдок

Наслiдок 1. Для майже всiх чисел x ∈ [0; 1] виконується умова:

νn(j;x) = qj +O

(√
ln lnn

n

)
∀j ∈ As.

2 Суперфрактальнiсть однiєї множини, заданої в термiнах
Qs-представлення чисел вiдрiзка [0; 1]

Теорема 3. Множина чисел, якi є Qs-слабонормальними, але не є Qs-нормальними, є супер-
фрактальною, тобто має мiру Лебега 0 i розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича 1.

Доведення. Для достатньо великого натуральногоK розглянемо стохастичну матрицюQ(K) =

∥qmn(K)∥ (m,n ∈ As) таку, що

qi0 = q0 −
1

K
, qi1 = q1 +

1

K
, qij = qj ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, j ∈ {2, . . . , s− 1}.

На сукупностi усiх Qs-цилiндрiв задамо мiру ψ(·):

ψ(∆Qs

j ) = qj ∀j ∈ As;

ψ(∆Qs
c1c2...cl

) = qc1qc1c2qc2c3 . . . qcl−1cl

i продовжимо її за неперервнiстю на B[0; 1].
Розглянемо динамiчну систему VK = ([0; 1],B[0; 1], ψ(·), T ). Добре вiдомо [5], що вiдповiдна

динамiчна система ергодична.
Нехай Ij(x) — iндикатор множини ∆Qs

j . За теоремою Бiркгофа-Хiнчина маємо, що для
ψ-майже всiх x ∈ [0; 1]:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

Ij(T
k(x)) =

∫ 1

0
Ij(x)dψ = qj .

Для i, j ∈ As розглянемо iндикатор I(i, j;x) множини ∆Qs

ij . За теоремою Бiркгофа-Хiнчина
для ψ-майже всiх x ∈ [0; 1]:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

I(i, j;T k(x)) =

∫ 1

0
I(i, j;x)dψ = qij .
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Таким чином, для множини BK чисел x таких, що

lim
n→∞

Nn(x; j)

n
= qj , lim

n→∞

Nn(x; (i; j))

n
= qij ∀i, j ∈ As,

виконується умова ψ(BK) = 1.
Добре вiдомо [5], що ентропiя Колмогорова-Синая динамiчної системи VK дорiвнює:

K(VK) = −
∑
i,j

qi · qij ln qij .

Зрозумiло, що показник Ляпунова для VK дорiвнює:

L(VK) =

∫ 1

0
ln |T ′(x)|dψ = −

s−1∑
j=0

qj ln qj .

За формулою Янга [5], розмiрнiсть мiри ψ(·) дорiвнює:

dimH(ψ) =
K(VK)

L(VK)
=

−
∑
i,j
qiqij ln qij

−
s−1∑
j=0

qj ln qj

.

Оскiльки ψ(BK) = 1, то маємо:

α0(BK) ≥
−
∑
i,j
qiqij ln qij

−
s−1∑
j=0

qj ln qj

.

Нехай K0 ∈ N таке, що q0 − 1
K0

> 0. Розглянемо множину

B =
+∞∪
j=K0

Bj .

Маємо:

α0(B) = sup
K0≤n

α0(Bn) = 1,

оскiльки

−
∑
i,j
qiqij ln qij

−
s−1∑
j=0

qj ln qj

→
−

s−1∑
j=0

qj ln qj

−
s−1∑
j=0

qj ln qj

= 1 (K → +∞).

Предметом подальших дослiджень може бути уточнення вiдповiдних метричних та фра-
ктальних результатiв для Q∗

s-представлення чисел вiдрiзка [0; 1], яке є узагальненням Qs-
представлення [4, 3].
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[10] Davenport H., Erdős P. Note on normal decimals, Canadian Journal of Mathematics, 4, 58–63 (1952).
DOI: 10.4153/CJM-1952-005-3.
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Kryvoshyia R.V., Makarchuk O.P. On some metric and fractal results for the Qs-representation
of numbers from the interval [0; 1], Bukovinian Math. Journal. 14, 1 (2026), 156–165.

The concepts of a number normal to base s (simply normal) and a normal number (absolutely
normal, i.e., normal to any natural base) were introduced by ’E. Borel (1909). These concepts
are based on the notion of the frequency of a digit in the s-adic representation of a number.
Although Borel proved that almost all numbers in the interval [0, 1] (in the sense of Lebesgue
measure) are normal, he did not construct a single example of a normal number. Later, this
was done by A. Lebesgue, W. Sierpi’nski, and others. These studies initiated a new direction
in the metric theory of real numbers, which is known today as the theory of normal properties
of numbers in various encoding (representation) systems.
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In general, the theory of normal numbers in the s-adic numeral system has been developed
in the works of ’E. Borel, H. Weyl, A. Lebesgue, W. Sierpi’nski, D. Champernowne, S. Pillai,
D. Wall, P. Erdős, A. Copeland, H. Davenport, and many others.

The Qs-representation and Qs-expansion of numbers from the interval [0; 1], introduced
by M. V. Pratsiovytyi in 1986 as a generalization of the classical s-adic representation, have
been extensively studied from topological, metric, and fractal viewpoints. Generalizations of
the theorems of Borel, Besicovitch–Eggleston, Billingsley, and others were obtained within this
framework. The Qs-representation has found numerous applications in metric and probabilistic
number theory, fractal analysis, the theory of singular distributions of random variables, and
the study of functions with complicated local structure and fractal properties. In particular, it
has been used by many authors to generalize constructions of singular continuous functions,
nowhere monotone functions, and nowhere differentiable continuous functions.

The present paper continues the investigation of metric properties of the Qs-representation
of real numbers and the normality properties determined by their Qs-representations. The
main purpose of the paper is to apply the Qs-representation to obtain a generalization of K.
Nagasaki’s theorem on the superfractal nature of the set of weakly normal numbers that are
not normal in the sense of Borel.


