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НЕСКIНЧЕННI ЗГОРТКИ БЕРНУЛЛI, КЕРОВАНI НЕГА-ДВIЙКОВИМ

РЯДОМ

У роботi вивчаються нескiнченнi згортки Бернуллi, керованi нега-двiйковим рядом:
2
3+

∑∞
n=1

1
(−2)n , а саме розподiли випадкових величин виду ξ =

2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

,

де (ξn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значення 0 та 1 з
ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно. Використовуючи формули зв’язку нега-двiйкового
та класичного двiйкового зображень, вказано необхiднi та достатнi умови дискретностi,
сингулярностi, неперервностi, рiвномiрностi, експоненцiйностi розподiлу ξ. Встановлено
лебегiвську структуру розподiлу випадкової величини τ = ∆−2

τ1τ2...τn..., за умови, що цифри
τn її нега-двiйкового зображення утворюють однорiдний ланцюг Маркова.
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Вступ

Двосимвольнi системи кодування дiйсних чисел ефективно використовуються в науцi [1, 5]
i техницi [4] в рiзних цiлях. Найпростiшими з тополого-метричної точки зору є класична двiй-
кова та нега-двiйкова системи. Остання має вiд’ємну основу −2. Їй вiдповiдна система кодува-
ння чисел грунтується на розкладах чисел в нега-двiйковий ряд (знакопочережний двiйковий
ряд). Метрична теорiя нега-двiйкового зображення чисел схожа з вiдповiдною теорiю класи-
чного двiйкового зображення (iснують формули взаємозв’язку). Разом з цим нега-двiйкове
зображення не є топологiчно-еквiвалентним класичному двiйковому. Його наявнiсть розши-
рює можливостi для конструювання математичних об’єктiв з локально складною структурою
та фрактальними властивостями. Дана робота присвячена використанню нега-двiйкового зо-
браження чисел у дослiдженнi розподiлiв випадкових величин, зокрема нескiнченних згорток
Бернуллi.
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1 Нега-двiйкове зображення чисел

Нега-двiйковим рядом називається ряд:

2

3
− 1

2
+

1

22
− · · ·+ (−1)n 1

2n
+ . . . (1)

Нехай A = {0, 1} – алфавiт, L ≡ A × A × . . . – простiр послiдовностей елементiв алфавiту.
Вiдомо, що для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L, така, що

x =
2

3
+

∞∑
n=1

αn

(−2)n
=

2

3
−

(α1

2
− α2

22
+

α3

23
− · · ·

)
≡ ∆−2

α1α2...αn.... (2)

Подання числа x рядом (2) називається його нега-двiйковим представленням, а символiчний
запис ∆−2

α1α2...αn... – нега-двiйковим зображенням [8]. Нега-двiйкове зображення чисел має ну-
льову надлишковiсть, тобто кожне число має не бiльше двох нега-двiйкових зображень, при-
чому тих, що мають їх два, лише злiченна множина. Нега-двiйкове зображення є топологiчно
еквiвалентним ланцюговому A2-зображенню чисел [1].

Цилiндром рангу n з основою c1c2 . . . cn, що вiдповiдає нега-двiйковому зображенню чисел
вiдрiзку [0;1], називають [1] множину

∆−2
c1c2...cn = {x : x = ∆−2

c1c2...cnβ1β2...
, (βn) ∈ L}.

При цьому ∆−2
c1c2...cn = [u− v;u+ w], де u = 2

3 +
n∑

i=1

αi

(−2)i
,

v =

{
1

3·2n для непарних n,
1

3·2n−1 для парних n;
w =

{
1

3·2n−1 для непарних n,
1

3·2n для парних n.

Деякi властивостi цилiндрiв:

1) max∆−2
c1c2...c2k1

= min∆−2
c1c2...c2k0

, max∆−2
c1c2...c2k−10

= min∆−2
c1c2...c2k−11

;

2) |∆−2
c1c2...cm | =

1
2m , |∆−2

c1c2...cm | = |∆
−2
c1c2...cm0|+ |∆

−2
c1c2...cm1|;

3) основне метричне вiдношення має вигляд:

|∆−2
c1c2...cm0|
|∆−2

c1c2...cm |
=
|∆−2

c1c2...cm1|
|∆−2

c1c2...cm |
=

1

2
=
|∆2

c1c2...cm0|
|∆2

c1c2...cm |
=
|∆2

c1c2...cm1|
|∆2

c1c2...cm |
;

4) x = ∆−2
c1c2...cm... =

∞∩
m=1

∆−2
c1...cm .

2 Згортки Бернуллi, керованi нега-двiйковим рядом

Означення 1. Якщо (ξn) – послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають значень 0 та 1
з ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно, то розподiл випадкової величини

ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

називається [9] нескiнченною згорткою Бернуллi, керованою рядом (1).
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Лема 1. Якщо випадкова величина ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [0; 1], то цифри її
нега-двiйкового зображення є незалежними, однаково розподiленими, причому P{ξn = 0} =

P{ξn = 1} = 1
2 .

Доведення. Оскiльки розподiл ξ є рiвномiрним на [0, 1], то вiн є неперервним, отже, P{ξ =

x} = 0 для всiх x ∈ [0, 1], i P{ξ ∈ ∆−2
c1...cm} = |∆

−2
c1...cm | = 2−m. Тому

P{ξ1 = 0} = P{ξ ∈ ∆−2
0 } = P{ξ >

1

2
} = 1

2
,

P{ξ1 = 1} = P{ξ ∈ ∆−2
1 } = P{ξ <

1

2
} = 1

2
.

Тодi

P{ξn = 0} = P{ξ ∈
∪

(c1,...,cn−1)∈An−1

∆−2
c1...cn−10

} =
∑

(c1,...,cn−1)∈An−1

P (∆−2
c1...cn−10

) =
1

2
,

P{ξn = 1} = P{ξ ∈
∪

(c1,...,cn−1)∈An−1

∆−2
c1...cn−11

} =
∑

(c1,...,cn−1)∈An−1

P (∆−2
c1...cn−11

) =
1

2
,

оскiльки подiї в цьому об’єднаннi є несумiсними i ймовiрностi не залежать вiд набору цифр
(c1, . . . , cn−1), то розподiл ξn не залежить вiд розподiлiв ξ1, . . . , ξn−1.

Теорема 1. Якщо (ξn)– послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чення 0 та 1 з ймовiрностями p0n i p1n, то розподiл випадкової величини ξ = ∆−2

ξ1ξ2...ξn...
має

чистий лебегiвський тип, причому:

1) чисто дискретний, якщо
∞∏
n=1

max{p0n, p1n} > 0;

2) чисто абсолютно неперервний, якщо
∞∑
k=1

(1− 2p0k)
2 <∞;

3) чисто сингулярний, якщо


∞∏
n=1

max{p0n, p1n} = 0;

∞∑
k=1

(1− 2p0k)
2 =∞.

Доведення. Твердження теореми випливає з
1) аналогiчного твердження для класичного двiйкового зображення [6];
2) формули взаємозв’язку мiж нега-двiйковим зображенням та класичним двiйковим зо-

браженням [2]:
∆−2

α1α2...α2k−1α2k...
= ∆2

[1−α1]α2[1−α3]α4...[1−α2k−1]α2k...
. (3)

3) основного метричного спiввiдношення для цилiндрiв.

Теорема 2. Нехай (ηn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чень 0 та 1 з ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно, 0 ̸= c – деяка константа. Якщо

p0,2k−1 =
e

c

22k−1

1 + e
c

22k−1
, p1,2k−1 =

1

1 + e
c

22k−1
,
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p0,2k =
1

1 + e
c

22k
, p1,2k =

e
c

22k

1 + e
c

22k

то випадкова величина η = ∆−2
η1η2...ηn... має експоненцiйний розподiл на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Дане твердження є наслiдком формули взаємозв’язку мiж нега-двiйковим та кла-
сичним двiйковим зображеннями (3) i вiдомого факту [3]: випадкова величина τ = ∆2

τ1τ2...τn...,

цифри (τn) класичного двiйкового зображення якої є незалежними i розподiленими за закона-
ми:

P{τn = 0} = 1

1 + e
c
2n

, P{τn = 1} = e
c
2n

1 + e
c
2n

,

має експоненцiйний розподiл на вiдрiзку [0; 1] зi щiльнiстю f(x) = cecx

ec−1 .

Теорема 3. Якщо (ξn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чень 0 та 1 з ймовiрностями

p0n =
1

1 + e
c
2n

, p1n =
e

c
2n

1 + e
c
2n

, (4)

то випадкова величина ξ = ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

має абсолютно неперервний розподiл.

Доведення. Випадкова величина ξ буде мати абсолютно неперервний розподiл тодi i лише
тодi, коли буде мати абсолютно неперервний розподiл випадкова величина τ з незалежними
двiйковими цифрами, що мають такi ж розподiли як цифри ξn випадкової величини ξ. Отже,
використовуючи критерiй абсолютної неперервностi, який вiдомий з робiт [6, 7], констатуємо,
що ξ матиме абсолютно неперервний розподiл тодi i лише тодi, коли виконується умова

∞∑
k=1

[(1− 2p0k)
2 + (1− 2p21k] <∞.

Оскiльки, ця умова виконується для ймовiрностей, заданих формулами (4), то розподiл ξ є
абсолютно неперервним, але не експоненцiйним.

3 Характеристична функцiя нескiнченної згортки Бернуллi

Нагадаємо, що характеристичною функцiєю розподiлу випадкової величини ζ з функцiєю
розподiлу Fζ(x) називається [2] комплекснозначна функцiя fζ(t), що є математичним сподiва-
нням випадкової величини eitζ , тобто

fζ(t) = Meitζ =

∫ ∞

−∞
eitxdFζ(x).

Лема 2. Нехай ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

– нескiнченна згортка Бернуллi, де ξn набувають

значеннь 0 та 1 з ймовiрностями p0n та p1n . Характеристична функцiя випадкової величини
ξ буде мати вигляд:

fξ(t) = Me

it( 2
3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

)

= e
2it
3 ·

∞∏
k=1

(p0k + p1k · e
it

(−2)k ),

а її модуль – |fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1ksin2(

t

2k+1
).
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Доведення. Згiдно з означенням характеристичної функцiї:

fξ(t) = Me

it( 2
3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

)

= Me
2it
3 ·Me

it·

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

=

= e
2it
3 ·

∞∏
k=1

Me
it ξn

(−2)n = e
2it
3 ·

∞∏
k=1

(p0k + p1k · e
it

(−2)k ).

|fξ(t)| = |e
2it
3 | ·

∞∏
k=1

|fξk | = 1 ·
∞∏
k=1

|p0k + p1kcos(
t

(−2)k
) + ip1ksin(

t

(−2)k
)| =

=

∞∏
k=1

√
p20k + 2p0kp1kcos(

t

(−2)k
) + p21kcos

2(
t

(−2)k
) + p21ksin

2(
t

(−2)k
) =

=

∞∏
k=1

√
1 + 2p0kp1k(cos(

t

2k
)− 1) =

∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1ksin2(

t

2k+1
) .

Теорема 4. Для того, щоб характеристична функцiя fξ випадкової величини ξ задовольняла
умову Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)| = 0, необхiдно i достатньо, щоб p0k → 1

2(k →∞).

Доведення. Модуль характеристичної функцiї випадкової величини ξ дорiвнює модулю хара-

ктеристичної функцiї випадкової величини τ =
∞∑
k=1

τk
2k

, де цифри τk незалежнi i набувають

значення 0 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно. Тодi Lξ = Lτ . Поведiнка модуля хара-
ктеристичної функцiї випадкової величини τ на нескiнченностi вiдома з роботи [1]. Отже, для
Lξ твердження вiрне.

Наслiдок 1. За умови lim
k→∞

p0k ̸=
1

2
розподiл випадкової величини ξ є сингулярним.

4 Випадковi величини, цифри яких мають марковську залежнiсть

Теорема 5. Нехай (τn) – послiдовнiсть випадкових величин τn, якi набувають значень 0 та
1, утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями p0 та p1 i матрицею
перехiдних ймовiрностей ||pik||, i, k ∈ {0, 1}. Тодi випадкова величина τ = ∆−2

τ1τ2...τn... матиме:

1) дискретний розподiл з двома атомами, коли матриця перехiдних ймовiрностей ∥pij∥ мi-
стить два нулi,

2) дискретний розподiл iз злiченною множиною атомiв, якщо ∥pij∥ мiстить один нуль та
p00p11 ̸= 0,

3) сингулярний розподiл канторiвського типу, коли матриця ∥pij∥ мiстить один нуль та
p00p11 = 0,

4) неперервний розподiл, коли матриця перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв.
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Доведення. 1. Стохастична матриця 2 × 2 не може мати бiльше нiж два нулi. Якщо матриця
∥pik∥ має два нулi, то очевидно, що атомами розподiлу τ є точки:

x1 = ∆−2
(1), x2 = ∆−2

0(1), якщо p00 = p10 = 0;

x3 = ∆−2
(0), x4 = ∆−2

1(0), якщо p01 = p11 = 0;

x5 = ∆−2
(01), x6 = ∆−2

(10), якщо p00 = p11 = 0;

x7 = ∆−2
(0), x8 = ∆−2

(1), якщо p01 = p10 = 0.

2. Нехай матриця ∥pik∥ мiстить лише один нуль.
Якщо p10 = 0, атомами розподiлу будуть числа виду ∆−2

(1),∆
−2
0(1),∆

−2
00(1), . . .∆

−2
0...0(1). Якщо

p01 = 0, атомами розподiлу будуть числа виду ∆−2
(0),∆

−2
1(0),∆

−2
11(0), . . .∆

−2
1...1(0). Якщо pii = 0,

то спектр у цьому випадку складається з точок x ∈ [0, 1], якi в нега-двiйковому розкладi не
мiстять пар послiдовних цифр (ii). Розглянемо множину точок

D = {x : x = ∆−2
α1α2...αn..., (α2m−1(x), α2m(x)) ∈ {(1− i, 1− i), (i, 1− i)}, m ∈ N}.

Мiж D i [0, 1] можна встановити бiєктивне вiдображення:

x = ∆−2
α1α2...α2m... ←→ y = ∆−2

γ1γ2...γm...,

де

γm(y) =

0, якщо (α2m−1(x), α2m(x)) = (1− i, 1− i),

1, якщо (α2m−1(x), α2m(x)) = (i, 1− i).

Оскiльки кожне число з множини [0; 1] має нега-двiйкове зображення, то спектр є кон-
тинуальними, а його розмiрнiсть буде розв’язком рiвнняння 1

2

x
+ (1 + 1

2)
x = 1, i дорiвнює

1− log2(
√
5− 1).

Якщо матриця перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв, то очевидно, що τn може набу-
вати будь-яких значень з вiдрiзку (0;1), а отже, розподiл буде неперервним.
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This paper investigates infinite Bernoulli convolutions governed by a negabi-
nary expansion: 2

3
+
∑∞

n=1
1

2−n , namely the distributions of random variables of the

form ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

, where (ξn) – is a sequence of independent

random variables taking values 0 and 1 with probabilities p0n and p1n respectively.
Using the transformation formulas linking the negabinary expansion with the

classical binary representation, we establish necessary and sufficient conditions for
the distribution of ξ to be discrete, singular, continuous, uniform, or exponential.

The Lebesgue structure of the distribution of the random variable τ = ∆−2
τ1τ2...τn...

under the assumption that the digits τn of its negabinary expansion form a
homogeneous Markov chain has been determined. Negabinary representation,
negabinary cylinders, Bernoulli convolutions, singular distribution, exponential
distribution, Markov chain.


