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АРГУМЕНТАМИ

Чисельно-аналiтичним методом дослiджується питання iснування та наближеної по-
будови розв’язку багатоточкової крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь iз
скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв.

Запропоновано та обгрунтовано традицiйну схему методу з визначальним рiвнянням.
Отримано умови iснування розв’язку розглядуваної крайової задачi та оцiнку похибки

побудованих послiдовних наближень.
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Вступ

Одне з чiльних мiсць в теорiї диференцiальних рiвнянь займають питання дослiдження
iснування та наближеної побудови розв’язкiв рiзноманiтних крайових задач. Вдалим констру-
ктивним методом, який дозволяє ефективно розв’язувати цi питання для досить широких кла-
сiв задач, є чисельно-аналiтичний метод А.М. Самойленка [1, 2, 3]. Актуальним є поширення
цього методу на новi класи крайових задач, зокрема, для рiвнянь з вiдхиленим аргументом
[4].

У данiй працi за допомогою чисельно-аналiтичного методу дослiджуватимемо питання
iснування та наближеної побудови розв’язку багатоточкової крайової задачi для системи ди-
ференцiальних рiвнянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), (1)

N∑
i=0

Aix(ti) = d, (2)
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де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn; λi : [0, T ]→ [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi неперервнi
вiдображення; Ai (i = 0, N) – сталi n × n матрицi; N ≥ 2; 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T ; d –
вiдомий сталий n-вимiрний вектор.

Зауважимо, що випадки лiнiйних двоточкових та iнтегральних крайових умов для системи
(1) ранiше були розглянутi в працях [5, 6] i [7] вiдповiдно.

Функцiю f(t, x, y1, . . . , yk) вважатимемо визначеною та неперервною в областi

(t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ]×Dk+1,

де D – замкнена обмежена область в Rn, обмеженою вектором M ∈ Rn, Mi > 0 (i = 1, n), i
задовольняючою умову Лiпшiца по x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0; i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤M, (3)

∣∣f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)
∣∣ ≤ K (∣∣x− x∣∣+

k∑
i=1

∣∣yi − yi∣∣) . (4)

Тут
|f(t, x, y1, . . . , yk)| = (|f1(t, x, y1, . . . , yk)| , . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|)

i нерiвнiсть мiж векторами розумiється покомпонентно.

Схема чисельно-аналiтичного методу та її обґрунтування

Припустимо, що виконується умова

det

(
N∑
i=1

tiAi

)
6= 0. (5)

Позначимо через Dβ множину точок x0 ∈ Rn, якi мiстяться в областi D разом зi своїм
β-околом, де

β = T (E + L)M + T |Hd(x0)| ,

H =

(
N∑
i=1

tiAi

)−1
, L =

N∑
i=1

ti |HAi| , d(x0) = d−

(
N∑
i=0

Ai

)
x0.

Нехай
Dβ 6= ∅ (6)

i найбiльше власне значення матрицi Q = (k + 1)T (E + L)K не перевищує одиницi:

λmax(Q) < 1. (7)

Розглянемо послiдовнiсть функцiй, якi визначаються рекурентним спiввiдношенням

x0(t, x0) = x0, xm(t, x0) = x0 +

t∫
0

gm−1(s, x0)ds −

− tH

N∑
i=1

Ai

ti∫
0

gm−1(s, x0)ds+ tHd(x0), m = 1, 2, . . . , (8)
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де
gm−1(t, x0) ≡ f(t, xm−1(t, x0), xm−1(λ1(t), x0), . . . , xm−1(λk(t), x0)),

а параметр x0 ∈ Rn.
Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що для довiльних x0 всi функцiї цiєї по-

слiдовностi задовольняють крайовi умови (2).

Має мiсце наступне твердження про збiжнiсть послiдовних наближень xm(t, x0) вигляду
(8).

Теорема 1. Нехай виконуються умови (3)-(7). Тодi послiдовнiсть функцiй xm(t, x0) вигляду
(8) рiвномiрно збiгається при m → ∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ до граничної функцiї
x∗(t, x0), яка задовольняє крайовi умови (2) i є розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = x0 +

t∫
0

g(s)ds− tH
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g(s)ds+ tHd(x0), (9)

де
g(t) ≡ f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

який при t = 0 проходить через точку x∗(0, x0) = x0. Крiм цього, x∗(t, x0) є розв’язком крайової
задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))) + ∆(x0),
N∑
i=0

Aix(ti) = d, (10)

де

∆(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g(t)dt.

Для вiдхилення x∗(t, x0) вiд xm(t, x0) при всiх (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i m = 1, 2, . . . вiрна оцiнка

|x∗(t, x0)− xm(t, x0)| ≤Wm(x0), Wm(x0) ≡ Qm(E −Q)−1β. (11)

Доведення. Покажемо, що в просторi неперервних вектор-функцiй послiдовнiсть (8) є фунда-
ментальною, а отже, i рiвномiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що при x0 ∈ Dβ всi функцiї xm(t, x0) мiстяться в областi D. На
пiдставi (8) iз врахуванням (3) знаходимо:

|x1(t, x0)− x0| ≤ TM + T
N∑
i=1

|HAi|Mti + T |Hd(x0)| =

= T

(
E +

N∑
i=1

ti |HAi|

)
M + T |Hd(x0)| = T (E + L)M + T |Hd(x0)| = β. (12)

Тому x1(t, x0) ∈ D, як тiльки x0 ∈ Dβ . Iндукцiєю легко показати, що для всiх m = 1, 2, . . . , t ∈
[0, T ] i будь-якого x0 ∈ Dβ функцiї xm(t, x0) вигляду (8) не виходять за межi областi D.

Покладаючи rm+1(t, x0) = |xm+1(t, x0)− xm(t, x0)|, на пiдставi (8) iз врахуванням (4) отри-
муємо:

rm+1(t, x0) ≤ K
t∫

0

ωm(s, x0)ds+ t

N∑
i=1

|HAi|K
ti∫
0

ωm(s, x0)ds, (13)



10 Фiлiпчук М.П., Фiлiпчук О.I.

де

ωm(s, x0) = rm(s, x0) +
k∑
i=1

rm(λi(s), x0).

Згiдно з (12), r1(t, x0) = |x1(t, x0)− x0| ≤ β, тому iз (13) при m = 1 знаходимо:

r2(t, x0) ≤ K(k + 1)βt+ t

N∑
i=1

|HAi|K(k + 1)βti ≤

≤ (k + 1)TKβ + (k + 1)T
N∑
i=1

ti |HAi|Kβ = (k + 1)T (E + L)Kβ = Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ

rm+1(t, x0) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t, x0)− xm(t, x0)| ≤
j∑
i=1

rm+i(t, x0) ≤

(
j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (14)

Умова (7) гарантує виконання спiввiдношень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (15)

Тодi iз (14) та (15) на пiдставi критерiю Кошi випливає, що послiдовнiсть xm(t, x0) вигляду
(8) рiвномiрно збiгається при m→∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i

lim
m→∞

xm(t, x0) = x∗(t, x0). (16)

Оскiльки всi послiдовнi наближення xm(t, x0) задовольняють крайовi умови (2), то й гра-
нична функцiя x∗(t, x0) також їх задовольняє. При j → ∞ iз (14), враховуючи (16) та (15),
для всiх m = 1, 2, . . . , (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ отримуємо оцiнку (11). Крiм цього, переходячи iз
врахуванням (16) у (8) до границi при m→∞, бачимо, що функцiя x∗(t, x0) є розв’язком iнте-
грального рiвняння (9), який при t = 0 проходить через точку x∗(0, x0) = x0. Отже, гранична
функцiя x∗(t, x0) справдi є розв’язком крайової задачi (10). Теорему доведено.

На пiдставi теореми 1, використовуючи стандартну технiку обгрунтування чисельно-аналiтичного
методу [2, 3], нескладно отримати наведенi далi твердження.

Необхiднi i достатнi умови для того, щоб гранична функцiя x∗(t, x0) послiдовностi (8) була
розв’язком крайової задачi (1), (2), дає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб розв’язок x∗(t) початко-
вої задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) = x0,

був одночасно розв’язком крайової задачi (1), (2), необхiдно i досить, щоб x0 було розв’язком
визначального рiвняння

∆(x0) = 0, (17)
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де

∆(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g∗(t, x0)dt, (18)

g∗(t, x0) ≡ f(t, x∗(t, x0), x
∗(λ1(t), x0), . . . , x

∗(λk(t), x0)).

При цьому x∗(t) = x∗(t, x0) i для всiх m = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] щодо вiдхилення точно-
го розв’язку x∗(t) = x∗(t, x0) крайової задачi (1), (2) вiд її наближеного розв’язку xm(t, x0)

вигляду (8) вiрна оцiнка (11).

На пiдставi теореми 2 отримуємо наступний чисельно-аналiтичний алгоритм побудови
розв’язку крайової задачi (1), (2):

а) при x0 ∈ Dβ згiдно з (8) будуємо послiдовнiсть функцiй xm(t, x0), залежну вiд x0 як вiд
параметра;

б) знаходимо граничну функцiю x∗(t, x0) цiєї послiдовностi;
в) складаємо визначальну функцiю ∆(x0) вигляду (18) i яким-небудь чисельним методом

знаходимо розв’язок x0 = x∗0 визначального рiвняння (17);
г) шукаємо розв’язок початкової задачi ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) = x∗0,

або, що те саме, граничну функцiю x∗(t, x∗0) послiдовностi xm(t, x∗0).
Отримана функцiя i буде точним розв’язком крайової задачi (1), (2), а за її наближений

розв’язок, який дає похибку, що не перевищуєWm(x∗0), можна взяти функцiю xm(t, x∗0) вигляду
(8).

Головною проблемою при реалiзацiї наведеного алгоритму є побудова в аналiтичному ви-
глядi функцiї x∗(t, x0). Крiм цього, з точки зору практичного застосування, важливо вмiти
зробити висновок про iснування розв’язку крайової задачi (1), (2) не за граничною функцiєю
x∗(t, x0), а за її m-тим наближенням xm(t, x0).

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, а також умови:
1) iснує опукла замкнена область D1 ⊂ Dβ , в якiй наближене визначальне рiвняння

∆m(x0) = 0, (19)

де

∆m(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

gm(t, x0)dt, (20)

gm(t, x0) ≡ f(t, xm(t, x0), xm(λ1(t), x0), . . . , xm(λk(t), x0)),

має для деякого фiксованого m ≥ 1 єдиний розв’язок x0 = x0m ненульового iндексу;
2) на межi S1 областi D1 виконується нерiвнiсть

inf
x0∈S1

|∆m(x0)| > (k + 1)LKWm(x0).

Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язок x∗(t), початкове значення

x∗(0) = x∗0 (21)

якого визначається таким x∗0, яке належить областi D1.
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Оцiнку близькостi граничних функцiй x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) для точок x′0, x′′0 ∈ Dβ дає насту-
пне твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для будь-яких точок x′0, x′′0 ∈ Dβ щодо
вiдхилення граничних функцiй x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) послiдовностей xm(t, x′0) i xm(t, x′′0) вигляду
(8) вiдповiдно вiрна оцiнка∣∣x∗(t, x′0)− x∗(t, x′′0)

∣∣ ≤ (E −Q)−1(E +R2)
∣∣x′0 − x′′0∣∣ ,

де

R2 = T

∣∣∣∣∣H
N∑
i=0

Ai

∣∣∣∣∣ .
Неперервну залежнiсть визначальної функцiї ∆(x0) вигляду (18) вiд x0 дає наступне твер-

дження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi функцiя ∆(x0) вигляду (18) визначена,
неперервна в областi Dβ i для всiх x′0, x′′0 ∈ Dβ задовольняє оцiнку

∣∣∆(x′0)−∆(x′′0)
∣∣ ≤ [ 1

T
R2 + (k + 1)LK(E −Q)−1(E +R2)

] ∣∣x′0 − x′′0∣∣ .
Необхiднi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб деяка область D2 ⊂ Dβ

мiстила точку x∗0, яка визначає при t = 0 початкове значення (21) розв’язку x∗(t) крайової
задачi (1), (2), необхiдно, щоб для всiх m i довiльного x0 ∈ D2 виконувалась нерiвнiсть

|∆m(x0)| ≤ sup
x0∈D2

[
1

T
R2 + (k + 1)LK(E −Q)−1(E +R2)

]
|x0 − x0|+ (k + 1)LKWm(x0).

Оцiнку вiдхилення наближеного розв’язку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближеного ви-
значального рiвняння (19), вiд точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗0) крайової задачi (1), (2) дає
наступне твердження.

Теорема 7. Нехай виконуються умови теореми 3. Тодi для вiдхилення наближеного розв’язку
xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближеного визначального рiвняння (19), вiд точного розв’язку
x∗(t) = x∗(t, x∗0) крайової задачi (1), (2) вiрна оцiнка

|x∗(t, x∗0)− xm(t, x0m)| ≤ (E −Q)−1(E +R2) |x∗0 − x0m|+Wm(x0m).

Аналогiчно [2, 3], при деяких додаткових умовах гладкостi правої частини системи (1)
можна показати, що |x∗0− x0m| → 0 при m→∞ та довести рiвномiрну збiжнiсть наближеного
розв’язку xm(t, x0m) до точного x∗(t) = x∗(t, x∗0).

Вiдмiтимо також, що у частковому випадку k = 1 (наявнiсть лише одного перетвореного
аргументу в системi) всi наведенi в цiй секцiї результати повторюватимуть результати, ранiше
отриманi в [8].
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Приклад

Проiлюструємо використання розробленої схеми чисельно-аналiтичного методу на конкре-
тному прикладi. Для простоти та компактностi викладок обмежимося розглядом скалярного
випадку.

Приклад. Розглянемо крайову задачу

ẋ(t) =
1

20

(
x(
t

2
)− x(

t

3
)

)
,

−x(0) + x(1) + x(2) = 5,

де t ∈ [0, 2], D = [0, 10].

Нескладно перевiрити, що в цьому випадку

k = 2, N = 2, T = 2, t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2, A0 = −1, A1 = 1, A2 = 1, d = 5,

M =
1

2
, K =

1

20
,

N∑
i=1

tiAi = 3 6= 0, H =
1

3
, L = 1, Q =

3

5
,

d(x0) = 5− x0, β = 2 +
2

3
|5− x0| , Dβ 6= ∅,

а тому виконуються всi умови теореми 1.
Послiдовнi наближення x1(t, x0) i x2(t, x0), знайденi згiдно з (8), мають вигляд:

x1(t, x0) = x0 +
1

3
(5− x0)t,

x2(t, x0) = x0 +
1

3
(5− x0)

(
143

144
t+

1

240
t2
)
.

Вiдповiднi їм наближенi визначальнi функцiї ∆1(x0) i ∆2(x0), знайденi згiдно з (20), мають
вигляд:

∆1(x0) =
143

144
· 1

3
(5− x0),

∆2(x0) =
51481

51840
· 1

3
(5− x0).

Коренями наближених визначальних рiвнянь ∆1(x0) = 0 i ∆2(x0) = 0 є вiдповiдно x01 = 5

i x02 = 5.
Тодi наближеним розв’язком розглядуваної крайової задачi буде функцiя

x1(t, x01) = x2(t, x02) = 5.

Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що точним розв’язком розглядуваної кра-
йової задачi якраз i є функцiя x∗(t) = 5.
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Filipchuk M.P., Filipchuk O.I. Multipoint boundary value problem for a system of differential
equations with many transformed arguments, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 7–15.

A boundary value problem for a system of differential equations with finite quantity of
transformed arguments in the case of multipoint boundary conditions is considered in this
paper.

To investigate the existence and approximate construction of the solution of such boundary
value problem it is proposed a traditional scheme of the A.M. Samoilenko’s numerical-analytic
method with a determining equation.

A recurrent sequence of functions that depend on parameter, each of which satisfies gi-
ven boundary conditions, is constructed. It is shown that under typical for numerical-analytic
method assumptions, this sequence uniformly convergences to the limit function. It is establi-
shed the value of the parameter at which the limit function will be an exact solution of the origi-
nal boundary value problem. Approximate determining function and approximate determining
equation put into consideration, and on the basis of them sufficient conditions for the solvability
of this boundary value problem are obtained. The necessary conditions for the solvability of
the considered boundary value problem and an estimation of the deviation of the approximate
solution from the exact solution were also obtained.

The proposed scheme of the numerical-analytic method is illustrated by concrete example.


