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ОПТИМIЗАЦIЯ МАРШРУТIВ БЕЗПIЛОТНИХ ЛIТАЛЬНИХ АПАРАТIВ У

ЛОГIСТИЦI: РОЗШИРЕНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ

У статтi розглянуто задачу оптимiзацiї маршрутiв безпiлотних лiтальних апаратiв
(БПЛА, дронiв) у логiстичних операцiях та запропоновано вдосконалену математичну мо-
дель маршрутiв. Дане дослiдження є логiчним продовженням попередньої роботи авторiв
[1], де було виконано огляд методiв планування маршрутiв дронiв i сформульовано базову
модель оптимiзацiї маршруту для одного БПЛА. У цiй статтi проведено критичний ана-
лiз попередньої моделi, виявлено її обмеження (iгнорування низки логiстичних факторiв,
зокрема багатьох дронiв, вантажопiдйомностi, часових обмежень тощо) та запропоновано
покращення. Новий пiдхiд враховує характернi логiстичнi обмеження: одночасне вико-
ристання кiлькох дронiв, обмежений радiус дiї (заряд батареї) кожного дрона, обмежен-
ня вантажопiдйомностi та iншi практичнi вимоги. Розроблено узагальнену математичну
модель маршрутизацiї групи дронiв, яку можна використати для оптимiзацiї доставки
”останньої милi”. Наведено порiвняння нової моделi з попередньою, показано переваги
врахування додаткових факторiв. На прикладi проiлюстровано застосування моделi та
проаналiзовано результати оптимiзацiї маршрутiв при рiзнiй кiлькостi дронiв. Результати
пiдтверджують, що залучення кiлькох БПЛА i врахування логiстичних обмежень дозво-
ляють iстотно пiдвищити ефективнiсть та швидкiсть доставки. Зроблено висновки щодо
ефективностi запропонованого пiдходу та окреслено напрямки подальших дослiджень у
сферi вдосконалення логiстичних моделей доставки iз використанням дронiв.
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Вступ

Активний розвиток технологiй безпiлотних лiтальних апаратiв вiдкриває новi мо-
жливостi для логiстики, особливо на етапi доставки ”останньої милi”. Використання
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дронiв для перевезення невеликих вантажiв дозволяє значно пiдвищити швидкiсть ви-
конання замовлень та знизити витрати на транспортування порiвняно з традицiйними
методами доставки. Дрони здатнi доправляти посилки без затримок, минаючи дорожнi
затори, що є особливо важливим у густонаселених мiських районах та вiддалених важ-
кодоступних мiсцевостях. Водночас застосування БПЛА в логiстицi пов’язане з низкою
технiчних та органiзацiйних обмежень – обмежений радiус дiї та час автономного польо-
ту через ємнiсть батарей, невелика вантажопiдйомнiсть, залежнiсть вiд погодних умов,
необхiднiсть дотримання авiацiйних правил тощо. Цi фактори вимагають ретельного
планування маршрутiв i використання спецiалiзованих алгоритмiв оптимiзацiї. Таким
чином, задача побудови оптимальних логiстичних маршрутiв для дронiв є актуальною
проблемою, вiд вирiшення якої залежить ефективнiсть та безпека новiтнiх систем до-
ставки.

Останнiми роками спостерiгається зростання наукового iнтересу до проблеми мар-
шрутизацiї дронiв. Це обумовлено як появою нових прикладних завдань (комерцiйна
доставка товарiв, медична доставка у вiддаленi райони, монiторинг тощо), так i суттє-
вим прогресом у методах оптимiзацiї. Задачi оптимального планування маршрутiв для
БПЛА поєднують в собi класичнi задачi маршрутизацiї транспортних засобiв (vehicle
routing problems) з унiкальними особливостями дронiв - обмеженою дальнiстю, необ-
хiднiстю повернення до бази, малою мiсткiстю, можливiстю комбiнування з наземним
транспортом тощо. Традицiйнi методи оптимiзацiї маршрутiв потребують адаптацiї пiд
цi новi умови.

1 Oгляд лiтератури та аналiз попередньої роботи

Проблематика оптимiзацiї маршрутiв дронiв вже висвiтлювалася в лiтературi, проте
дослiдження мають рiзнi акценти. У роботi розглянуто сучаснi пiдходи сучасних пiдхо-
дiв до планування маршрутiв БПЛА та запропоновано базову математичну модель для
одного дрона. Зокрема, було класифiковано методи оптимiзацiї на точнi (вичерпний
пошук, методи комбiнацiйної оптимiзацiї), евристичнi (жадiбнi алгоритми, наближенi
схеми) та метаевристичнi (генетичнi алгоритми, мурашинi алгоритми, рiй частинок, iмi-
тацiя вiдпалу тощо). Точнi методи гарантують знаходження оптимального маршруту,
але є обчислювально затратними i придатнi лише для невеликих задач (десятки точок)
[2]. Евристичнi та метаевристичнi пiдходи не гарантують глобального оптимуму, зате
дають прийнятнi рiшення за полiномiальний час навiть для великих сценарiїв [3, 4, 5].
У роботi наведено порiвняльну характеристику основних категорiй методiв: наприклад,
точнi методи забезпечують еталонну якiсть рiшення на малих наборах (до ∼ 10 адрес),
тодi як метаевристики дозволяють масштабуватися до сотень точок цiною вiдхилен-
ня вiд оптимуму. Зважаючи на NP-складнiсть задачi маршрутизацiї дронiв, бiльшiсть
новiтнiх дослiджень зосередженi саме на вдосконалених евристиках та гiбридних алго-
ритмах. У систематичному оглядi 2018-2022 рр. вiдзначено, що понад 60% публiкацiй
цiєї тематики стосувалися застосування метаевристичних алгоритмiв для планування
траєкторiй дронiв [4].
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Окремий напрям присвячено подоланню фiзичних обмежень дронiв. Зокрема, до-
слiдники пропонують нетривiальнi рiшення для розширення радiусу дiї: Чаудхурi С.,
Соловей К., Кочендерфер М. Дж., Павоне М. запропонували використовувати громад-
ський транспорт як промiжний носiй для дронiв (модель ”drone-public transport”) –
дрони частину шляху їдуть на автобусах або трамваях, економлячи заряд батареї i зна-
чно збiльшуючи дальнiсть доставки [8]. Алгоритмiчно це реалiзовано через iєрархiчну
дворiвневу оптимiзацiю: на верхньому рiвнi призначають дронам послiдовностi доста-
вок, мiнiмiзуючи максимальний час виконання замовлень, а на нижньому – вирiшують
задачу перiодичної маршрутизацiї флоту дронiв з урахуванням розкладу громадського
транспорту. Такий пiдхiд продемонстрував високу масштабованiсть: модельне випробу-
вання показало можливiсть обслуговувати до 5000 посилок 200 дронами через мережу
з 8000 зупинок, причому час розрахунку рiшення – лiченi секунди. Це свiдчить про
значний потенцiал комбiнування дронiв iз наземним транспортом.

Iншим популярним напрямом є iнтеграцiя дронiв з вантажними автомобiлями, так
званi системи типу ”truck-and-drone”. У таких моделях безпiлотник запускається з ван-
тажiвки, виконує доставку до клiєнта i повертається на вантажiвку у певнiй точцi мар-
шруту. Оптимiзацiйна задача полягає у спiльному плануваннi маршруту вантажiвки
та дрона з мiнiмiзацiєю загального часу доставки. Тун Б., Ван Цз., Ван С., Чжоу Ф.,
Мао С., Чжен В. розробили математичну модель для цiєї задачi та запропонували ал-
горитм на основi табу-пошуку з змiнними околами для її розв’язання [7]. Показано,
що такий метаевристичний пiдхiд знаходить близькi до оптимуму рiшення, розподiля-
ючи замовлення мiж вантажiвкою i дроном таким чином, щоб мiнiмiзувати сумарний
час доставки. Враховуються обмеження ємностi батареї дрона та необхiднiсть зупин-
ки вантажiвки для очiкування дрона в точках зустрiчi. Задачi цього типу фактично є
узагальненнями класичної задачi комiвояжера з дронами (TSP-D) i також належать до
NP-складних; для їх розв’язання застосовують як точнi методи (методи декомпозицiї,
”гiлок i меж” для малих випадкiв), так i евристики для бiльших сценарiїв [7, 14].

Важливим фактором є енергетичнi витрати дронiв. Роботи показують, що витрата
заряду батареї залежить не лише вiд вiдстанi, але й вiд режиму польоту (наявнiсть ван-
тажу, маневри, вiтер тощо). Наприклад, дослiдження 2021 року продемонстрували, що
дрон витрачає значно бiльше енергiї пiд час активного виконання задачi (перевезення
вантажу чи вiдеозйомки), нiж у холостому транзитному перельотi без навантаження.
Тому при плануваннi маршруту варто враховувати, що навiть порожнiй перелiт мiж
точками споживає ресурс батареї, а перелiт з корисним навантаженням – тим бiльше.
У рядi моделей вводять окремi змiннi для облiку енергiї на рiзних етапах маршруту (на-
приклад, ”енерговитрати на перелiт без доставки” i ”енерговитрати пiд час доставки”)
[5]. Оптимальнi маршрути слiд будувати з урахуванням мiнiмiзацiї сумарних енергови-
трат, а не тiльки вiдстанi чи часу.

Також дослiджується вплив погодних умов на маршрути дронiв. Зокрема, Iто С.,
Акайва К., Фунабашi Й. запропонували методику планування маршрутiв з урахуванням
вiтру та ваги вантажу. Розроблено кiлька стратегiй динамiчного коригування траєкторiї
польоту вiдповiдно до напрямку вiтру: окремо оптимiзацiя за вагою (DPFS-L), окремо
за вiтром (DPFS-W) та комбiнована (DPFS-LW). Модель дозволяє дрону максималь-
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но використати попутний вiтер i мiнiмiзувати зустрiчний опiр, завдяки чому вдалося
скоротити час польоту й знизити енерговитрати майже на 10% порiвняно зi стандар-
тними методами на базi генетичного алгоритму та iмiтацiї вiдпалу [6]. Цi результати
пiдкреслюють важливiсть динамiчного врахування зовнiшнiх факторiв (вiтер, погода)
при побудовi маршрутiв: маршрут, оптимальний за iдеальних умов, може виявитися
далеким вiд оптимального або навiть небезпечним у реальних умовах (наприклад, при
сильному зустрiчному вiтрi або опадах).

Пiдсумовуючи огляд праць, слiд вiдзначити значний прогрес у вирiшеннi задач опти-
мiзацiї маршрутiв дронiв. Проте бiльшiсть iснуючих робiт зосередженi або на окремих
аспектах (наприклад, тiльки один дрон, або тiльки моделювання енергоспоживання),
або пропонують алгоритми для фiксованої постановки задачi. Попередня робота дала
цiлiсний огляд пiдходiв i представила базову модель маршруту одного дрона, проте не
врахувала низку важливих логiстичних обмежень. Зокрема, модель розглядала лише
один БПЛА i не охоплювала випадки координацiї декiлькох дронiв, не включала обме-
ження вантажопiдйомностi чи часовi вiкна доставок. Крiм того, у попереднiй роботi не
було представлено алгоритму розв’язання моделi на практицi (було лише концептуаль-
но сформульовано постановку як задачу комiвояжера з обмеженням дальностi). Таким
чином, iснує потреба у розробцi бiльш узагальненої моделi, яка врахує зазначенi ло-
гiстичнi фактори i стане основою для побудови ефективних алгоритмiв маршрутної
оптимiзацiї в системах доставки з дронами.

2 Мета i завдання дослiдження

Метою даного дослiдження є узагальнення та розвиток пiдходiв до оптимiзацiї мар-
шрутiв безпiлотникiв у логiстицi шляхом створення покращеної математичної моделi,
що враховує ключовi логiстичнi обмеження, не розглянутi в попереднiй роботi. Задля
досягнення цiєї мети необхiдно вирiшити такi завдання: (1) проаналiзувати недолiки
попередньої моделi маршрутизацiї дрона та визначити, якi додатковi фактори слiд
включити; (2) розробити розширену математичну модель оптимального маршруту для
групи дронiв (множини БПЛА) з урахуванням обмежень на дальнiсть польоту, ван-
тажопiдйомнiсть та можливiсть паралельного виконання доставки кiлькома дронами;
(3) запропонувати методичнi пiдходи до розв’язання отриманої оптимiзацiйної моделi
(оцiнка обчислювальної складностi, придатнi алгоритмiчнi схеми - точнi чи наближе-
нi); (4) перевiрити працездатнiсть моделi на прикладному сценарiї, порiвняти резуль-
тати оптимiзацiї для рiзних конфiгурацiй (рiзна кiлькiсть дронiв, рiзнi обмеження) та
проаналiзувати ефект врахування нових обмежень; (5) сформулювати висновки щодо
переваг нової моделi та напрямiв її подальшого вдосконалення (наприклад, врахування
динамiчних факторiв, багатодепо, iнтеграцiя з наземним транспортом тощо).

3 Методологiя та математична модель

Для вирiшення поставлених завдань використано методи математичного моделю-
вання та комбiнаторної оптимiзацiї. Запропонована модель формулюється як задача
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цiлочисельного лiнiйного програмування, що узагальнює класичну задачу комiвояже-
ра з додатковими обмеженнями, характерними для дронiв. Модель належить до NP-
складних оптимiзацiйних задач i для великих розмiрiв може розв’язуватися лише еври-
стичними або метаевристичними методами. Однак її явне формулювання є необхiдним
кроком для розумiння структури задачi та розробки ефективних алгоритмiв [4].

Розглянемо систему доставки, де m дронiв (БПЛА) використовуються для викона-
ння доставки до низки клiєнтiв. Нехай дано множину точок доставки V = {1, 2, . . . , n}
(клiєнтiв), якi повинен вiдвiдати хоча б один дрон, та базу (склад) 0, з якої дрони
стартують i куди повертаються пiсля виконання завдань. Таким чином, повна множина
вершин для маршрутизацiї – {0, 1, 2, . . . , n}, де 0 – депо (база). Кожнiй парi вершин i, j

(включно з базою) вiдповiдає величина dij – вiдстань (або час польоту) вiд точки i до
точки j. Значення dij можуть бути отриманi з географiчних координат або за допомо-
гою моделей врахування рельєфу та перешкод (у цiй роботi припускаємо, що значення
вiдомi та фiксованi для заданої мережi точок).

Введемо бiнарнi змiннi:

xk
ij =

{
1, якщо дрон k летить безпосередньо з точки i до точки j,

0, iнакше.

Таким чином, набiр змiнних описує маршрути кожного з дронiв як цикли, що почи-
наються i завершуються в депо 0, i проходять через деякi пiдмножини точок доставки.

Цiльова функцiя. Як критерiй оптимальностi вiзьмемо мiнiмiзацiю загальної су-
марної довжини маршрутiв усiх дронiв (що еквiвалентно мiнiмiзацiї сумарного часу в
польотi за умови однакової швидкостi дронiв). Цiльова функцiя має вигляд сумарної
вартостi всiх використаних ребер маршрутiв:

F = min
m∑
k=1

n∑
i=0

n∑
j=0

dijx
k
ij. (1)

Мiнiмiзуючи (1), ми зменшуємо загальний пролiт дронiв, що важливо для економiї
енергiї та ресурсiв. У реальних задачах можливi й iншi критерiї – наприклад, мiнiмiзацiя
максимального часу доставки (щоб всi замовлення були виконанi якомога швидше) або
багатокритерiальнi функцiї, що враховують i час, i енерговитрати. Проте модель легко
адаптується пiд такi критерiї, i для визначеностi далi розглядаємо саме (1).

Обмеження моделi. Модель включає такi групи обмежень:
1. Унiкальнiсть вiдвiдування кожної точки. Кожен клiєнт (точка i ∈ {1, . . . , n})

має бути обслужений рiвно один раз одним з дронiв. Це накладає умову, що iз кожної
такої точки виходить рiвно одне ребро маршруту в якомусь дронi, i вiдповiдно входить
рiвно одне ребро. Запишемо дане обмеження у виглядi балансу потокiв для кожної
точки у сукупностi маршрутiв:

m∑
k=1

n∑
j=0

xk
ij = 1,

m∑
k=1

n∑
j=0

xk
ij = 1, ∀i = 1, 2, . . . , n. (2)
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Тут перша рiвнiсть гарантує, що з точки i виходить один маршрутний вiдрiзок (точка
залишена одним дроном), а друга – що в точку i хтось прибув (точка вiдвiдана). В суку-
пностi (2) забезпечує вiдвiдування i рiвно одним дроном. Цi двi умови можна об’єднати
i сформулювати як: кожен клiєнт включений рiвно в один маршрут одного дрона.

2. Структура маршрутiв кожного дрона. Кожен дрон виконує маршрут, який
починається у базi 0 та завершується в базi 0. При цьому для внутрiшнiх точок мар-
шруту необхiдно забезпечити ”вхiд = вихiд” – тобто неперервнiсть шляху. Для кожного
дрона k мають виконуватися такi балансовi спiввiдношення:

n∑
j=1

xk
0j ≤ 1,

n∑
i=1

xk
0i ≤ 1, (3)

n∑
j=0

xk
ij =

n∑
j=0

xk
ji ≤ 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀k ∈ {1, . . . ,m}. (4)

Рiвностi (4) означають, що для кожного дрона кiлькiсть входiв у будь-яку промiжну
точку дорiвнює кiлькостi виходiв з неї (0 або 1), тобто маршрут дрона k не розгалужу-
ється та є неперервним циклом. Нерiвностi (3) задають, що дрон k може розпочати (i
вiдповiдно завершити) не бiльше одного маршруту – фактично кожен дрон або вико-
ристовується (тодi з бази виходить i до бази заходить по одному ребру для нього), або
нi. У випадку, коли кiлькiсть дронiв m бiльша, нiж потрiбно для покриття всiх точок,
деякi дрони просто не будуть використовуватися в оптимальному рiшеннi (для них i
вихiд, i вхiд з бази будуть нульовими).

3. Обмеження вантажопiдйомностi. Кожен дрон може перевозити обмежену ма-
су вантажу за один вилiт. Нехай qi – вага (або об’єм) вантажу, що призначений для
клiєнта i; Q – максимальна вантажопiдйомнiсть (або мiсткiсть) одного дрона. Щоб
маршрут дрона не перевищив його вантажнi можливостi, накладається обмеження на
сумарний вантаж, доставлений одним дроном за один рейс. Математично для кожного
дрона k:

n∑
i=1

qi

n∑
j=0

xk
ij ≤ Q, ∀k = 1, . . . ,m. (5)

Вираз
n∑

j=0

xk
ij дорiвнює 1, якщо точка i входить до маршруту дрона k (з неї виходить

ребро в маршрутi k), i 0 – якщо не входить. Таким чином, лiва частина (5) дорiвнює
сумарному вантажу, закрiпленому за дроном k. Нерiвнiсть (5) забезпечує, що жоден
дрон не вiзьме бiльше вантажу, нiж може нести. Зауважимо, що у випадку дуже малої
вантажопiдйомностi (коли Q менше за будь-який окремий qi) задача може не мати
розв’язкiв – це означатиме, що деякi замовлення занадто важкi для наявних дронiв i
їх необхiдно виконувати iншим транспортом.

4. Обмеження дальностi (заряду батареї). Критичною особливiстю дронiв є
обмежений запас ходу: дрон не може здiйснювати маршрут довше, нiж дозволяє його
батарея (якщо не передбачено замiни батарей чи пiдзарядки в польотi). Введемо пара-
метр Dmax – максимальна сумарна дистанцiя, яку може пролетiти дрон за один вилiт
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(до повернення на базу) без пiдзарядки. Тодi для кожного дрона накладаємо обмеження
на сумарну довжину його маршруту:

n∑
i=0

n∑
j=0

dijx
k
ij ≤ Dmax, ∀k = 1, . . . ,m. (6)

Це обмеження гарантує, що загальна вiдстань (або час) польоту дрона k в межах одного
маршруту не перевищує допустимої. Якщо оптимiзацiйна модель спробує ”нагрузити”
одного дрона занадто великою кiлькiстю точок далеко вiд бази, нерiвнiсть (6) зробить
таке рiшення недопустимим i вимагатиме задiяти додатковий дрон (або залишити ча-
стину точок необслугованими, що суперечило би (2)). Таким чином, (6) враховує обме-
жений заряд батарей i радiус дiї БПЛА. За потреби, модель можна розширити для
врахування промiжних пiдзарядних станцiй: у цьому випадку у множину вершин V
додаються спецiальнi вершини-станцiї, якi дрон може вiдвiдувати для замiни батареї, а
в обмеження (6) замiсть жорсткого лiмiту Dmax – вводиться iнша схема облiку енерго-
споживання (наприклад, максимум на вiдрiзок мiж пiдзарядками). У данiй роботi для
простоти не вводимо промiжних станцiй, вважаючи, що кожен дрон повинен виконати
свiй маршрут вiд бази до бази на одному зарядi.

5. Уникнення пiдциклiв. Класичне обмеження цiлiсностi маршруту: потрiбно уне-
можливити виникнення пiдциклiв (субтурiв), тобто замкнених маршрутiв, що не мi-
стять бази 0. У вiдомiй формi Мiллера–Такера–Землiна для задач комiвояжера вводять
додатковi змiннi порядку вiдвiдування. Адаптуємо цей пiдхiд для багатьох дронiв: вве-
демо допомiжнi змiннi uk

i для всiх вершин i ∈ {1, ..., n} i кожного дрона k, що вiдповiд-
ають умовному номеру (позицiї) вiдвiдин точки i дроном k у його маршрутi. Тодi для
будь-яких двох рiзних точок i i j, та для кожного дрона k, додамо нерiвнiсть:

uk
i − uk

j + (n+ 1)xk
ij ≤ n, ∀i ̸= j, i, j ∈ {1, ..., n}, ∀k. (7)

Це стандартне пiдциклове обмеження: воно забезпечує, що не може iснувати цикл без
нуля, оскiльки в такому циклi неможливо задовольнити всi нерiвностi (7). Iнтуїтивно,
(7) означає: якщо дрон k летить з i в j, тодi порядковий номер uk

j має бути uk
j + 1 (або

бiльший на певну кiлькiсть, не бiльше n). Для випадкiв, коли мiж двома точками немає
прямого переходу в маршрутi k, нерiвнiсть автоматично виконується i не впливає на
рiшення. Таким чином, система обмежень (7) розриває всi внутрiшнi цикли, примушу-
ючи маршрут кожного дрона формувати єдиний цикл, що обов’язково включає базу
(через умови (3)).

Повна математична модель оптимального планування маршрутiв групи дронiв скла-
дається з цiльової функцiї (1) та обмежень (2)-(7) при xk

ij ∈ {0, 1} i додаткових змiнних
uk
j ≥ 0. Цю модель можна розглядати як варiацiю задачi розподiленого комiвояже-

ра (multi-depot VRP) з однiєю загальною базою i з обмеженнями на ресурс (довжи-
ну маршруту) та мiсткiсть. Важливо пiдкреслити, що навiть ця розширена модель є
спрощеною: вона не враховує, наприклад, часовi вiкна доставки, прiоритети замовлень,
динамiчне надходження нових заявок тощо. Проте запропонована постановка вже на-
багато ближча до реальних умов експлуатацiї дронiв, нiж попередня базова модель, i
може слугувати основою для подальшого ускладнення.
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4 Врахування недопустимих маршрутiв у математичнiй моделi

У реальних умовах експлуатацiї систем доставки вантажiв за допомогою безпiлотних
лiтальних апаратiв часто виникають ситуацiї, коли прямий перелiт мiж двома точками
(клiєнтами або депо) є неможливим або забороненим. Це може бути зумовлено такими
причинами:

- Регуляторнi обмеження: наявнiсть зон iз забороною польотiв (режимнi об’єкти,
вiйськовi та урядовi споруди, мiжнароднi кордони, спецiальнi авiацiйнi зони тощо).

- Фiзичнi бар’єри: перешкоди рельєфу (гори, водойми, висока щiльнiсть забудови),
якi унеможливлюють прямий перелiт.

- Операцiйнi або логiстичнi вимоги: вiдсутнiсть необхiдних умов для здiйсне-
ння посадки або розвантаження, потреба в транзитному проходженнi через промiжнi
пункти.

Хоча такi обмеження можуть бути формально представленi у моделi шляхом шту-
чного збiльшення величин dij, цей пiдхiд має суттєвi недолiки. По-перше, вiн ство-
рює можливiсть непередбачуваних аналiтичних проблем (числова нестабiльнiсть роз-
рахункiв, погiршення умовностi задачi). По-друге, вiн не гарантує повного виключення
небажаних ребер через особливостi роботи оптимiзацiйних алгоритмiв (особливо ев-
ристичних i метаевристичних), якi можуть розглядати такi ребра навiть з високими
”штрафами”, якщо це знижує загальну цiльову функцiю.

Таким чином, для коректного i точного врахування згаданих ситуацiй доцiльно яв-
но вводити додатковi логiчнi обмеження, якi унеможливлюють вибiр окремих ребер
(переходiв мiж точками доставки).

5 Формалiзацiя обмежень на недопустимi ребра

Позначимо через множину:

F ⊆ {(i, j) | i, j ∈ {0, . . . , n}, i ̸= j}

множину недопустимих (заборонених) ребер. Вона визначає всi пари точок, пря-
мий перелiт мiж якими є неможливим чи забороненим за умовами логiстики, законо-
давства або фiзичних бар’єрiв. Для того, щоб математична модель чiтко враховувала
цi обмеження, слiд доповнити її такими рiвностями:

xk
ij = 0, ∀(i, j) ∈ F , ∀k = 1, . . . ,m. (8)

Ця група обмежень у явнiй формi забороняє використання конкретних переходiв
мiж точками доставки для будь-якого дрона з множини наявних транспортних засобiв.
Завдяки цьому модель отримує низку значних переваг перед альтернативним методом
”штрафування” великими значеннями dij:

- Аналiтична прозорiсть i зрозумiлiсть: явнi обмеження дозволяють чiтко ба-
чити, якi маршрути виключенi, що полегшує подальший аналiз та аудит рiшення.
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- Пiдвищення ефективностi обчислень: оптимiзацiйнi алгоритми не витрачають
час i ресурси на перевiрку недопустимих варiантiв маршрутiв, якi завiдомо не можуть
бути частиною розв’язку.

- Числова стабiльнiсть: уникнення великих числових значень дозволяє уникнути
проблем округлення i знижує ризик некоректної роботи чисельних алгоритмiв розв’я-
зування.

6 Обговорення в контекстi сучасних реалiй

На тлi швидкого впровадження дронiв у мiськi та регiональнi системи доставки ван-
тажiв у багатьох країнах свiту, включно з Україною, особливо гостро постає проблема
врахування регуляторних та фiзичних обмежень для польотiв. Так, наприклад, через
вiйськовi дiї, особливий правовий режим у прифронтових зонах або дiю норм мiжна-
родної авiацiї багато маршрутiв можуть бути непридатними для використання навiть
тимчасово. Також важливими є фiзичнi перешкоди (велика забудова у мiстах, великi
воднi масиви або гори у сiльськiй мiсцевостi тощо). У цих умовах явне представлення
множини заборонених ребер F є надзвичайно актуальним i практично важливим.

Крiм того, запропонований спосiб явного введення обмежень вiдповiдає сучасним
пiдходам до математичного моделювання транспортних систем з високим рiвнем дета-
лiзацiї та практичної придатностi рiшень. Це дозволяє швидко адаптувати модель до
змiн у навколишньому середовищi або регуляторних нормах без значних додаткових
обчислювальних витрат або ризику втрати аналiтичної чiткостi.

Таким чином, додатковий блок обмежень (8) не лише робить модель реалiстичнi-
шою, а й значно пiдвищує її практичну цiннiсть i наукову строгiсть.

7 Приклад застосування

Розглянемо спрощений приклад для демонстрацiї роботи моделi. Припустимо, що
база знаходиться в центрi областi доставки, а клiєнти розташованi навколо неї. Нехай
маємо n = 6 точок доставки з координатами (в умовних одиницях): P1(2, 4), P2(3,−1),
P3(−2, 5), P4(5, 3), P5(−3,−2), P6(4,−4), а база O(0, 0). Вiдстанi dij розраховуються як
евклiдовi мiж вiдповiдними координатами. Нехай кожен дрон може пролетiти не бiльше
Dmax = 20 (умовних вiдстаней) за рейс i нести не бiльше Q = 2 одиниць вантажу.
Припустимо, що всi посилки мають вагу qi = 1 (одиниця), тож вантажопiдйомнiсть не
обмежує кiлькiсть точок (кожен дрон може взяти до 2 посилок за рейс).

Спочатку розглянемо випадок використання тiльки одного дрона (m = 1). З то-
чки зору моделi це зводиться до класичної задачi комiвояжера: дрон має об’їхати всi 6
точок i повернутися на базу, мiнiмiзуючи сумарний шлях. Для заданих координат опти-
мальний маршрут (знайдений перебором всiх перестановок для наочностi) може мати
вигляд O → P3(−2, 5) → P1(2, 4) → P4(5, 3) → P2(3,−1) → P5(−3,−2) → O. Довжина
цього маршруту становить приблизно 31.2 (ум. од.). При цьому обмеження дальностi:
маршрут довжиною 31.2 перевищує Dmax = 20, тобто один дрон фiзично не змiг би
такий шлях подолати без пiдзарядки. Таким чином, для одного дрона задача не має
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допустимого рiшення при Dmax = 20 – модель (1)-(7) це вiдобразить тим, що нерiвнiсть
(6) порушується. Реально це означає, що один дрон не зможе обслужити всiх 6 точок
за один вилiт. Необхiдно або передбачати промiжну зарядку, або, що бiльш доцiльно,
залучити додаткових дронiв.

Розглянемо випадок m = 2 дронiв. При наявностi двох дронiв оптимальна страте-
гiя – розподiлити точки мiж ними таким чином, щоб кожен дрон обслуговував гру-
пу географiчно близьких точок i жоден маршрут не перевищував 20. Для нашого
набору точок один з можливих оптимальних розподiлiв: наприклад, дрон A бере то-
чки {P1, P3, P4}, а дрон B – точки {P2, P5, P6}. Маршрут дрона A може бути: O →
P3(−2, 5) → P1(2, 4) → P4(5, 3), його довжина ∼ 18.5 ум. од. Маршрут дрона B:
O → P5(−3,−2) → P2(3,−1) → P6(4,−4), довжина ∼ 17.2. Обидва маршрути меншi
за порiг Dmax = 20, отже обмеження дальностi виконуються. Сумарна довжина двох
маршрутiв ∼ 35.7, що дещо бiльше за 31.2 (шлях одного дрона без обмежень). Це очi-
кувано, адже двоє дронiв виконують частину шляху паралельно (кожен мусить окремо
злiтати з бази i повернутися, що додає ”зайвi” пробiги). Зате максимальний час доставки
суттєво зменшується: якщо одним дроном всi доставки займали б 31.2 (умовно, хвилин),
то двома дронами – близько 18.5 (тобто на 40% швидше). Кожен дрон летить по своє-
му маршруту одночасно, i загальний процес завершиться, коли останнiй з двох дронiв
повернеться (≈ 18.5). Отримане рiшення задовольняє всi обмеження моделi (2)-(7): всi
точки розподiленi однозначно мiж двома маршрутами, жоден маршрут не перевищує
анi вантажопiдйомностi (2 точки – 2 кг < Q = 2), анi дальностi (≤ 18.5 < Dmax).

Для трьох дронiв (m = 3) можна розподiлити 6 точок приблизно порiвну – по 2
точки на дрон. Один з оптимальних варiантiв: дрон A обслуговує {P1, P4}, дрон B –
{P2, P6}, дрон C – {P3, P5}. Довжини маршрутiв у цьому випадку становлять ∼ 13.5,
∼ 12.0 i ∼ 16.1 вiдповiдно. Найдовший маршрут – ∼ 16.1, тобто усi доставки будуть
виконанi приблизно за 16 умовних хвилин (ще швидше). Сумарний налiт трьох дро-
нiв ∼ 41.6, тобто дещо бiльший, нiж у випадку двох (як i слiд було очiкувати, бiльше
маршрутiв – бiльший загальний пробiг). Цей приклад iлюструє важливий компромiс:
залучення бiльшої кiлькостi дронiв дозволяє зменшити загальний час виконання всiх
доставок (за рахунок паралельностi), проте сумарнi витрати палива/енергiї зростають
(оскiльки щоразу кожен дрон долає шлях вiд/до бази i може мати недовантаження). У
реальних умовах вибiр кiлькостi дронiв залежатиме вiд прiоритетiв: якщо головна мета
– мiнiмiзувати час очiкування клiєнтiв, доцiльно залучати бiльше дронiв; якщо важли-
вiше мiнiмiзувати витрати, можливо рацiональнiше використовувати менше дронiв або
комбiнувати їх з наземними кур’єрами.

Наведений сценарiй пiдтверджує адекватнiсть запропонованої моделi. Модель авто-
матично ”вирiшує”, скiльки дронiв задiяти i як саме розподiлити мiж ними завдання,
виходячи з критерiїв оптимiзацiї i заданих обмежень. При Dmax = 20 модель обере мiнi-
мально необхiдну кiлькiсть дронiв (в нашому прикладi – 2) для покриття всiх точок без
порушення обмеження дальностi. Якщо збiльшити Dmax до 35, то оптимальним стало б
використання одного дрона (оскiльки вiн мiг би охопити всi точки сам i (1) б дала мен-
шу сумарну вiдстань). Таким чином, модель здатна вiдображати рiзнi режими роботи
системи: за суворiших обмежень – активується бiльше дронiв, за м’якших – частина
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дронiв може лишатися невикористаною.

8 Результати та обговорення

Запропонована розширена модель маршрутизацiї дронiв дозволяє якiсно врахува-
ти основнi логiстичнi вимоги, якi iгнорувалися в попереднiх постановках. Включення
обмежень (5)-(6) до моделi гарантує, що отриманi оптимальнi маршрути є реалiстични-
ми з точки зору фiзичних можливостей дронiв (вони не перевантаженi вантажем i не
вичерпують батарею до завершення маршруту). Включення декiлькох дронiв (m > 1)
у модель дозволяє знаходити рiшеня iз розподiлом завдань, що суттєво скорочує час
виконання всiх доставок завдяки паралельнiй роботi. На прикладi ми побачили, що
час завершення всiх доставок (максимальна тривалiсть маршруту) зменшується при
переходi вiд одного дрона до двох на ∼ 40%, а до трьох – ще на ∼ 15% (закон спадної
вiддачi: кожен додатковий дрон дає менше виграшу, проте виграш є значущим). З iншо-
го боку, сумарна дистанцiя, яку пролiтають дрони, зростає при збiльшеннi їх кiлькостi,
що вiдображає бiльшi сукупнi витрати енергiї. Цей компромiс ”швидкiсть vs витрати”
є типовим для задач з кiлькома транспортними засобами, i наша модель дозволяє гну-
чко дослiдити його шляхом варiювання вагових коефiцiєнтiв у цiльовiй функцiї або
додаванням обмежень на ресурси.

Порiвняння нової моделi з базовою моделлю [1] наведено у Таблицi 1. Як видно,
розширена модель охоплює ширший клас практичних ситуацiй. Зокрема, можливiсть
використання кiлькох дронiв робить модель придатною для сценарiїв масової доставки
(флот дронiв) – на вiдмiну вiд моделi [1], де розглядався одиничний дрон. Обмеження
на вантажопiдйомнiсть дозволяє планувати маршрути з множинними посилками, що
актуально для оптимiзацiї завантаження дронiв. Обмеження на дальнiсть присутнє в
обох моделях, але у новiй моделi воно критично впливає на вибiр кiлькостi маршрутiв.
Також у нашiй постановцi легше врахувати додатковi фактори: наприклад, введення
часових вiкон доставки потребуватиме лише додавання часового параметру до кожної
точки та вiдповiдних обмежень, не змiнюючи базової структури моделi.

Таблиця 1 – Порiвняння базової моделi та вдосконаленої моделi
маршрутизацiї дронiв
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Характеристика Базова модель Нова модель
Кiлькiсть дронiв 1 (один маршрут) m дронiв (декiлька мар-

шрутiв)
База (депо) Одна, повернення обов’яз-

кове
Одна, повернення обов’яз-
кове

Обмеження дальностi
(батарея)

Так, максимальна довжи-
на маршруту (враховано)

Так, для кожного дрона
(враховано)

Вантажопiдйомнiсть
дрона

Не враховано Враховано (обмеження
(5))

Часовi обмеження (вi-
кна доставки)

Не враховано Не враховано (можливе
розширення)

Можливiсть пiдзарядки
на маршрутi

Нi Нi (можливе розширення)

Координацiя з назем-
ним транспортом

Нi Нi (можливе розширення)

Метод розв’язання Не визначено (теоретична
модель)

Комбiнаторна оптимiзацiя
(точнi методи для малих
n, метаевристики для ве-
ликих)

Очiкуваний масштаб
задачi

Невеликi (до ∼ 10 то-
чок через обмеження об-
числень)

Бiльшi задачi (сотнi точок
за рахунок використання
наближених алгоритмiв)

Як видно з Таблицi 1, удосконалена модель є бiльш унiверсальною. Вона мiстить
базову як окремий випадок (при m = 1, вiдсутнiх обмеженнях (5) тощо). Найбiльш
суттєва вiдмiннiсть - пiдтримка декiлькох дронiв - дозволяє моделювати ситуацiї, ко-
ли завдання розподiляється мiж флотом дронiв, що актуально для реальних служб
доставки. На практицi програмне забезпечення для керування флотом дронiв уже ре-
алiзує подiбнi функцiї: алгоритми автоматично визначають, який дрон яке замовлення
доставляє, з урахуванням мiсцеположення дронiв, рiвня заряду, прiоритетностi замов-
лень тощо [9, 10, 11]. Наша модель може слугувати теоретичною основою для таких
систем, хоча для врахування всiх нюансiв її потрiбно розширювати (наприклад, вклю-
чити часовi вiкна, динамiчнi оновлення замовлень, iмовiрнiсне моделювання погоди
тощо).

З точки зору рiшень, модель (1)-(7) є складною для точного розв’язання при вели-
ких n. Проте iснують сучаснi iнструменти (CP-SAT солвери, методи вiдсiкання гiлок
i меж, розв’язувачi типу Gurobi, CPLEX), що можуть знайти оптимум для помiрних
масштабiв (десятки точок, кiлька дронiв). Для бiльших задач доцiльно застосувати ме-
таевристичнi алгоритми, про якi йшлося в оглядi: генетичнi алгоритми, мурашинi ко-
лонiї, алгоритми рою частинок та iн. – адаптованi пiд нашу модель. Наприклад, можна
закодувати рiшення у виглядi послiдовностi точок для кожного з m дронiв i застосувати
генетичнi оператори кросоверу та мутацiї для пошуку кращих розподiлiв. Iнший пiдхiд
- побудувати початкове рiшення (наприклад, жадiбно призначити точки найближчим
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дронам) i покращувати його методом табу-пошуку або симульованого вiдпалу. Базо-
ва модель розглядала лише мурашиний алгоритм для одного дрона; для нової моделi
знадобиться складнiша реалiзацiя, але принципи ройової оптимiзацiї залишаються при-
датними. Зокрема, можна запровадити ”рой” дронiв-мурах, кожен з яких формує свiй
маршрут, обмiнюючись iнформацiєю про вигiднi пiдмаршрути через спiльну феромонну
карту (це перспективний напрям для майбутньої роботи).

Звичайно ми усвiдомлюємо важливiсть аналiзу складностi та експериментальної пе-
ревiрки моделi iз сучасними солверами, проте це не входить в межi цiєї статтi. Насту-
пний етап нашої роботи – програмна реалiзацiя, оцiнка ефективностi та порiвняльний
аналiз iз поточними системами, що дозволить перейти вiд теорiї до практичного засто-
сування запропонованого пiдходу. Такий аналiз дасть змогу визначити межi застосов-
ностi моделi залежно вiд розмiру задачi та доступних обчислювальних ресурсiв. Також
це вiдкриває перспективи для подальших теоретичних i практичних дослiджень у цiй
предметнiй областi.

Необхiдно вiдзначити, що реальнi впровадження дронiв у логiстицi вже демонстру-
ють ефективнiсть оптимiзованих маршрутiв. Компанiя Amazon у проєктi Prime Air здiй-
снює автономну доставку дронами дрiбних посилок на вiдстань до ∼ 15 км за 15-30 хв
[9]. Система Zipline використовує крилатi дрони для доставки медичних вантажiв у вiд-
даленi райони (Руанда, Гана) з радiусом до 80-100 км, скидаючи вантаж на парашутi
без посадки дрона [10]. Проект Wing (Alphabet/Google) за кiлька рокiв виконав десятки
тисяч мiських доставок дронами, використовуючи бази-"вулики"та спуск вантажу на
тросi, щоб не сiдати на землю [11]. DHL Parcelcopter успiшно тестував безпiлотники для
доставки у гiрськiй мiсцевостi, скорочуючи час перевезення до вiддалених селищ [12].
В Українi компанiя ”Нова Пошта” провела експериментальний мiжмiський полiт дрона
на 500 км (Київ–Львiв) iз доставкою посилки за ∼ 7 годин [13]. У всiх цих випадка-
ми оптимiзацiя маршрутiв закладена в програмне забезпечення: система автоматично
прокладає шлях з урахуванням дальностi, погоди, рельєфу, авiамаршрутiв та iнших
обмежень. Представлена в цiй статтi модель узагальнює ключовi аспекти, спiльнi для
подiбних систем, i може бути основою для розробки алгоритмiв планування польотiв
дронiв у логiстицi.

Висновки

Оптимiзацiя маршрутiв безпiлотних лiтальних апаратiв у логiстицi – багатогранна
науково-прикладна проблема, що поєднує класичнi задачi маршрутизацiї транспорт-
них засобiв з унiкальними особливостями дронiв. У данiй роботi представлено вдоско-
налену математичну модель задачi маршрутизацiї дронiв, яка є розвитком моделi iз
попереднього дослiдження. Нова модель враховує одразу кiлька важливих логiстичних
обмежень: можливiсть використання кiлькох дронiв одночасно, обмеження радiусу дiї
(заряду батареї) для кожного маршруту, а також обмеження вантажопiдйомностi дро-
нiв. Запропонована постановка формалiзована як задача цiлочислової оптимiзацiї (1)-
(7) i належить до класу NP-складних; для її розв’язання на практицi доцiльно вико-
ристовувати наближенi методи. Проте явне формулювання дозволило проаналiзувати
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структуру проблеми та вплив рiзних параметрiв.
Проведений аналiз та числовий приклад показали, що врахування додаткових обме-

жень змiнює оптимальну стратегiю маршрутизацiї. Зокрема, залучення декiлькох дро-
нiв суттєво знижує час доставки замовлень (при достатнiй кiлькостi дронiв час викона-
ння партiї замовлень скорочується на 40-50% i бiльше порiвняно з одним дроном), хоча
загальнi витрати енергiї дещо зростають. Обмеження на батарею автоматично приво-
дить до розподiлу завдань мiж кiлькома рейсами: модель не дозволяє перевантажити
один дрон надто довгим маршрутом, тож дальнi точки буде охоплено кiлькома маршру-
тами або кiлькома дронами. Обмеження вантажопiдйомностi гарантує реалiстичнiсть
рiшень щодо кiлькостi посилок на один рейс: модель за потреби розбиватиме доставку
важких посилок на кiлька дронiв чи рейсiв. У сукупностi нова модель дає бiльш надiйнi
та здiйсненнi плани польотiв, нiж спрощена модель, що дуже важливо для практичного
впровадження дронiв.

Результати роботи мають прикладне значення для проектування систем логiсти-
ки з використанням БПЛА. На основi запропонованої моделi можуть бути розробленi
алгоритми, вбудованi в програмне забезпечення центрiв керування дронами. Зокре-
ма, модель може бути розширена для врахування динамiчних факторiв: надходження
нових замовлень у реальному часi, змiни погодних умов, непередбачуванi затримки.
Перспективним напрямом є iнтеграцiя даної моделi з моделями наземного транспор-
ту (побудова спiльних оптимiзацiйних схем для системи ”вантажiвка-дрон” [7]) та з
мультимодальними мережами доставки (коли дрони взаємодiють iз складами, кур’єра-
ми, автономними роботами тощо). Ще одним напрямом подальших дослiджень є роз-
робка спецiалiзованих методiв розв’язання: адаптацiя метаевристик пiд багатодронову
маршрутизацiю, використання методiв машинного навчання для швидкого оцiнювання
маршруту або розподiлу навантаження мiж дронами. Також важливо врахувати регу-
ляторнi обмеження (заборони польотiв над певними зонами, обмеження висоти, часовi
рамки для польотiв у мiстах) – цi вимоги можна додати до моделi у виглядi додаткових
обмежень на допустимi ребра маршрутiв чи часових змiнних.

Таким чином, результати цього дослiдження свiдчать щодо переваг та ефективностi
розширеного пiдходу до оптимiзацiї маршрутiв БПЛА. Його використання дозволить
покращити швидкiсть при доставцi логiстичних вантажiв за рахунок дронiв та забез-
печити доступнiсть доставки в межах технiчних стандартiв, враховуючи революцiю
залучення БПЛА в торгiвлю. Проте практичне використання у рядi країн [1]-[13] де-
монструє, що саме оптимiзацiя маршрутiв є ключовим фактором, що визначає успiшну
реалiзацiю. Цi iдеї та узагальненi модельнi рiшення можуть стати основою подальшого
наукового та прикладного розвитку в створеннi стiйких, швидких та безпечних систем
доставки з використанням БПЛА.
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The article considers the problem of optimizing routes for unmanned aerial vehicles (UAVs,
drones) in logistics operations and proposes an improved mathematical model of routes. This
study is a logical continuation of the authors’ previous work [1], where a review of drone route
planning methods was performed and a basic model of route optimization for a single UAV
was formulated. This article critically analyzes the previous model, identifies its limitations
(ignoring a number of logistical factors, including many drones, payload, time constraints, etc.)
and proposes improvements. The new approach takes into account typical logistical constraints:
simultaneous use of several drones, limited range (battery charge) of each drone, payload limi-
tations, and other practical requirements. A generalized mathematical model of drone group
routing is developed, which can be used to optimize the "last mile" delivery. A comparison
of the new model with the previous one is presented, and the advantages of taking additional
factors into account are shown. The application of the model is illustrated by an example and
the results of route optimization with different numbers of drones are analyzed. The results
confirm that the involvement of several UAVs and taking into account logistical constraints
can significantly increase the efficiency and speed of delivery. Conclusions are drawn regarding
the effectiveness of the proposed approach and directions for further research in the field of
improving logistics delivery models using drones are outlined.


