
Bukovinian Math. Journal. 2025, 13, 2, 96–113 Буковинський матем. журнал 2025, Т.13, №2, 96–113
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ПРО ВНУТРIШНIЙ ЧАС НА СИНХРОНIЗОВАНIЙ ОРIЄНТОВАНIЙ

МНОЖИНI∗

Орiєнтованi множини — це найпростiшi математичнi структури, якi моделюють суку-
пностi еволюцiонуючих об’єктiв. Дана робота присвячена проблемi iснування внутрiшньо-
го часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi. З iнтуїтивного погляду внутрiшнiй —
це такий час, хiд якого можна “спостерiгати i фiксувати” “живучи всерединi” орiєнто-
ваної множини. В роботi доведено, що отримана в попереднiх роботах достатня ознака
iснування i єдиностi внутрiшнього часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi не є не-
обхiдною, а також встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i показано, що ця ознака не є достатньою.

Ключовi слова i фрази: Орiєнтована множина, лiнiйно впорядкована множина, вну-
трiшнiй час, теорiя мiнливих множин.
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1 Вступ

Поняття орiєнтованої множини є базовим найелементарнiшим поняттям теорiї мiнливих
множин. З iнтуїтивної точки зору мiнливi множини це — сукупностi об’єктiв, якi, на вiдмiну
вiд елементiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в процесi постiйних транс-
формацiй, тобто — змiнювати свої властивостi, з’являтись чи зникати, розпадатись на декiлька
частин чи, навпаки, декiлька об’єктiв можуть зливатись в один. Крiм того картина еволюцiї
мiнливої множини може залежати вiд способу спостереження, тобто вiд системи вiдлiку. Основ-
ною мотивацiєю для створення теорiї мiнливих множин послужила шоста проблема Гiльберта,
тобто проблема математично строгого формулювання основ теоретичної фiзики. Ця пробле-
ма, була поставлена Д. Гiльбертом ще в 1900 р. (див. [1]), але, i на сьогоднi вона залишається
дуже актуальною [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Проблема побудови математичної теорiї мiнливих
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множин, тобто “множин” iз перелiченими вище властивостями, в рiзних формах ставилась,
зокрема, в роботах [11, 12, 13, 14]. На математично строгому рiвнi теорiя мiнливих множин
була побудована в роботах [15, 16, 17, 18] та iн. Найбiльш повний i систематичний виклад цiєї
теорiї можна знайти в препринтi [19] та дисертацiї [20].

Орiєнтованi множини можна трактувати як найпримiтивнiшi абстрактнi моделi сукупно-
стей мiнливих об’єктiв, що еволюцiонують в рамках однiєї (фiксованої) системи вiдлiку. Також
орiєнтованi множини є найпростiшими математичними структурами, в рамках яких можна
ввести поняття часу. Виявляється, що iснує нескiнченно багато способiв побудувати (визначи-
ти) час на довiльнiй орiєнтованiй множинi, але особливо цiкавим видом часу га орiєнтованих
множинах є внутрiшнiй час. З iнтуїтивної точки зору внутрiшнiй час на орiєнтованiй множинi
— це такий час, хiд якого можна “спостерiгати i фiксувати” “живучи всерединi” цiєї орiєнтова-
ної множини (математично строге означення даного поняття буде дано в наступному роздiлi
статтi). В данiй роботi обговорюються математичнi проблеми, пов’язанi з внутрiшнiм часом
на орiєнтованих множинах. Зокрема в роботi встновлено певну необхiдну ознаку iснування
внутрiшнього часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi.

2 Основнi означення i факти

Означення 1. Орiєнтованою множиною називається довiльна реляцiйна система з одним

рефлексивним бiнарним вiдношенням, тобто упорядкована пара виду M =

(
Bs(M),←

M

)
, де

←
M

— рефлексивне бiнарне вiдношення на Bs(M).
У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в позначеннi←

M
символ

M будемо опускати, вживаючи позначення “←”. Множину Bs(M) будемо називати базовою,
або множиною всiх елементарних станiв орiєнтованої множини M, а вiдношення ← будемо
називати напрямним вiдношенням змiн (трансформацiй)M.

Означення 2. Нехай, M — орiєнтована множина i T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована мно-
жина. Вiдображення ψ : T→ 2Bs(M) називається часом наM, якщо виконуються такi умови:

1) Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент t ∈ T такий, що x ∈ ψ(t).
2) Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 ̸= x2, то iснують елементи t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈

ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має мiсце часова роздiльнiсть послiдовних неоднакових
елементарних станiв).

При цьому елементи t ∈ T будемо називати моментами часу, а пару H = (T, ψ) =

((T,≤) , ψ) будемо називати хронологiзацiєюM.

Означення 3. Нехай,M — орiєнтована множина i ψ1 : T1 → 2Bs(M), ψ2 : T2 → 2Bs(M) деякi
часи для M, визначенi на лiнiйно упорядкованих множинах (T1,≤1) i (T2,≤2) вiдповiдно.
Хронологiзацiї H1 = ((T1,≤1) , ψ1) та H2 = ((T2,≤2) , ψ2) будемо називати еквiвалентними
(позначення H1 ⇑ H2), якщо iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть ξ : T1 → T2 така, що:

1) ξ є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 i T2, тобто ξ : T1 → T2 — бiєкцiя мiж T1 та T2 i
для довiльних t, τ ∈ T1 нерiвнiсть t ≤1 τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли ξ (t) ≤2 ξ (τ).

2) Для довiльного t ∈ T1 має мiсце рiвнiсть ψ1(t) = ψ2(ξ(t)).

Використовуючи означення 3, нескладно перевiрити iстиннiсть наступного твердження:

Твердження 1. Нехай,M — орiєнтована множина iW — довiльна множина, що складається
з хронологiзацiйM. Тодi бiнарне вiдношення ⇑ є вiдношенням еквiвалентностi на W.
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Означення 4. Нехай (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) — хронологiзацiя орiєнтованої множини M. Мно-
жину

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T}
будемо називати множиною одночасних станiв, породженою часом ψ.

Безпосередньо з означення 2 випливає наступне твердження.

Твердження 2. Нехай (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) — хронологiзацiя орiєнтованої множини M, а Yψ
— множина одночасних станiв, породжена часом ψ. Тодi

∪
A∈Yψ A = Bs(M).

Означення 5. Нехай M — орiєнтована множина. Довiльну сiм’ю множин Y ⊆ 2Bs(M) таку,
що

∪
A∈Y A = Bs(M) будемо називати одночаснiстю наM.

При цьому пару (M,Y) будемо називати синхронiзованою орiєнтованою множиною.

Теорема 1 ([16], див. також [19], Theorem 1.4.1 або [20], теорема 1.28). НехайM — орiєнтована
множина i Y ⊆ 2Bs(M) — одночаснiсть на M. Тодi на орiєнтованiй множинi M iснує час ψ
такий, що Y = Yψ, де Yψ — множина одночасних станiв, породжена часом ψ.

Наступна мета — дати означення внутрiшнього часу на орiєнтованiй множинi, тобто часу,
який можна фiксувати “засобами”, що знаходяться “всерединi” орiєнтованої множини.

Позначення 1. На довiльнiй орiєнтованiй множинi M введемо додатково наступне бiнарне
вiдношення. Для довiльних x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y

+←
M
x тодi i тiльки тодi,

коли y←
M
x i x ̸↚

M
y. У випадках, коли не виникає непорозумiнь замiсть позначення y

+←
M
x

будемо використовувати позначення y
+←x.

Означення 6. Нехай M — орiєнтована множина. 1) Будемо говорити, що множина B ⊆
Bs(M) монотонно послiдовна множинi A ⊆ Bs(M) в орiєнтованiй множинiM, якщо iсну-
ють такi елементи x ∈ A i y ∈ B, що y

+←
M
x. В цьому випадку будемо використовувати по-

значення позначення B←(+)
M

A. 2) Нехай Q ⊆ 2Bs(M) — деяка система пiдмножин множини

Bs(M). Будемо говорити, що множина B ∈ Q транзитивно монотонно послiдовна множи-

нi A ∈ Q вiдносно Q (використовуючи позначення B
Q

�(+)
M

A), якщо iснує така послiдовнiсть

множин C0, C1, · · · , Cn ∈ Q (n ∈ N), що C0 = A, Cn = B i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце
спiввiдношення, Ck←(+)

M
Ck−1, де 1, n = {1, . . . .n}.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в позначеннях

←(+)
M

i
Q

�(+)
M

символ M будемо опускати, вживаючи, замiсть них позначення ←(+) i
Q

�(+)

вiдповiдно.
Безпосередньо з означення 6 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 1. НехайM — орiєнтована множина, A,B ⊆ Bs(M) i Q ⊆ 2Bs(M). Тодi:

1. Якщо B←(+)A, то A,B ̸= ∅.

2. Якщо B
Q

�(+)A, то iснують x ∈ A i x′ ∈ Bs(M) такi, що x′ +←x, а також iснують y ∈ B

i y′ ∈ Bs(M) такi, що y +← y′.
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3. Якщо B
Q

�(+)A, то A,B ̸= ∅.

Крiм того, використовуючи означення 6 отримуємо наступне твердження:

Твердження 3. НехайM — орiєнтована множина.
1) Якщо A,B ⊆ Bs(M) i B←(+)A, то для довiльних A′, B′ ⊆ Bs(M) таких, що A ⊆ A′,

B ⊆ B′ справедливе спiввiдношення B′←(+)A′.
2) Нехай S,S′ ⊆ 2Bs(M) — системи пiдмножин множини Bs(M), причому S ⊑ S′ (тобто

для довiльної множини A ∈ S iснує множина A′ ∈ S′ така, що A ⊆ A′).

Тодi для довiльних A,B ∈ S i A′, B′ ∈ S′ таких, що A ⊆ A′, B ⊆ B′ з умови B
S

�(+)A

випливає, що B′
S′

�(+)A′.

Означення 7. Нехай M — орiєнтована множина, а ψ : T→ 2Bs(M) — час на M (заданий на
лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤)).

Вiдображення h : T→ 2Bs(M) будемо називати хронометричним процесом (для часу ψ),
якщо:

1) h(t) ⊆ ψ(t) для довiльного t ∈ T.

2) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i
h(t) ̸= h(τ), де h(T) = {h(λ) | λ ∈ T};

Час ψ на орiєнтованiй множинi M будемо називати внутрiшнiм, якщо для цього часу
iснує хоч один хронометричний процес.

Зауваження 1. З пункту 2) означення 7 та пункту 3 наслiдка 1 випливає, що:
Якщо вiдображення h : T → 2Bs(M) є хронометричним процесом для деякого часу i при

цьому часова шкала T мiстить хоча б два елемента, то для довiльного t ∈ T множина h(t) —
непорожня (h(t) ̸= ∅).

Iнтуїтивний змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на орiєнтованiй
множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в межах цiєї орiєнтованої множини, викори-
стовуючи хронометричний процес в якостi “годинника”, а стани хронометричного процесу в
якостi “iндикаторiв моментiв часу”.

3 Достатня ознака iснування i єдиностi внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i проблеми пов’язанi з нею

В цьому роздiлi буде наведено достатню ознаку iснування i єдиностi внутрiшнього часу
на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i сформульовано деякi проблеми, породженi нею.
Перш за все нижче вводяться деякi технiчнi поняття, необхiднi для формулювання зазначеної
достатньої ознаки.

Означення 8. НехайM — орiєнтована множина.
1) Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) будемо називати чутливою,1 якщо для довiльних x, y ∈

Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B, A ̸= B i

B
Y

�(+)A.

В бiльш раннiх роботах див., напр. [16, 20] використовувався термiн “чiтка одночаснiсть” для назви
даного поняття. В данiй роботi ми змiнили даний термiн на термiн “чутлива одночаснiсть”, оскiлки
останнiй набагато краще характеризує сутнiсть зазначеного поняття.
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2) Систему множин S ⊆ 2Bs(M) будемо називати неповторною, якщо не iснує множин

A,B ∈ S таких, що A
S

�(+)B i B
S

�(+)A. Зокрема, якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є непо-
вторною системою множин, будемо вживати термiн “неповторна одночаснiсть”.

3) Одночаснiсть Y будемо називати чутливо-неповторною, якщо вона є чутливою i не-
повторною одночасно.

Означення 9. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M будемо називати мо-
нотонно зв’язною, якщо для довiльних множин A,B ∈ Y таких, що A ̸= B має мiсце хоч

одна з умов A
Y

�(+)B або B
Y

�(+)A.

В 2012 роцi було доведено наступну достатню ознаку iснування i єдиностi такого внутрi-
шнього часу ψ на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y), який породжує одночаснiсть
Y (тобто такого внутрiшнього часу ψ, що Y = Yψ).

Теорема 2 ([16], див, також, [19], Theorem 1.4.3 або [20], теорема 1.47). НехайM— орiєнтована
множина. Для довiльної чутливо-неповторної i монотонно-зв’язної одночасностi Y наM iснує
єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй внутрiшнiй час ψ такий, що Y = Yψ.

Зауважимо, що єдинiсть з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй в теоремi 2 слiд
розумiти наступним чином:

“Якщо на лiнiйно упорядкованих множинах T1 i T2 визначенi (вiдповiдно) внутрiшнi часи
ψ1 i ψ2 такi, що Y = Yψ1 = Yψ2 , то хронологiзацiї H1 = (T1, ψ1) i H2 = (T2, ψ2) є еквiвален-
тними (тобто H1 ⇑ H2)”.

Фiлософський змiст теореми 2 полягає в тому, що ця теорема дає достатню ознаку iснува-
ння i єдиностi “власного”, “внутрiшнього” часу в деякому “абстрактному свiтi” M.

Зазначимо, що теорема 2 носить лише достатнiй характер. Це буде видно з наступного
прикладу.

Приклад 1. НехайM2̂ =M{1,2} — орiєнтована множина така, що:

(Mdef
2̂

:1) Bs
(
M2̂

)
= {1, 2} = 2̂;

(Mdef
2̂

:2) Для x, y ∈ Bs
(
M{1,2}

)
спiввiдношення y←x виконується тодi i тiльки тодi, коди

x ≤ y, де ≤ — стандартне вiдношення лiнiйного порядку на множинi натуральних чисел.

На орiєнтованiй множинiM2̂ розглянемо одночаснiсть:

Y2̂ = {{1} , {1, 2} , {2}} =
{
{1} ,Bs

(
M2̂

)
, {2}

}
. (1)

Покладемо
T2̂ := {0, 1, 2} . (2)

Тодi пара T2̂ =
(
T2̂,≤

)
є лiнiйно упорядкованою множиною вiдносно звуження стандартного

вiдношення лiнiйного порядку на множинi цiлих чисел ≤ на множину {0, 1, 2}. Легко бачити,
що вiдображення:

T2̂ ∋ t 7→ ψ2̂(t) =


{1} , t = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, t = 1

{2} , t = 2

(3)
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є часом наM2̂. Доведемо, що вiдображення:

h2̂(t) = ψ2̂(t)
(
t ∈ T2̂

)
(4)

є хронометричним процесом для часу ψ2̂.
По-перше зазначимо, що згiдно з (3) i (4) для t ∈ T2̂ маємо:

h2̂(t) = ψ2̂(t) ⊆ ψ2̂(t).

Отже, перша умова означення 7 для вiдображення h2̂ виконується.
По-друге з визначення (Mdef

2̂
:2) випливає, що для x1, x2 ∈ Bs

(
M2̂

)
= {1, 2} спiввiдно-

шення x2
+←x1 виконується тодi i тiльки тодi, коли x1 < x2, тобто тодi i тiльки тодi, коли

x1 = 1, x2 = 2. Тому, за означенням 6, для пiдмножин A,B ⊆ Bs
(
M2̂

)
має мiсце наступна

рiвносильнiсть: (
B←(+)

M2̂

A

)
⇐⇒ ((1 ∈ A)& (2 ∈ B)) , (5)

де де & — знак логiчної кон’юнкцiї, а⇐⇒ — знак логiчної рiвносильностi. Далi, для довiльних
t1, t2 ∈ T2̂ згiдно з (3) i (4) маємо:

h2̂ (ti) = ψ2̂ (ti) =


{1} , ti = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, ti = 1

{2} , ti = 2

(i ∈ {1, 2}) .

Звiдси, враховуючи рiвносильнiсть (5), бачимо, що для t1, t2 ∈ T2̂ спiввiдношення
h2̂ (t2)←(+)h2̂ (t1) виконується тодi i тiльки тодi, коли t1 = 0, t2 = 1 або t1 = 0, t2 = 2

або t1 = t2 = 1 або t1 = 1, t2 = 2. Тобто, iншими словами,

(1*) Для t1, t2 ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂ (t2)←(+)h2̂ (t1) виконується тодi i тiльки тодi, коли
t1 < t2 або t1 = t2 = 1.

З результату (1*) випливає наступний результат:

(2*) Для t, τ ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t) виконується тодi i тiльки тодi, коли t < τ

або t = τ = 1.

Справдi, нехай h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t). Тодi, за означенням 6 (пункт 2)), iснують моменти часу

t0, . . . , tn ∈ T2̂ (n ∈ N), такi, що t0 = t, tn = τ i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце спiввiдношення,
h2̂ (tk)←(+)h2̂ (tk−1). Звiдси, на основi результату (1*), випливає, що виконується хоч одна
з умов t0 = · · · = tn = 1 або t0 ≤ · · · ≤ tn i iснує k ∈ 1, n таке, що tk−1 < tk. В першому
випадку отримуємо, що t0 = tn = 1, тобто t = τ = 1, а в другому випадку отримуємо, що
t0 < tn, тобто t < τ . Навпаки, якщо t < τ або t = τ = 1, то, на основi результату (1*), маємо

h2̂ (t)←(+)h2̂ (τ), тобто, за означенням 6 (пункт 2)), отримуємо, h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t).

З встановленого вище результату (2*) i формул (4) та (3) випливає, що:

(3*) Для t, τ ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t) i h2̂(t) ̸= h2̂(τ) виконуються тодi i тiльки

тодi, коли t < τ .
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Отже, за означенням 7, h2̂ є хронометричним процесом для часу ψ2̂. Отже, час ψ2̂ є внутрiшнiм.
При цьому iз спiввiдношень (1), (3) та означення 4 випливає, що Yψ2̂

=
{
{1} ,Bs

(
M2̂

)
, {2}

}
=

Y2̂. Отже, ψ2̂ — внутрiшнiй час, що породжує одночаснiсть Y2̂.
Доведемо, що внутрiшнiй час ψ2̂, що породжує одночаснiсть Y2̂ є єдиним з точнiстю до

еквiвалентностi хронологiзацiй. Нехай ψ : T→ 2Bs(M2̂) — iнший внутрiшнiй час, що породжує
одночаснiсть Y2̂ з хронометричним процесом h, заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi

T =
(
T, ≤̃

)
. Тодi виконуються наступнi умови:

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T} = Y2̂ = {{1} , {1, 2} , {2}} ; (6)

h(t) ⊆ ψ(t) (t ∈ T); (7)

∀ t, τ ∈ T

((
t <̃ τ

)
⇐⇒

((
h(τ)

h(T)

�(+)h(t)

)
&(h(t) ̸= h(τ))

))
, (8)

де <̃ — строгий лiнiйний порядок, породжений нестрогим порядком ≤̃ (тобто для t, τ ∈ T

спiввiдношення t <̃ τ виконується тодi i тiльки тодi, коли t ≤̃ τ i t ̸= τ).
З умови (6) випливає iснування моментiв часу t0, t1, t2 ∈ T, таких, що:

ψ (t0) = {1} ; ψ (t1) = {1, 2} ; ψ (t2) = {2} . (9)

З формули (9) випливає, що множини ψ (t0) , ψ (t1) , ψ (t2) — попарно рiзнi. Отже моменти
часу t0, t1, t2 — також попарно рiзнi. Iз формули (8) випливає, що:

∀t, t̃ ∈ T
((
t ̸= t̃

)
=⇒

(
h(t) ̸= h(t̃ )

))
. (10)

Отже, множини h (t0) , h (t1) , h (t2) — також попарно рiзнi. Крiм того з зауваження 1 випли-
ває, що множини h (t0) , h (t1) , h (t2) — непорожнi. Отже iз спiввiдношеннь (7) i (9) випливає,
що

h (t0) = {1} , h (t2) = {2} . (11)

Згiдно з доведеним вище h (t0) , h (t1) , h (t2) — попарно рiзнi i непорожнi. Тому враховуючи
(7), (9), (11), маємо h (t1) ⊆ ψ (t1) = {1, 2}, h (t1) ̸= h (t0) = {1}, h (t1) ̸= h (t2) = {2},
h (t1) ̸= ∅. Останнi спiввiдношення можливi лише за умови:

h (t1) = {1, 2} . (12)

З формул (11), (12), (9), а також (3), (4) випливає рiвнiсть:

h (ti) = ψ (ti) = ψ2̂(i) = h2̂(i)
(
i ∈ 0, 2 = T2̂

)
, (13)

де 0, 2 = {0, 1, 2}. З останньої рiвностi, на основi результату (1*) випливає спiввiдношення:

h (t2)←(+)h (t1)←(+)h (t0) ,

з якого, за означенням 6 (пункт 2)), отримуємо:

h (t2)
h(T)

�(+)h (t1)
h(T)

�(+)h (t0) .

З останнього спiввiдношення, враховуючи, що, за доведеним вище, h (t0) ̸= h (t1) ̸= h (t2), на
основi умови (8), отримуємо нерiвнiсть:

t0 <̃ t1 <̃ t2. (14)
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Доведемо, що
T = {t0, t1, t2} . (15)

Оскiльки, за доведеним вище, t0, t1, t2 ∈ T, то залишилось довести, що в множинi T немає iн-
ших елементiв, крiм t0, t1, t2. Припустимо, що iснує елемент τ ∈ T такий, що τ ̸= tj

(
∀j ∈ 0, 2

)
.

Iз спiввiдношень (6) та (7) випливає, що h(τ) ⊆ {1, 2}. При цьому маємо card(T) ≥ 2 (оскiль-
ки, за доведеним вище, t0, t1, t2 ∈ T), а отже, згiдно з зауваженням 1, h(τ) ̸= ∅. Таким
чином, ∅ ̸= h(τ) ⊆ {1, 2}. Тому можливими є лише такi випадки, h(τ) = {1}, h(τ) = {2} або
h(τ) = {1, 2}, тобто, згiдно з (11), (12), h(τ) = h (t0), h(τ) = h (t1) або h(τ) = h (t2). Але в усiх
перелiчених трьох випадках приходимо до суперечностi з формулою (10).

Отримана суперечнiсть доводить, що припущення про iснування елемента τ ∈ T такого,
що τ ̸= tj

(
∀j ∈ 0, 2

)
— хибне, що обґрунтовує рiвнiсть (15).

Побудуємо вiдображення ν : T2̂ → T (нагадаємо, що згiдно з (2) i (15), T2̂ = {0, 1, 2},
T = {t0, t1, t2}). Для j ∈ T2̂ := {0, 1, 2} покладемо:

ν(j) := tj ∈ {t0, t1, t2} = T
(
j ∈ T2̂ = {0, 1, 2}

)
. (16)

З нерiвностi (14) випливає, що вiдображення ν є iн’єктивним i монотонним вiдображенням з
T2̂ в T (тобто ν(i) ̸= ν(j) при i ̸= j i ν(i) ≤̃ ν(j) при i ≤ j). Крiм того, згiдно з (16), маємо
ν
(
T2̂

)
=
{
ν(t)| t ∈ T2̂

}
= T. Отже, вiдображення ν є порядковим iзоморфiзмом мiж T2̂ i T.

При цьому для довiльного τ ∈ T2̂, згiдно з формулами (13) (див. внутрiшню частину рiвностi
(13)) та (16), маємо:

ψ2̂(τ) = ψ (tτ ) = ψ (ν(τ)) .

Отже, за означенням 3, хронологiзацiї H2̂ =
((
T2̂,≤

)
, ψ2̂

)
i H =

((
T, ≤̃

)
, ψ
)

— еквiвалентнi.
Таким чином, вище було доведено, що внутрiшнiй час ψ2̂, що породжує одночаснiсть Y2̂

на M2̂ є єдиним з точнiстю до еквiвалентностi вiдповiдних хронологiзацiй. З iншого боку
одночаснiсть Y2̂ не є неповторною в сенсi означення 8, оскiльки для множин Y1 = Y2 = {1, 2}
згiдно з формулами (1), (5) отримуємо:

Y1, Y2 ∈ Y2̂, Y2←(+)Y1, Y1←(+)Y2,

тобто, означенням 6 (пункт 2)):

Y1, Y2 ∈ Y2̂, Y2

Y2̂

�(+)Y1, Y1

Y2̂

�(+)Y2.

Таким чином, як показує приклад 1, теоерма 2 носить лише достатнiй характер i не дає
необхiдної i достатньої ознаки iснування i єдиностi внутрiшнього часу на синхронiзованiй орi-
єнтованiй множинi.

Теорема 2 попроджує, також, i наступну проблему:

Проблема 1. Нехай (M,Y) — синхронiзована орiєнтована множина. Чи завжди внутрiшнiй
час ψ, що породжує одночаснiсть Y (якщо вiн iснує) є єдиним?

Наступний приклад дає негативне розв’язання проблеми 1.

Приклад 2. Розглянемо на орiєнтованiй множинi M2̂, введенiй в прикладi 1 розглянемо
одночаснiсть:

Y∗
2̂
= {{1, 2}} =

{
Bs
(
M2̂

)}
.
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Покладемо:
T2 := {0, 1} .

Тодi пара T2 = (T2,≤) є лiнiйно упорядкованою множиною вiдносно звуження стандартного
вiдношення лiнiйного порядку на множинi цiлих чисел ≤ на множину {0, 1}. Легко бачити, що
вiдображення

ψ∗
2(t) = Bs

(
M2̂

)
= {1, 2} (t ∈ {0, 1} = T2) ; (17)

ψ∗
2̂
(t) = Bs

(
M2̂

)
= {1, 2}

(
t ∈ {0, 1, 2} = T2̂

)
(18)

є часами на орiєнтованiй множинi M2̂, що пророджують одночаснiсть Y∗
2̂
. Вiдповiднi хроно-

логiзацiї H∗
2 = ((T2,≤) , ψ∗

2) i H∗
2̂
=
((

T2̂,≤
)
, ψ∗

2̂

)
, породженi часами ψ∗

2 та ψ∗
2̂

не є еквiва-
лентними, оскiльки вiдповiднi часовi шкали T2 i T2̂ не є рiвнопотужними, а отже неможливо
встановити порядковий iзоморфiзм мiж ними.

Доведемо, що обидва часи ψ∗
2 i ψ∗

2̂
є внутрiшнiми.

1. Доведемо, що час ψ∗
2 є внутрiшнiм з хронометричним процесом:

h2(t) = {t+ 1} (t ∈ T2 = {0, 1}) . (19)

По-перше з формул (19) i (17) випливає, що:

h2(t) ⊆ {1, 2} = ψ∗
2(t) (t ∈ T2 = {0, 1}) . (20)

По-друге, з рiвносильностi (5) випливає, що для t1, t2 ∈ T2 умова h2 (t2)←(+)h2 (t1) має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли 1 ∈ h2 (t1) i 2 ∈ h2 (t2), тобто, враховуючи (19), тодi i тiльки тодi, коли
t1 = 0, t2 = 1. Звiдси, враховуючи, що T2 := {0, 1}, для t1, t2 ∈ T2 отримуємо рiвносильнiсть:

(h2 (t2)←(+)h2 (t1))⇐⇒ (t1 < t2) . (21)

Далi, якщо h2 (τ)
h2(T2)

�(+)h2 (t), де t, τ ∈ T2, то, за означенням 6 (пункт 2)), iснують момен-
ти часу t0, . . . , tn ∈ T2 (n ∈ N), такi, що t0 = t, tn = τ i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце
спiввiдношення, h2 (tk)←(+)h2 (tk−1). Звiдси, на основi рiвносильностi (21), приходимо до ви-
сновку, що t = t0 < · · · < tn = τ , тобто t < τ . Навпаки, якщо t, τ ∈ T2 i t < τ , то, на основi
рiвносильностi (21), отримуємо h2 (τ)←(+)h2 (t), звiдки, за означенням 6 (пункт 2)), маємо,

h2 (τ)
h2(T2)

�(+)h2 (t). Крiм того, оскiльки, за формулою (19), h2 (t1) ̸= h2 (t2) при t1 ̸= t2, то з не-
рiвностi t < τ випливає, що h2 (τ) ̸= h2 (t). Таким чином, для довiльних t, τ ∈ T2 справедлива
наступна рiвносильнiсть:

(t < τ)⇐⇒

(
h2 (τ)

h2(T2)

�(+)h2 (t)

)
&(h2 (τ) ̸= h2 (t)) (22)

З формули (20) i рiвносильностi (22), на основi означення 7, випливає, що h2 є хрономен-
тричним прцесом для часу ψ∗

2, тобто цей час є внутрiшнiм з хронометричним процесом h2.
Що й необхiдно було довести.

2. Доведемо, що час ψ∗
2̂

є внутрiшнiм з хронометричним процесом h2̂ : T2̂ → 2{1,2} =

2Bs(M2̂) тим самим, що i в прикладi 1, який, згiдно з формулами (3) i (4) можна подати у
виглядi:

h2̂(t) =


{1} , t = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, t = 1

{2} , t = 2

(
t ∈ T2̂

)
. (23)
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Згiдно з формулами (23) i (18), маємо:

h2̂(t) ⊆ {1, 2} = ψ∗
2̂
(t)

(
t ∈ T2̂

)
. (24)

Тому, враховуючи факт (3*), встановлений в прикладi 1, приходимо до висновку, що, за озна-
ченням 7, h2̂ є хрономентричним прцесом для часу ψ∗

2̂
, тобто цей час є внутрiшнiм з хрономе-

тричним процесом h2̂. Що й необхiдно було довести.

Таким чином, ми бачимо, що на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi
(
M2̂,Y

∗
2̂

)
внутрi-

шнiй час, що породжує одночаснiсть Y∗
2̂

не є єдиним.

Теорема 2 i приклади 1 та 2 породжують наступнi проблеми, вiдповiдь на якi на даний час
невiдома:

Проблема 2. На синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) знайти необхiдну i достатню
ознаку iснування внутрiшнього часу ψ, що породжує одночаснiсть Y.

Проблема 3. На синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) знайти необхiдну i достатню
ознаку iснування i єдиностi внутрiшнього часу ψ, що породжує одночаснiсть Y.

4 Необхiдна ознака iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй
орiєнтованiй множинi

В цьому роздiлi буде встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi, яку можна вважати певним наближенням до розв’яза-
ння проблеми 2.

Для формулювання цiєї ознаки необхiдно ввести деяке ослаблення поняття чутливої одно-
часностi.

Означення 10. Нехай M — орiєнтована множина. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) будемо нази-
вати слабко чутливою, якщо для довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують

множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A.

Зауваження 2. Безпосередньо з означень 10 та 8 (пункт 1)) випливає, такий висновок:

• Якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є чутливою, то вона є слабко чутливою.

Приклад 2 показує, що обернене твердження, взагалi кажучи, не виконується. Легко довести,
що одночаснiсть Y∗

2̂
в цьому прикладi є слабко чутливою. Проте, оскiльки одночаснiсть Y∗

2̂
складається лише з однiєї множини {1, 2} = Bs

(
M2̂

)
, то Y∗

2̂
не є чутливою (бо якщо для

x, y ∈ Bs
(
M2̂

)
таких, що y←x i x ̸= y ми маємо множини A,B ∈ Y∗

2̂
такi, що x ∈ A, y ∈ B i

B
Y∗

2̂

�(+)A, то все одно отримаємо рiвнiсть A = B).

Твердження 4. Нехай M — орiєнтована множина. Якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є слабко
чутливою i неповторною, то вона є чутливою.

Доведення. Нехай одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є слабко чутливою i неповторною. Розглянемо
довiльнi x, y ∈ Bs(M) такi, що y←x i x ̸= y. Оскiльки одночаснiсть Y — слабко чутлива, то,

за означенням 10, iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A. Оскiльки
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B
Y

�(+)A i одночаснiсть Y — неповторна, то, за означенням 8 (пункт 2)), рiвнiсть A = B

— неможлива (бо в протилежному випадку ми отримаємо B
Y

�(+)A i A
Y

�(+)B). Отже, для
довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B,

A ̸= B i B
Y

�(+)A. Тобто, за означенням 8 (пункт 1)), одночаснiсть Y є чутливою.

Нижче, в прикладi 3 буде показано, що твердження, обернене до твердження 4 — не спра-
ведливе. В цьому прикладi буде побудовано чутливу, але не неповторну одночаснiсть.

Зауважимо, що твердження 4 дає змогу дещо послабити засновок теореми 2. В результатi
отримуємо наступний дещо посилений варiант цiєї теореми:

Теорема 3. Нехай M — орiєнтована множина. Для довiльної слабко чутливої, неповторної i
монотонно-зв’язної одночасностi Y на M iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хроно-
логiзацiй внутрiшнiй час ψ такий, що Y = Yψ.

Справедлива наступна необхiдна ознака iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй
орiєнтованiй множинi:

Теорема 4. Якщо на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) iснує внутрiшнiй час ψ,
що породжує одночаснiсть Y, то одночаснiсть Y є слабко-чутливою i монотонно-зв’язною.

Доведення. Нехай (M,Y) — синхронiзована орiєнтована множина, ψ : T → 2Bs(M) — вну-
трiшнiй час на M, такий, що Yψ = Y, де T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина i
h : T→ 2Bs(M) — хронометричний процес для часу ψ.

1. Нехай x, y ∈ Bs(M) — елементарнi стани такi, що y←x i x ̸= y. Тодi, за озна-
ченням 2, iснують моммнти часу t1, t2 ∈ T такi, що x ∈ ψ (t1), y ∈ ψ (t2) i t1 < t2.
Оскiльки t1 < t2 i h — хронометричний процес, то, за означенням 7 (пункт 2)), маємо

h (t2)
h(T)

�(+)h (t1). Далi, за означенням 7 (пункт 1)), для довiльного t ∈ T маємо h (t) ⊆ ψ (t),
тому h(T) = {h (t) | t ∈ T} ⊑ {ψ (t) | t ∈ T} = Yψ = Y. Отже, за твердженням 3 (пункт 2)),

iз спiввiдношення h (t2)
h(T)

�(+)h (t1), враховуючи, що h (t1) ⊆ ψ (t1), h (t2) ⊆ ψ (t2), отри-

маємо ψ (t2)
Y

�(+)ψ (t1). Якщо покласти A := ψ (t1), B := ψ (t2), то отримаємо, A,B ∈

{ψ (t) | t ∈ T} = Yψ = Y, x ∈ ψ (t1) = A, y ∈ ψ (t2) = B i B
Y

�(+)A. Отже, для x, y ∈ Bs(M)

таких, що y←x i x ̸= y iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A. Тому, за
означенням 10, одночаснiсть Y є слабко чутливою.

2. Розглянемо довiльнi A,B ∈ Y такi, що A ̸= B. Оскiльки, за умовою, Y = Yψ, то iснують
t, τ ∈ T такi, що A = ψ (t), B = ψ (τ). Оскiльки, за умовою, A ̸= B, то з останнiх рiвностей
випливає, що t ̸= τ . Тому, оскiльки T — лiнiйно упорядкована множина, можливi лише два
випадки: t < τ або τ < t. Звiдси, оскiльки h — хронометричний процес, за означенням 7 (пункт

2)), у випадку t < τ отримуємо h(τ)
h(T)

�(+)h(t), а у випадку τ < t отримуємо h(t)
h(T)

�(+)h(τ).
Отже, виконується хоча б одна з умов

h(τ)
h(T)

�(+)h(t) або h(t)
h(T)

�(+)h(τ). (25)

Оскiльки h — хронометричний процес для часу ψ, за означенням 7 (пункт 1)), маємо:

h(t) ⊆ ψ(t) = A; h(τ) ⊆ ψ(τ) = B.
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Далi, враховуючи, що, за доведеним вище, h(T) ⊑ Y, використовуючи спiввiдношення (25)
та твердження 3 (пункт 2)), отримуємо, що для множин A i B справедливе хоча б одне iз
спiввiдношень:

A
Y

�(+)B або B
Y

�(+)A. (26)

Таким чином, ми довели, що для довiльних A,B ∈ Y таких, що A ̸= B справедливе хоча б
одне iз спiввiдношень (26). А це, за означенням 9 означає, що одночаснiсть Y є монотонно
зв’язною.

Теорему повнiстю доведено.

Наступний приклад покаже, що теорема 4 не має “зворотньої сили”. В цьому прикладi
доводиться iснування чутливої i монотонно-зв’язної одночасностi, яка не породжує жодного
внутрiшнього часу.

Приклад 3. Нехай n — натуральне число таке що n ≥ 3. Розглянемо орiєнтовану множину
M	

n̂ , що задовольняє такi умови:

(M	def
n̂ :1) Bs

(
M	

n̂

)
= {1, 2, . . . , n} = n̂;

(M	def
n̂ :2) Для x, y ∈ Bs

(
M	

n̂

)
спiввiдношення y←x виконується тодi i тiльки тодi, коли

y = x або y ≡ x+ 1 (modn).

Розглянемо довiльнi елементи x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
= {1, 2, . . . , n} такi, що y +←x. Оскiльки, за по-

значенням 1, iз останнього спiввiдношення випливає, що y←x, то, згiдно з умовою (M	def
n̂ :2),

має мiсце хоч одне iз спiввiдношень y = x або y ≡ x + 1 (modn). Але, випадку x = y, за умо-
вою (M	def

n̂ :2), отримуємо y←x i x← y. Отже в цьому випадку, за позначенням 1, умова
y

+←x виконуватись не може. Тому єдиноможливим залишається випадок y ≡ x + 1 (modn).

Таким чином для довiльних x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
справедлива наступна логiчна iмплiкацiя:(

y
+←x
)
=⇒ (y ≡ x+ 1 (modn)) . (27)

Навпаки, нехай
y ≡ x+ 1 (modn). (28)

Тодi, згiдно з умовою (M	def
n̂ :2), отримуємо y←x. Припустимо, що умова x← y також

виконується. Тодi, за умовою (M	def
n̂ :2), має мiсце хоча б один з випадкiв x = y або

x = y + 1 (modn). Але випадок x = y неможливий, оскiльки у цьому випадку, згiдно з (28),
маємо x ≡ x + 1 (modn), тобто 0 ≡ 1 (modn), що неможливо, бо n ≥ 3 (за умовою). Випадок
x = y+1 (modn) також неможливий, оскiльки у цьому випадку, враховуючи (28), отримуємо,
y ≡ x+ 1 ≡ (y + 1) + 1 ≡ y + 2 (modn), тобто 0 ≡ 2 (modn), що неможливо, бо n ≥ 3 (за умо-
вою). Таким чином, якщо y ≡ x + 1 (modn) то y←x i x ̸↚ y, тобто y +←x. Отже, враховуючи

iмплiкацiю (27) для для довiльних x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
отримуємо логiчну рiвносильнiсть:(

y
+←x
)
⇐⇒ (y ≡ x+ 1 (modn)) . (29)

На орiєнтованiй множинiM	
n̂ введемо наступну одночаснiсть:

Y	
n̂ := {{1} , {2} , . . . , {n}} . (30)
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Оскiльки одночаснiсть Y	
n̂ складається лише з одноелементних множин, то для довiльних

x ∈ Bs
(
M	

n̂

)
i A ∈ Y	

n̂ виконується рiвносильнiсть:

(x ∈ A)⇐⇒ (A = {x}) .

Тому, згiдно з означенням 6 i рiвносильнiстю (29), для довiльних множин A,B ∈ Y	
n̂ отримуємо

таку рiвносильнiсть:

(B←(+)A)⇐⇒ ∃x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

) (
(A = {x})& (B = {y})& (y ≡ x+ 1 (modn))

)
. (31)

Доведемо, що для довiльних A,B ∈ Y	
n̂ мають мiсце обидва спiввiдношення:

B
Y	
n̂

�(+)A i A
Y	
n̂

�(+)B. (32)

Для цього достатньо показати, що для довiльних A,B ∈ Y	
n̂ виконується перше iз наведених

спiввiдношень (бо друге отримується з першого перестановкою змiнних A i B). Отже, нехай,
A,B ∈ Y	

n̂ . Тодi, згiдно з (30), iснують x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
такi, що A = {x}, B = {y}. Тому, у

випадку x < y, згiдно з (31), отримаємо:

B = {y} +←{y − 1} +←· · · +←{x} = A,

де {y} , {y − 1} , . . . , {x} ∈ Y	
n̂ . Звiдси, за означенням 6, маємо, B

Y	
n̂

�(+)A. А у випадку y ≤ x,
згiдно з (31), отримаємо:

B = {y} +←{y − 1} +←· · · +←{1} +←{n} +←{n− 1} +←· · · +←{x} = A

(де < i ≤ — стандартнi вiдношення лiнiйного порядку на множинi натуральних чисел). Звiдси,

за означенням 6, знову отримаємо, B
Y	
n̂

�(+)A.
Iз спiввiдношень (32) (якi виконуються для довiльних A,B ∈ Y	

n̂ ), за означенням 9, випли-
ває, наступний висновок:

(Сonc1) Одночаснiсть Y	
n̂ є монотонно зв’язною.

Розглянемо довiльнi x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
такi, що y←x i x ̸= y. Покладемо:

A := {x} , B := {y} .

Тодi очевидно, що x ∈ A, y ∈ B i A ̸= B. Крiм того, згiдно з (32), маємо B
Y	
n̂

�(+)A. Отже, за
означенням 8 (пункт 1)), отримуємо такий висновок:

(Сonc2) Одночаснiсть Y	
n̂ є чутливою.

Доведемо, що на орiєнтованiй множини M	
n̂ не iснує внутрiшнього часу, що породжує одно-

часнiсть Y	
n̂ (тобто такого внутрiшнього часу ψ0, що Y	

n̂ = Yψ0). Справдi, припустимо, що
ψ0 : T0 → 2Bs(M	

n̂) — внутрiшнiй час на M	
n̂ такий, що Y	

n̂ = Yψ0 з хронометричним про-
цесом h0 : T0 → 2Bs(M	

n̂), де T0 = (T0,≤0) — лiнiйно упорядкована множина. З рiвностi
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Y	
n̂ = Yψ0 = {ψ0(t) | t ∈ T0}, (оскiльки всi елементи одночасностi Y	

n̂ , згiдно (30), — одноеле-
ментнi множини) випливає, що:

Для довiльного t ∈ T0 множина ψ0(t) є одноелементною. (33)

Також з рiвностi Y	
n̂ = Yψ0 = {ψ0(t) | t ∈ T0}, враховуючи рiвнiсть (30), в якiй, за умомвою,

n ≥ 3 випливає, що множина T0 мiстить бiльше двох елементiв.
Оскiльки h0 — хронометричний процес для часу ψ0, то за означенням 7, для довiльно-

го t ∈ T0 маємо h0 (t) ⊆ ψ0 (t), але з врахуванням висновку (33) i зауваження 1 з остан-
нього включення отримуємо рiвнiсть, h0 (t) = ψ0 (t) (t ∈ T0), з якої випливає, що h0 (T0) =

{h0 (t) | t ∈ T0} = {ψ0 (t) | t ∈ T0} = Yψ0 = Y	
n̂ . Тому, враховуючи (32), для довiльних t, τ ∈ T0

отримуємо:

h0 (τ) = ψ0 (τ)
h0(T0)

�(+)ψ0 (t) = h0 (t) i h0 (t)
h0(T0)

�(+)h0 (τ) .

Оскiльки h0 — хронометричний процес, то з останнiх спiввiдношень, за означенням 7 (пункт 2))
при t ̸= τ отримаємо, що одночасно справедливi обидвi нерiвностi t <0 τ i τ <0 t (де <0 —
вiдношення строгого порядку, породжене нестрогим порядком ≤0), що неможливо. Остання
суперечнiсть доводить, що внутрiшнього часу, що породжує одночаснiсть Y	

n̂ не iснує.
Таким чином, згiдно з висновками (Сonc1) i (Сonc2), одночаснiсть Y	

n̂ є чутливою i
монотонно зв’язною. Але при цьому на орiєнтованiй множиниM	

n̂ не iснує внутрiшнього часу,
що породжує одночаснiсть Y	

n̂ .

5 Висновки.

Основнi новi результати роботи можна сформулювати наступним чином:

1. Показано, що отримана в попереднiх роботах достатня ознака iснування i єдиностi вну-
трiшнього часу не є необхiдною. Наведено приклад синхронiзованої орiєнтованої множи-
ни, для якої iснує i єдиний (з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй) внутрiшнiй
породжуючий час, але при цьому вiдповiдна одночаснiсть не є неповторною.

2. Наведено приклад синхронiзованої орiєнтованої множини, для якої iснують два внутрi-
шнi часи з не еквiвалентними хронологiзацiями, що її породжують.

3. Встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй орi-
єнтованiй множинi i показано, що ця необхiдна ознака не є достатньою.
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Grushka Ya.I. On internal time on a synchronized oriented set, Bukovinian Math. Journal. 13,
2 (2025), 96–113.

Oriented sets are the simplest mathematical structures that model collecti-
ons of evolving objects. This work is devoted to the problem of the existence
of internal time on a synchronized oriented set. From an intuitive point of vi-
ew, internal time is the time whose flow can be "observed and recorded" while
"living inside" the oriented set. In the paper we prove that the sufficient conditi-
on for the existence and uniqueness of internal time on a synchronized oriented
set, obtained in previous works, is not a necessary one. Also we establish some
necessary condition for the existence of internal time on a synchronized oriented
set and show that this condition is not sufficient.


