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ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ ДРОБОВИМ

БРОУНIВСЬКИМ РУХОМ

The work is devoted to the study of sufficient conditions for the existence and uniqueness
of solutions of linear stochastic differential-functional equations with integral with fractional
Brownian motion B(H)(t), H ∈

(
1
2 , 1

)
. The work also considers an analogue of the method

of variation of constants for such equations, which is an important result in the study of
conditions for exponential stability in the mean square trivial solution of these equations.

Key words and phrases: stochastic differential equations, fractional Brownian motion,
exponential stability, method of variation of constants.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
e-mail: kushnirchuk.volodymyr@chnu.edu.ua (Кушнiрчук В.В.), i.malyk@chnu.edu.ua
(Малик I.В.)

1 Вступ

Теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь та їх властивостям присвячена велика
кiлькiсть робiт, основна увага в яких зазвичай зосереджена на якiсних характеристиках
розв’язкiв. Активного розвитку теорiя випадкових процесiв в цiлому набула на початку
ХХ столiття, а теорiя стохастичних диференцiальних рiвнянь зокрема бере початок iз
визначення стохастичного iнтегралу [5]. Як виявилося, дана теорiя має велику кiлькiсть
застосувань в рiзних прикладних областях, включаючи фiзику, хiмiю, бiологiю тощо.
Теорiя стiйкостi стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто включає ряд пiдходiв, а
саме використання функцiй Ляпунова та прямого пiдходу [2]. Слiд зауважити, що хоча
стохастичнi диференцiальнi рiвняння i розширюють область використання даних моделей
для аналiзу реальних явищ та процесiв, проте володiють рядом обмежень. Одне iз таких
обмежень пов’язано iз вiдсутнiстю пiслядiї для стохастичних диференцiальних рiвнянь
Iто. Тому, поряд iз звичайними стохастичними диференцiальними рiвняннями, розвитку
набуло дослiдження стохастичних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням [3, 6, 8–10], де
було розглянуто ряд реальних процесiв, якi описуються стохастичними диференцiальними
рiвняннями iз запiзненням. Основна увага в цих дослiдженнях звернена на умови стiйкостi
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стохастичних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Iнший пiдхiд для врахування
пiслядiї в стохастичних диференцiальних рiвняннях ґрунтується на використаннi дробового
броунiвського руху [1, 7]. Згiдно даних джерел дробовим броунiвським рухом називається
процес Гаусса iз коварiацiйною функцiєю

E
(
B(H)(t)B(H)(s)

)
=

1

2

(
t2H + s2H − |s− t|2H

)
, t, s ≥ 0,

де H ∈ (0, 1) – iндекс Херста випадкового процесу B(H)(t). При H = 1
2 дробовий броунiвський

рух є звичайним вiнерiвським процесом, B
1
2 (t) = W (t). У роботах Царькова Є.Ф. [9] та його

учнiв [6, 10] було визначено ряд необхiдних та достатнiх умов експоненцiальної стiйкостi
стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь запiзнюючого типу та нейтрального
типу для лiнiйного випадку, причому схема доведення ґрунтувалася на розглядi перетворення
Лапласа вiд розв’язку. У випадку наявностi стохастичного диференцiального рiвняння iз
iндексом Херста H ̸= 1

2 дана методика потребує вдосконалення, оскiльки виникає додатковий
доданок при використаннi iзометрiї iнтегралу Вiка–Iто–Скорохода [1, 7].

Дана робота є першим кроком у дослiдженнi умов асимптотичної стiйкостi для лiнiйних
стохастичних диференцiальних рiвнянь iз iнтегралом з дробовим вiнерiвським процесом
B(H)(t), H ∈

(
1
2 , 1

)
, тобто процесом iз довготривалою пам’яттю. У роботi доведено два

результати, один iз яких наводить достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi, а другий результат присвячено аналогу методу варiацiї сталих для стохастичних
диференцiальних рiвнянь.

2 Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi

Розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiально-функцiональне рiвняння (СДФР)
нейтрального типу

dDxt = Lxtdt+GxtdB
H(t), t ∈ [0, T ] (1)

з початковою умовою
xt = φ. (2)

У рiвняннi (1) та (2) xt визначає вiдрiзок траєкторiї випадкового процесу x : [0, ∞)×Ω →
R1, тобто

xt := {x(s), s ∈ [t− h, t]} .

Лiнiйнi функцiонали D, L, G визначенi на просторi обмежених неперервних функцiй
C ([−h, 0]) наступними спiввiдношеннями

Dφ = φ(0)−
∫ 0

−h
φ(s)drD(s),

Lφ = lφ(0) +

∫ 0

−h
φ(s)drL(s),

Gφ = gφ(0) +

∫ 0

−h
φ(s)drG(s),

де функцiї rD, rL, rG : [−h, 0] → R1 – вимiрнi функцiї скiнченної варiацiї неперервнi в точцi
0, причому
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V 0
−hrD ≤ KD < 1. (3)

Поряд iз лiнiйним СДФР (1) розглянемо звичайне диференцiально-функцiональне
рiвняння нейтрального типу

dDyt = Lytdt. (4)

Lemma 1. Має мiсце представлення

x(t) = y(t) +

∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s), t ∈ [0, T ] (5)

де y(t) – розв’язок задачi Кошi (4), (2), X(t) – розв’язок диференцiально-функцiонального
рiвняння (4) з початковою умовою

X(t) =

{
1, t = 0,

0, t ∈ [−h, 0).

Proof. Перевiримо вiрнiсть початкової умови (2) та той факт, що випадковий процес (5)
задовольняє стохастичне диференцiальне рiвняння (1). Початкова умова виконується,
оскiльки

x(t) = y(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0].

Перевiримо тепер той факт, що випадковий процес x(t) (5) задовольняє СДФР (1). Для
цього подiємо функцiоналом D на обидвi частини рiвняння (5):

Dxt = Dyt +D

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
.

Взявши диференцiал вiд обох частин, отримаємо

dDxt = dDyt + dD

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
=

= Lytdt+ dD

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
Враховуючи лiнiйнiсть функцiонала D та обмеженiсть функцiї X(t), отримаємо

dD

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
= X(t− t)GxtdB

H(t) +

(∫ t

0
dDX(t− s)GxsdB

H(s)

)
=

= GxtdB
H(t) +

(∫ t

0
LX(t− s)GxsdB

H(s)

)
dt =

= GxtdB
H(t) + L

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
dt.

Таким чином,

dDxt = Lytdt+GxtdB
H(t) + L

(∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
dt =
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= L

(
y(t) +

∫ t

0
X(t− s)GxsdB

H(s)

)
dt+GxtdB

H(t) =

= Lxtdt+GxtdB
H(t),

що i доводить твердження Леми 1.

Слiд вiдмiтити, що представлення (5) може бути використане для моделювання
траєкторiй випадкового процесу x(t), крiм того, дане представлення дає бiльш чiтке
розумiння того, що функцiя y(t) є середнiм значенням випадкового процесу x(t), тобто

y(t) = Ex(t).

Надалi в дослiдженнi стiйкостi розв’язку СДФР (1) ми будемо користуватися
еквiвалентнiстю стiйкостi для розв’язку x(t) та перетвореного розв’язку

γx(t) = Gxt

у разi, коли G є ненульовим функцiоналом, тобто rG(t) ̸≡ 0. В цьому випадку асимптотична
поведiнка x(t) та γx(t) повнiстю спiвпадають. Для подальшого дослiдження зауважимо, що
має мiсце спiввiдношення

Gxt = Gyt +

∫ t

0
GX(t− s)GxsdB

H(s),

або в термiнах позначень

γx(t) = γy(t) +

∫ t

0
γX(t− s)γx(s)dB

H(s). (6)

Розглянемо питання iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi (1), (2) за умови
H ∈

(
1
2 , 1

)
, що вiдповiдає наявностi довгострокової пам’ятi. Зауважимо, що достатнi умови

iснування та єдиностi будуть зводитися до умов на коефiцiєнти лiнiйного функцiоналу Dφ,
а саме має мiсце теорема.

Theorem 1. Нехай функцiя rD задовольняє умову (3), мають мiсце оцiнки

V 0
−hrL = KL < ∞, V 0

−hrG = KG < ∞

та початкова умова φ ∈ L2 ([−h, 0]).
Тодi задача Кошi (1), (2) має єдиний розв’язок на скiнченному iнтервалi [0, T ], T < ∞ з

точнiстю до стохастичної еквiвалентностi, тобто для двох довiльних розв’язкiв x(t) та x̃(t)

задачi (1), (2) та довiльного t ∈ [0, T ] має мiсце спiввiдношення

E |x(t)− x̃(t)|2 = 0. (7)

Proof. Доведемо спочатку iснування розв’язку, використовуючи наближення розв’язку задачi
Кошi (1), (2) за допомогою наближень Пiкара. Припустимо, що наближення будуються за
наступним принципом

x(0)(t) =

{
φ(t), t ∈ [−h, 0],

φ(0), t ∈ (0, T ]
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та наступнi наближення

x(n+1)(t)−D0x
(n)
t = φ(0) +

∫ t

0
Lx(n)s ds+

∫ t

0
Gx(n)s dB(H)(s),

де лiнiйний функцiонал D0φ визначається за таким правилом

D0φ =

∫ 0

−h
φ(s)drD(s).

Зауважимо, що згiдно нашого припущення норма оператора D0 менша 1.
Використовуючи означення iнтегралу з дробовим броунiвським рухом, отримаємо

E
(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
− E

(
D0x

(n)
t −D0x

(n−1)
t

)2
≤ 2

(∫ t

0

(
Lx(n)s − Lx(n−1)

s

)
ds

)2

+

+2

(∫ t

0

(
Gx(n)s −Gx(n−1)

s

)
dB(H)(s)

)2

.

Знаходячи sup вiд правої та лiвої частини, отримаємо наступну нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

E
(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
≤

≤ sup
t∈[0,T ]

E
(
D0x

(n)
t −D0x

(n−1)
t

)2
+ 2 sup

t∈[0,T ]
E

(∫ t

0

(
Lx(n)s − Lx(n−1)

s

)
ds

)2

+ (8)

+ 2 sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0

(
Gx(n)s −Gx(n−1)

s

)
dB(H)(s)

)2

Для першого доданку скористаємося нерiвнiстю для функцiонала D0:

sup
t∈[0,T ]

E
(
D0x

(n)
t −D0x

(n−1)
t

)2
≤ KD sup

t∈[0,T ]
E
(
x(n)(t)− x(n−1)(t)

)2
.

Для другого доданку скористаємося нерiвнiстю Кошi – Буняковського, тобто

sup
t∈[0,T ]

E

(∫ t

0

(
Lx(n)s − Lx(n−1)

s

)
ds

)2

≤ T sup
t∈[0,T ]

∫ t

0
E
(
Lx(n)s − Lx(n−1)

s

)2
ds ≤

≤ T 2KL

∫ T

0
sup
t∈[0,t]

E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
dt.

Для третього доданку нерiвностi (8) скористаємося властивостями дробового
броунiвського руху, а саме зазначимо, що для довiльного H ∈

(
1
2 , 1

)
:∫ T

0
z(t)dB(H)(t) =

∫ T

0
(K∗

Hu) [t]dW (t),

де iнтеграл в правiй частинi слiд розумiти як iнтеграл Iто, а (K∗
Hu) [t] визначається наступним

чином

(K∗
Hφ) [t] = cHΓ

(
H − 1

2

)
t
1
2
−H

(
I
H− 1

2
T− uH− 1

2φ(u)

)
(t),
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де в свою чергу константа cH визначена таким спiввiдношенням

cH =

√ (
2H + 1

2

)
Γ
(
1
2 −H

)
Γ
(
1
2 +H

)
Γ(2− 2H)

,

а (Iαt−f)(s) визначає дробову похiдну

(
I−α
t− f

)
(s) =

1

Γ(1− α)

d

ds

∫ t

s
f(z)(z − s)−αdz.

Використовуючи данi факти та властивостi дробової похiдної, приходимо до висновку,
що третiй доданок правої частини нерiвностi (8) буде задовольняти наступну нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0

(
Gx(n)s −Gx(n−1)

s

)
dB(H)(s)

)2

≤

≤ KG,H

(
T + T 2

) ∫ T

0
sup

t∈[0,T ]
E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
ds.

Слiд зауважити, що аналогiчна нерiвнiсть отримується з використанням iзометрiї
iнтегралу Вiка – Iто – Скорохода [1, 7].

Враховуючи отриманi нерiвностi, має мiсце наступна нерiвнiсть

(1−KD) sup
t∈[0,T ]

E
(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
≤

≤ 2T 2KL

∫ T

0
sup
s∈[0,t]

E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
dt +

+ 2KG,H(T + T 2)

∫ T

0
sup
s∈[0,t]

E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
dt ≤

≤ L(T + T 2)

∫ T

0
sup

s∈[0,T ]
E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
ds,

(9)

де L = 2 (KL +KG,H). Використовуючи нерiвнiсть (9), отримаємо оцiнку для
supt∈[0,T ]E

(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
sup

t∈[0,T ]
E
(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
≤ L

1−KD

(
T + T 2

) ∫ T

0
sup
t∈[0,t]

E
(
x(n)(s)− x(n−1)(s)

)2
dt,

або iтерацiйно продовжуючи дану нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

E
(
x(n+1)(t)− x(n)(t)

)2
≤

(
L

1−KD

)n Pol(T, n+ 1)

n!
,

де Pol(T, n+1) – полiном степеня n+1 вiд T з обмеженими деякою константою коефiцiєнтами.
Таким чином можна стверджувати, що ряд x(0) + x(1) + x(2) + . . . є збiжним до деякого
випадкового процесу в середньому квадратичному, тобто iснує границя

x(t) = l.i.m.n→∞ x(n)(t), t ∈ [0, T ],

крiм того випадковий процес x(t) задовольняє задачу Кошi (1), (2).
Розглянемо тепер єдинiсть розв’язку в термiнах стохастичної еквiвалентностi (7).

Доведення проведемо вiд супротивного, припустивши що iснують два розв’язки задачi
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Кошi (1), (2) та позначимо їх через x(t) та x̃(t). Використовуючи аналог нерiвностi (9),
одержимо, що функцiя

u(t) = sup
t∈[0,t]

E (x(t)− x̃(t))2

задовольняє нерiвнiсть

u(t) ≤ L

1−KD

(
T + T 2

) ∫ t

0
u(s)ds.

Використовуючи лему Гронуолла – Белмана, отримаємо що u(t) ≡ 0, тобто два розв’язки
є стохастично еквiвалентними, що i потрiбно було показати.

Теорема 1 доведена.

3 Чисельне моделювання

У цьому роздiлi дослiджено поведiнку розв’язку стохастичного диференцiального
рiвняння з фiксованим запiзненням, у якому випадкове збурення моделюється дробовим
броунiвським рухом:

dx(t) = (−a x(t)− b x(t− r)) dt+ σ x(t) dBH(t), x(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0],

де r > 0 — затримка, φ(t) ≡ 1, BH(t) — дробовий броунiвський рух з параметром Херста
H ∈ (12 , 1). Чисельне моделювання проведено методом Ейлера з дискретизацiєю 2000 крокiв
на вiдрiзку [0, 10] та методом Монте-Карло (10 реалiзацiй).

У першiй серiї експериментiв параметри a та b пiдiбрано згiдно з аналiтичною областю
стiйкостi, наведеною у [4], стор. 108:

a = −b cos(ζ̂r), b sin(ζ̂r) = ζ̂, 0 < ζ̂ <
π

r
.

При ζ̂ = 2.0 та r = 0.5 отримаємо: a ≈ −1.0806, b = 2.0. Побудовано сiтку графiкiв для
трьох значень H ∈ {0.5; 0.7; 0.95} та двох значень iнтенсивностi шуму σ ∈ {0.6; 0.3}.
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Figure 1: Стохастичнi траєкторiї при a = −1.0806, b = 2.0 (область стiйкостi з [4]).

У другiй серiї експериментiв параметри a та b свiдомо пiдiбрано поза межами класичної
областi стiйкостi: a = 0.2, b = 2.0. Побудовано аналогiчну сiтку графiкiв для тих самих
значень H та σ.
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Figure 2: Стохастичнi траєкторiї при a = 0.2, b = 2.0 (поза областю стiйкостi).

Результати чисельного експерименту демонструють очiкувану поведiнку у випадку
параметрiв a = −1.0806, b = 2.0, якi вiдповiдають областi стiйкостi iз [4]. При таких
значеннях параметрiв стохастичнi траєкторiї залишаються обмеженими та згладженими —
особливо при малих значеннях σ та великих значеннях H.

У другiй серiї експериментiв параметри a = 0.2, b = 2.0 виходять за межi цiєї
областi. Парадоксально, але при таких номiнально нестiйких коефiцiєнтах система все
одно демонструє стабiлiзацiю траєкторiй у випадках, коли H є великим (довготривала
пам’ять), а iнтенсивнiсть збурення σ — малою. Виникає вiзуальний ефект “стiйкостi”,
хоча аналiтично така поведiнка не гарантується. Це пояснюється тим, що при великому
значеннi параметра Херста флуктуацiї стають менш рiзкими, а низький рiвень шуму зменшує
загальний вплив збурень.

Цi результати наголошують на тому, що оцiнювати стiйкiсть лише за формою траєкторiй
може бути хибним. Важливо спиратися на математичний аналiз та розглядати взаємодiю
всiх параметрiв системи: a, b, H, σ. У цьому контекстi параметр Херста H вiдiграє роль
iндикатора пам’ятi процесу, здатного як стабiлiзувати, так i розбалансувати поведiнку
системи.
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4 Висновки

У роботi отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку лiнiйних стохастичних
диференцiально-функцiональних рiвнянь з дробовим броунiвським рухом. Також
запропоновано аналог методу варiацiї сталих, який може бути використаний для дослiдження
умов експоненцiальної стiйкостi в середньому квадратичному тривiального розв’язку.

Чисельне моделювання проведено для стохастичного рiвняння з фiксованим запiзненням
при рiзних значеннях параметрiв Херста H, iнтенсивностi шуму σ та коефiцiєнтiв a, b. У
першiй серiї експериментiв використано параметри a та b, якi належать до областi стiйкостi,
описаної у [4]. У цьому випадку стохастичнi траєкторiї демонструють стiйку поведiнку,
особливо при зменшеннi σ або збiльшеннi H.

У другiй серiї параметри a та b були навмисно вибранi поза межами аналiтичної областi
стiйкостi. Парадоксально, але при таких нестiйких значеннях коефiцiєнтiв система в окремих
випадках демонструє вiзуально стабiльну поведiнку. Це спостерiгається, зокрема, при
високих значеннях H (якi вiдповiдають сильнiй довготривалiй пам’ятi) та малих значеннях σ.
Така стабiлiзацiя пояснюється тим, що дробовий броунiвський шум iз великим параметром
Херста сприяє згладженню траєкторiй. Це пiдкреслює, що стiйкiсть слiд оцiнювати не лише
за формою траєкторiй, а на основi математичних критерiїв.

Отриманi результати показують важливiсть аналiзу взаємодiї мiж параметрами a, b, H та
σ при вивченнi поведiнки розв’язкiв. У перспективi планується розширити дослiдження на
нелiнiйнi рiвняння з запiзненням, а також вдосконалити чисельнi методи для моделювання
у випадку дробового шуму. У майбiтнiх роботах в цьому напрямку планується розглянути
достатнi умови стiйкостi задачi Кошi (1), (2) за аналогом вiдповiдних критерiїв для випадку
H = 1

2 [6, 10].
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Робота присвячена дослiдженню достатнiх умов iснування та єдиностi розв’язку
лiнiйних стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь iз iнтегралом з дробо-
вим броунiвським рухом B(H)(t), H ∈

(
1
2 , 1

)
. Також у роботi розглянуто аналог методу

варiацiї сталих для даних рiвнянь, що є важливим результатом при дослiдженнi умов
експоненцiальної стiйкостi в середньому квадратичному тривiального розв’язку даних
рiвнянь.
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