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МЕТОД ПРЯМИХ ТА IНФОРМАЦIЙНI ОПЕРАТОРИ О.М. ЛИТВИНА У

ЧИСЕЛЬНОМУ АНАЛIЗI НЕСТАЦIОНАРНИХ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧНОЇ

ФIЗИКИ

Статтю присвячено розвитку чисельних методiв розв’язування нестацiонарних задач
математичної фiзики. Метою дослiдження є розробка та аналiз алгоритму розв’язання
початково-крайових задач математичної фiзики методом прямих (у повздовжньому та
поперечному варiантi) iз подальшим вiдновленням наближеного розв’язку за допомогою
операторiв iнтерлiнацiї. У роботi розглянуто першу початково-крайову задачу для
одновимiрного неоднорiдного рiвняння теплопровiдностi. Для побудови наближеного
розв’язку цiєї задачi спочатку застосовано метод прямих (у повздовжньому чи
поперечному варiантах), за допомогою якого здiйснюється часткова дискретизацiя
задачi за однiєю iз змiнних. Вiдповiдно до цього вихiдна початково-крайова задача
зводиться або до задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь, або
до послiдовностi крайових задач для звичайного диференцiального рiвняння. Пiсля
отримання значень наближеного розв’язку на системi прямих наближений розв’язок
вихiдної задачi вiдновлюється за допомогою операторiв iнтерлiнацiї. Таким чином,
головною особливiстю та науковою новизною запропонованого пiдходу є iнтеграцiя
в обчислювальну схему методу прямих операторiв полiномiальної iнтерлiнацiї у
формi Лагранжа, що дозволяє подолати дискретний характер класичного методу
прямих. Ефективнiсть запропонованого пiдходу продемонстровано на тестовiй задачi
та порiвняннi з точним розв’язком, отриманим методом Фур’є. Перспективи подiльших
дослiджень пов’язанi iз переходом до розв’язування багатовимiрних нестацiонарних задач
математичної фiзики iз використанням конструктивного апарату теорiї R-функцiй.
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крайова задача, початково-крайова задача, повздовжнiй метод прямих, поперечний метод
прямих.

Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки, м. Харкiв, Україна
e-mail: oleksii.slavik@nure.ua (Славiк О.В.), svetlana.chumachenko@nure.ua (Чумаченко
С.В.)

Вступ

Математична фiзика традицiйно є концептуальним
мiстком мiж абстрактними математичними теорiями та фундаментальними законами природи.
Опис таких складних явищ, як гiдродинамiчнi потоки, поширення електромагнiтних хвиль

УДК 519.633:519.651
2010 Mathematics Subject Classification: 65M20, 41A05, 41A63.

© Славiк О.В., Чумаченко С.В., 2026

https://doi.org/https://doi.org/10.31861/bmj2026.01.15


Метод прямих та iнформацiйнi оператори О.М. Литвина 167

у неоднорiдних середовищах, процеси тепломасопереносу чи еволюцiя механiчних систем,
зводиться до формулювання початково-крайових задач для диференцiальних рiвнянь iз
частинними похiдними. Проте суттєва нелiнiйнiсть операторiв, багатомасштабна геометрiя
розрахункових областей та сильна неоднорiднiсть фiзичних характеристик у переважнiй
бiльшостi випадкiв унеможливлюють пошук точного аналiтичного розв’язку [1].

Серед усього рiзноманiття обчислювальних пiдходiв особливе мiсце займає метод прямих.
Стосовно одновимiрних нестацiонарних задач суть методу прямих полягає в частковiй
дискретизацiї за однiєю iз змiнних, тодi як iнша змiнна залишається неперервною. Це
дозволяє звести вихiдну задачу для диференцiального рiвняння iз частинними похiдними до
задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь або до послiдовностi крайових
задач для звичайного диференцiального рiвняння, для розв’язання яких розроблено багато
методiв. Сучаснi роботи показують, що метод прямих демонструє високу ефективнiсть
при моделюваннi динамiчних систем та хвиль, оскiльки дозволяє гнучко вiдокремлювати
просторову апроксимацiю вiд iнтегрування за часом [6, 7].

Проте класичний метод прямих дає наближений розв’язок лише на певнiй множинi лiнiй
(сiтцi лiнiй) у просторi. Для практичного використання, вiзуалiзацiї полiв або подальшого
аналiзу (наприклад, обчислення градiєнтiв чи iнтегральних характеристик) виникає потреба
вiдновлення функцiї в усiй розрахунковiй областi. Традицiйнi пiдходи на основi кусково-
лiнiйної або полiномiальної iнтерполяцiї мiж лiнiями часто призводять до втрати гладкостi
або спотворення диференцiальних властивостей розв’язку на межi.

Ефективним математичним iнструментом для подолання цього обмеження є оператори
iнтерлiнацiї функцiй, концептуальнi основи яких закладенi в роботах української математичної
школи, засновником якої є професор О.М. Литвин [3, 4, 8]. Iнтерлiнацiя дозволяє будувати
наближенi розв’язки (операторнi полiноми), якi точно спiвпадають iз вiдомими значеннями та
їхнiми похiдними на заданiй системi прямих або кривих лiнiй.

Поєднання методу прямих як редукцiйного обчислювального алгоритму та операторiв
iнтерлiнацiї як високоточного iнструменту апостерiорного опрацювання, вiдкриває новi
можливостi для створення швидких та економiчних чисельних схем, особливо для задач iз
неоднорiдними крайовими умовами складної структури.

Метою цiєї статтi є розробка та аналiз алгоритму розв’язання початково-крайових задач
математичної фiзики методом прямих iз подальшим вiдновленням наближеного розв’язку за
допомогою операторiв iнтерлiнацiї.

1 Метод прямих розв’язання задач математичної фiзики

Для нестацiонарних задач математичної фiзики iснує двi варiацiї методу прямих:
поперечнiй та повздовжнiй. Вiдмiннiсть мiж поперечним та повздовжнiм методом прямих
полягає в тому, який саме диференцiальний оператор буде апроксимовано.

Розглянемо першу початково-крайову задачу для одновимiрного неоднорiдного рiвняння
теплопровiдностi:

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), x ∈ (0, l), 0 < t ≤ T, (1)

u|t=0 = φ(x), x ∈ [0, l],

u|x=0 = µ1(t), u|x=l = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T.

Вважаємо, що f(x, t) – неперервна при x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], φ(x) – неперервна при x ∈ [0, l],
µ1(t), µ2(t) – неперервнi при t ∈ [0, T ], а також що крайовi та початкова умови узгодженi:
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µ1(0) = φ(0), µ2(0) = φ(l).

У повздовжньому варiантi методу прямих у рiвняннi (1) апроксимується вiдношенням
скiнченних рiзниць диференцiальний оператор

∂2u

∂x2
.

На вiдрiзку x ∈ [0, l] введемо рiвномiрну сiтку з кроком h, яка складається з точок:

xj = jh, j = 0, N, Nh = l.

Позначивши через

uj(t) = u(xj , t), fj(t) = f(xj , t), j = 0, N,

рiвняння (1) замiнюється на кожнiй прямiй x = xj , j = 1, N − 1, вiдповiдним рiвнянням

duj(t)

dt
= a2

uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
+ fj(t).

Використовуючи крайовi умови задачi отримуються значення розв’язку на прямих x0 = 0
та xN = l:

u0(t) = µ1(t), uN (t) = µ2(t).

Таким чином, для знаходження значень розв’язку на прямих x = xj , j = 1, N − 1,
необхiдно розв’язати систему звичайних диференцiальних рiвнянь:

du1(t)

dt
= a2

µ1(t)− 2u1(t) + u2(t)

h2
+ f1(t),

du2(t)

dt
= a2

u1(t)− 2u2(t) + u3(t)

h2
+ f2(t),

. . .

duN−2(t)

dt
= a2

uN−3(t)− 2uN−2(t) + uN−1(t)

h2
+ fN−2(t),

duN−1(t)

dt
= a2

uN−2(t)− 2uN−1(t) + µ2(t)

h2
+ fN−1(t),

iз умовами при t = 0, що отримуються iз початкової умови задачi:

uj(0) = φ(xj), j = 1, N − 1.

У поперечному варiантi методу прямих у рiвняннi (1) апроксимується вiдношенням
скiнченних рiзниць диференцiальний оператор

∂u

∂t
.

На вiдрiзку t ∈ [0, T ] введемо рiвномiрну сiтку з кроком τ , що складається з точок:

tk = kτ, k = 0,M, Mτ = T.

Позначивши через

uk(x) = u(x, tk), fk(x) = f(x, tk), k = 0,M,
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рiвняння (1) замiнюється на кожнiй прямiй t = tk, k = 1,M , вiдповiдним рiвнянням

uk(x)− uk−1(x)

τ
= a2

d2uk(x)

dx2
+ fk(x).

Використовуючи початковi умови задачi отримується розв’язок на прямiй t0 = 0:

u0(x) = φ(x).

Таким чином, для знаходження розв’язкiв на прямих t = tk, k = 1,M , необхiдно розв’язати
послiдовнiсть перших крайових задач для звичайного диференцiального рiвняння другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами:

−d2uk(x)

dx2
+

1

a2τ
uk(x) =

1

a2τ
uk−1(x) +

1

a2
fk(x),

iз умовами при x = 0 та x = l, що отримуються iз крайових умов задачi:

uk(0) = µ1(tk), uk(l) = µ2(tk), k = 1,M.

Аналогiчно можна побудувати повздовжнi та поперечнi варiанти методу прямих i для
iнших типiв нестацiонарних задач математичної фiзики.

Отже, метод прямих дозволяє отримати наближення до розв’язку, що визначенi на деякiй
системi прямих, яка паралельна вiдповiднiй осi координат.

2 Iнтерлiнацiя функцiй двох змiнних

Нехай u(x, t) – функцiя двох змiнних, що задана у деякiй прямокутнiй замкненiй областi
Ω = [0, l]× [0, T ], у якiй задано двi системи взаємно перпендикулярних прямих, що паралельнi
осям координат:

Γx,j : x = xj , xj = jh, j = 0, N, Nh = l, (2)

Γt,k : t = tk, tk = kτ, k = 0,M, Mτ = T. (3)

Означення 1. Слiдом функцiї u(x, t) на лiнiї Γ, яка може бути представлена у виглядi (2) або
(3), називається функцiя однiєї змiнної u(t)|Γ або u(x)|Γ, яка в кожнiй точцi лiнiї Γ набуває
таких же значень, як i функцiя u(x, t).

Оператор iнтерлiнацiї у формi Лагранжа для наближення функцiї u(x, t) за вiдомими її
слiдами на N прямих (2) має вигляд [8]:

Oxu(x, t) =
N∑
j=0

u(t)|Γx,j

N∏
k=0, k ̸=j

x− xk
xj − xk

. (4)

Оператор (4) є математичною моделлю поверхнi, яка на кожнiй прямiй (2) точно вiдновлює
функцiю u(x, t) та наближено мiж ними.

Оператор iнтерлiнацiї у формi Лагранжа для наближення функцiї u(x, t) за вiдомими її
слiдами на M прямих (3) має вигляд [8]:

Otu(x, t) =

M∑
k=0

u(x)|Γt,k

M∏
j=0, j ̸=k

t− tj
tk − tj

(5)



170 Славiк О.В., Чумаченко С.В.

Оператор (5) є математичною моделлю поверхнi, яка на кожнiй прямiй (3) точно вiдновлює
функцiю u(x, t) та наближено мiж ними.

У контекстi теорiї нових iнформацiйних операторiв О.М. Литвина розв’язки, отриманi
методом прямих є слiдами функцiї на цих прямих. Отже, для побудови наближеного розв’язку
у всiй замкненiй областi Ω = [0, l]× [0, T ] можна скористатися операторами iнтерлiнацiї.

Оператор iнтерлiнацiї для побудови наближеного розв’язку у всiй замкненiй областi Ω =
[0, l]×[0, T ] на основi розв’язкiв повздовжнього варiанту методу прямих на N лiнiях (2) матиме
вигляд:

Oxu(x, t) =
N∑
j=0

uj(t)
N∏

k=0, k ̸=j

x− xk
xj − xk

. (6)

Оператор iнтерлiнацiї для побудови наближеного розв’язку у всiй замкненiй областi Ω =
[0, l]× [0, T ] на основi розв’язкiв поперечного варiанту методу прямих на M лiнiях (3) матиме
вигляд:

Otu(x, t) =
M∑
k=0

uk(x)
M∏

j=0, j ̸=k

t− tj
tk − tj

. (7)

3 Обчислювальний експеримент

Для проведення обчислювального експерименту розглянемо наступну початково-крайову
задачу параболiчного типу:

∂u

∂t
=

1

36π2

∂2u

∂x2
− 2 sin(t) sin(3πx), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1],

u|t=0 = 3 sin(2πx) + 4− 5x, x ∈ [0, 1],

u|x=0 = 4, u|x=1 = −1, t ∈ [0, 1].

За допомогою методу Фур’є [5] можна отримати точний розв’язок цiєї задачi у виглядi:

u(x, t) = 4− 5x+ 3e−
1
9
t sin(2πx)− 8

17

(
4e−

1
4
t − 4 cos(t) + sin(t)

)
sin(3πx)

Поверхню точного розв’язку наведено на рисунку 1.
Введемо до розгляду систему рiвновiддалених прямих:

x = 0.2j, j = 0, 5.

Застосувавши повздовжнiй варiант методу прямих, отримуємо значення наближеного
розв’язку задачi на цiй системi. На рисунку 2 наведено значення наближеного розв’язку задачi
на кожнiй прямiй та вiдповiднi лiнiї похибок наближення на кожнiй прямiй.

Максимальне значення похибки наближення, отриманого повздовжнiм методом прямих,
становить 0.23.

Аналiтичнi вирази для значень наближеного розв’язку задачi, отриманого повздовжнiм
методом прямих, використаємо для побудови наближеного розв’язку задачi у всiй областi
Ω = [0, 1]× [0, 1] за допомогою оператора iнтерлiнацiї (6). На рисунку 3 наведено наближений
розв’язок задачi, побудований на основi повздовжнього методу прямих iз використанням
операторiв iнтерлiнацiї, та графiк похибки наближення на всiй областi.

Максимальне значення похибки наближення становить 0.31, що є величиною одного
порядку з кроком сiтки за змiнною x.
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Рисунок 1: Поверхня точного розв’язку

(а) (б)

Рисунок 2: Значення наближеного розв’язку задачi на лiнiях (а) та похибки наближення
на цих лiнiях (б), отриманi повздовжнiм методом прямих

Подальшi обчислювальнi експерименти для дрiбнiших крокiв показали зменшення похибки
наближеного розв’язку.

Введемо тепер до розгляду iншу систему рiвновiддалених прямих:

t = 0.2k, k = 0, 5.

Застосувавши поперечний варiант методу прямих, отримуємо значення наближеного
розв’язку задачi. На рисунку 4 наведено наближенi розв’язки задачi на кожнiй прямiй та
похибки наближення на кожнiй прямiй.

Аналiтичнi вирази для значень наближеного розв’язку задачi, отриманого поперечним
методом прямих, використаємо для побудови наближеного розв’язку задачi у всiй областi
Ω = [0, 1]× [0, 1] за допомогою оператора iнтерлiнацiї (7). На рисунку 5 наведено наближений
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(а) (б)

Рисунок 3: Наближений розв’язок задачi (а) та похибка наближення (б), отриманi
повздовжнiм методом прямих iз використанням операторiв iнтерлiнацiї

(а) (б)

Рисунок 4: Значення наближеного розв’язку задачi на лiнiях (а) та похибки наближення
на цих лiнiях (б), отриманi поперечним методом прямих

розв’язок задачi, побудований на основi поперечного методу прямих iз використанням
операторiв iнтерлiнацiї, та графiк похибки наближення на всiй областi.

Максимальне значення похибки наближення становить 0.34, що теж є величиною одного
порядку з кроком за змiнною t.

Висновки

У роботi запропоновано новий пiдхiд до побудови наближених розв’язкiв крайових задач
для рiвнянь у частинних похiдних, який базується на сумiсному застосуваннi методу прямих
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(а) (б)

Рисунок 5: Наближений розв’язок задачi (а) та похибка наближення (б), отриманi
поперечним методом прямих iз використанням операторiв iнтерлiнацiї

(у повздовжньому та поперечному варiантах) та апарату теорiї iнтерлiнацiї функцiй.
Головна наукова новизна та практична цiннiсть пiдходу полягає в подоланнi дискретного

характеру класичного методу прямих. Як вiдомо, традицiйний метод прямих дозволяє знайти
розв’язки лише безпосередньо на системi прямих (поздовжнiх або поперечних), залишаючи
поведiнку шуканої функцiї мiж ними невизначеною. Iнтеграцiя операторiв iнтерлiнацiї у
розрахункову схему дозволила використати знайденi на прямих значення наближеного
розв’язку як опорнi данi для iнтерлiнацiї, що забезпечує аналiтичне вiдновлення та побудову
гладкого наближеного розв’язку в усiй областi визначення задачi.

Попри те, що представлений у роботi чисельний експеримент мав вiдносно простий
(базовий) характер, його ключовою метою була не демонстрацiя граничних можливостей
алгоритму на надскладних геометрiях, а наочна верифiкацiя та iлюстрацiя самого потенцiалу
комбiнацiї цих двох методiв. Результати обчислень пiдтвердили достатньо високу ефективнiсть
запропонованого пiдходу. Встановлено, що поєднання цих двох методiв дозволяє отримати
неперервний i диференцiйовний розв’язок у будь-якiй точцi дослiджуваної областi.

Таким чином, розроблений пiдхiд є перспективним iнструментом для комп’ютерного
моделювання фiзичних процесiв, де важливим є неперервний аналiз полiв (теплових,
деформацiйних, електромагнiтних тощо) в усiй областi дослiдження.

Важливим вектором подальших дослiджень є залучення теорiї R-функцiй [2] для
поширення запропонованого пiдходу на областi складної (некласичної) геометричної форми.
Iнтеграцiя R-функцiй дозволить аналiтично описувати межi складних областей за допомогою
єдиного диференцiйовного рiвняння. У комбiнацiї з методом прямих та iнтерлiнацiєю це
дасть змогу будувати наближенi розв’язки, якi точно задовольняють крайовi умови на межах
складної геометричної форми, мiнiмiзуючи похибку дискретизацiї геометрiї, що є слабким
мiсцем бiльшостi сучасних сiткових методiв.
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The paper is devoted to the development of numerical methods for solving non-stationary
problems of mathematical physics. The purpose of the work is to develop and analyze an
algorithm for solving initial-boundary-value problems of mathematical physics by the method
of lines (in the longitudinal and transverse variants) with the subsequent restoration of
the approximate solution using interlination operators. The paper considers the first initial-
boundary-value problem for a one-dimensional inhomogeneous heat equation. To construct an
approximate solution to this problem, the method of lines (in the longitudinal or transverse
variants) is first applied, with the help of which a partial discretization of the problem is
carried out by one of the variables. Accordingly, the original initial-boundary-value problem
is reduced either to the Cauchy problem for a system of ordinary differential equations, or to
a sequence of boundary-value problems for an ordinary differential equation. After obtaining
the values of the approximate solution on the system of lines, the approximate solution of
the original problem is restored using interlination operators. Thus, the main feature and
scientific novelty of the proposed approach is the integration into the computational scheme
of the method of lines the operators of polynomial interlination in the Lagrange form, which
allows overcoming the discrete nature of the classical method of lines. The effectiveness of
the proposed approach is demonstrated on a test problem and compared with the exact
solution obtained by the Fourier method. Prospects for further research are associated with the
transition to solving multidimensional non-stationary problems of mathematical physics using
the constructive apparatus of the theory of R-functions.
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