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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З НЕЛIНIЙНОСТЯМИ БЛИЗЬКИМИ ДО

ПРАВИЛЬНО ЗМIННИХ

Дослiджуються швидко змiннi розв’язки диференцiальних рiвнянь другого порядку
загального виду, що є близькими до диференцiальних рiвнянь iз правильно змiнними не-
лiнiйностями. Важливою особливiстю таких нелiнiйностей є те, що в загальному випадку
їх неможливо представити у виглядi добутку функцiй, кожна з яких залежить тiльки
вiд однiєї змiнної. Це унеможливлює застосування багатьох методiв, розроблених для чи-
сельних узагальнень суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь типу Емдена-Фаулера,
детальне дослiдження яких було проведено у роботах Р. Г. Фаулера, Ф. В. Аткiнсона, I.
Т. Кiгурадзе, Т. А. Чантурiї, М. О. Iзобова, С. Белогорця, С. Д. Талiаферро, Дж. С. В.
Вонга, О. В. Костiна, В. М. Євтухова та багатьох його учнiв.

Дослiдження швидко змiнних розв’язкiв рiвнянь цього типу потребує нових пiдходiв,
оскiльки їх асимптотична поведiнка в околi особливої точки суттєво вiдрiзняється вiд
поведiнки правильно змiнних функцiй, для яких розроблено значно бiльше методiв (див.,
наприклад, монографiю В. Марича [7]).

У роботi отримано необхiднi та достатнi умови iснування класу швидко змiнних
розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь дослiджуваного виду. Цей клас був уве-
дений В. М. Євтуховим для суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку на базi бiльш загальної класифiкацiї розв’язкiв I. Т. Кiгурадзе. Властивостi функцiй
iз цього класу дозволяють проводити детальнiшi дослiдження асимптотичної поведiнки
розв’язкiв та їхнiх похiдних. Доведення iснування розв’язкiв iз виявленими асимптотични-
ми зображеннями проводилося шляхом зведення питання про iснування таких розв’язкiв
до питання про розв’язки систем квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь, що зникають в
особливiй точцi, та застосування до таких систем результатiв В. М. Євтухова та А. М. Са-
мойленка. Для зазначеного класу розв’язкiв та їхнiх похiдних першого порядку отримано
точнi асимптотичнi формули.
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швидкозмiннi розв’язки, асимптотичнi властивостi, правильно змiннi функцiї.
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Вступ

Iстотно нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, якi є узагальненнями рiвнянь типу
Емдена–Фаулера активно розвиваються у теперiшнiй час. У роботах В.М. Євтухова та числен-
них представникiв його наукової школи (див., наприклад, [1], [2] [3] –[4], [6]) було розроблено
теорiю дослiдження достатньо широких класiв розв’язкiв iстотно нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь з правильно змiнними [5] нелiнiйностями. Актуальним залишаться дослiдження
рiвнянь бiльш загального виду, якi можуть виникати при розглядi уточнених моделей рiзно-
манiтних явищ. Саме таким типам рiвнянь присвячено дану роботу.

Постановка задачi та основнi результати

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)f(t, y, y
′), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[(−∞ < a < ω ≤ +∞) – неперервна функцiя i f : [a, ω[×∆Y0 ×
∆Y1 →]0,+∞[ є неперервно диференцiйовною, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi має вид або [y0i , Yi[ або ]Yi, y

0
i ].

Покладемо

πω(t) =


t, то ω = +∞,

t− ω, то ω < +∞.

Вважаємо, що функцiя f у (1) задовольняє умови

lim
t↑ω

πω(t) · ∂f
∂t (t, v0, v1)

f(t, v0, v1)
= γ рiвномiрно по (v0, v1) ∈ ∆Y0 ×∆Y1 (2)

та для кожного k ∈ {0, 1}

lim
vk→yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f
∂vk

(t, v0, v1)

f(t, v0, v1)
= σk рiвномiрно по t ∈ [a,w[ та рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j ̸= k, (3)

σi ∈ R, причому σ0 + σ1 ̸= 1.

Функцiї f , що задовольняють умови (2) та (3) є близькими до правильно змiнних функцiй
по кожнiй зi змiнних. Прикладом можуть слугувати зокрема функцiї виду
|πω(t)|γ |y|σ0 |y′|σ1 exp (|ln |πω(t)yy′||µ), 0 < µ < 1. Важливою особливiстю таких функцiй є немо-
жливiсть їх навiть асимптотично зобразити у виглядi добутку функцiї, кожна з яких залежить
тiльки вiд однiєї змiнної.

В силу (2) та (3), f(t, y, y′) має вигляд

f(t, v0, v1) = |πω(t)|γ |y|σ0
∣∣y′∣∣σ1 ·Θ(t, y, y′), (4)

де функцiя Θ задовольняє умову

lim
t↑ω

πω(t) · ∂Θ
∂t (t, v0, v1)

Θ(t, v0, v1)
= 0 рiвномiрно по (v0, v1) ∈ ∆Y0 ×∆Y1 , (5)

а також для кожного k ∈ {0, 1}

lim
vk→yk
vk∈∆Yk

vk · ∂Θ
∂vk

(Θ, v0, v1)

f(t, v0, v1)
= 0 рiвномiрно по t ∈ [a,w[ та рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j ̸= k. (6)
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Означення. Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо вiн
заданий на [t0, ω[⊂ [a, ω[ та для кожного i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (7)

Введемо необхiднi позначення

C = (1− σ0 − σ1)
1

1−σ1 · 1− σ0 − σ1
1− σ1

,

I(t) = α0

∫ t

A2
ω

p(τ)|πω(τ)|γdτ, A2
ω =

{
a, якщо

∫ ω
a p(τ)|πω(τ)|γdτ = +∞,

ω, якщо
∫ ω
a p(τ)|πω(τ)|γdτ < +∞,

J(t) =

∫ t

B4
ω

|I(τ)|
1

1−σ1 dτ, B4
ω =

b, якщо
∫ ω
b |I(τ)|

1
1−σ1 dτ = +∞,

ω, якщо
∫ ω
b |I(τ)|

1
1−σ1 dτ < +∞.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема. Нехай у рiвняннi (1) σ1 ̸= 1. Тодi, для iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, Y1, 1)-
розв’язкiв необхiдно, а якщо

σ1(1− σ1) ̸= 0 або (σ0 + σ1 − 1) > 0, (8)

то i достатньо виконання умов

y00α0 > 0, y01I(t)(1− σ0 − σ1) > 0 при t ∈ [a, ω[, (9)

lim
t↑ω

y0|J(t)|
1−σ0−σ1

1−σ1 = Y0, lim
t↑ω

y1|J(t)|
1−σ0−σ1

1−σ1 = Y1, lim
t↑ω

J(t)I ′(t)

J ′(t)I(t)
= 1− σ1. (10)

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце наступнi асимптотичнi зображення при
t ↑ ω

y(t) · |y(t)|−
σ0

1−σ1(
Θ(t, y(t), y′(t))

) 1
1−σ1

=
1− σ0 − σ1

1− σ1
(1− σ1)

1
1−σ1 J(t)[1 + o(1)], (11)

y(t)

y′(t)
=

J(t)(1− σ0 − σ1)

J ′(t)(1− σ1)
[1 + o(1)]. (12)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай y : [t0, ω[→ R є Pω(Y0, Y1, λ0) – розв’язком рiвняння (1), для
якого λ0 ∈ R\{0, 1}. Пiдставляючи в (1) зображення (4) отримуємо рiвнiсть

y′′ = α0p(t) |πω(t)|γ |y|σ0
∣∣y′∣∣σ1 ·Θ(t, y, y′). (13)

Розглянемо рiвнiсть(
y′(t)

|y(t)|σ0 |y′(t)|σ1Θ(t, y(t), y′(t))

)′
=

y′′(t)

|y(t)|σ0 |y′(t)|σ1 ·Θ(t, y(t), y′(t))
·
(
1− σ0 − σ1−

−
y′(t) · ∂Θ(t,y(t),y′(t))

∂v1

Θ(t, y(t), y′(t))
− (y′(t))2

y′′(t) · y(t)
·
y(t) · ∂Θ(t,y(t),y′(t))

∂v0

Θ(t, y(t), y′(t))
− y′(t)

πω(t) · y′′(t)
·
πω(t) · ∂Θ(t,y(t),y′(t))

∂t

Θ(t, y(t), y′(t))

)
.

(14)
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При t ↑ ω попередню рiвнiсть можна записати так:(
y′(t)

|y(t)|σ0 |y′(t)|σ1Θ(t, y(t), y′(t))

)′
= I ′(t)(1− σ0 − σ1)[1 + o(1)]. (15)

Звiдси маємо

y′(t)

|y′(t)|σ1 · |y(t)|σ0 ·Θ(t, y(t), y′(t))
= I(t)(1− σ0 − σ1)[1 + o(1)]. (16)

Звiдси випливає друга з умов (9), а також наступне зображення при t ↑ ω

y′(t)

|y(t)|
σ0

1−σ1 ·
(
Θ(t, y(t), y′(t))

) 1
1−σ1

= I(t)
1

1−σ1 (1− σ0 − σ1)
1

1−σ1 [1 + o(1)]. (17)

Тодi з використанням тверджень 1 i 2 з [7] (роздiл 5, §1, стор. 115) отримаємо при t ↑ ω

y(t) · |y(t)|−
σ0

1−σ1(
Θ(t, y(t), y′(t))

) 1
1−σ1

= J(t)(1− σ1)
1

1−σ1
1− σ0 − σ1

1− σ1
[1 + o(1)], (18)

тобто перше з зображень (11).
З (17) i (18) отримаємо при t ↑ ω

y′(t)

y(t)
=

(1− σ1)

(1− σ0 − σ1)
· J

′(t)

J(t)
[1 + o(1)], (19)

звiдси має мiсце друге з зображень (12). Крiм того, з урахуванням (11) виконуються перша та
друга умови з (10).

З урахуванням (1) i (18) отримаємо при t ↑ ω

y′′(t)

y′(t)
=

I ′(t)

(1− σ0 − σ1)I(t)
[1 + o(1)].

Звiдси, з урахуванням (19) i (7) отримаємо третю з умов (10)

lim
t↑ω

J(t)I ′(t)

J ′(t)I(t)
= 1− σ1.

Достатнiсть. Нехай λ0 ∈ R\{0, 1} та виконуються умови (8)—(10). Покладемо
y(t)(

Θ(t, y(t), y′(t))
) 1

1−σ0−σ1

= signy00|C|
1−σ1

1−σ0−σ1 |J(t)|
1−σ1

1−σ0−σ1 [1 + z1(x)],

y′(t)

y(t)
=

(1− σ1)

(1− σ0 − σ1)
· J

′(t)

J(t)
[1 + z2(x)],

(20)

де

x = β ln |J(t)|, β =

{
1 при ω = +∞,

−1 при ω < +∞.
(21)

Враховуючи (5), оберемо t0 ∈ [a, ω[ так, щоб при t ∈ [t0, ω[ мала мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣πω(t) · ∂Θ
∂t (t, v0, v1)

Θ(t, v0, v1)

∣∣∣∣∣ < 1

4
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Враховуючи (6), оберемо для кожного i ∈ {0, 1} значення y1i ∈ ∆Yi так, щоб∣∣∣∣∣vi ·
∂Θ
∂vi

(t, v0, v1)

Θ(t, v0, v1)

∣∣∣∣∣ < 1

4
(22)

де vi ∈ ∆1
Yi

∆1
Yi

=


[y1i , Yi[, при ∆Yi = [y0i , Yi[

]Yi, y
1
i ], при ∆Yi =]Yi, y

0
i ].

Покладемо

D =

{
(z1, z2) ∈ R2 : |zi| <

1

2
, i = 1, 2

}
.

Розглянемо функцiю

F (t, y, z1, z2) =
y(t)(

Θ
(
t, y, λ0y[1+z2]

(λ0−1)πω(t)

)) 1
1−σ0−σ1

|C|
1−σ1

1−σ0−σ1 |J(t)|
1−σ1

1−σ0−σ1 [1 + z1]

− 1.

За рахунок (22) на множинi ∆ = [t0, ω[×∆1
Y0

×∆1
Y1

за теоремою про неявну функцiю рiвнiсть

F (t, y, z1, z2) = 0

задає функцiю y = Y0(t, z1, z2). Покладемо Y1(t, z1, z2) =
λ0Y (t,z1,z2)[1+z2]

(λ0−1)πω(t)
. Тодi за рахунок (10)

для i = 1, 2 маємо
lim
t→ω

Yi(t, z1, z2) = Yi рiвномiрно по (z1, z2) ∈ D. (23)

За допомогою (20) зведемо на множинi ∆ рiвняння (1) до системи



z′1 =
1

β
[1 + z1] ·

1− σ1
1− σ0 − σ1

[
[1 + z2]−

1

1− σ1

(
G2(t)K0(x, z1, z2)+

+
1− σ1

1− σ0 − σ1
[1 + z2]K1(x, z1, z2)+

+signy00
1

1− σ0 − σ1
G1(t) · [1 + z2]

σ1−1[1 + z1]
−(1−σ0−σ1)K2(x, z1, z2)

)
− 1

]
;

z′2 =
1

β
[1 + z2]·[
1

1− σ0 − σ1
G1(t) · [1 + z2]

σ1−1 · [1 + z1]
−(1−σ0−σ1) − 1− σ1

1− σ0 − σ1
[1 + z2]−G3(t) + 1

]
,

(24)

де

G1(t) =
J(t)I ′(t)

J ′(t)I(t)
, G2(t) =

J(t)

πω(t)J ′(t)
, G3(t) =

J ′′(t)J(t)

(J ′(t))2
,

K0(x, z1, z2) =
πω(t(x))

∂Θ
∂t (t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))

Θ (t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))
,

K1(x, z1, z2) =
Y0(t(x), z1, z2)

∂Θ
∂v0

(t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))

Θ (t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))
,
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K2(x, z1, z2) =
Y1(t(x), z1, z2)

∂Θ
∂v1

(t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))))

Θ (t(x), Y0(t(x), z1, z2), Y1(t(x), z1, z2))
.

В силу (10)

lim
t↑ω

G1(t) = 1− σ1, lim
t↑ω

G2(t) =
λ0

λ0 − 1
, lim

t↑ω
G3(t) = 1. (25)

З урахуванням (23),(5) та (6) маємо для кожного i ∈ {0, 1, 2}

lim
x→+∞

Ki(x, z1, z2) = 0 рiвномiрно по (z1, z2) ∈ D. (26)

Перепишемо систему (24) у виглядi{
z′1 = A11z1 +A12z2 +R1(x, z1, z2) +R2(x, z1, z2),

z′2 = A21z1 +A22z2 +R3(x, z1, z2) +R4(x, z1, z2),
(27)

де

A11(x) = 0, A12(x) = β
σ1 − 1

1− σ0 − σ1
, A21(x) = β(1− σ1), A22(x) = −β

σ1(1− σ1)

1− σ0 − σ1
.

R1(x, z1, z2) = − 1

β
[1 + z1] ·

1

1− σ0 − σ1

(
G2(t)K0(x, z1, z2)+

+
1− σ1

1− σ0 − σ1
[1 + z2]K1(x, z1, z2)

+ signy00
1

1− σ0 − σ1
G1(t) · [1 + z2]

σ1−1[1 + z1]
−(1−σ0−σ1)K2(x, z1, z2)

)
,

R2(x, z1, z2) =
1

β
· 1− σ1
1− σ0 − σ1

z1z2,

R3(x, z1, z2) = β[1 + z2] ·
G1(t)

1− σ0 − σ1
·(

[1 + z2]
σ1−1 · [1 + z1]

−(1−σ0−σ1) − 1− (σ1 − 1)z2 + (1− σ0 − σ1)z1

)
,

R4(x, z1, z2) =
1

β
[1 + z2]

(
(1 + (σ1 − 1)z2−

− (1− σ0 − σ1)z1)
1

1− σ0 − σ1

(
G1 − (1− σ1)

)
−G3(t) + 1

)
.

В силу (25) та (26) для i ∈ {1, 3}

lim
x→+∞

Ri(x, z1, z2) = 0 рiвномiрно за z1, z2 : (z1, z2) ∈ D. (28)

Крiм того, маємо для i ∈ {2, 4}

lim
|z1|+|z2|→0

Ri(x, z1, z2)

|z1|+ |z2|
= 0, рiвномiрно за x ∈ [x0,+∞[. (29)
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Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi
0 β

1− σ1
1− σ0 − σ1

β(σ1 − 1) −β
σ1(1− σ1)

1− σ0 − σ1


має вигляд

µ2 + β
σ1(1− σ1)

1− σ0 − σ1
µ+

(1− σ1)
2

1− σ0 − σ1
= 0 (30)

При виконаннi умов (8) у цього рiвняння немає коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отри-
муємо, що у цих випадках для системи диференцiальних рiвнянь (27) виконано всi умови тео-
реми з [2]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (27) має однопараметричне сiмейство розв’язкiв
{zi}2i=1 : [x1,+∞[→ R2 (x1 ≥ x0), якi прямують до нуля при x → +∞. Цим розв’язкам у силу
замiн (20), (21) вiдповiдають розв’язки y рiвняння (1), що допускають при t ↑ ω асимптотичнi
зображення (11), (12).

Отже, отриманi розв’язки є Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язками. Теорему доведено.

Висновки

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями загального виду, що є
близькими до правильно змiнних отримано необхiднi та достатнi умови iснування одного класу
швидко змiнних розв’язкiв. Крiм того, отримано асимптотичнi формули для таких розв’язкiв
та їх похiдних першого порядку.
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Надiйшло 30.12.2025

Vorobiova A.V. Asymptotic properties of rapidly-varying solutions to second-order differential
equations with nonlinearities close to regularly varying, Bukovinian Math. Journal. 14, 1 (2026),
34–42.

Rapidly varying solutions of general second-order differential equations that are close to
differential equations with regularly varying nonlinearities are investigated. A crucial feature
of such nonlinearities is that, in the general case, they cannot be represented as a product of
functions, each depending on only one variable. This precludes the application of many methods
developed for numerous generalizations of essentially nonlinear Emden–Fowler type differential
equations, which were studied in detail in the works of R. G. Fowler, F. V. Atkinson, I. T.
Kiguradze, T. A. Chanturia, N. A. Izobov, S. Belohorec, S. D. Taliaferro, J. S. W. Wong, O.
V. Kostin, V. M. Evtukhov, and many of his students.

The study of rapidly varying solutions for equations of this type requires new approaches,
as their asymptotic behavior in the neighborhood of a singular point differs substantially from
the behavior of regularly varying functions, for which a much broader range of methods has
been developed (see, for example, the monograph by V. Maric [7]).

In this paper, necessary and sufficient conditions are obtained for the existence of a class
of rapidly varying solutions for the nonlinear differential equations under study. This class of
solutions was introduced by V. M. Evtukhov for essentially nonlinear second-order differential
equations based on a more general classification of solutions for nonlinear differential equati-
ons by I. T. Kiguradze. The properties of functions within this class allow for more detailed
investigations into the asymptotic behavior of solutions and their derivatives. The existence of
solutions with the identified asymptotic representations was proved by reducing the problem to
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the existence of solutions vanishing at the singular point for systems of quasilinear differential
equations and applying the results of V. M. Evtukhov and A. M. Samoilenko for such systems.
Precise asymptotic formulas have been obtained for this class of solutions and their first-order
derivatives.


