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НЕПЕРЕРВНI СКАЛЯРНI ЗАРЯДИ НА L0 IЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ДО

МОДЕЛI ЕКОНОМIКИ ЕРРОУ-ДЕБРЕ

У недавнiй статтi автора, спiльнiй з М. М. Поповим i О. Г. Фотiй, в ролi прикладу
ненульового ортогонально адитивного функцiоналу на L0, неперервного в нулi, викори-
стовувався ортогонально адитивний проектор на латеральну смугу, породжену одиничною
функцiєю. Проте такого типу функцiонали є розривними в деяких iнших точках. Виникає
природне питання про iснування ненульового ортогонально адитивного функцiоналу на
L0, неперервного в кожнiй точцi. Ми даємо позитивну вiдповiдь на це питання, побудував-
ши два типи таких прикладiв. Далi ми застосовуємо отриманi результати до економiчної
моделi Ерроу-Дебре.
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Вступ

Ми використовуємо загальноприйняту термiнологiю i позначення з теорiї векторних ґра-
ток (= просторiв Рiсса), якi детально описанi, наприклад, у стандартному пiдручнику [2]. У
вступному роздiлi ми надаємо необхiдну iнформацiю як iз загальної теорiї векторних ґраток,
так i спецiальної теорiї латерального порядку на векторних ґратках i технiкою операторiв ε-
штрихування, необхiдною для основного результату. Щодо необхiдної iнформацiї про модель
економiки Ерроу-Дебре, найкращим, на наш погляд, джерелом є пiдручник [1].

Деякi стандартнi вiдомостi з теорiї векторних ґраток.
Нагадаємо означення деяких важливих понять. Нехай E – векторна ґратка. Елементи x, y ∈ E

називаються диз’юнктними (позначають цей факт так: x ⊥ y), якщо |x|∧|y| = 0. Диз’юнктним
доповненням пiдмножини A ⊆ E називають пiдмножину Ad = {x ∈ E : (∀a ∈ A)x ⊥ a}.
Пiдмножина A ⊆ E називається:

• тiлесною, якщо для довiльних x ∈ E та a ∈ A з умови |x| ≤ |a| випливає, що x ∈ A;
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• iдеалом, якщо A є тiлесним лiнiйним пiдпростором E;

• смугою, якщо A є iдеалом з такою властивiстю: для довiльної пiдмножини B ⊆ A, якщо
iснує a = supB, то a ∈ A.

Очевидно, перетин будь-якої кiлькостi iдеалiв (чи смуг) є iдеалом (вiдповiдно, смугою).
Iдеалом (чи смугою), породженим пiдмножиною A ⊆ E, називається перетин всiх iдеалiв
(вiдповiдно, смуг), що мiстять A. Смуга, породжена одноелементною пiдмножиною {e}, стан-
дартно позначається через Be. Для довiльної пiдмножини A ⊆ E множина Ad є смугою, а
смуга, породжена пiдмножиною A, дорiвнює Add := (Ad)d, див. [2, c. 34].

Елемент e ∈ E називається проективним, якщо для довiльного e ∈ E має мiсце розклад E

у пряму суму смуг E = Be ⊕Bdd
e , тобто, для довiльного x ∈ E iснують єдинi елементи y ∈ Be

та z ∈ Bdd
e такi, що x = y + z. При цьому вiдповiдний проектор Pe на Be є лiнiйним додатним

оператором, дiя якого обчисляється за формулою:

Py x =
∞∨
n=1

(x ∧ n|y|), x ∈ E+, (1)

див. [2, Theorem1.47]. Кажуть, що векторна ґратка E має головну проективну властивiсть
(principal projection property), якщо кожний її елемент є проективним. Кожна порядково повна
векторна ґратка E (тобто, в якiй кожна непорожня порядково обмежена пiдмножина має
супремум) має головну проективну властивiсть [2, c. 36]. Так, векторнi ґратки Lp := Lp[0, 1]

є порядково повними при 0 ≤ p ≤ ∞, а векторна ґратка C[0, 1] не має головної проективної
властивостi, оскiльки, наприклад, елемент e(t) ≡ t не є проективним.

Кажуть, що сiтка (= напрямленiсть) (xλ)λ∈Λ в E порядково збiгається до елемента x ∈ E

(пишуть xλ
o−→ x), якщо iснує сiтка (uλ)λ∈Λ в E (з тiєю ж самою множиною iндексiв) така,

що |xλ − x| ≤ uλ для всiх λ ∈ Λ, а також uλ ↓ 0 (тобто uβ ≤ uα при α < β та infλ∈Λ uλ = 0).
Вiдображення f : E → F мiж векторними ґратками E та F називається порядково неперерв-
ним, якщо для довiльної сiтки (xλ)λ∈Λ в E та довiльного x ∈ E з умови xλ

o−→ x випливає
f(xλ)

o−→ f(x).
Ми використовуємо позначення A ⊔ B = C та x ⊔ y = z як для множин A,B,C, так i

для елементiв x, y, z векторної ґратки E для диз’юнктної суми, тобто, наведена рiвнiсть для
множин означає виконання двох умов A ∪ B = C та A ∩ B = ∅, а для елементiв E означає
x+ y = z та x ⊥ y.

Латеральний порядок та оператори ε-штрихування.

На кожнiй векторнiй ґратцi E визначається ще один частковий порядок: x ⊑ y для x, y ∈ E

тодi i лише тодi, коли x є фрагментом y, тобто, x ⊥ y−x. Дане бiнарне вiдношення на E є вiдно-
шенням порядку i називається латеральним порядком; див. [8], [9] для детального знайомства
з цим порядком. Для довiльного e ∈ E множина всiх фрагментiв елемента e позначається
через Fe. Латеральний супремум (iнфiмум) двоелементної пiдмножини {x, y} ⊂ E позначає-
ться через x∪∪∪∪∪∪∪∪∪ y (вiдповiдно, x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ y). Для кожного e ∈ E \ {0} множина Fe є булевою алгеброю
вiдносно латерального порядку з найменшим елементом 0 та найбiльшим e [8, Proposition 3.4].
Отже, для довiльних x, y ∈ Fe iснують x∪∪∪∪∪∪∪∪∪ y та x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ y, але не кожна двоелементна пiдмножина
{x, y} ⊂ E є латерально обмеженою зверху, тобто, x, y ⊑ e для деякого e (наприклад, {x, 2x}
при x ̸= 0 не є латерально обмеженою зверху). Очевидно, кожна пiдмножина латерально
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обмежена знизу нулем. Але не в кожнiй векторнiй ґратцi латеральний iнфiмум x∩∩∩∩∩∩∩∩∩y (який фа-
ктично є найбiльшим спiльним фрагментом елементiв x та y) iснує для довiльної пари x, y [8,
Example 3.11]. Кажуть, що векторна ґратка E має властивiсть перетинiв, якщо двоелемен-
тна пiдмножина {x, y} ⊂ E має латеральний iнфiмум x∩∩∩∩∩∩∩∩∩y. З головної проективної властивостi
довiльної векторної ґратки E випливає властивiсть перетинiв для E [8, Theorem 3.13].

Нехай E – векторна ґратка i X – дiйсний лiнiйний простiр. Вiдображення T : E → X

називається ортогонально адитивним оператором (чи, коротко, зарядом, в термiнологiї [13]),
якщо для довiльних диз’юнктних елементiв x, y ∈ E, x ⊥ y, має мiсце рiвнiсть T (x + y) =

T (x) + T (y). Очевидно, кожний лiнiйний оператор є зарядом, а також кожний заряд T має
властивiсть T (0) = 0. Якщо E = R, то кожна функцiя T : E → X з властивiстю T (0) = 0 є
зарядом, оскiльки умова x ⊥ y для x, y ∈ R означає, що або x = 0, або y = 0. Якщо E має
властивiсть перетинiв, то для довiльного e ∈ E\{0} вiдображення Qe : E → E, що визначається
рiвнiстю

Qe(x) = x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ e, x ∈ E, (2)

є зарядом, який проектує E на Fe (тобто, (∀x ∈ E)Qe(x) ∈ Fe та (∀x ∈ Fe)Qe(x) = x), див. [6,
Theorem 4] для випадку, коли E має головну проективну властивiсть та [12, Proposition 2.6]
у загальному випадку. Легко бачити, що оператор Qe не є порядково неперервним в точцi e
(бiльш того, в довiльнiй ненульовiй точцi множини Fe), адже послiдовнiсть xn =

(
1 + 1

n

)
· e,

n ∈ N порядково збiгається до e, проте Qe(xn) = 0 для всiх n, у той час як Qe(e) = e ̸= 0.
Нехай E – векторна ґратка, 0 < e ∈ E та 0 < ε < 1. Оператор ε-штрихування Qε

e : E → E,
побудований на векторi e, визначається рiвнiстю

Qε
e(x) =

1

ε

((
x− (1− ε) e

)+ ∧
(
(1 + ε) e− x

)+)
, x ∈ E. (3)

З iншого боку, згiдно з лемою 3.1 з [10], цей же самий оператор дорiвнює:

Qε
e(x) =

(
e− 1

ε
|x− e|

)+

= e− e ∧ 1

ε
|x− e|. (4)

Основнi властивостi оператору ε-штрихування, частина з яких нам буде потрiбною, сфор-
мульованi у наступнiй теоремi.

Теорема 1 (Теорема 3.2, [10]). Нехай E – векторна ґратка, 0 < e ∈ E та 0 < ε < 1.
Тодi вiдображення Qε

e, що задане формулою (3), є додатним порядково неперервним
ортогонально адитивним оператором, що зберiгає диз’юнктнiсть, причому виконуються
наступнi властивостi.

(i) (∀x ∈ E) 0 ≤ Qε
e(x) = Qε

e(x
+) ≤ x+ ∧ e.

(ii) (∀x, y ∈ E) |Qε
e(x)−Qε

e(y)| ≤ 2
ε
|x− y|.

(iii) (∀x ∈ Fe) Qε
e(x) = x;

(iv) Для довiльного x ∈ E такого, що або x ≤ (1− ε) e, або x ≥ (1 + ε) e, виконується
рiвнiсть Qε

e(x) = Qe(x) = 0.

(v) Для довiльного x ∈ E, якщо 0 < ε′ < ε′′ < 1, то Qε′
e (x) ≤ Qε′′

e (x).
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(vi) Якщо x− e – проективний елемент E, то
∧∞

n=1 Q
1/n
e (x) та x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ e iснують i

∞∧
n=1

Q1/n
e (x) = e− Px−e e = x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ e = Qe(x) = x− Px−e x. (5)

(vii) Нехай e = e′ ⊔ e′′. Тодi Qε
e′(x) ⊔Qε

e′′(x) = Qε
e(x) для всiх x ∈ E. Якщо, бiльш того,

e′ та e′′ – проективнi елементи E, то Qε
e′ ⊔Qε

e′′ = Qε
e.

Властивостi (v) та (vi) пояснюють назву оператору ε-штрихування (латерального iнфiму-
му), адже з них, як наслiдок, дiстаємо таке твердження.

Наслiдок 1. Нехай E – векторна ґратка з головною проективною властивiстю та 0 < e ∈ E.
Тодi для довiльного x ∈ E маємо Qε

e(x) ↓ Qe(x) при ε → 0.

Таким чином, порядково неперервнi оператори ε-штрихування Qε
e поточково наближають

порядково розривний оператор Qe.

Постановка задачi.
Нагадаємо, що векторна ґратка E називається латерально повною, якщо кожна диз’юнктна
пiдмножина A ⊆ E+ (тобто, (∀x, y ∈ A)x ̸= y ⇒ x ⊥ y) має супремум supA в E (еквiвалентно,
кожна диз’юнктна пiдмножина A ⊆ E має латеральний супремум

∪∪∪∪∪∪∪∪∪
A), [8, Proposition 5.3].

Стандартнi приклади латерально повних нескiнченновимiрних векторних ґраток є L0 та ℓ0.
Векторна ґратка L0 всiх класiв еквiвалентностi вимiрних за Лебеґом функцiй f : [0, 1] → R з
природним порядком f ≤ g тодi i лише тодi, коли f(t) ≤ g(t) для майже всiх t ∈ [0, 1], f, g ∈ L0

є у багатьох розумiннях “найширшою” з усiх безатомних векторних ґраток зi злiченною вла-
стивiстю супремумiв, що є ґратковим аналогом сепарабельностi (кажуть, що векторна ґратка
E має злiченну властивiсть супремумiв, якщо для довiльної пiдмножини A ⊂ E, що має супре-
мум a = supA iснує не бiльш, нiж злiченна пiдмножина A1 ⊆ A з тим же самим супремумом
a = supA1). Водночас, L0 є F-простором (тобто, повним метричним лiнiйним простором X з
метрикою ρ, iнварiантною вiдносно зсувiв: (∀x, y, z ∈ X) ρ(x, y) = ρ(x+ z, y + z)) з метрикою

ρ(f, g) =

∫
[0,1]

|f − g|
1 + |f − g|

dµ, f, g ∈ L0,

який має цiкавi патологiчнi властивостi. Наприклад, iснує замкнений нескiнченновимiрний
лiнiйний пiдпростiр X ⊂ L0, в якому кожний лiнiйний неперервний оператор T : X → X є
кратним до тотожного оператора IX на X (тобто, T = λIX при деякому λ ∈ R), [5, Theorem 3.6]
(детальнiше про цiкавi властивостi простору L0 написано в [4]).

З iншого боку, “найширшою” з усiх чисто атомних векторних ґраток зi злiченною вла-
стивiстю супремумiв є векторна ґратка ℓ0 всiх послiдовностей x = (xn)

∞
n=1 дiйсних чисел

xn ∈ R з покоординатним порядком x ≤ y тодi i лише тодi, коли xn ≤ yn для всiх n ∈ N,
де x, y = (yn)

∞
n=1 ∈ ℓ0. Крiм того, ℓ0 є F-простором з метрикою

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

2−n |xn − yn|
1 + |xn − yn|

x, y ∈ ℓ0.

Для зручностi вiдстань мiж нулем та довiльним елементом x F-простору (X, ρ) назива-
ють F-нормою i позначають так: ∥x∥ = ρ(x, 0) (див. [14] для детальнiшого знайомства з F-
просторами).
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Основний результат спiльної роботи автора даної статтi з М. М. Поповим та О. Г. Фотiй
[4, Theorem 1] характеризує F-простори, якi мiстять пiдпростiр, iзоморфний до ℓ0 (наприклад,
таким є L0, в якому кожний найменший пiдпростiр, що мiстить диз’юнктну систему ненульових
функцiй, iзоморфний до ℓ0). Для формулювання цього результату наведемо пару означень. Пiд
словом “оператор” ми розумiємо довiльну функцiю T : X → Y мiж лiнiйними просторами X

та Y таку, що T0 = 0.

Означення 1. Нехай X,Y – F-простори. Ненульовий оператор T : X → Y називається одно-
рiдно не зникаючим, якщо для кожного ε > 0 iснує число δ > 0 таке, що

(∀x ∈ X)(∀a > 0)(∃b > 0)
(
∥aTx∥ ≥ ε ⇒ ∥T (bx)∥ ≥ δ

)
.

Щоби побачити, що умова бути однорiдно не зникаючим не є обтяжливою, зазначимо, що
кожний додатний p-однорiдний оператор при p > 0 (тобто, T (λx) = λpTx для всiх x ∈ X та
λ > 0) є однорiдно не зникаючим.

Означення 2. Нехай X – лiнiйний простiр. Ненульовий оператор f : L0 → X називається
горизонтально не зникаючим, якщо для кожного x ∈ L0 такого, що Tx ̸= 0, та кожного
розкладу x = y ⊔ z має мiсце або Ty ̸= 0, або Tz ̸= 0.

Тепер ми готовi сформулювати [4, Theorem 1].

Теорема 2. Для довiльного F-простору X наступнi умови еквiвалентнi.

(i) Iснує ненульовий неперервний в нулi оператор T : L0 → X, який є водночас одно-
рiдно не зникаючим та горизонтально не зникаючим.

(ii) X мiстить пiдпростiр, iзоморфний до ℓ0.

Для обґрунтування iстотностi умов, якi фiгурують в теоремi 2, було побудовано приклад
ненульового неперервного в нулi скалярного заряду на L0, який автоматично є горизонталь-
но не зникаючим (як кожний заряд) i не є однорiдно не зникаючим (згiдно з теоремою 2,
адже числова пряма не мiстить пiдпросторiв, iзоморфних до ℓ0). Проте запропонований ме-
тод побудови не надавав прикладiв неперервних в кожнiй точцi ненульових скалярних зарядiв
на L0, а саме неперервнi скалярнi заряди можуть бути векторами цiн у економiчнiй моделi
Ерроу-Дебре. Отже, наступну задачу сформулював М. М. Попов.

Задача 1. Чи iснує ненульовий неперервний скалярний заряд на L0?

Труднiсть даного питання полягає в тому, що очевиднi приклади неперервних скалярних
зарядiв на просторах Lp при 1 ≤ p ≤ ∞ використовують iнтеграл Лебеґа вiд елементiв Lp,
проте не всi елементи L0 – iнтегровнi функцiї.

Добре вiдомо (i не важко бачити), що збiжнiсть послiдовностi (xn)∞n=1 у просторi L0 до
елемента x рiвносильна збiжностi (xn)∞n=1 до x за мiрою, тобто:

(∀ε > 0) lim
n→∞

µ{t ∈ [0, 1] : |xn(t)− x(t)| ≥ ε} = 0, (6)

де µ – мiра Лебеґа.
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1 Основнi результати

Теореми 3 та 4 дають позитивну вiдповiдь на задачу 1.

Теорема 3. Для довiльних e ∈ L+
1 та ε > 0 вiдображення pε

e : L0 → R, яке задається
формулою для довiльного x ∈ L0

pε
e(x) =

∫
[0,1]

Qε
e(x) dµ, x ∈ L0, (7)

де Qε
e – оператор ε-штрихування на L0, побудований на векторi e, є неперервним дода-

тним зарядом.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi e ∈ L+
1 та ε > 0 i визначимо вiдображення T : L0 → R,

поклавши для кожного x ∈ L0

Tx =

∫
[0,1]

Qε
e(x) dµ, x ∈ L0. (8)

Згiдно з п. (i) теореми 1,
0 ≤ Qε

e(x) ≤ x+ ∧ e ≤ e, (9)

звiдки дiстаємо, що пiдiнтегральна функцiя в (8) є вимiрною та обмеженою, а отже,
вiдображення T є коректно визначеним формулою (8).

Оскiльки вiдображення T є композицiєю Int ◦Qε
e ортогонально адитивного операто-

ра Qε
e : L0 → L∞ ⊆ L0 справа на лiнiйний оператор Int : L∞ → R злiва, який довiльному

елементу z ∈ L∞ ставить у вiдповiднiсть
∫
[0,1]

z dµ, то T також є ортогонально адитив-
ним оператором. Дiйсно, для довiльних x, y ∈ L0 таких, що x ⊥ y, маємо

T (x+ y) =

∫
[0,1]

Qε
e(x+ y) dµ =

∫
[0,1]

(Qε
e(x) +Qε

e(y)) dµ

=

∫
[0,1]

Qε
e(x) dµ+

∫
[0,1]

Qε
e dµ = T (x) + T (y).

Доведемо неперервнiсть вiдображення T . Нехай x, xn ∈ L0 для n ∈ N та limn→∞ xn =

x за метрикою L0, а отже, за мiрою, тобто, має мiсце умова (6).
Доведемо таке твердження:

З кожної пiдпослiдовностi (yn)∞n=1 послiдовностi (xn)
∞
n=1 можна

видiлити рiдшу пiдпослiдовнiсть (zn)
∞
n=1 таку, що lim

n→∞
Tzn = Tx0.

(10)

Цього буде достатньо для доведення неперервностi, адже (10) фактично означає, що
з кожної пiдпослiдовностi (Tyn)∞n=1 послiдовностi (Txn)

∞
n=1 можна видiлити рiдшу пiд-

послiдовнiсть (Tzn)
∞
n=1 таку, що limn→∞ Tzn = Tx0. Для послiдовностi чисел це означає,

що limn→∞ Txn = Tx0. Дiйсно, якщо припустити, що це не так, то можна вибрати дiйсне
число δ > 0 таке, що для довiльного m ∈ N iснує n ≥ m таке, що |Txn−Tx0| ≥ δ. Таким
чином, iснує пiдпослiдовнiсть (Tyn)

∞
n=1 послiдовностi (Txn)

∞
n=1 така, що |Tyn − Tx0| ≥ δ
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для всiх n ∈ N. Ясно, що з такої пiдпослiдовностi не можна видiлити жодну рiдшу пiдпо-
слiдовнiсть (Tzn)

∞
n=1 таку, що limn→∞ Tzn = Tx0, що суперечить умовi (10). Отже, з (10)

випливає, що limn→∞ Txn = Tx0, i на цьому доведення неперервностi T завершиться.
Для доведення (10) зафiксуємо довiльну пiдпослiдовнiсть (yn)

∞
n=1 послiдовностi (xn)

∞
n=1.

Як i сама послiдовнiсть, так i її пiдпослiдовнiсть (yn)
∞
n=1 прямує за мiрою до x0. Вибе-

ремо, згiдно з [7, Теорема 4, c.40], рiдшу пiдпослiдовнiсть (zn)
∞
n=1 послiдовностi (yn)∞n=1,

яка прямує до x0 майже скрiзь на [0, 1]. Оскiльки порядкова збiжнiсть послiдовностей
на векторнiй ґратцi L0 рiвносильна до збiжностi майже скрiзь [15], то послiдовнiсть
(zn)

∞
n=1 порядково збiгається до x0. Згiдно з теоремою 1, оператор Qε

e є порядково не-
перервним, а отже, послiдовнiсть (Qε

ezn)
∞
n=1 порядково збiгається до Qε

ex0 в L0. Знову,
згiдно з вищезгаданим критерiєм, (Qε

ezn)
∞
n=1 збiгається до Qε

ex0 майже скрiзь. Згiдно з
теоремою Лебеґа про обмежену збiжнiсть [7, c. 104], враховуючи (9), limn→∞ Tzn = Tx0.
Таким чином, (10) доведено.

Зауваження 1. Для всiх значень e ∈ L+
0 \ {0} та ε > 0 заряд pε

e не є монотонно
неспадним, оскiльки e = pε

e(e) > 0 = pε
e

(
(1 + ε) e

)
, згiдно з пп. (3) i (4) теореми 1,

в той час як e < (1 + ε) e. Наступний приклад неперервного заряду буде монотонно
неспадним, як потрiбно для застосувань до економiки.

Другий приклад базується на iншому нелiнiйному операторi. Нехай E – векторна
ґратка, e ∈ E+. Умовна порядкова проекцiя Qe : E → E вiдносно вектору e в роботi [11]
визначається так:

Qe(x) = x+ ∧ e− x− ∧ e. (11)

Серед властивостей умовної порядкової проекцiї, встановлених у [11], немає саме
тих двох, якi нам потрiбнi. Тому почнiмо з допомiжних лем.

Лема 1. Нехай E – векторна ґратка, u, v, w ∈ E+ та u ⊥ v. Тодi виконуються такi
рiвностi:

(i) u+ v = u ∨ v;

(ii) (u+ v) ∧ w = (u ∧ w) + (v ∧ w);

(iii) (u+ v)+ = u+ + v+ та (u+ v)− = u− + v−.

Доведення. Зазначимо, що для додатних u i v умова u ⊥ v означає u ∧ v = 0.
(i) Згiдно з [2, Theorem 1.3 (2)], u + v = u ∨ v + u ∧ v = u ∨ v, оскiльки в нашому

випадку u ∧ v = 0.
(ii) З умов 0 ≤ (u ∧ w) ∧ (v ∧ w) ≤ u ∧ v = 0 випливає, що (u ∧ w) ⊥ (v ∧ w). Тому,

використовуючи дистриб’ютивнiсть ґраткових операцiй [2, Theorem 1.8], отримуємо

(u+ v) ∧ w
(i)
= (u ∨ v) ∧ w =

= (u ∧ w) ∨ (v ∧ w)
(i)
=

= (u ∧ w) + (v ∧ w).

(iii) (u + v)+
(i)
= (u ∨ v) ∨ 0 = (u ∨ 0) ∨ (v ∨ 0) = u+ ∨ v+

(i)
= u+ + v+. Друга рiвнiсть

доводиться аналогiчно.
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Першi два пункти наступної леми – це добре вiдомi нерiвностi Бiркгофа, див. тео-
рему 1.9 (2), [2].

Лема 2. Нехай E – векторна ґратка, u, v, w ∈ E. Тодi виконуються такi нерiвностi:

(i) |u ∧ w − v ∧ w| ≤ |u− v|;

(ii) |u ∨ w − v ∨ w| ≤ |u− v|, а отже, |u+ − v+| ≤ |u− v| при w = 0.

(iii) якщо, крiм того, u, v, w ≥ 0, то |u ∧ w − v ∧ w| ≤ |u− v| ∧ 2w.

Доведення. (iii) Оскiльки |u∧w− v ∧w| ≤ u∧w+ v ∧w ≤ w+w = 2w, то, враховуючи
(iii), отримуємо |u ∧ w − v ∧ w| ≤ |u− v| ∧ 2w.

Лема 3. Нехай послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 елементiв L0 збiгається до x0 ∈ L0 за метрикою.

Тодi для довiльного елементу w ∈ L+
1

lim
n→∞

∫
[0,1]

|xn − x0| ∧ w dµ = 0.

Доведення. Зафiксуємо довiльне ε > 0. Згiдно з абсолютною неперервнiстю iнтегра-
ла Лебеґа, виберемо δ > 0 так, щоби для довiльної вимiрної пiдмножини A ⊆ [0, 1]

виконувалась iмплiкацiя

µ(A) ≤ δ ⇒
∫
A

w dµ <
ε

2
. (12)

Використовуючи, що послiдовнiсть (xn)
∞
n=1 збiгається до x0 за мiрою, виберемо n0 ∈

N так, щоби

(∀n ≥ n0) µ(An) ≤ δ, де An =
{
t ∈ [0, 1] : |xn(t)− x0(t)| ≥

ε

2

}
. (13)

Тодi для кожного n ≥ n0 з врахуванням (12), (13) та нерiвностей |xn − x0| ∧ w ≤
|xn − x0|, |xn − x0| ∧ w ≤ w дiстаємо∫

[0,1]

|xn − x0| ∧ w dµ =

∫
An

|xn − x0| ∧ w dµ+

∫
[0,1]\An

|xn − x0| ∧ w dµ ≤

≤
∫
An

w dµ+

∫
[0,1]\An

ε

2
dµ <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Теорема 4. Нехай 0 < e ∈ L+
0 . Тодi вiдображення qqqe : L0 → R, що задане рiвнiстю

qqqe(x) =

∫
[0,1]

Qe(x) dµ =

∫
[0,1]

(x+ ∧ e− x− ∧ e) dµ, (14)

є неперервним монотонно неспадним на L+
0 зарядом.
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Доведення. Доведемо диз’юнктну адитивнiсть qqqe. Нехай x, y ∈ L0 x ⊥ y. Тодi, врахову-
ючи, що x+ ∧ y+ ≤ |x| ∧ |y| = 0, а отже, x+ ⊥ y+ та аналогiчно x− ⊥ y−, отримуємо

qqqe(x+ y) = (x+ y)+ ∧ e− (x+ y)− ∧ e
Лема 1 (iii)

=

= (x+ + y+) ∧ e− (x− + y−) ∧ e
Лема 1 (ii)

=

= x+ ∧ e+ y+ ∧ e− x− ∧ e+ y− ∧ e = qqqe(x) + qqqe(y).

Отже, qqqe є зарядом. Доведемо неперервнiсть qqqe. Нехай (xn)
∞
n=1 – довiльна послiдов-

нiсть в L0, яка збiгається до x0 ∈ L0 за метрикою. Для кожного n ∈ N маємо

|qqqe(xn)− qqqe(x0)| =
∣∣∣∣∫

[0,1]

(
x+
n ∧ e− x−

n ∧ e− x+
0 ∧ e+ x−

0 ∧ e
)
dµ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
[0,1]

∣∣(x+
n ∧ e− x−

n ∧ e− x+
0 ∧ e+ x−

0 ∧ e
)∣∣ dµ ≤

≤
∫
[0,1]

∣∣x+
n ∧ e− x+

0 ∧ e
∣∣ dµ+

∫
[0,1]

∣∣x−
0 ∧ e− x−

n ∧ e
∣∣ dµ Лема 2 (iii)

≤

≤
∫
[0,1]

∣∣x+
n − x+

0

∣∣ ∧ 2e dµ+

∫
[0,1]

∣∣x−
0 − x−

n

∣∣ ∧ 2e dµ
Лема 2 (ii)

≤

≤ 2

∫
[0,1]

∣∣xn − x0

∣∣ ∧ 2e dµ

З отриманих нерiвностей та леми 3 дiстаємо limn→∞ qqqe(xn) = qqqe(x0). Таким чином,
неперервнiсть qqqe доведено. Залишається показати, що qqqe є неспадною на L+

0 . Нехай
x, y ∈ L0 та 0 ≤ x ≤ y. Тодi

qqqe(x) =

∫
[0,1]

x ∧ e dµ ≤
∫
[0,1]

y ∧ e dµ = qqqe(y),

що i треба було встановити.

2 Застосування до моделi економiки Ерроу-Дебре

Нагадаємо, що бiнарне вiдношення ≽ на множинi P називається вiдношенням пе-
реваги (див. [1, Definition 1.1.1]), якщо виконуються наступнi умови для довiльних
x, y, z ∈ P :

1. x ≽ x (рефлексивнiсть);

2. x ≽ y або y ≽ x (лiнiйнiсть);

3. якщо x ≽ y та y ≽ z, то x ≽ z (транзитивнiсть).

Очевидно, що кожне вiдношення нестрогого лiнiйного порядку є вiдношенням пере-
ваги, але, наприклад, максимальне вiдношення P 2, тобто, (∀x, y ∈ P ) x ≽ y є вiдноше-
нням переваги, яке не є вiдношенням порядку. З iншого боку, на фактор-множинi по
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вiдношенню еквiвалентностi x ∼ y тодi i лише тодi, коли x ≽ y та y ≽ x, вiдношення
переваги iндукує вiдношення порядку. Запис x ̸≽ y означає заперечення x ≽ y. “Строга”
версiя вiдношення переваги визначається так: x ≻ y означає, що x ≽ y та y ̸≽ x. Вжи-
вають також y ≼ x, як рiвносильну версiю запису x ≽ y (аналогiчне правило стосується
вiдношень ≻ та ̸≽). Вiдношення x ̸≻ y означає заперечення x ≻ y.

Нехай ≽ – вiдношення переваги на множинi P . Елемент q0 ∈ Q пiдмножини Q ⊆
P називається ≽-максимальним (чи просто максимальним, якщо зрозумiло, про яке
вiдношення переваги йдеться), якщо не iснує x ∈ Q такого, що x ≻ q0.

Нехай (G,⊑) – частково впорядкована множина з найменшим елементом 0 ∈ G.
Супремум та iнфiмум двоелементної пiдмножини {x, y} ⊂ G позначатимемо через x∪∪∪∪∪∪∪∪∪y

та x∩∩∩∩∩∩∩∩∩ y вiдповiдно. Запис x = y ⊕ z означає, що y∪∪∪∪∪∪∪∪∪ z = x та y∩∩∩∩∩∩∩∩∩ z = 0.
Частково впорядкована множина (G,⊑) з найменшим елементом 0 називається ком-

плементарним простором, якщо виконуються наступнi умови:

(CS1) для довiльних x, y ∈ G таких, що y ⊑ x, iснує елемент z ∈ G такий, що x = y ⊕ z;

(CS2) для довiльних x, y, u, v ∈ G таких, що x⊕ y = u⊕ v iснують елементи a, b, c, d ∈ G

такi, що x = a⊕ b, y = c⊕ d, u = a⊕ c та v = b⊕ d.

Нехай G – комплементарний простiр та X – лiнiйний простiр. Вiдображення T : G →
X називається зарядом, якщо для довiльних x, y, z ∈ G з умови x = y ⊕ z випливає,
що T (x) = T (y) + T (z). Стандартний приклад комплементарного простору є довiльна
векторна ґратка E з латеральним порядком (E,⊑), а нове поняття заряду на компле-
ментарному просторi (E,⊑) збiгається iз поняттям заряду на векторнiй ґратцi E. Iнший
стандартний приклад комплементарного простору є довiльна булева алгебра B вiдносно
свого порядку, а поняття заряду збiгається з поняттям скiнченно-адитивної X-значної
мiри на B.

Класична модель економiки Ерроу-Дебре [3], [1] базується на додатному конусi Rd
+

d-вимiрної векторної ґратки Rd, де d ∈ N – це кiлькiсть товарiв даної економiки. Векто-
ри x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

+ розглядаються як вибiрки кiлькостей товарiв i називаються
товарними векторами, якi можуть вироблятися, продаватися, обмiнюватися та спожи-
ватися. У деяких версiях моделi економiки замiсть скiнченновимiрної векторної ґратки
Rd розглядається довiльна векторна ґратка E, або ще загальнiше, комплементарний
простiр [13].

Традицiйно, цiною на векторнiй ґратцi E, додатний конус якої E+ розглядається,
як множина всiх товарних векторiв, називається звуження на E+ довiльного додатного
лiнiйного функцiоналу p : E → R (додатнiсть лiнiйного функцiоналу p означає, що
p(x) ≥ 0 для довiльного x ∈ E+). Значення p(x) визначає цiну довiльного товарного
вектора x ∈ E+.

Цiною на комплементарному просторi (G,⊑) називатимемо довiльний додатний не-
спадний скалярний заряд p : G → [0,+∞).

Кожна фiксована цiна p та фiксований товарний вектор ωωω ∈ E+ на векторнiй ґра-
тцi E або ωωω ∈ G на комплементарному просторi (G,⊑), який називається початковим



76 Українець О. З.

запасом, визначають бюджетну множину товарних векторiв за допомогою рiвностi:

Bωωω(p) :=
{
x ∈ E+ : p(x) ≤ p(ωωω)

}
чи вiдповiдно Bωωω(p) :=

{
x ∈ G : p(x) ≤ p(ωωω)

}
.

У скiнченновимiрному випадку E = Rd, d ∈ N, де простiр лiнiйних функцiоналiв
на E ототожнюється iз самим E, геометрично бюджетна множина – це багатовимiр-
на пiрамiда, яка за умови строгої додатностi цiни p ∈ Rd (тобто, p(ek) > 0 для всiх
елементiв ek, k = 1, . . . , d стандартного базису простору Rd) компактною пiдмножиною
Rd, i яка цiлком природно має ≽-максимальнi елементи для широкого класу вiдношень
переваги ≽ на Rd

+ (див. [1, Subsection 1.2]), а при певних умовах на вiдношення переваги
максимальний елемент єдиний [1, Theorem 1.2.3]. Оскiльки умова строгої додатностi p
є, очевидно, необхiдною для обмеженостi бюджетної множини Bωωω(p), ωωω ∈ Rd

+, то ма-
ксимальнi елементи бюджетних множин розглядаються лише для строго додатних цiн
p ∈ Rd.

Для побудови моделi економiки Ерроу-Дебре важливим є питання iснування та єди-
ностi максимальних елементiв бюджетних множин (див. пiдроздiл 1.2 монографiї [1]).

Носiєм елемента z ∈ L0 називається множина supp z = {t ∈ [0, 1] : z(t) ̸= 0}, яка
визначена з точнiстю до множини нульової мiри.

Розглянемо в ролi комплементарного простору G порядковий iнтервал [0, f0] у ве-
кторнiй ґратцi L0 з додатним вектором f0 ∈ L0, носiй якого є максимальним: supp f0 =
[0, 1], тобто,

G = [0, f0] =
{
x ∈ L0 : 0 ≤ x ≤ f0

}
i наступне вiдношення переваги на G, залежне вiд параметру e ∈ L+

0 , задане для до-
вiльних x,y ∈ G:

x ≽e y ⇔ ∥x ∧ e∥ ≥ ∥y ∧ e∥,

де норма розглядається у просторi L0.
Наступне означення є аналогом строгої додатностi цiни для випадку скiнченнови-

мiрних векторних ґраток.
Наступний результат є аналогом теореми 1.2.3 з [1] для нашого випадку.

Теорема 5. Для довiльного f0 ∈ L0, G = [0, f0], довiльного e ∈ L1 ∩ G та довiльного
початкового товарного запасу ωωω ∈ G iснує ≽e-максимальний елемент x∗ бюджетної
множини Bωωω(qe), який має вигляд x∗ = (γ0 · 1[0,1]) ∧ f0, γ0 ∈ [0,+∞).

Доведення ґрунтується на двох лемах.

Лема 4. Для довiльної вимiрної пiдмножини A ⊆ [0, 1], µ(A) > 0 та довiльного x ∈ L+
1

виконується нерiвнiсть: ∫
A

x

1 + x
dµ ≤

∫
A
x dµ

1 + 1
µ(A)

∫
A
x dµ

. (15)

Доведення леми 4. Згiдно з вiдомими властивостями iнтеграла Лебеґа, достатньо до-
вести (15) для випадку простої функцiї x ∈ L+

1 . Отже, нехай x =
∑n

k=1 ak1Ak
, де
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ak ∈ [0,+∞), A =
⊔n

i=1Ak. Зазначимо, що µ(A) =
∑n

k=1 µ(Ak). У нових позначеннях
нерiвнiсть (15) набуває вигляд:

n∑
k=1

akµ(Ak)

1 + ak
≤

∑n
k=1 akµ(Ak)

1 + 1
µ(A)

∑n
k=1 akµ(Ak)

=

∑n
k=1 akµ(Ak)

1
µ(A)

∑n
k=1(1 + ak)µ(Ak)

. (16)

Здiйснiмо кiлька послiдовних еквiвалентних перетворень нерiвностi (16), яку потрi-
бно довести:

1

µ(A)
·

n∑
k=1

(1 + ak)µ(Ak) ·
n∑

i=1

aiµ(Ai)

1 + ai
≤

n∑
k=1

akµ(Ak) =
n∑

k=1

(1 + ak)µ(Ak)− µ(A);

n∑
k=1

(1 + ak)µ(Ak)−
1

µ(A)
·

n∑
k=1

(1 + ak)µ(Ak) ·
n∑

i=1

aiµ(Ai)

1 + ai
≥ µ(A);

n∑
k=1

(1 + ak)µ(Ak)

(
1− 1

µ(A)
·

n∑
k=1

aiµ(Ai)

1 + ai

)
≥ µ(A). (17)

Помножимо (17) на µ(A) та, з урахуванням рiвностi

1 =
1

µ(A)
·

n∑
k=1

1 + ai
1 + ai

µ(Ai),

перепишемо (17) у наступнiй еквiвалентнiй формi:

n∑
k=1

(1 + ak)µ(Ak)
n∑

i=1

µ(Ai)

1 + ai
≥
(
µ(A)

)2
. (18)

Але нерiвнiсть (18) є вiдомою нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца

n∑
k=1

u2
k ·

n∑
i=1

v2i ≥

(
n∑

k=1

ukvk

)2

, uk, vk ≥ 0

при uk =
√

(1 + ak)µ(Ak), vi =
√

µ(Ai)
1+ai

, адже тодi
∑n

k=1 ukvk = µ(A).

Лема 5. Нехай a > 0 – дiйсне число та u, v, w ∈ L1 такi елементи, що 0 < v ≤ w ≤ a ·1Y

та a · 1X ≤ u. Нехай для вимiрних множин X,Y ⊆ [0, 1] виконується нерiвнiсть∫
X

(u− a) dµ ≤
∫
Y

(w − v) dµ.

Тодi ∫
X

(
1

a
− 1

u

)
dµ ≤

∫
Y

(
1

v
− 1

w

)
dµ.
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Доведення леми 5. Використовуючи умови леми, запишемо:∫
X

(
1

a
− 1

u

)
dµ =

∫
X

u− a

au
dµ ≤

≤
∫
X

u− a

a2
dµ =

=
1

a2

∫
X

(u− a) dµ ≤

≤ 1

a2

∫
Y

(w − v) dµ =

=

∫
Y

w − v

a2
dµ ≤

≤
∫
Y

w − v

vw
dµ =

=

∫
Y

(
1

v
− 1

w

)
dµ.

Доведення теореми 5. Зафiксуємо довiльнi f0 ∈ L0, e ∈ L1 та ωωω ∈ G. Зазначимо, що
qeqeqe(ωωω) ≤

∫
[0,1]

e dµ i розглянемо два випадки.

Випадок (i)(i)(i): qeqeqe(ωωω) =
∫
[0,1]

e dµ. Тодi x0 = f0 є ≽e-максимальним елементом бюдже-
тної множини Bωωω(qe), оскiльки в цьому випадку f0 ∈ Bωωω(qe) i f0 є ≽e-максимальним
елементом G.

Випадок (ii)(ii)(ii): qeqeqe(ωωω) <
∫
[0,1]

e dµ. Для довiльного γ ∈ [0,+∞) покладемо:

xγ = (γ · 1[0,1]) ∧ f0.

Крiм того, визначимо функцiю φ : [0,+∞) → R, поклавши для кожного γ ∈ [0,+∞)

φ(γ) = qe(xγ) =

∫
[0,1]

xγ ∧ e dµ.

З неперервностi ґраткових операцiй на L0 та iнтеграла Лебеґа випливає неперервнiсть
функцiї φ. Оскiльки φ(0) = 0 та limγ→+∞ φ(γ) =

∫
[0,1]

e ∧ f0 dµ, то iснує (не обов’язково
єдине) значення γ0 ∈ [0,+∞) таке, що qe(xγ0) = qe(ωωω). Покладемо x∗ = xγ0 i доведемо
максимальнiсть x∗. Згiдно з вибором, маємо

qe(x
∗) = qe(ωωω), (19)

а отже, x∗ ∈ Bωωω(qe). Розглянемо довiльний x ∈ Bωωω(qe) i доведемо, що

∥x∗∥ ≥ ∥x∥. (20)

З умови x ∈ Bωωω(qe) та (19) випливає∫
[0,1]

(x ∧ e) dµ ≤
∫
[0,1]

(x∗ ∧ e) dµ. (21)
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Покладемо
A := {t ∈ [0, 1] : x∗(t) < eee(t)}, AC = [0, 1] \ A.

Тодi
x∗ · 1A = γ0 · 1A та x∗ · 1AC = f0 · 1AC . (22)

Розглянемо два пiдвипадки.
Пiдвипадок (ii.a)(ii.a)(ii.a):

∫
A
(x∧ e) dµ ≤

∫
A
(x∗ ∧ e) dµ. Оскiльки

∫
A
(x∗ ∧ e) dµ =

∫
A
γ0 dµ =

γ0 · µ(A), то ∫
A

(x ∧ e) dµ ≤ γ0 · µ(A). (23)

Отже, згiдно з лемою 4, використовуючи iмплiкацiю (яка є добре вiдомою вправою)

(∀s, t ∈ R) 0 ≤ s ≤ t ⇒ s

1 + s
≤ t

1 + t
, (24)

отримуємо:

∥(x ∧ e) · 1A∥ =

∫
A

x ∧ e

1 + x ∧ e
dµ

(15)
≤

≤
∫
A
(x ∧ e) dµ

1 + 1
µ(A)

∫
A
(x ∧ e) dµ

(23)
≤

≤ γ0 · µ(A)
1 + γ0

= ∥(x∗ ∧ e) · 1A∥.

(25)

Крiм того,

∥(x ∧ e) · 1AC∥ ≤ ∥(f0 ∧ e) · 1AC∥ (22)
= ∥(x∗ ∧ e) · 1AC∥. (26)

Нарештi, з (25) i (26) випливає:

∥(x ∧ e)∥ = ∥(x ∧ e) · 1A∥+ ∥(x ∧ e) · 1AC∥ ≤
≤ ∥(x∗ ∧ e) · 1A∥+ ∥(x∗ ∧ e) · 1AC∥ = ∥(x∗ ∧ e)∥,

тобто, (x ∧ e) ≼e (x
∗ ∧ e).

Пiдвипадок (ii.a)(ii.a)(ii.a):

α :=

∫
A

(x ∧ e) dµ−
∫
A

(x∗ ∧ e) dµ =

∫
A

(x ∧ e) dµ− γ0 · µ(A) > 0. (27)

Покладемо B := {t ∈ AC : x(t) < e(t)} i зазначимо, що µ(B) > 0, оскiльки у
протилежному випадку було б (x ∧ e) · 1AC = e = (x∗ ∧ e) · 1AC , що разом з (27)
суперечило би (21). Далi покладемо для кожного s ∈ [0, 1]

As = {t ∈ A ∩ [0, s] : (x ∧ e)(t) > γ0} = {t ∈ A ∩ [0, s] : (x ∧ e)(t) > (x∗ ∧ e)(t)}.

Визначимо функцiю φ : [0, 1] → R, поклавши

φ(s) =

∫
A\As

(x ∧ e) dµ−
∫
A\As

(x∗ ∧ e) dµ, s ∈ [0, 1].
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Зазначимо, що φ(0) > 0 завдяки (27), а також φ(1) ≤ 0, згiдно з означенням множини
As. З вiдомих властивостей iнтеграла Лебеґа випливає неперервнiсть функцiї φ. А отже,
виберемо s0 ∈ (0, 1] так, щоби φ(s0) = 0, тобто,∫

A\As0

(x ∧ e) dµ =

∫
A\As0

(x∗ ∧ e) dµ. (28)

Тепер покладемо 1 = 1[0,1], X = As0 , Y = AC , v = (1 + x) · 1AC , w = (1 + x∗) · 1AC ,
a = 1 + γ0, u = (1 + x) · 1As0

. Тодi v > 0, оскiльки x ≥ 0, B ⊆ AC i µ(B) > 0. Крiм
того, з (22) дiстаємо, що v ≤ w. Далi, з означення f0 випливає, що x∗ · 1AC ≤ γ0 · 1AC , а
отже, w ≤ a · 1Y . Нарештi, з означення множини As отримуємо a · 1X = (1 + γ0) · 1AC ≤
(1 + x) · 1AC = u. Таким чином, виконуються умови леми 5: 0 < v ≤ w ≤ a · 1Y та
a · 1X ≤ u.

Позначимо z = (x∗ ∧ e)− (x ∧ e). Згiдно з (28),∫
A\As0

z dµ = 0. (29)

Тому ∫
Y

(w − v) dµ−
∫
X

(u− a) dµ =

∫
AC

z dµ+

∫
As0

z dµ
(29)
=

∫
[0,1]

z dµ
(21)
≥ 0.

Згiдно з лемою 5, має мiсце нерiвнiсть∫
Y

(
1

v
− 1

w

)
dµ−

∫
X

(
1

a
− 1

u

)
dµ ≥ 0. (30)

Зазначимо, що для довiльного y ∈ L+
0 та довiльної вимiрної пiдмножини D ⊆ [0, 1]

∥y · 1D∥ =

∫
D

y

1 + y
dµ =

∫
D

(
1− 1

1 + y

)
dµ = µ(D)−

∫
D

dµ

1 + y
.

Iз врахуванням останньої рiвностi запишемо:

∥(x∗ ∧ e) · 1Y ∥ − ∥(x ∧ e) · 1Y ∥ =

= µ(Y )−
∫
Y

dµ

1 + (x∗ ∧ e)
− µ(Y ) +

∫
Y

dµ

1 + (x ∧ e)
=

=

∫
Y

(
1

1 + (x ∧ e)
− 1

1 + (x∗ ∧ e)

)
dµ =

=

∫
Y

(
1

v
− 1

w

)
dµ;

(31)

∥(x∗ ∧ e) · 1X∥ − ∥(x ∧ e) · 1X∥ =

= µ(X)−
∫
X

dµ

1 + (x∗ ∧ e)
− µ(X) +

∫
X

dµ

1 + (x ∧ e)
=

=

∫
X

(
1

1 + (x ∧ e)
− 1

1 + (x∗ ∧ e)

)
dµ =

= −
∫
X

(
1

u
− 1

a

)
dµ.

(32)
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Крiм того, згiдно з лемою 4,

∥(x ∧ e) · 1A\As0
∥ =

∫
A\As0

x ∧ e

1 + (x ∧ e)
dµ ≤

≤

∫
A\As0

(x ∧ e) dµ

1 + 1
µ(A\As0 )

∫
A\As0

(x ∧ e) dµ

(28)
=

=

∫
A\As0

(x∗ ∧ e) dµ

1 + 1
µ(A\As0 )

∫
A\As0

(x∗ ∧ e) dµ

(24)
≤

≤

∫
A\As0

γ0 dµ

1 + 1
µ(A\As0 )

∫
A\As0

γ0 dµ
=

=
γ0 · µ(A \ As0)

1 + γ0
=

∫
A\As0

γ0
1 + γ0

dµ =

= ∥γ0 · 1A\As0
∥ (22)

= ∥(x∗ ∧ e) · 1A\As0
∥.

Отже, доведено нерiвнiсть

∥(x∗ ∧ e) · 1A\As0
∥ − ∥(x ∧ e) · 1A\As0

∥ ≥ 0. (33)

Враховуючи, що X ⊔ Y ⊔ (A \ As0) = [0, 1] i додаючи нерiвностi (31), (32) та (33),
отримуємо ∥x∗ ∧ e∥ − ∥x ∧ e∥, тобто, (x ∧ e) ≼e (x

∗ ∧ e).

Зауваження 2. Легко бачити, що в умовах теореми 5, ≽e-максимальний елемент бю-
джетної множини Bωωω(qe) не завжди єдиний у випадку, коли e < f0. Наприклад, у ви-
падку (i)(i)(i): qeqeqe(ωωω) =

∫
[0,1]

e dµ кожний вектор x ∈ [e, f0] є ≽e-максимальним для Bωωω(qe).

Зазначимо, що практичний сенс поняття бюджетної множини – це множина всiх мо-
жливих закупiвель, якi можна здiйснити у межах даного запасу коштiв, а максимальний
елемент бюджетної множини – це саме той вибiр закупiвлi, який матиме максималь-
ний ефект з точки зору певного вiдношення переваги, яке має властивостi 1-3, згiдно з
означенням.

Автор висловлює щиру подяку М.М. Попову за постановку основної задачi i кориснi
консультацiї.
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In a recent paper by the author, joint with O.G. Fotiy and M.M. Popov, we
used the orthogonally additive projection of L0 onto the lateral band generated
by the unit function, to construct an example of a nonzero orthogonally additive
functional on L0, which is continuous at zero. However, all examples of the kind
are discontinuous at some other points. So the question on the existence of a
nonzero orthogonally additive functional on L0, which is continuous at every poi-
nt, naturally arises. We give an affirmative answer to this question by constructing
of two different types of such examples. Next we apply the obtained results to
the Arrow-Debreu model of economy.


