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НIКОРАК Олена Модифiковане ланцюгове A2-зображення чисел 280
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ОСИПЧУК Михайло Третя початково-крайова задача для параболiчного псевдодифе-
ренцiального рiвняння порядку α ∈ (1, 2) 283

ПIЧКУР Володимир, ГАГУРIН Євгенiй Про достатнi умови оптимальної стабiлiзацiї
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ПЕРЕГУДА Олег, КУШНIРЕНКО Свiтлана Апроксимацiя оптимального керування
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ПЕРЕСТЮК Микола, КОРОЛЬ Iгор, КОРОЛЬ Юрiй Дослiдження диференцiально-
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ПЕТРУЛЯ Валентин, ШАТИРКО Андрiй Стiйкiсть розв’язкiв систем «прямого» регу-
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ПРАЦЬОВИТИЙ Микола Нескiнченносимвольнi системи зображення чисел у задачах
теорiї функцiй з фрактальними властивостями 300

ПУКАЛЬСЬКИЙ Iван, ЯШАН Богдан Нелокальна загальна крайова задача для не-
рiвномiрно 2b-параболiчних рiвнянь зi степеневими особливостями 302

ПУКАЧ Петро, ЧЕРНУХА Юрiй Комп’ютерне моделювання дифузiйних потокiв до-
мiшки в шарi iз системою випадкових точкових внутрiшнiх джерел маси 304

РАДЧИН Євгенiй, КIЧМАРЕНКО Ольга Задача оптимального керування для iнтегро-
диференцiального рiвняння в Банахових просторах 307

РАТУШНЯК Софiя Цилiндричнi дроби ланцюгових As-дробiв 309

РИХЛIК Антон Асимптотичний аналiз математичного сподiвання повної енергiї гар-
монiчного осцилятора збуреного випадковим процесом 312

РУСАКОВ Вiктор, IГНАТОВИЧ Свiтлана Полiномiальне керування для однiєї нелi-
нiйної некерованої системи 314
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САВЧЕНКО Антон Метод двобiчних наближень в аналiзi задачi про статичний прогин
балки мiкроелектромеханiчної системи iз сегментованим електродом 317
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чних наближень з використанням квазiфункцiї Грiна-Рвачова 360
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МИКОЛА ОЛЕКСIЙОВИЧ ПЕРЕСТЮК:

ВЧЕНИЙ, УЧИТЕЛЬ, ЛЮДИНА

Є люди, чий науковий доробок залишається у пiдручниках i статтях. Є люди, чиї iдеї
продовжують жити у працях учнiв. А є вченi, вплив яких виходить далеко за межi власних
дослiджень – у розвиток цiлої наукової галузi, у сформованi науковi школи, у долi поколiнь
математикiв, для яких вони стали Вчителями.

Саме таким був Микола Олексiйович Перестюк – видатний український матема-
тик, академiк Нацiональної академiї наук України, доктор фiзико-математичних наук, про-
фесор, учений зi свiтовим iм’ям у галузi якiсної та асимптотичної теорiї диференцiальних
рiвнянь, авторитетний дослiдник теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом. Йо-
го життєвий i науковий шлях був нерозривно пов’язаний iз Київським унiверситетом. У 1963
роцi Микола Перестюк вступив на механiко-математичний факультет Київського держав-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка, який закiнчив у 1968 роцi. Уже наступного року
розпочав викладацьку та наукову роботу в унiверситетi, пройшовши шлях вiд асистента до
професора, завiдувача кафедри та декана механiко-математичного факультету.

Його становлення як ученого вiдбувалося у всесвiтньо вiдомiй київськiй науковiй школi
з нелiнiйної механiки Крилова–Боголюбова–Митропольського. Важливу роль у цьому ста-
новленнi вiдiграв академiк Анатолiй Михайлович Самойленко – учитель i науковий
наставник Миколи Олексiйовича. Саме ця школа сформувала особливий стиль його нау-
кового мислення – поєднання фундаментальностi, глибокого аналiзу та уваги до задач, що
виникають у реальних математичних моделях.

Микола Перестюк пiд час пленарної доповiдi «Слово про вчителя», присвяченої академiку
Анатолiю Михайловичу Самойленку (Чернiвцi, 28.09.2023)
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У 1972 роцi Микола Олексiйович захистив кандидатську дисертацiю, а в 1986 роцi –
докторську. У 1987 роцi побачила свiт монографiя «Диференцiальнi рiвняння з iмпульсною
дiєю», написана у спiвавторствi з Анатолiєм Михайловичем Самойленком. Це була перша
монографiчна праця, у якiй систематизовано основнi результати теорiї iмпульсних систем.
Важливою складовою наукової спадщини Миколи Олексiйовича стали фундаментальнi ре-
зультати в теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю та розривних динамiчних
систем. Вiн розробив якiсно новi методи дослiдження таких систем, зокрема їхнiх розв’язкiв
та iнтегральних множин, встановив умови iснування i стiйкостi перiодичних та майже перi-
одичних розв’язкiв, отримав ефективнi критерiї стiйкостi та розвинув методи наближеного
розв’язування диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Значний внесок Миколи Оле-
ксiйовича пов’язаний також iз розвитком теорiї збурень iнварiантних множин розривних
динамiчних систем, обґрунтуванням аналогiв методiв Пуанкаре та Боголюбова для iмпуль-
сних систем i дослiдженням їхнiх складних коливних режимiв.

Наукова школа триває доти, доки вчитель продовжується у своїх учнях.
Олександр Станжицький, Анатолiй Самойленко, Микола Перестюк (Київ, 2012)

За цими, на перший погляд, вузькоспецiальними математичними напрямами стояла
ширша наукова проблема – зрозумiти закономiрностi складних динамiчних процесiв i ство-
рити математичний iнструментарiй для їх дослiдження. Саме тому працi Миколи Олексiйо-
вича мали значення не лише для розвитку теорiї диференцiальних рiвнянь, а й для ширшого
кола задач математичного моделювання та нелiнiйної механiки.

Наукова спадщина Миколи Олексiйовича – це понад 350 наукових i науково-

методичних праць. Проте масштаб ученого визначається не тiльки кiлькiстю публiкацiй.
Важливо й те, скiльки знань i наукового досвiду вiн передав наступним поколiнням. Пiд йо-
го керiвництвом захищено 10 докторських i 25 кандидатських дисертацiй. Його учнi
сьогоднi працюють у рiзних унiверситетах та наукових центрах, продовжуючи розвивати
напрями, до яких вiн доклав свою працю.

Наукове визнання Миколи Олексiйовича було широким i вагомим. У 2009 роцi його
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обрано академiком Нацiональної академiї наук України. Вiн – лауреат Державної премiї
України в галузi науки i технiки, Державної премiї України в галузi освiти, премiй iменi М.
М. Крилова та М. М. Боголюбова НАН України, удостоєний почесного звання «Заслужений
дiяч науки i технiки України», нагороджений орденами «За заслуги» III та II ступенiв, а
також вiдзначений численними державними й академiчними нагородами.

Водночас його авторитет виходив далеко за межi одного унiверситету. Микола Оле-
ксiйович був Почесним доктором Ужгородського нацiонального унiверситету та

Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича, Заслуженим

професором Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка та

Кам’янець-Подiльського нацiонального унiверситету iменi Iвана Огiєнка. Вiн вхо-
див до складу редакцiйних колегiй i був головним редактором наукових видань, упродовж
багатьох рокiв очолював спецiалiзовану вчену раду iз захисту дисертацiй. Активно працював
задля розвитку математичної науки та пiдготовки молодих науковцiв, очолював експертну
раду ВАК України, працював у складi численних комiсiй Мiнiстерства освiти i науки Укра-
їни.

Велику увагу Микола Олексiйович придiляв розвитку шкiльної математики, адже до-
бре розумiв: саме зi школи починається шлях майбутнього математика, формується iнтерес
до науки та математичне мислення. Вiн був автором i спiвавтором пiдручникiв, навчальних
посiбникiв i збiрникiв задач з математики для школярiв та вступникiв до закладiв вищої
освiти. Особливу увагу придiляв пiдтримцi олiмпiадного руху з математики в Українi та
впродовж багатьох рокiв очолював журi Всеукраїнської учнiвської олiмпiади з математики.

Микола Олексiйович був членом програмних комiтетiв численних наукових конферен-
цiй, виступав iз пленарними доповiдями, активно долучався до наукових дискусiй i завжди
залишався вiдкритим до спiлкування з колегами та молодими науковцями. Своїм прикладом
вiн показував молодому поколiнню, що наука розвивається не лише через власнi дослiдже-
ння, а й через живе спiлкування, обмiн iдеями, пiдтримку однодумцiв i постiйний пошук
нового. Так передається наукова культура, народжуються новi iдеї та продовжується тра-
дицiя вiд поколiння до поколiння.

Для Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича Микола Оле-
ксiйович був не просто знаним ученим, iм’я якого пов’язане з математикою свiтового рiвня.
Його багато рокiв поєднували з унiверситетом науковi та людськi зв’язки. У 2010 роцi йому
було присвоєно звання Почесного доктора Чернiвецького нацiонального унiверси-

тету iменi Юрiя Федьковича — на знак визнання його вагомого внеску в розвиток теорiї
диференцiальних рiвнянь i нелiнiйної механiки та багаторiчної спiвпрацi з унiверситетом.

Особливим є i його зв’язок iз математичною спiльнотою Чернiвцiв. Микола Олексiйо-
вич був членом редакцiйної колегiї «Буковинського математичного журналу», пiдтри-
мував його розвиток. Його iм’я стало частиною наукового середовища, у якому працювали й
зростали чернiвецькi математики, а пiд його керiвництвом захищалися докторськi дисертацiї
та формувалися новi поколiння дослiдникiв.
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Микола Олексiйович Перестюк вiдкриває Мiжнародну наукову конференцiю
«Математика та iнформацiйнi технологiї», присвячену 55-рiччю факультету

математики та iнформатики, з деканом Ольгою Мартинюк (Чернiвцi, 28.09.2023)

Та, мабуть, найважливiшою рисою Миколи Олексiйовича як ученого була його зда-
тнiсть залишатися Вчителем. Для нього математика не завершувалася отриманим резуль-
татом чи опублiкованою статтею. Вона продовжувалася в учнях, у наукових дискусiях, у
нових питаннях, якi виникали пiсля кожної знайденої вiдповiдi.

25 сiчня 2024 року Микола Олексiйович Перестюк вiдiйшов у вiчнiсть. Проте його
наукова спадщина продовжує жити – у працях, результатах його учнiв, розвитку теорiї
диференцiальних рiвнянь i в нових наукових питаннях, до пошуку вiдповiдей на якi вiн
надихнув не одне поколiння математикiв.

Саме тому мiжнародна наукова конференцiя «Диференцiальнi рiвняння та їх

застосування», присвячена пам’ятi академiка Миколи Перестюка, – це не лише данина
пам’ятi видатному вченому. Це продовження наукового дiалогу, якому вiн присвятив своє
життя.

Нехай результати, iдеї та науковi пошуки, представленi на цих сторiнках,

стануть ще одним продовженням справи Вченого, Учителя i Людини, чиє iм’я

назавжди залишиться в iсторiї української математики.
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Rating systems are widely used to estimate the relative strength of agents participating in
repeated interactions. The Elo system provides a framework for updating the rating of an agent
based on the difference between the observed and expected outcome [1]:

rcalcik = rcalci(k−1) +K(M,N, T )
N∑︂
j=1
j ̸=i

(Sijk − Pijk) , (1)

where rcalci(k−1) and rcalcik are the calculated ratings of agent i before and after interaction k;
K(M,N, T ) is the Elo update coefficient depending on the number of interactions M , interacting
agents N , and interaction index T ; Sijk and Pijk are the actual and expected results of the
sub-interaction with agent j.

The standard Elo framework assumes that an agent’s rating is sufficiently accurate. In
practice, an agent’s strength may change over time, with such changes unknown before new
interactions are observed. We therefore represent the initial rating as a probability distribution
reflecting uncertainty in the agent’s underlying strength and apply it to outcome forecasting using
Monte Carlo simulation.

Elo ratings can predict individual interactions. However, when many interactions jointly
determine an outcome, analytical probability estimation is generally infeasible due to the combi-
natorial complexity. Monte Carlo simulation provides an approach to such problems, as demonstrated
by de Angelis and Fontana [2]. Their approach uses the Elo formula to evaluate future interacti-
ons. However, analysis shows that lower-rated agents have slightly higher winning chances than
predicted by Elo. Therefore, the proposed approach uses logistic regression models to predi-
ct the outcomes xij of future interactions based on Elo ratings (ri, rj) and additional features
(h1, . . . , hL), if needed:

xij = f(ri, rj, h1, . . . , hL). (2)

However, this approach still assumes that the input ratings are known precisely. In practice,
a calculated Elo rating is only an estimate of an agent’s underlying strength and is therefore
subject to uncertainty. The proposed approach accounts for this uncertainty by treating the
initial rating as a random variable rather than a fixed value. Thus, instead of using the same
calculated rating rcalcik for each Monte Carlo simulation, we model the actual rating as the sum of
the calculated rating and an uncertainty term εik:

rik = rcalcik + εik, εik ∼ N
(︁
µik, σ

2
ik

)︁
. (3)
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where µik is the difference between the true and calculated ratings and σik is its standard devi-
ation. The magnitudes of both parameters depend on the number of interactions. The higher the
number of recent interactions, the more precise the agent’s rating calculation becomes, and the
less the calculated rating deviates from the true rating. Thus, the difference between the true and
calculated ratings is modeled as

εik |M recent
ik ∼ N

(︁
µik
(︁
M recent

ik

)︁
, σ2

ik

(︁
M recent

ik

)︁)︁
. (4)

Given an Elo rating uncertainty distribution at a particular time, a random rating can be
sampled for each agent based on its calculated rating and uncertainty. After each interaction, the
agent’s rating is updated with a specific Elo update coefficient:

rsimik = rsimi(k−1) +Ksim(M,N, T )
N∑︂
j=1
j ̸=i

(Sijk − Pijk) . (5)

The model was implemented using English Premier League results for seasons from 2015/16
to 2024/25 [3]. The expected rating deviation is calculated based on the rating potential, which
is the 90th percentile of the last 10 years of team ratings (rpotentialik ), and information about
promotion/relegation to the Premier League (PRik), where 1 indicates promotion, −1 indicates
relegation, and 0 means no change:

µik
(︁
M recent

ik

)︁
=
β0 + β1

(︂
rpotentialik − rcalcik

)︂
+ β2PRik

1 + λM recent
ik

. (6)

The standard deviation is based on the average rating deviation between the beginning and
end of a season.

σik
(︁
M recent

ik

)︁
=

σ0Dk

1 + λM recent
ik

. (7)

Hyperparameters were optimized using gradient descent and evaluated with logarithmic loss.
The proposed approach achieved the best result (2.554), compared with 2.596 without uncertainty
and 2.652 without Elo updates during simulation.
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In a domain QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} we consider the coefficient inverse
problems for the degenerate parabolic equation:

wt = a(t)tβwxx + (b1(t)x+ b2(t))wx + c(x, t)w + f(x, t), (1)

w(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l], (2)

wx(0, t) = µ1(t), wx(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)
l∫︂

0

w(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)

l∫︂
0

xw(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (5)

It is known that a(t) > 0, t ∈ [0, T ] and the degeneration of the equation is caused by the power
function tβ. Both cases of strong (β ≥ 1) and weak (0 < β < 1) degenerations are investigated.
The coefficient at the first derivative of unknown function w = w(x, t) in the equation (1) is a
polynomial of the first order for the space variable with two unknown functions with respect to
time variable b1 = b1(t), b2 = b2(t).

It is established conditions of existence and uniqueness of the local solutions to the named
problem. To prove the existence of the solution to the problem (1)-(5) we apply the Schauder
Fixed Point Theorem. For this purpose, using the apparatus of Green’s functions of boundary
value problems for the heat equation, the inverse problem (1)-(5) is reduced to an equivalent
system of equations and conditions of Schauder’s theorem are ensured for it. Uniqueness of the
solutions is based on the properties of the system of homogeneous integral Voltera equations of
second kind with integrable kernels.

Moreover, it is proved that for the case of strong degeneration for parabolic equation with
Neumann boundary conditions the unknown function w = w(x, t) and its first derivative with
respect to space variable are continuous in QT0 . The second derivative of this function has the
singularity t

1−β
2 at t→ 0 unlike both cases of weak degeneration when all these functions are con-

tinuous in QT0 and strong degeneration of parabolic equation with Dirichlet boundary conditions
when the first derivative of unknown function behaves as t

1−β
2 when t→ 0.

It is established also that the unknown functions b1 = b1(t), b2 = b2(t) behave at t → 0 as
tδ with δ = min{γ, β} in contrast to the case of strong degeneration for parabolic equation with
Dirichlet boundary conditions when δ = min{γ, β+1

2
} with γ > β−1

2
.
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Results of this paper can be used in research of inverse problems of identification the younger
coefficients in parabolic equation which depend on both space and time variables. Besides, they
are the first step in investigation parabolic equations with general strong degeneration or multi-
dimensional degenerate parabolic equations.
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In the present communication we consider the following nonlocal problem for an impulsive
system of hyperbolic equations with generalized piecewise-constant argument on the domain Ω =

[0, T ]× [0, ω]

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+B(t, x)

∂u(t, x)

∂t
+ C(t, x)u(t, x) + f(t, x)+

+A0(t, x)
∂u(γ(t), x)

∂x
+B0(t, x)

∂u(γ(t), x)

∂t
+ C0(t, x)u(γ(t), x), t ̸= tj, j = 1, N − 1, (1)

P (x)
∂u(0, x)

∂x
+ S(x)

∂u(T, x)

∂x
= φ(x), x ∈ [0, ω], (2)

lim
t→tj+0

u(t, x)− lim
t→tj−0

u(t, x) = φj(x), x ∈ [0, ω], j = 1, N − 1, (3)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (4)

where u(t, x) = (u1(t, x), ..., un(t, x))
′ is unknown vector function, the n × n matrices A(t, x),

B(t, x), C(t, x), A0(t, x), B0(t, x), C0(t, x) and n vector function f(t, x) are continuous on Ω;
γ(t) = ζj if t ∈ [tj, tj+1), j = 0, N − 1; tj ≤ ζj < tj+1 for all j = 0, 1, ..., N − 1; 0 = t0 <

t1 < ... < tN−1 < tN = T ; the n× n matrices P (x) and S(x) and the n vector function φ(x) are
continuously differentiable on [0, ω], the n vector functions φj(x) are continuously differentiable
on [0, ω], j = 1, N − 1; the n vector function ψ(t) is continuously differentiable on [0, T ].

Let PC(Ω, {tj}N−1
j=1 ,Rn) be the space of piecewise continuous on Ω vector functions u(t, x)

with possible discontinuities on lines t = tj, j = 1, N − 1, and norm
||u||1 = max

r=1,N
sup

(t,x)∈Ωr
||u(t, x)||, Ωr = [tr−1, tr)× [0, ω], r = 1, N .

A vector function u(t, x) ∈ PC(Ω, {tj}N−1
j=1 ,Rn) is a solution to problem (1)–(4) if:

(i) u(t, x) has partial derivatives ∂u(t,x)
∂x

and ∂u(t,x)
∂t

belonging to PC(Ω, {tj}N−1
j=1 ,Rn);

(ii) the mixed partial derivative ∂2u(t,x)
∂t∂x

exists at each point (t, x) ∈ Ω with the possible exception
of the points (tj, x), j = 0, N − 1, for all x ∈ [0, ω], where the one-sided mixed partial derivatives
exist;
(iii) system of hyperbolic equations (1) is satisfied for u(t, x) on each subdomain (tj, tj+1)× [0, ω],
j = 0, N − 1, and it holds for the right mixed partial derivative of u(t, x) at the points (tj, x),
j = 0, N − 1, x ∈ [0, ω];
(iv) boundary conditions (2), (3) are satisfied for u(t, x) at the lines t = 0, x = 0, respectively.
(v) conditions of impulse effects (4) are satisfied for u(t, x) at the lines t = tj, j = 1, N − 1,
x ∈ [0, ω].
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Problems for impulsive differential equations of various types have been the subject of active
research for many years, see references in [1-2]. One important class of differential equations
with discontinuities consists of equations with a piecewise constant argument [3]. A new type
of piecewise constant arguments for differential equations was introduced in the work [4]. New
results in the theory of impulsive hyperbolic equations with loads were obtained in [5]. The study
of hyperbolic equations with a generalized piecewise constant argument was initiated in [6]. In
this work we establish the coefficient conditions for the existence of a unique solution to problem
(1)–(4).

We use the notations α(x) = max
t∈[0,T ]

||A(t, x)||, α0(x) = max
t∈[0,T ]

||A0(t, x)||,

θ = max
{︂
max
r=1,N

(tr − ζr−1), max
r=1,N

(ζr−1 − tr−1)
}︂
,

Dr(t, x) =

t∫︂
ζr−1

[A(τ, x) + A0(τ, x)]dτ, (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,

and introduce the (nN × nN) matrix

QN(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
P (x)[I +D1(0, x)] 0 . 0 S(x)[I +DN (T, x)]

−I −D1(t1, x) I +D2(t1, x) . 0 0

0 −I −D2(t2, x) . 0 0

. . . . .

0 0 . −I −DN−1(tN−1, x) I +DN (tN−1, x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

Theorem 1. Assume that the nN × nN matrix QN(x) is invertible for all x ∈ [0, ω] and the
following conditions are valid:

(a) ||[QN(x)]
−1|| ≤ γN(x), where γN(x) is positive continuous on [0, ω] function;

(b) qN(x) = γN(x)max
(︂
||P (x)||+ ||S(x)||, 2

)︂
α(x)eα(x)θ[α(x) + α0(x)]θ

2 ≤ χ < 1, where χ
is positive constant.

Then nonlocal problem (1)–(4) has a unique solution.
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We will use notations and definitions from [1]. Let 0 = (0, . . . , 0), b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \{0} be a
given direction, R+ = (0,+∞), Dn = {z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn : |zj| < 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}} be the
unit polydisc, L : Dn → R+ be a continuous function such that for all z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Dn

L(z) > β max
1≤j≤n

|bj|
1− |zj|

, β = const > 1. (1)

For a given z ∈ Dn we denote Dz = {t ∈ C : z + tb ∈ Dn}. In other words, Dz = {t ∈ C : |t| <
min1≤j≤n

1−|zj |
|bj | }. Here, if bj = 0 then we suppose 1−|zj |

|bj | = +∞. Denote

λb(η) = sup
z∈Dn

sup
t1,t2∈Dz

{︃
L(z + t1b)

L(z + t2b)
: |t1 − t2| ≤

η

min{L(z + t1b), L(z + t2b)}

}︃
.

The notation Qb(Dn) stands for a class of positive continuous functions L : Dn → R+,

satisfying (1) and (∀η ∈ [0, β]) one has λb(η) < +∞. We denote a+ = max{a, 0}. Set u(r) =

u(z0, θ, r) = L(z0 + reiθb). Let Wb(Dn) be a class of positive continuous function L : Dn → R+

satisfying all following conditions:
1) for all z ∈ Dn L(z) > β max

1≤j≤n
|bj |

1−|zj | , where β = const > 1;

2) for every z0 ∈ Dn and every θ ∈ [0, 2π] the function u(r, z0, θ) be a continuously differen-
tiable function of real variable r ∈ [0, r0), where r0 = min{s ∈ R+ : |z0j + seiθbj| = 1, 1 ≤ j ≤ n};

3) for every z0 ∈ Dn, θ ∈ [0, 2π] one has
(︂
d
ds

1
L(z0+sreiθb)

⃓⃓
s=1

)︂+
→ 0 as max

1≤j≤n
|z0j +reiθbj| → 1,

i.e. r → r0. (−u′r(z0, θ, r))
+
/(L2(z0 + reiθb)) → 0

An analytic function F : Dn → C is called a function of bounded L-index in a direction b,
if there exists m0 ∈ Z+ such that for every m ∈ Z+ and every z ∈ Dn the following inequality
is valid |∂mb F (z)|

m!Lm(z)
≤ max

{︂
|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m0

}︂
, where ∂0bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

∑︁n
j=1

∂F (z)
∂zj

bj,

∂kbF (z) = ∂b(∂
k−1
b F (z)), k ≥ 2. The least integerm0 = m0(b) is called the L-index in the direction

b of an analytic function F and is denoted by Nb(F,L,Dn) = m0.

Below we formulate proposition providing growth estimates of analytic solutions of the
following homogeneous partial differential equation

g0(z)∂
p
bF (z) + g1(z)

∂p−1F (z)

∂bp−1
+ · · ·+ gp(z)F (z) = 0. (2)

Theorem 1. Let L ∈ Qb(Dn)∩Wb(Dn), functions g0, g1, . . . , gp be analytic in the unit polydisc
and there exists R ∈ [0, 1) such that for all z ∈ Dn, |z| ≥ R, one has |gj(z)| ≤ mjL

j(z)|g0(z)|
for 1 ≤ j ≤ p, where mj are some nonnegative constants. If an analytic function F : Dn → C
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satisfies equation (2) and ∀z ∈ Dn, |z| < R, F (z + tb) ̸≡ 0 then F (z) is of bounded L-index in
the direction b and for all z0 ∈ Dn, θ ∈ [0, 2π]

lim
max

1≤j≤n
|z0j+reiθbj |→1

ln |F (z0 + eiθrb)|
r∫︁
0

L(z0 + teiθb)dt

≤ max

{︄
1,

p∑︂
j=1

mj

}︄
. (3)

Acknowledgments. This research was funded by the National Research Foundation of
Ukraine (project 2025.07/0427, "Newest complex probabilistic methods for studying asymptotic
properties of analytical solutions of differential equations represented by multiple random series
and integrals and their potential applications", 0126U002547).

References

[1] Bandura, A.I., Batsala, Ya.V. Growth estimates for analytic functions in the unit polydisc
with bounded L-index in direction. Mat. Stud. 2026. 65, №2, 148–156.



27

On the extension of a class of stabilizing controls for two-

and three-dimensional nonlinear systems

Maksym BEBIYA
V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, Ukraine

m.bebiya@karazin.ua

We consider the nonlinear control system⎧⎨⎩ẋ1 = u,

ẋi = x
2ki−1+1
i−1 + fi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n

(1)

where u ∈ R is a control input, ki > 0 are given integer numbers, fi(t, x, u) are continuous
functions representing higher-order nonlinear terms, with f(t, 0, 0) = 0 for all t ≥ 0. We assume
that the exponents ki are strictly increasing, i.e., k1 < k2 < · · · < kn−1. It is well known that
system (1) has an uncontrollable linearization at the origin and is not feedback-linearizable.

The control u(x) = a1x1 + · · · anxn + an+1x
2k1+1
1 + · · · + a2n−1x

2kn−1−1
n−1 was proposed in [1]

for the stabilization of the equilibrium point x = 0 of system (1), under certain conditions on
the coefficients ai of the control. In the present work, we extend this result by employing a
different estimate for the derivative of an appropriate Lyapunov function. In particular, for two-
and three-dimensional systems, we obtain new conditions on ai which are less restrictive than
the corresponding conditions established in [1]. For example, in the two-dimensional case, the
coefficients ai may be chosen arbitrarily subject only to ai < 0, i = 1, 2, 3. Some interesting
results were also obtained in [2] for the case of non-strictly increasing ki.

Furthermore, we modify the obtained stabilizing control to achieve finite-time convergence
to the equilibrium and establish corresponding conditions for finite-time stabilization [3]. This
modification is based on V.I. Korobov’s controllability function method and leads to global finite-
time stabilization.
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The study of impulsively perturbed systems of ordinary differential equations has a long
tradition in the Kyiv school of nonlinear oscillations, particularly at the Institute of Mathematics
of the National Academy of Sciences of Ukraine [1, 2]. This research was initiated in 1937 by M.M.
Krylov and M.M. Bogolyubov with the study of a clock mechanism in which damping caused by
friction was compensated by periodic jolts of the anchor. Before 1967, research on the theory
of impulsive boundary value problems were predominantly descriptive in nature, limited to the
discussion of examples of impulsive processes occurring in mechanics, electronics, and physiology.
Furthermore, the study of the theory of impulsive boundary value problems was focused on linear
systems [3, 4, 5].

The study of the theory of impulsive boundary value problems was initiated in Kharkiv
by A.D. Myshkis in connection with the question posed by engineer B.V. Abramov concerning
the influence of periodic shocks on engine stability. A.D. Myshkis suggested this problem as the
topic of V. Milman’s thesis [6]. The research of M.M. Krylov and M.M. Bogolyubov was contin-
ued in the works of A.D. Mishkis and A.M. Samoilenko. The constructive theory of systems of
ordinary differential equations with impulsive action developed rapidly following the publication
the publication of monograph by A.M. Samoilenko and M.O. Perestyuk [2]. Necessary and suffi-
cient conditions for the existence of solutions of impulsively perturbed boundary value problems
for systems of ordinary differential equations in various critical and noncritical cases, as well as
the construction of the Green’s operator of the Cauchy problem and the Green’s operator of a
periodic boundary value problem with impulsive action were established in the works of Yu.O.
Mitropolsky, A.M. Samoilenko, M.O. Perestyuk, S. Shvabik and O.A. Boichuk [1, 7, 2, 5, 10].

In the works of A.M. Samoilenko and O.A. Boichuk necessary and sufficient conditions for
the existence of solutions of Noether boundary value problems for systems of ordinary differential
equations with non-degenerate impulsive action at fixed times were obtained [1, 7]. Systems of
ordinary differential equations with impulsive action at non-fixed times, namely, with impulsive
action on the hyperplane, are also investigated in the monograph by A.M. Samoilenko and M.O.
Perestyuk [2].

We analysed the relationship between boundary value problems with impulsive perturbation
at fixed times and boundary value problems with switching at fixed and non-fixed times [11]. We
found the constructive conditions of solvability and the scheme for constructing solutions of a
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nonlinear periodic boundary value problem with switchings at non-fixed times. Using the Ado-
mian decomposition method, we obtained the solvability conditions and a new iterative technique
for finding solutions of a weakly nonlinear periodic boundary value problem with switchings at
non-fixed times is constructed. Furthermore, we obtained the constructive conditions for the con-
vergence of the iterative scheme to the solution of the weakly nonlinear boundary value problem,
as well as the switchings points. The resulting iterative scheme was applied to obtain approxi-
mations to a periodic solution of the equation with switchings at non-fixed times, which models
a non-isothermal chemical reaction [11].
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We obtained solvability conditions for normally solvable [1] boundary value problems for a
system of ordinary differential equations with a degenerate impulsive action at fixed times [2, 3],
under the assumption of an infinite number of impulsive perturbations. We estabished differences
between the structure of solutions of a system of ordinary differential equations with a nonde-
generate impulsive action at fixed times [2] (with an infinite number of impulsive perturbations),
and the solutions of a system with a finite number of degenerate impulsive perturbations [3].

The conditions for the boundedness of solutions of systems of ordinary differential equations
with degenerate impulsive action at fixed times generalize the results of [1, 2, 3] to the case of
a finite number of degenerate impulsive perturbations [3]. These results can also be extended to
systems of ordinary differential equations with singular perturbations [4], as well as to systems
of ordinary differential equations with impulsive action of a more general form [5, 6], including
systems of ordinary differential equations with impulsive action at non-fixed times [2, 7, 8] and
functional-differential equations with impulsive action with delay [1, 9, 10, 11, 12]. In the case of
non-solvability, the boundary value problem with degenerate impulsive action, can be regularized
in a similar manner to that described in [13, 14].

Solvability conditions obtained for normally solvable [1] boundary value problems for a
system of ordinary differential equations with a degenerate impulse action at fixed moments of
time, under the assumption of an infinite number of impulse perturbations were published in the
article [15].

Co-author Viktor Chuiko was partially supported by the Grant of the Targeted Training
Department of Taras Shevchenko National University of Kyiv at the National Academy of Sciences
of Ukraine for 2025 — 2026.
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Multifrequency systems of equations are studied in the monograph [1]

da

dτ
= X(τ, a, φ),

dφ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y (τ, a, φ).

(1)

Consider a system of differential equations with linearly transformed arguments

daν
dt

= εκνXν(aΛ, φΘ),

dφν
dt

= ων(τν) + εκνYν(aΛ, φΘ), τν = εκν t,

(2)

where κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κn > 0, small parameter ε ∈ (0, ε0], t ≥ 0, aΛ(t) =
(︁
a(λ1t), . . . , a(λpt)

)︁
,

a ∈ D ⊂ Rn, 0 < λ1 < · · · < λp ≤ 1; φΘ(t) =
(︁
φ(θ1t), . . . , φ(θqt)

)︁
, φ ∈ Rn, 0 < θ1 < θ2 < · · · <

θq ≤ 1.
For κν = 1, λi = 1 and θj = 1 we obtain system (1). The mathematical model of coupled

oscillators with different asymptotics of interaction

d2xν
dt2

+ ω2
ν(τν) xν = εκνf

(︂
xΛ,

dxΛ
dt

)︂
(3)

is reduced to the form of system (2) by the change of variables

xν = aν cosφν ,
dxν
dt

= −aν ων sinφν .

For the system of equations (2), we construct a system of equations averaged by the com-
ponents of the fast variables φθ1 , . . . , φθq :

daν
dτν

= Xν,0(aΛ),

dφν
dτν

=
ων(τν)

εκν
+ Yν,0(aΛ).

(4)

The method of averaging by phase variables is used to study a multifrequency system with
linearly transformed arguments [2, 3, 4]. On the contrary to multifrequency systems of a standard
form, we consider the systems of equations, in which the speed of amplitude and phase variables
can depend on a small parameter to various degrees.

The existence and uniqueness of the solution of the system of equations (2) with the initial
condition at the point t = a is proved.
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The resonance condition in system (2) is the equality

n∑︂
ν=1

θν
(︁
kν , ω(τν)

)︁
= 0,

n∑︂
ν=1

∥kν∥ ̸= 0. (5)

For a sufficiently small ε∗ ∈ (0, ε0], sufficient smoothness of the right-hand sides of the system
of equations (2) and the fulfilment of the condition for the system to leave a small neighbourhood
of the resonance, an estimate of the error of the averaging method is obtained:

∥aν(τν , ε)− aν(τν)∥+ ∥φν(τν , ε)− φν(τν , ε)∥ ≤ cν ε
α+κν−1, ν = 1, n, (6)

where α = 1/(nq), cν > 0 and does not depend on ε.
Estimate (6) holds for each ν on the interval [0, Lεκν−1], ν = 1, n, and for all ε ∈ (0, ε∗].
The results are illustrated for a system of coupled oscillators of Duffing type.
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The differential equation

y(4) = α0p(t)
3∏︂
i=0

φi(y
(i)) exp

(︄
γ

⃓⃓⃓⃓
⃓

3∑︂
i=0

ln
⃓⃓
y(i)
⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓
µ)︄

, (1)

where α0 ∈ {−1, 1}, γ ∈ R, µ ∈]0; 1[, p : [a, ω[1 →]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), φi : ∆Yi →
]0,+∞[ (i = 0, 1, 2, 3) are the continuous functions, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi is either the interval
[y0i , Yi[

2 or the interval ]Yi, y0i ], is considered.
We suppose also, that every φi(z) is regularly varying as z → Yi (z ∈ ∆Yi) of index σi and

3∑︁
i=0

σi ̸= 1.

Definition 1. We call defined on [t0, ω[⊂ [a, ω[ solution y to the equation (1) the
Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, λ0)-solution (−∞ ≤ λ0 ≤ +∞) if next conditions take place

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1, 2, 3), (2)

lim
t↑ω

(y′′′(t))2

y(4)(t) y′′(t)
= λ0.

The asymptotic representations for Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, 1)-solutions to equation (1) and their
derivatives of the first and of the second order are found. Necessary and sufficient conditions
of existence of such solutions are also established using [2]. All Pω(Y0, Y1, Y2, Y3, 1)-solutions to
equation (1) are rapidly varying functions [1], that essentially changes ways of establishing.
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Let n be a natural number, and Rn be the linear space of ordered collections x = (x1, ..., xn)

of real numbers with a norm |x| := (|x1|2 + ... + |xn|2)1/2. Suppose that Ω is an unbounded
domain in Rn, and ∂Ω (boundary of the domain Ω) is a piecewise-smooth surface. Let ν(x) =
(ν1(x), ..., νn(x)) be a outward-pointing normal unit vector on ∂Ω at a point x ∈ ∂Ω. Suppose
∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, where Γ0 is a closure of an open set on ∂Ω (in particular, Γ0 = ∅ or Γ0 = ∂Ω),
Γ1 := ∂Ω \ Γ0. Put Q := Ω × (0, T ), Σ0 := Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ), where T > 0 is some
number. Denote by Bd(Ω) the set of all bounded subdomains of Ω.

Suppose that
(B) b : Ω → R is a function such, that b(x) ≥ 0 for every x ∈ Ω, and there exists an open set
Ω0 ⊂ Ω such that b(x) > 0 for x ∈ Ω0, and b(x) = 0 for x ∈ Ω \ Ω0; moreover b is continuous on
Ω0 ∩ Ω, and sup

x∈Ω′
b(x) <∞ for every Ω′ ∈ Bd(Ω).

We consider the problem: to find the function u(x, t), (x, t) ∈ Q, that satisfies (in some
sense) the equation

(b(x)u)t −
n∑︂
i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q , (1)

the boundary conditions
u
⃓⃓⃓
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

⃓⃓⃓
Σ1

= 0, (2)

and the initial condition
u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω0, (3)

where ai : Q × R1+n → R, i = 0, n, f : Q → R, u0 : Ω → R are given real-valued functions,
∂u(x, t)

∂νa
:=

n∑︁
i=1

ai(x, t, u,∇u) νi(x) is an exterior conormal derivative of u in point (x, t) ∈ Σ1.

Assume that the spatial part of the differential expression in the left-hand side of (1) is
elliptic, i.e., equation (1) is parabolic on Ω0× (0, T ) and is elliptic on (Ω \Ω0)× (0, T ). Therefore
it is called the elliptic-parabolic equation.

An example of the equations of type (1) considered here is

(b(x)u)t −
k∑︂

i,j=1

(ˆ︁aij(x, t)uxj)xi − n∑︂
i=k+1

(ˆ︁ai(x, t)|uxi|pi(x)−2uxi)xi + ˆ︁a0(x, t)u = f(x, t), (4)
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(x, t) ∈ Q, where k ∈ {1, ..., n − 1}, and Ω such that Ω ∩ {x = (x1, ..., xk, xk+1, ..., xn) ∈
Rn
⃓⃓
|x1|2 + ... + |xk|2 < τ 2} is bounded for each τ > 0, for example, Ω = Ω1 × Ω2, Ω1 is an

unbounded domain in space {(x1, ..., xk)
⃓⃓
x1, ..., xk ∈ R}, and Ω2 is a bounded domain in space

{(xk+1, ..., xn)
⃓⃓
xk+1, ..., xn ∈ R}. Also we suppose that 1) ˆ︁aij = ˆ︁aji ∈ L∞(Q), i, j = 1, k, are

functions such that for a.e. (x, t) ∈ Q a quadratic form
k∑︁

i,j=1

ˆ︁aij(x, t)ηiηj, (η1, ..., ηk) ∈ Rk, is pos-

itive, 2) for every i ∈ {0, k + 1, ..., n} a function ˆ︁ai : Q → R is measurable, and 0 < ess inf
Ω′×(0,T )

ˆ︁ai ⩽
ess sup
Ω′×(0,T )

ˆ︁ai < +∞ for all Ω′ ∈ Bd(Ω), 3) for every i ∈ {k + 1, ..., n} a function pi : Ω → R is mea-

surable, and 1 < ess inf
Ω′

pi ⩽ ess sup
Ω′

pi < +∞ for all Ω′ ∈ Bd(Ω) (the functions pi, i = k + 1, n,

are called exponents of the nonlinearity).
Boundary value problems for elliptic equations and initial-boundary value problems for

parabolic equations in unbounded domains (with respect to the spatial variables) were studied
by many authors. Well known, to guarantee the uniqueness of the solution of these problems
for linear equations (in particular, these problems can be described by (1), (2), (3) with either
b(x) = 0 or b(x) = 1 for every x ∈ Ω) we need some restrictions on solution’s behavior as
|x| → +∞, for example, solution’s growth restriction as |x| → +∞, or belonging of solution to
some functional spaces. For example, let Ω := {x ∈ R3

⃓⃓
|x| > R}, where R > 0 is arbitrary fix

number, φ ∈ C(∂Ω). Then the external boundary value problem for Laplace equation

∆u = 0 in Ω, u|∂Ω = φ, u(x) → 0 as |x| → +∞, (5)

has a unique classical solution and it given formula

u(x) =
1

4πR

∫︂
∂Ω

|x|2 −R2

|x− y|3
φ(y) dSy, x ∈ Ω. (6)

Note that restriction u(x) → 0 as |x| → +∞ is an essential condition for the solution uniqueness
of the problem. Indeed, it is easy to verify that the classical solutions of problem (5) for φ = 0

are the following functions

u(x) = C (1−R/|x|) , x ∈ Ω, C ∈ R is arbitrary constant.

For linear parabolic equations, the situation is similar. It was shown that the classical
solution u(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T ], of the Cauchy problem for heat equation

ut −∆u = 0 in Rn × (0, T ], u|t=0 = u0 on Rn, (7)

is unique in the class of functions such that

|u(x, t)| ⩽ C ea|x|
2

for all (x, t) ∈ Rn × [0, T ], (8)

where constants a and C depend on u, while restriction (8) is an essential condition for the
solution uniqueness of the problem. More precisely, it was proved that problem (7) with u0 ≡ 0

has a nontrivial classical solutions with growth Cea|x|
2+ε as |x| → +∞ for ε > 0. It was shown
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that classical solution of the problem (7), (8) exists if u0 satisfies the condition: |u0(x)| ⩽ C eb|x|
2

for all x ∈ Rn, where b, C are some constants. Note that restrictions on solution’s behavior as
|x| → +∞, can be interpreted as an analog of the boundary condition at infinity.

The existence and uniqueness of weak solutions of the studied problems are established
under additional conditions on behavior of solutions and the growth of input data at infinity.
A priori estimates of weak solutions of the studied problems are obtained. The study uses an
analogue of the Saint-Venant principle known from mechanics and the monotonicity method.
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Urban traffic congestion remains one of the most persistent problems of modern city infras-
tructure. Growing numbers of vehicles at signalized intersections lead to longer waiting times,
higher fuel consumption, and increased emissions. The situation becomes particularly critical
when emergency vehicles — ambulances, fire trucks, or police cars — need to cross an inter-
section without delay. Classical fixed-time traffic light systems operate according to predefined
cycles and do not respond to the actual traffic situation, which makes them poorly suited for
such dynamic conditions. Intelligent control strategies, including fuzzy logic, offer a way to make
traffic light behavior adaptive to real-time conditions, since traffic flow is inherently uncertain
and difficult to describe with strict analytical rules.

The goal of this work is to design an adaptive fuzzy-logic-based traffic light controller and
to evaluate its performance against a standard fixed-time controller within a realistic microscopic
traffic simulation. Particular attention is given to the simulation environment itself, since a
reliable evaluation of any control strategy depends heavily on the quality and configurability of
the simulator used for testing.

The simulation part of the project is built on SUMO (Simulation of Urban MObility),
an open-source, highly configurable microscopic traffic simulation package widely used in traffic
engineering research. SUMO makes it possible to construct a custom road network, define lanes
and intersections, generate vehicle routes and traffic demand, and simulate the movement of
individual vehicles with realistic car-following and lane-changing behavior. For this project, a
network with a signalized intersection was built, including separate lanes for each direction and
a configurable traffic light program. Vehicle flows, including a subset of vehicles marked as
emergency vehicles, were generated and injected into the simulation according to a route file,
allowing repeatable and controllable experiments.

A key advantage of SUMO is its TraCI (Traffic Control Interface) API, which allows an
external program — in this case, a Python script — to communicate with the running simulation
step by step. Through TraCI, the program can query the simulation state in real time: the
identifiers of vehicles present on each lane, their speed and accumulated waiting time, whether a
given lane currently has a green or red signal, and whether any vehicle on a lane is an emergency
vehicle. TraCI also allows the program to actively intervene in the simulation by switching the
traffic light phase at the chosen moment. This tight, real-time coupling between the simulator
and the control logic is what makes SUMO suitable for testing adaptive algorithms such as fuzzy
controllers, as opposed to static traffic modeling tools.
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Using this SUMO–TraCI setup, two simulation modes were implemented. The first is a
baseline mode in which the traffic light runs its default fixed-time program while the Python
script only collects statistics, without interfering with the signal control. The second is a fuzzy-
controlled mode, in which the script actively monitors the intersection at every simulation step
and decides whether the current phase should continue or switch.

The fuzzy controller itself takes several input variables describing the current state of the
intersection: the number of vehicles waiting on the red-light lanes, the number of vehicles on the
green-light lanes, the maximum waiting time on the red-light lanes, the number of emergency
vehicles on the current green lane, the number of emergency vehicles on the opposite red lane,
and the waiting time of emergency vehicles on both lane groups. Vehicle counts are represented
by the fuzzy sets "too small," "small," "much," and "too much"; waiting time is represented
by "negligible," "okay," "much," and "too much"; and the presence of emergency vehicles is
represented by "absent," "present," and "much." The output variable of the controller has two
linguistic states: "okay," meaning the current phase should be preserved, and "need switching,"
meaning the traffic light should change phase.

The rule base encodes intuitive traffic-management logic. If an emergency vehicle is present
on the current green lane and no emergency vehicle is waiting on the red lane, the system keeps
the current phase to let the emergency vehicle pass. Conversely, if an emergency vehicle is
waiting on the red lane while the green lane has no emergency vehicle, the system recommends
switching. Ordinary traffic load is also taken into account: a heavily loaded green lane combined
with a lightly loaded red lane favors keeping the current phase, while the opposite situation favors
switching. In addition, rules involving waiting time increase the likelihood of switching as the
maximum waiting time on the red lane grows toward "much" or "too much."

At every simulation step, the Python program retrieves the relevant data from SUMO
through TraCI: which lanes currently have green and red signals, the vehicles present on each
group of lanes, their accumulated waiting times, and the emergency vehicles among them. These
values are fed into the fuzzy inference engine, which computes a single output signal. When this
signal exceeds a defined threshold, the program issues a phase-switch command back to SUMO
through TraCI.

To compare the two control strategies, several performance indicators were collected during
both simulation runs: the number of stopped and moving vehicles, the total accumulated waiting
time of all vehicles, and separately the waiting time of emergency vehicles. Because both modes
run on the same SUMO network and the same generated traffic demand, the resulting statistics
provide a direct and fair comparison between fixed-time and fuzzy-based control. SUMO-GUI
was additionally used to visually observe vehicle movement and phase changes during simulation,
which helped verify that the controller behaves as intended and gave an intuitive, real-time
illustration of how emergency vehicles are prioritized at the intersection.

The results obtained from the SUMO simulations show that the fuzzy logic controller adapts
more effectively to changing traffic conditions than the fixed-time program, and it is able to reduce
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the waiting time of emergency vehicles by giving them priority when needed. This confirms that
combining fuzzy logic with a flexible microscopic traffic simulator such as SUMO provides a
practical and extensible platform for experimenting with adaptive intersection control.
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We study a one-dimensional scattering problem on quantum graphs (see e.g. [1, 2]) with a locally
periodic structure. The quantum graph GN consists of a metric graph GN = (E, V ), which is
the line with N identical compact resonators attached at the equidistant points v1, . . . , vN , the
differential equation (negative second derivative) acting on the edges e ∈ E, and suitable matching
conditions at the vertices v ∈ V . Scattering of a particle of energy k2 is described by the solution
ψ = {ψe}e∈E of the equations

ψ′′
e + k2ψe = 0, e ∈ E,

which obeys the prescribed vertex conditions and has the asymptotics of an incident, reflected
and transmitted wave on the two half-lines. In particular, at the points vj, j = 1, . . . , N , we
impose certain scale-invariant coupling conditions (see [3, 4]).

This study is a continuation of [4] in which the attached resonators are the single edges.
Here, the resonator is a star graph, attached to the line either at a pendant or the central vertex.
Our main goal is to investigate how the resonator structure affects the transmission probability.
We reduce the problem to scattering on the line with energy-dependent matching conditions at the
junction points vj, which incorporate the structure of the resonators, and derive explicit formulas
for the transmission probability. This allows us to establish its properties, such as symmetry and
periodicity, and to locate the resonant frequencies. We further show that the parameters of the
resonators (edge lengths, coupling constants, coefficients in boundary conditions) can be chosen
so that the waveguide acts as a band-pass filter, with transmission close to one on a prescribed
pass band and close to zero on a stop band.
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We consider planar polynomial differential systems of the form

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y),

where P,Q ∈ R[x, y]. In this work, we focus on the class of real quadratic differential systems
possessing at least one invariant ellipse, denoted by QSE.

In [1], the family QSE was classified according to the configurations of invariant ellipses
and invariant straight lines that these systems may possess. In [2], necessary and sufficient
conditions in order to have at least one invariant ellipse for a system in QSE were estab-
lished, and a global bifurcation diagram, expressed in terms of 36 affine-invariant polynomials
(η, ˜︂M,C2, θ, ˜︁N, N7, H2, H9 −H12, F , T3, ˆ︁β1 − ˆ︁β8, ˆ︁γ1 − ˆ︁γ9, ˆ︁R1 − ˆ︁R6) were constructed. The ex-
plicit forms of the above invariant polynomials are provided in [2], where beside the conditions of
the existence of an invariant ellipse, there are also the conditions for distinguishing what kind of
ellipse we have: real or complex, being limit cycle or not. The global topological classification of
systems belonging to QSE was done in [3].

In the present paper, we continue the study of this class by addressing the problem of its
Liouvillian integrability. A polynomial differential system is said to be Liouvillian integrable if it
admits a Liouvillian first integral. By Singer’s theorem [4], a planar polynomial differential system
has a Liouvillian first integral if and only if it possesses a generalized Darboux integrating factor.
Such an integrating factor is of the form R(x, y) = eG/H

∏︁s
i=1 fi(x, y)

λi , where G,H ∈ C(x, y) and
fi ∈ C[x, y] are irreducible invariant curves for the system and λi ∈ C.

The existence of a generalized Darboux integrating factor is closely related to the invariant
algebraic curves and exponential factors of the system. An algebraic curve f(x, y) = 0 is invariant
if Pfx + Qfy = Kf, where K(x, y) is its cofactor. Similarly, an exponential factor F = eG/H

satisfies PFx+QFy = LF, where L is the corresponding cofactor. If fi = 0 are invariant algebraic
curves with cofactors Ki and Fj are exponential factors with cofactors Lj, then a generalized
Darboux integrating factor is obtained whenever∑︂

i

λiKi +
∑︂
j

µjLj = − div(P,Q),

where div(P,Q) = Px +Qy denotes the divergence of a system.
Based on the previously obtained configurations of invariant algebraic curves, we study

the existence of generalized Darboux integrating factors for systems in the class QSE. Using
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affine invariant polynomials, we obtain necessary and sufficient conditions for their existence and,
consequently, for the Liouvillian integrability of these systems. Our main result is the following.

Theorem 1. Let S ∈ QSE be a real quadratic differential system having finitely many singular
points (finite and infinite). Then S admits a generalized Darboux integrating factor and hence is
Liouvillian integrable if and only if either ˆ︁β2 ̸= 0 and θ = 0, or ˆ︁β2 = 0.

This work was supported by a research project funded within the competition Stimularea
Excelent,ei în Cercetare 2025–2026 (project code: 25.80012.5007.83SE).
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Motivation and objective. A Nash equilibrium gives a fixed strategy profile, while fictitious
play (FP) is a repeated learning rule. Each player forms an empirical strategy from the opponent’s
observed actions and chooses a best response. In simultaneous FP (SFP), both players respond
to the same pre-update histories. In Brown’s alternating FP (AFP), the row player updates first
and the column player then responds to the updated row history [1, 2]. We compare these update
orders over 5000 recorded profiles and examine sensitivity to the initial pure-action pair.

Game model and learning rules. A finite game has payoff matrices A,B ∈ Rm×n. The
mixed strategies p ∈ ∆m and q ∈ ∆n give the probabilities of the m row actions and n column
actions. Their expected payoffs are u1(p, q) = p⊤Aq and u2(p, q) = p⊤Bq. The best-response sets
are

BR1(q) = argmax
i

(Aq)i, BR2(p) = argmax
j

(p⊤B)j.

Here i and j index the row and column actions. Thus, BR1(q) is the set of row actions that
maximise the row player’s expected payoff against q, while BR2(p) is the analogous set of best
column actions against p.

Let pt and qt be empirical action frequencies after t recorded observations, and let ei and ej
denote the corresponding unit vectors. SFP computes both next actions from the same histories,

it+1 ∈ BR1(qt), jt+1 ∈ BR2(pt),

before updating either empirical strategy. The row-first AFP order is

it+1 ∈ BR1(qt), pt+1 =
tpt + eit+1

t+ 1
, jt+1 ∈ BR2(pt+1), qt+1 =

tqt + ejt+1

t+ 1
.

To compare the methods from identical initial conditions, we record the same arbitrary pure-
action pair as observation 1 in both histories. Beginning with observation 2, AFP follows the
row-first alternating order above, whereas SFP computes both responses from the pre-update
histories.

Experimental design. Matching Pennies and Rock–Paper–Scissors (RPS) usedAMP =
(︁

1 −1
−1 1

)︁
and ARPS =

(︂
0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

)︂
, with B = −A. The coordination game used A = B = ( 2 0

0 1 ). We recorded
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5000 empirical profiles for every pure initialization: four in each 2×2 game and nine in RPS. Ties
were resolved by choosing the smallest action index. For an empirical profile (p, q), we measured

NashConv(p, q) =
[︁
max
i

(Aq)i − p⊤Aq
]︁
+
[︁
max
j

(p⊤B)j − p⊤Bq
]︁
.

This residual is the sum of the players’ largest unilateral payoff improvements and is zero at
a Nash equilibrium. Final values refer to empirical profile 5000. For each run, we record the
first profile with NashConv ≤ 10−2; the initial profile is numbered 1. In the zero-sum games,
NashConv equals the upper-minus-lower value gap maxi(Aq)i −minj(p

⊤A)j.

Numerical findings. Medians and ranges in the table are calculated across all pure initial
profiles. “Reached” counts starts with at least one NashConv ≤ 10−2 profile; later values may
exceed the threshold.

Game Method Median NashConv Final min–max Reached 10−2

Matching Pennies SFP 0.0200 0.0200–0.0200 0/4

Matching Pennies AFP 0.0004 0.0000–0.0004 4/4

RPS SFP 0.0234 0.0188–0.0238 0/9

RPS AFP 0.0044 0.0040–0.0052 9/9

Coordination SFP 0.0004 0.0000–0.0008 4/4

Coordination AFP 0.0002 0.0000–0.0008 4/4

Median first profiles were 200 (Matching Pennies AFP), 1041 (RPS AFP), 200 (coordination
SFP), and 100.5 (coordination AFP: the median of 1, 1, 200, 399 is (1 + 200)/2); zero-sum SFP
never reached the threshold. AFP also had the smaller median final NashConv in all three games.
In RPS, empirical strategies moved towards the uniform equilibrium although pure actions kept
switching; action cycling does not preclude convergence of empirical strategies. Coordination
paths depended on the initial profile, with equilibrium starts having zero residual immediately
and other starts approaching equilibrium.

Extensions and applications. Smooth FP uses regularised responses; stochastic FP uses
perturbed responses [3]. Fictitious Self-Play transfers the empirical-mixture principle to extensive-
form games [4]. These variants provide broader research context and were not implemented in
this study.

Conclusion. Under the stated horizon, initialization, and tie-breaking rule, AFP produced a
lower median final NashConv in all three games. The coordination results also showed sensitivity
to the initial profile.
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Delay differential systems are widely used to model various real-world phenomena in fields
such as automatic control and regulation systems, as well as chemical, biological, technical, eco-
nomic, and other processes, where the evolution depends on their history. Specifically, in the
modeling of processes in semiconductor laser devices with optical feedback, delays arise due to
the time required for the signal to travel from the laser to the mirror. In biological systems,
evolution is related to long-term processes such as reproduction, development, and extinction,
which do not occur instantaneously but involve a certain delay. Considering delays often leads to
significant changes in the properties of the system [1]-[3].

An important task for differential-functional equations is to construct and substantiate
finding approximate solutions, since there are currently no universal methods for finding their
precise solutions. Of particular interest are studies that allow the use of methods of the theory
of ordinary differential equations for the analysis of delay differential equations.

Schemes for approximating differential-difference equations by special schemes of ordinary
differential equations are proposed in the works [4, 5]. This allowed a qualitative study of the
behavior of solutions of equations with delay to be reduced to the analysis of solutions of ordinary
dynamical systems. The accuracy of approximation of nonlinear differential-difference equations
with delay is investigated in the case when the solution of the initial problem is differentiable or
satisfies the Lipschitz condition.

Further study of approximation schemes for differential-difference equations in spaces of
continuous functions on a finite interval is carried out in [6, 7]. Analysis of the accuracy of
approximation of the delay vector element for various input functions and generalization of ap-
proximation schemes for systems of differential-difference equations of delay and neutral types are
considered in [8, 9]. A scheme for approximation of the DDE with delay of increased accuracy is
proposed in [10, 11].

The study of approximation of linear stationary systems with a delay allowed us to construct
algorithms for approximate detection of nonasymptotic roots of quasi-polynomials. Using these
algorithms, a method for modelling the stability of solutions of linear systems with a delay is
developed, as well as constructive computational algorithms for constructing coefficient regions
of stability of linear systems with many delays [12]-[14].

The proposed approximation schemes allowed us to construct methods for studying the
stability of linear systems with many delays, which can be constructively implemented on a
computer using Mathematica software or Python libraries. Computational experiments on special
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test cases showed the high efficiency of the proposed algorithms for studying the stability of linear
differential equations.
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We consider the cubic differential system

ẋ = y(1 + cx+mx2) ≡ P (x, y),

ẏ = −x− gx2 − dxy − by2 − sx3 − qx2y − nxy2 − ly3 ≡ Q(x, y),
(1)

where P (x, y) and Q(x, y) are real and coprime polynomials in the variables x and y. The origin
O(0, 0) is a singular point of a center or a focus type for (1). In this paper we study the problem
of distinguishing between a center and a focus for cubic system (1) using the irreducible invariant
algebraic curves (algebraic solutions).

The cubic system (1) has two parallel invariant straight lines l1 = 0 and l2 = 0 real or
complex conjugated (l2 = l1). In [1] it was proved the following Theorem.

Theorem 1.The cubic system (1) has two parallel invariant straight lines of the form l1,2 ≡
2 + (c±

√
c2 − 4m)x = 0 if and only if m(c2 − 4m) ̸= 0.

According to [2], the cubic system (1) can have invariant quartic curves of the form

Φ ≡ a40x
4 + a31x

3y + a22x
2y2 + a13xy

3 + a04y
4 + a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2+

+ a03y
3 + a20x

2 + a11xy + a02y
2 + a10x+ a01y + 1 = 0,

(2)

where (a40, a31, a22, a13, a04) ̸= 0, aij ∈ R, i+ j ∈ {1, 2, 3, 4}.
It is known [1] that a singular point O(0, 0) is a center for system (1) if and only if the

system has a holomorphic integrating factor of the form µ(x, y) = 1 +
∑︁∞

k=1 µk(x, y), where µk
are homogeneous polynomials of degree k in some neighborhood of O(0, 0).

The function µ(x, y) is an integrating factor for system (1) if and only if

P (x, y) · ∂µ
∂x

+Q(x, y) · ∂µ
∂y

+ µ

(︃
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)︃
≡ 0. (3)

In this paper we give the conditions under which the cubic system (1) has an integrating
factor of the Darboux form [2]

µ(x, y) = lα1
1 l

α2
2 Φα3 , (4)

where l1 = 0, l2 = 0 are parallel invariant straight lines, Φ = 0 is an irreducible invariant quartic
curve, and α1, α2, α3 ∈ C.

Theorem 2. The cubic system (1) has an integrating factor of the form (4), composed of two
parallel invariant straight lines l1 = 0, l2 = 0 and one invariant quartic Φ = 0, if and only if one
of the sets of conditions (i)–(iv) is satisfied:
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(i) c = 3(b+g), n = (2d2−9bg−6g2−12s)/9, l = (d(2b+g))/6, m = (18bg−d2+12g2+6s)/6,
q = (dg)/2, 36bs− d2g + 24gs = 0;

(ii) q = bd+ dg− 3l, m = 3(2c− 3b− 3g)(b+ g)/4, n = (2d2 − 9b2 + 6bc− 18bg− 3g2 − 12s)/6,
3(2c− 3b− 5g)[(3b+ g)(18b+ 11g)− 4(3b+ 2g)(3b+ c− g)] + 4d2(3b− 2c+ 4g) + 12s(6b−
2c + 7g) = 0, 3d[2(2b + g)(3b + c − g) − (3b + g)(7b + 4g) − 4s]+ 2d3 + 18l(c − 2g) = 0,
2d2(2c− b− 3g) + 3(3b+ 2g)[(2c− 3b− 5g)2 − 4s]− 12dl = 0;

(iii) q = bd + dg − 3l, m = 3(c − 3b − 3g)(b + g), n = (d2 − 9b2 + 3bc − 18bg − 6g2 − 6s)/3,
d2(2c − 6b − 7g) − 3g(c − b − 2g)(2c − b − 2g)+ 6g(b + g)(5b + 3g) + 3s(2c − g) = 0,
9(3b+ c+ g)l + 3d(2b+ g)(c− b− 2g)− 3d(b+ g)(10b+ 7g) + d(d2 − 6s) = 0, d2(c− 2b−
3g) + 3g(b+ g)(8b+ 5g) + 3g(b+ c)(b− c+ 2g)− 3dl + 3gs = 0;

(iv) q = bd+dg−3l, m = (c−3b−3g)(3b−2c+3g), n = (d2−3(3b−c+2g)(3b−2c+4g)−6s)/3,
3g(3c−8g−9b)(2c−4g−3b)−d2g+3s(6c−13g−12b) = 0, 3d(6b2+bg+2s)+18d(c−2g−b)(c−
2g−3b)−9l(3c−5g−3b)−d3 = 0, 9dl−3g(3c−7g−9b)(2c−4g−3b)−(3b+g)(d2−6s) = 0.

Indeed, identifying the coefficients of the monomials xiyj in (3), we obtain a system of
algebraic equations for the unknowns aij, α1, α2, α3, i + j ∈ {1, 2, 3, 4} and the coefficients of
system (1). The solutions of this system yields the sets of conditions (i)–(iv). In each of these
cases we have an integrating factor of the form (4):

In Case (i): l1,2 = 2+ (c±
√
c2 − 4m)x, Φ4 = x(6by + dx+ 4gy)3dg2 + 4(3b+ 2g)[6d2g2x3+

3dg(18bg + d2 + 12g2)x2y + 6g(18bg + d2 + 12g2)x2 + 2d(2bd2 + 3bg2 + d2g + 2g3)y3 + 6(3b +

2g)(2d2gxy2 + 9dgxy + 12gx+ 2d2y2 + 6dy + 6)] and α1 = α2 = (−1)/3, α3 = −1.
In Case (ii): l1 = 2 + 3(b + g)x, l2 = 2 + (2c − 3b − 3g)x, Φ4 = 3s(a20 − g2 − s)x4 +

3a31x
3y + 3a22x

2y2 + (9ba03 + 6ga03 − d2l)xy3 + 3g(a20 − g2)x3 + 3(da20 + bdg − ds − 3gl)x2y +

2d(bd + dg − 3l)xy2 + 3a03y
3 + 3a20x

2 + 3(bd + 2dg − 3l)xy + d2y2 + 6gx + 3dy + 3, where
a03 = (b2d+2bdg+6bl−6cl+dg2+12gl)/6, a31 = (bd+dg−3l)a20−bdg2−bds−dg3−dgs+3g2l+3ls,
a22 = (a20d

2 + b2d2 + 2bd2g − 6bdl − 2d2s− 6dgl + 9l2)/3, a20 = (27b2g − 18bcg + 8bd2 + 54bg2 +

6cg2 + 4d2g − 24dl − 3g3)/[6(2c− 3g)] and α1 = 1/3, α2 = α3 = −1.
In Case (iii): l1 = 1 + 3(b + g)x, l2 = 1 + (c − 3b − 3g)x, Φ4 = 3s(a20 − g2 − s)x4 +

3a31x
3y + 3a22x

2y2 + (9ba03 + 6ga03 − d2l)xy3 + 3g(a20 − g2)x3 + 3(da20 + bdg − ds − 3gl)x2y +

2d(bd + dg − 3l)xy2 + 3a03y
3 + 3a20x

2 + 3(bd + 2dg − 3l)xy + d2y2 + 6gx + 3dy + 3, where
a03 = (2b2d+4bdg+3bl−3cl+2dg2+6gl)/3, a31 = (bd+dg−3l)a20−bdg2−bds−dg3−dgs+3g2l+3ls,
a22 = (a20d

2 + b2d2 + 2bd2g− 6bdl− 2d2s− 6dgl+ 9l2)/3, a20 = (54b2g− 18bcg + 4bd2 + 108bg2 −
6cg2 + 2d2g − 12dl + 39g3)/[3(2c− 3g)] and α1 = (−1)/3, α2 = α3 = −1.

In Case (iv): l1 = 1 + (3b − c + 3g)x, l2 = 1 + (2c − 3b − 3g)x, Φ4 = 3s(a20 − g2 −
s)x4 + 3a31x

3y + 3a22x
2y2 + (9ba03 + 6ga03 − d2l)xy3 + 3g(a20 − g2)x3 + 3(da20 + bdg − ds −

3gl)x2y + 2d(bd + dg − 3l)xy2 + 3a03y
3 + 3a20x

2 + 3(bd + 2dg − 3l)xy + d2y2 + 6gx + 3dy + 3,
where a03 = ((8(b + g)(b + g − c) + 2c2)d + l(3b − 3c + 6g))/3, a31 = (bd + dg − 3l)a20 −
bdg2 − bds − dg3 − dgs + 3g2l + 3ls, a22 = (a20d

2 + b2d2 + 2bd2g − 6bdl − 2d2s − 6dgl + 9l2)/3,
a20 = (54b2g − 54bcg + 4bd2 + 108bg2 + 12c2g − 42cg2 + 2d2g − 12dl + 39g3)/[3(2c − 3g)] and
α1 = 1/3, α2 = (−1)/3, α3 = −1.
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Fractional partial differential equations of variable order (FPDEVOs) are used to model a
wide range of phenomena in the fields of science, electric circuits, engineering and mechanical
systems. In this paper, using the Euler-Fourier method, we study the solvability of the classical
and nonclassical boundary problems for FPDEVO using the two-dimensional Chebyshev wavelets
functions for the first time.

In works [1, 2, 3], we provided the first proof and a formula for solving the nonclassi-
cal boundary value problem for the heat conduction equation of constant order α, and studied
numerical and analytical solutions in a special space in the Caputo sense [4, 5, 6]. Parabolic
pseudodifferential equations with pseudodifferential operators with non-smooth symbols were first
introduced by S.D. Eidel’man and Ya.M. Drin’ in [7, 8]. In [9], the Cauchy problem for a parabolic
pseudodifferential equation with a deviated argument is studied. In [10], the first boundary value
problem for the heat equation with a deviated argument was solved for the first time.

In this paper we study the solvability of the mixed problem for equation (1) [11]

∂α(t)

∂t
v(t, x) = a1(t)v(t, x) + a2(t)

∂v(t, x)

∂t
+ a2

∂2v(t, x)

∂x2
, (1)

t > 0, x ∈ R, where
∂α(t)

∂t
v(t, x) is the fractional derivative

∂α(t)

∂t
v(t, x) =

1

Γ(1− α(t))

t∫︂
0

(t− s)−α(t)
∂v(s, x)

∂s
ds,

where α(t) ∈ (0, 1), a1(t), a2(t), t > 0 are given functions, a2 – constant, v(t, x), w(x) are unknown

functions and v(0, x) = µw(x), v(t, 0) = v(t, l) = 0, or v(t, 0) = 0,
∂v(t, l)

∂x
= 0,

∂v(t, 0)

∂x
= 0,

v(t, l) = 0, l > 0.
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Branch and weakly branch groups were introduced in [1,2,3] and are objects of intensive
studies during the last few decades. Totally non-free actions and invariant random subgroup
(IRS) were introduced by A.Vershik and also attracted a lot of attention. The ideas of Vershik
were further developed in the papers [6,7] and in the paper of the authors [8] where the stronger
conditions in the form of absolutely non-free and perfectly nonfree actions were introduced. More-
over in [8] the diagonal actions were used to construct for every countable branch group infinitely
many different ergodic perfectly non-free actions, infinitely many indecomposable characters and
associated with them II1-factor representations, and infinitely many continuous ergodic invariant
random subgroups.

Study of unitary representations up to unitary equivalence, weak equivalence or quasi-
equivalence is a classical subject of mathematics going back to the classical works of von Neumann
and Murrey and I.M. Gelfand. Associated with representations C∗-algebras and von Neumann
algebras are central objects of study in mathematics. This involves classification theory and
applications.

Using the construction from [9] of invariant random subgroups on weakly branch groups
acting on regular rooted trees we produce uncountably many indecomposable characters on these
groups. We study three types of characters paying attention to their similarities and differences.
The obtained results are used to show that each countable amenable weakly branch group has
uncountably many pairwise non quasi-equivalent embeddings into Murray-von Neumann hyper-
finite factor R. For the canonical character associated with a self-similar group and studied as a
self-similar trace we provide a number of examples when it is explicitly computed. The obtained
results are the following:

Theorem 1. Every countable weakly branch group admits a continuum of pairwise distinct inde-
composable characters.

Theorem 2. Every countable weakly branch group admits a continuum of pairwise nonisomorphic
ergodic totally-nonfree (in fact, perfectly nonfree) actions on a Cantor space.

Theorem 3. Let G be a countable amenable weakly branch group and R a Murray-von Neumann
hyperfinite factor. There is a family {θi, i ∈ I, |I| = 2ℵ} of embeddings θi : G → U(R) into
a unitary group U(R) of R belonging to different orbits of the action of automorphism group
Aut(R).
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We are concerned with linear non-autonomous dynamical systems, defined on real vector
bundles with compact base. For these systems we generalize the notion of pseudo-orbit tracing
property (POTP) or, in other words, the Shadowing Property, intensively developed during the
last decades for autonomous dynamical systems.

For the first time, the Shadowing Property has been defined independently by D. V. Anosov
and R. Bowen [1]. It is an inherent consequence of the uniform hyperbolicity, as e.g. the Anosov
flows, or so called "axiom-A" diffeomorphisms.

It is well known that for a linear autonomous system in a finite dimensional space the
Shadowing Property is equivalent to hyperbolicity of the linear operator (see, e.g. [2]). As for
linear operators in general Banach spaces, hyperbolicity implies the Shadowing Property, but it
is not necessary for the latter.

The Green-Samoilenko function is a useful tool in the uniform hyperbolic theory (e.g. in
the Grobman-Hartman Theorem on the structural stability of a hyperbolic linear operator under
small non-linear perturbations).

This function was developed by A. M. Samoilenko in the problem of existence of invariant
tori, and by I. U. Bronstein and A. Ya. Kopanskii [3] in the theory of (weak) regularity of linear
extensions of dynamical systems. Further development with applications of Green-Samoilenko
functions was elaborated by A. A. Boichuk [4], H. M. Kulyk and V. L. Kulyk [5], and by M. O.
Perestyuk and V. Yu. Slyusarchuk [6], to mention just a few.

Our purpose is to generalize the results, known in the Shadowing theory of diffeomorphisms
and flows, to non-autonomous dynamical systems. For this we adjust the definition of shadowing
and develop some tools, including Green-Samoilenko function, which are sufficient for a non-
autonomous dynamical system to possess the Shadowing property.
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Let A be a nonnegative self-adjoint operator in a Hilbert space H with a scalar product
(·, ·). Denote by C{1}(A) the set of all its exponential type entire vectors namely,

C{1}(A) =
{︂
f ∈ C∞(A) =

∞⋂︂
n=1

D(An)
⃓⃓
∃α > 0, ∃c = c(f) > 0 :

∥Anf∥ ≤ cαn, n ∈ N0 = N ∪ {0}
}︂

(everywhere in the sequel c denotes various numerical constants corresponding the situations
under consideration, D(A) is the domain of A and ∥f∥ =

√︁
(f, f)). The number

σ(f, A) = inf
{︁
α > 0

⃓⃓
∃c > 0, ∀n ∈ N0 : ∥Anf∥ ≤ cαn

}︁
is called the type of the vector f with respect to the operator A.

As has been shown in [2],

C{1}(A) =
{︁
f ∈ H

⃓⃓
f = E(λ)g, ∀λ > 0, ∀g ∈ H

}︁
,

where E(λ) = E([0, λ]) is the spectral measure of A.
Now, consider the equation

y′(t) + Ay(t) = 0, t ∈ R+ = [0,∞). (1)

By a weak solution of this equation we mean a continuous vector-valued function
y(t) : R+ ↦→ H such that for any t ∈ R+
t∫︁
0

y(s) ds ∈ D(A) and y(t) = −A
t∫︁
0

y(s) ds + y(0). Denote by S the set of all weak

solutions of (1). As was established in [1],

S =
{︁
y(t) : R+ ↦→ H

⃓⃓
y(t) = e−Atf, f ∈ H

}︁
, (2)

where

e−Atf =

∞∫︂
0

e−λt dE(λ)f.

Note that the set of all strong (or simply) solutions of (1) is given by formula (2) with f going
through the whole D(A).
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It is not difficult to verify that S is a Hilbert space with norm

∥y∥S = sup
t∈R+

⃦⃦
e−Atf

⃦⃦
= ∥f∥. (3)

If the operator A is bounded, then each weak solution y(t) of equation (1) can be extended to an
entire H-valued vector function y(z) of exponential type

σ(y) = inf
{︁
α > 0 : ∥y(z)∥ ≤ ceα|z|

}︁
.

But it is not the case if A is unbounded. The set S0 of all weak solutions of (1) admitting an
extension to an entire vector function of exponential type is described by the following theorem.

Theorem 1. A weak solution y(t) of equation (1) belongs to S0 if and only if it can be represented
in form (2) with f ∈ C{1}(A). The set S0 is dense in S, and σ(y) = σ(f, A).

Recall some definitions and notations of the approximation theory required to formulate
the further results.

For y ∈ S and a number r > 0, we put

Er(y) = inf
y0∈S0:σ(y0)≤r

∥y − y0∥S.

Thus, Er(y) is the best approximation of a weak solution y(t) of equation (1) by its entire solutions
of exponential type not exceeding r. If y is fixed, the function Er(y) does not increase and, since
S0 = S, Er(y) → 0 as r → ∞.

For f ∈ H, set also Er(f, A) = inf
f0∈C{1}(A):σ(f0,A)≤r

∥f − f0∥ = ∥(I − E(r))f∥. If y(t) = e−Atf ,

then, by virtue of (3),
Er(y) = Er(f, A).

Besides, for any k ∈ N0, we introduce the function

ωk(t, y) = sup
|h|≤t

sup
s∈R+

⃦⃦⃦ k∑︂
j=0

(−1)k−jCj
ky(s+ jh)

⃦⃦⃦
, k ∈ N; ω0(t, y) ≡ ∥y∥S, t > 0.

Taking into account (2) and the equality e−Asy(t) = y(t+ s), we conclude that

∀k ∈ N0 : ωk(t, y) = sup
|h|≤t

⃦⃦⃦(︁
e−Ah − I

)︁k
y
⃦⃦⃦
S

(I is the identity operator).
The following theorem establishes a relation between Er(y) and ωk(t, y).

Theorem 2. Let y ∈ S. Then

∀k ∈ N, ∃ck > 0 : Er(y) ≤ ckωk

(︃
1

r
, y

)︃
, r > 0.
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Let us consider the Lie algebra g which consists of matrix super-integro-differential operators
with two anticommuting variables θ1 and θ2 (θ21 = 0, θ22 = 0) in the form

A := 1∂q +
∑︁

p<q Ap∂
p, p ∈ Z, p < q, q ∈ N, (1)

where Ap := Ap(x, θ1, θ2;Dθ1 , Dθ2) = A0,p + A1,pDθ1 + A3,pDθ2 + A2,pDθ1Dθ2 , Ar,p ∈ C∞(S ×
Λ2

1; gl(m|n)), Ar,p = Ar,p(x, θ1, θ2) := A0
r,p(x) + θ1A

1
r,p(x) + θ2A

3
r,p(x) + θ1θ2A

2
r,p(x), r ∈ {0, 1, 2, 3},

p ∈ Z, p < q, q ∈ N is an order of the matrix super-integro-differential operator (1), gl(m|n)) is a
semi-simple Lie superalgebra of square supermatrices, for every p ∈ Z and p < q the supermatrices
Ar,p are even if r ∈ {0, 2} and odd if r ∈ {1, 3}, 1 ∈ gl(m + n) is an unit matrix, ∂ = ∂/∂x,
x ∈ S ≃ R/2πZ, θ1, θ2 ∈ Λ1, Λ := Λ0 ⊕ Λ1 is a Grassmann algebra over the field C ⊂ Λ0,
Dθℓ := ∂/∂θℓ + θℓ∂/∂x are superderivatives such that D2

θℓ
= ∂/∂x and (DθℓAB) = (DθℓA)B +

(−1)ϱ(A)IAI(DθℓB) for any smooth supermatrix-valued functions A,B ∈ C∞(S × Λ2
1; gl(m|n)),

ϱ(.) is a parity function, ϱ(A) = 0 if A ∈ gl(m|n) is an even supermatrix (the elements of its
diagonal blocks are even) and ϱ(A) = 1 if A ∈ gl(m|n) is an odd supermatrix (the elements of its
diagonal blocks are odd), I := diag (1, . . . , 1⏞ ⏟⏟ ⏞

m

,−1, . . . ,−1⏞ ⏟⏟ ⏞
n

), and ∂/∂θℓ is a left partial derivative

by the anticommuting variable θℓ, ℓ ∈ {1, 2}, with the standard commutator

[A, B] = A ◦ B − B ◦ A, A,B ∈ g. (2)

Here the symbol "◦" denotes the product of two matrix super-integro-differential operators such
that A ◦ B =

∑︁
α∈Z+, νℓ=0,1

1
α!

(︂
∂α

∂ξα

(︂
A ∂

νℓ
r

∂η
νℓ
ℓ

)︂)︂ (︁
∂α

∂xα
Dνℓ
θℓ
B
)︁
, ξ := ∂

∂x
, ηℓ := Dθℓ ,

∂
∂ηℓ

and ∂r
∂ηℓ

are left
and right partial derivatives by the anticommuting variable θℓ.

On the Lie algebra g one can introduce the scalar product (A, B) =
∫︁
x∈S dx

∫︁
dθ sSp resDθ1Dθ2 (A◦

B), where "resDθ1Dθ2" denotes the coefficient at Dθ1Dθ2∂
−1 in the expansion of a matrix super-

integro-differential operator and "sSp" is a supermatrix supertrace, being invariant with respect
to the commutator (2), i.e. (A, [B, C]) = ([A,B], C) for any A,B, C ∈ g, which allows us to
identify the dual space g∗ to g, with the Lie algebra itself, that is g∗ ≃ g.

The Lie algebra g is splitting into the direct sum g = g≥1 ⊕ g<1, of two its Lie subalgebras
g≥1 := {A := 1∂q +

∑︁
1≤p<q Ap1(x, θ1, θ2;Dθ1 , Dθ2)∂

p1 + A1,0Dθ1 + A3,0Dθ2 + A2,0Dθ1Dθ2 , p1 =
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1, q − 1} and g<1 := {A := A0,0 +
∑︁

p2>0Ap2(x, θ1, θ2;Dθ1 , Dθ2)∂
−p2 , p2 ∈ N} and its dual

space is written as g∗ = (g≥1)
∗ ⊕ (g<1)

∗, where (g≥1)
∗ ≃ g<−1, (g<1)

∗ ≃ g≥−1, g≥−1 := {A :=

1∂q +
∑︁

0≤p1<q ∂
p1(A0,p1 +Dθ1A1,p1 +Dθ2A3,p2 +Dθ1Dθ2A2,p2) + ∂−1Dθ1Dθ2A2,−1, p1 = 0, q − 1},

g<−1 := {A := ∂−1(A0,−1 + Dθ1A1,−1 + Dθ2A3,−1) +
∑︁

p2>1 ∂
−p2(A0,p2 + Dθ1A1,p2 + Dθ2A3,p2 +

Dθ1Dθ2A2,p2), p2 ∈ N\{1}}, Ar,−1, Ar,p1 , Ar,p2 ∈ C∞(S×Λ2
1; gl(m|n)), r ∈ {0, 1, 2, 3}, p1, p2 ∈ Z+,

0 ≤ p1 < q, p2 > 1, q ∈ N, the supermatrices Ar,−1, Ar,p1 , Ar,p2 are even if r ∈ {0, 2} and odd if
r ∈ {1, 3}.

One constructs the central extension ĝ := g̃ ⊕ C of the parameterized Lie algebra g̃ :=∏︁
y∈S g by the Maurer-Cartan two-cocycle on g̃ in the form ω2(A,B) =

∫︁
y∈S dy (A, ∂B/∂y) for any

A,B ∈ g̃, with the commutator such that [(A, d), (B, e)] = ([A,B], ω2(A,B)), (A, d), (B, e) ∈ ĝ,
and introduces another commutator on ĝ in the form

[(A, d), (B, e)]R1 = ([A,B]R1 , ω2,R1(A,B)), (3)

where [A,B]R1 = [R1A,B] + [A,R1B], ω2,R1(A,B) = ω2(R1A,B) + ω2(A,R1B), R1 = (P≥1 −
P<1)/2, P≥1, P<1 are projectors on the Lie subalgebras g̃≥1 and g̃<1 accordingly. On the space
ĝ∗, dual to ĝ with respect to the scalar product ((A, d), (B, e)) = ⟨A,B⟩ + de, where ⟨A,B⟩ =∫︁
y∈S dy (A,B), the commutator (3) determines the Lie-Poisson bracket

{γ, µ}R1(l) = ⟨l, [∇lγ(l),∇rµ(l)]R1⟩+ cω2,R1(∇lγ(l),∇rµ(l)) = ⟨∇lγ(l), Θ∇rµ(l)⟩, (4)

where γ, µ ∈ D(g̃∗) are arbitrary smooth by Frechet functionals on g̃∗ ≃ g̃, at a point (l, c) ∈
ĝ∗. Here l ∈ g̃∗ is some matrix super-integro-differential operator of an order q ∈ N, c ∈ C,
∇l,∇r are left and right gradient operators accordingly, Θ : T ∗(g̃∗) → T (g̃∗) is the Poisson
operator generating the Lie-Poisson bracket (4) at a point l ∈ g̃∗ and acting as Θ : ∇γ(l) ↦→
[l − c1∂/∂y, (∇γ(l))≥1] − [l − c1∂/∂y, ∇γ(l)]≥−1 for any γ ∈ D(g̃∗), the subscripts "≥ 1" and
"< 1" denote projections of the corresponding matrix super-integro-differential operator from g̃

on the Lie subalgebras g̃≥1 :=
∏︁

y∈S g≥1 and g̃<1 :=
∏︁

y∈S g<1 accordingly, the subscripts "≥ −1"
and "< −1" denote projections of the corresponding matrix super-integro-differential operator
from g̃ on the subspaces g̃≥−1 :=

∏︁
y∈S g≥−1 and g̃<−1 :=

∏︁
y∈S g<−1 accordingly, T (g̃∗), T ∗(g̃∗) are

tangent and cotangent spaces to g̃∗.
The Casimir functionals of the central extension ĝ γj ∈ I(ĝ∗), j ∈ N, whose left gradients

obey the equalities such that [l− c1∂/∂y, ∇lγj(l)] = 0, where ∇lγj(l) := 1∂j +
∑︁

p<j Ap,j∂
p, p ∈

Z, p < j, j ∈ N, Ap,j := Ap,j(x, θ1, θ2;Dθ1 , Dθ2) = A0,p,j + A1,p,jDθ1 + A3,p,jDθ2 + A2,p,jDθ1Dθ2 ,
Ar,p,j = Ar,p,j(x, θ1, θ2) := A0

r,p,j(x) + θ1A
1
r,p,j(x) + θ2A

3
r,p,j(x) + θ1θ2A

2
r,p,j(x), r ∈ {0, 1, 2, 3},

Ar,p,j ∈ C∞(S × Λ2
1; gl(m|n)) for any r ∈ {0, 1, 2, 3}, p ∈ Z, p < j, j ∈ N, at a point (l, c) ∈ ĝ∗,

and the R1-deformed Lie-Poisson bracket (4) give us the hierarchy of Lax type Hamiltonian flows
on g̃∗ ≃ g̃ in the form

dl/dtj = [(∇lγj(l)))≥1, l − c1∂/∂y], tj ∈ R, j ∈ N. (5)

The Lax type hierarchy (5), reduced upon concrete orbits of the coadjoint action of the abstract Lie
group Ĝ, related with the Lie algebra ĝ, generate Lax integrable hierarchies of supersymmetric
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dynamical systems on manifolds of supermatrix-valued functions of two commuting and two
anticommuting independent variables, possessing infinite sequances of conservation laws.

One investigates the Lax type hierarchy (5) on the coadjoint orbits associated with the
rational factorized elements of the dual space g̃∗ ≃ g̃ also.
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Differential-difference and differential-functional equations arise when accounting for delays
in the description of various technical, physical, and natural processes. This is why the systems
of differential-functional equations have become a relevant subject of research [1]. Currently,
there are no universal methods for finding exact solutions to differential-functional equations,
which makes the development and justification of algorithms for obtaining approximate solutions
to initial and boundary value problems for such equations an important and relevant task.

The methods for approximating differential-difference equations by ordinary dynamical sys-
tems were proposed in [2, 3]. In this work, we construct and justify approximation schemes for
linear differential-functional equations with delay by sequences of special systems of ordinary
differential equations [4, 5].

Let us consider the initial problem for a differential-functional equation of the form

dx(t)

dt
= L(t, xt), t ∈ [0, T ], x0 = φ. (1)

where the linear functional L(t, φ) has the form

L(t, φ) =

p∑︂
i=0

Ai(t)φ(−τi) +
∫︂ 0

−τ
D(t, θ)φ(θ)dθ (2)

often encountered in applied applications, Ai(t), i = 0, p, are n× n continuous matrix functions,
D(t, θ) is an n×n matrix function, whose components dij(τ, θ) are continuous functions over the
set of variables on [0, T ]× [−τ, θ], 0 < τ1 < τ2 < . . . < τp = τ .

Let us consider the schemes for approximating the initial problem (1) by a sequence of
Cauchy problems for systems of ordinary differential equations, which are similar to the approx-
imation schemes for delay differential-difference equations.

In the case of a linear functional of the form (2), we associate the initial problem (1) with
a system of ordinary differential equations

dz0(t)

dt
=

p∑︂
i=0

Ai(t)zli(t) +
τ

m

m−1∑︂
i=0

D(t,−τ(m−K)

m
)zm−i(t),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(3)

with the initial conditions
zj(0) = φ(−τj

m
), j = 0,m, (4)

where the indices lj are defined by the equalities lj = [
mτj
τ
], j = 0, p and the second term in the

first equation of (3) is obtained by replacing the integral with the formula of left rectangles with
a step h = [ τ

m
].
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If the integral is replaced by the trapezoidal quadrature formula with a step h = τ
m

, then
we associate with the initial problem (1) a Cauchy problem for a system of ordinary differential
equations of the form

dz0(t)

dt
=

p∑︂
i=0

Ai(t)zli(t) +
τ

2m
(D(t,−τ)zm +D(t, 0)z0(t)+

+
τ

m

m−1∑︂
i=1

D(t,−τ(m− i)

m
)zm−i(t),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(5)

zj(0) = φ(−τj
m

), j = 0,m. (6)

Theorem. If Ai(t), i = 0, p, D(t, θ) are continuous matrix functions for t ∈ [0, τ ], θ ∈ [−τ, 0],
then the solutions of the Cauchy problems (3), (4) and (5), (6) approximate the solutions of the
original problem (1) as m→ ∞ [4, 5].
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Let us consider a Lax equation(︃
dG

dt

)︃
(t) = G(t)A(t)− A(t)G(t), t ∈ [0, T ), (1)

where A(t) = (αj,k)
∞
j,k=0 is a given infinite continuous matrix and G(t) is an unknown generalized

three diagonal Jacobi hermitian matrix G = G(t), t ∈ [0, T ), with continuous elements of the form

cj =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cj;0,0 cj;0,1 0 . . . 0

cj;1,0 cj;1,1 cj;1,2 . . . 0
...

...
... . . . ...

cj;j,0 cj;j,1 cj;j,2 . . . cj;j,j+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , cj;i,i+1 > 0,

bj = (bj)
T , aj = (cj)

T , j = 0, 1, . . . , i = 0, . . . , j.

Let also A(t) is a three diagonal block Jacobi matrix with diagonal elements αn(t) (left diagonal),
βn(t) (main), γn(t) (right). If we consider matrix A(t) with elements αn(t) = 0, βn(t) = −1

2
bn(t),

γn(t) = −cn(t), n ∈ {0, 1, . . .}, then equation (1) transforms to the generalized Toda lattice

ai(t)

dt
=

1

2
(bi+1(t)ai(t)− ai(t)bi(t)) ,

bi(t)

dt
= aTi (t)ai(t)− ai−1(t)a

T
i−1(t),

a−1(t) = c−1(t) = 0, i ∈ {0, 1, . . .}, t ∈ [0, T ).

(2)

Then we can consider integration of (2) using the method described in [1] with respect to the
direct and inverse spectral problems for the matrix G = G(t). The direct and inverse spectral
problems for the matrix G = G(t) were investigated in [2, 3].
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It is well known that dissipative infinite-dimensional dynamical systems, particularly those
generated by nonlinear partial differential equations, frequently possess a nontrivial invariant uni-
formly attracting set in the phase space, namely, a global attractor. Consequently, studying the
qualitative behavior of the trajectories of a dynamical system reduces to investigating the prop-
erties of its global attractor. The existence of such a set in the infinite-dimensional case requires
certain additional conditions. Specifically, a dissipative continuous dynamical system is known
to possess a global attractor provided that it is asymptotically compact. The global attractor
exhibits key properties essential for applications, such as stability and robustness.However, in
many practically significant scenarios, the system dynamics are non-continuous due to phenom-
ena like short-term perturbations (impacts, switching, etc.), which are mathematically modeled
using impulsive actions. The foundations of the theory of systems with impulsive perturbations
were established in the pioneering works of the prominent mathematicians A.M. Samoilenko and
M.O. Perestyuk. The qualitative analysis of impulsive systems has been extensively studied by
numerous authors over the past decades. One of the most application-critical yet least understood
classes of such systems is impulsive dynamical systems (impulsive DS), i.e., autonomous systems
whose trajectories undergo impulsive perturbations at the moments when they intersect a spe-
cific surface in the phase space.The primary challenge encountered when attempting to extend
the theory of global attractors to impulsive DS stems from the lack of continuous dependence on
initial data. This shortcoming precludes the application of classical approaches and necessitates
a new concept of the attractor itself. In this work, we propose a new attractor concept wherein,
alongside uniform attraction, the invariance property is replaced by minimality. This approach
allows us not only to establish the existence of a compact uniform attractor for many classes of
dissipative infinite-dimensional impulsive DS but also to prove the invariance and stability of its
non-impulsive component.

This work was supported by the National Research Foundation of Ukraine, project no.
2023.03/0074 "Infinite-dimensional evolution equations with multi-valued and stochastic dynam-
ics.
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Mathematical models of the infection spread dynamics have remained a relevant area of
research for the past few decades. Moreover, these models have also proven to be suitable for
modelling DDoS-attacks in computer networks. The qualitative behaviour of solutions in such
models is usually arranged as follows: there is some threshold value at which the global asymptotic
stability of the solution with a zero component, which is responsible for the number of infected
individuals, changes to the stability of the non-zero equilibrium position. From a meaningful
point of view, this means that the self-exhaustion and disappearance of the infection changes to
a constant circulation of the infection in the population. However, the presence of an impulsive
perturbation can make the infection-free solution asymptotically stable regardless of the threshold
value, and such impulsive perturbations allow a natural interpretation within the framework of
the epidemiological model as the process of vaccination of a certain part of individuals. Such
problems have already been considered for the SIR- and SEIR-models in the case of a simple
structure of impulsive points, due to which the impulsive problem was actually reduced to a
problem without impulsive perturbation. However, a more complex structure of the set and
magnitudes of impulsive effects requires the application of the theory of impulsive differential
equations, which is done in this work.

We consider a classical SEIR-model respect to the unknown functions S(t) (Susceptible is
the fraction of the population that can become infected), E(t) (Exposed is the fraction of the
population that is carried the infection), I(t) (Infectious is the fraction of the population that is
infected) and R(t) (the fraction of the population that Recovered and has immune), for which
equality

S(t) + E(t) + I(t) +R(t) = 1, t ≥ 0,

and ordinary differential equations system⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ṡ = −λSI + ν(1− S) + δ(1− S − E − I),

Ė = λSI − (ε+ ν)E,

İ = εE − (γ + ν)I;

(1)

holds. Here λ, ν, δ, ε, γ are positive parameters that determine the indicators of the spread of
infection.

Let’s D = {(S,E, I) ∈ R3
+ : 0 ≤ S + E + I ≤ 1}.
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Modelling the vaccination process as a sharp decrease in the susceptible to infection popu-
lation proportion we arrive at an impulsive problem

∆S|t=tn := S(tn + 0)− S(tn) = −bnS(tn), (2)

where {bn} ⊂ (0, 1), {tn} are the given values and the moments of the impulsive perturbation. By
solution (1), (2) according to [2] we will understand a left-continuous function, which is satisfies
the system (1), when t ̸= tn, and at points {tn} satisfies the equality (2).

The main result of the work is the following theorem.

Theorem. Let in problem (1), (2) impulsive perturbations satisfy conditions

0 < t1 < t2 < . . . < tp < T, tn+p = tn + T, n ≥ 1,

bn+p = bn, n ≥ 1.

or
ti = iT + αi, i ∈ Z,

the sequence {αi}i∈Z is almost periodic and sup
i∈Z

|αi| = α <
T

2
,

the sequence {bi}i∈Z is almost periodic, {bi}i∈Z ∈ (0, 1) and inf
i∈Z

bi ≥ b > 0.

and P̄ (t) = {S̄(t), 0, 0} is corresponding infection-free impulsive almost periodic solution. Then
there is such T ∗ > 0 that for T < T ∗ the solution P̄ (t) is globally (in IntD) asymptotically stable.

From a practical point of view, the obtained result means that by choosing a certain real-
istic vaccination schedule (which takes into account possible deviations from a strictly periodic
nature) and supporting vaccination of a certain proportion of the population, it is possible to
achieve the stability of the infection-free state of the system, which will mean the attenuation of
the epidemic process. The obtained results can also be applied to high-dimensional systems of dif-
ferential equations which are used for describing DDoS attacks in computer networks. The study
generalizes previously known results by considering a more mathematically complex model that
allows for a more realistic practical interpretation. It should be noted that the linear impulse per-
turbation condition (2) is due to empirical data on the cessation of the circulation of infections in
the population upon reaching a sufficiently high level (80-90%, and sometimes more than 95%) of
vaccinated people in the population (see, for example, https://ourworldindata.org/vaccination).
As a rule, achieving such levels requires mass vaccination, so we really neglect the throughput of
the medical system, considering it proportional to the population size. In our further studies, we
plan to consider the case of a nonlinear dependence of the magnitude of the impulse disturbance
on S, which is a more realistic case from the point of view of the practical vaccination process,
which depends on the capabilities of the system.
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Let S = {ai}mi=1, 1 < m <∞ denote an abstract society whose individuals ai are in conflict,
fighting for their status. We assume that the energy status of each individual ai is measured by
a numerical value 0 ≤ pti ≤ 1,

∑︁m
i=1 p

t
i = 1 which changes in discrete time t = 0, 1, .... Thus, the

states of the social system S are presented by the stochastic vectors pt = (pt1, ..., p
t
i, ..., p

t
m). If

the conflict struggle occurs according to the rule, each against all, then the evolution is described
(see [1], [2]) by the difference equations:

pt+1
i =

pti(1− rti)

zt
, rti = (1− pti)/(m− 1),

where zt is the normalizing denominator.
In this report, we discuss a more complex typical situation where one of the individuals or

a fixed cluster, currently in minimal status, receives external support to survive. In such case the
dynamics is described as follows

pt+1 = (pt+1
1 , ..., pt+1

i , ..., pt+1
m ) = f(pt) = (f1(p

t), ..., fi(p
t), ..., fm(p

t)), (1)

pt+1
i = fi(p

t) = (pti + b
∏︂
k ̸=i

H(ptk − pti)) ·
(1− rti)

zt
, 0 < b < 1, t = 0, 1, ... (2)

Here H(·) is the Heaviside function. From (2) it is seen that b
∏︁

k ̸=iH(ptk − pti) > 0 only if the
coordinate pti is minimal relative to all others and it is subject to an additive shift 0 < b < 1,
which corresponds to receiving support.

In the case of m = 3 we obtain the whole spectrum of typical variants of behavior of our
dynamical system depending on the value of the parameter. In addition, we illustrate our results
with the corresponding figures (we represent only one of them).

Are there fixed points in the three-component dynamical system (1)? We have a positive
answer. The dynamical system has three pairs of fixed points. The existence of fixed points is
possible only when at the initial moment of time the two larger coordinates are equal, and the
parameter b is less then 3.5−

√
48/2. This value is a bifurcation point.

The issue of stability of fixed points is investigated by the method of estimating the modules
of the eigenvalues of the Jacobian matrix at these points. According to our calculations, fixed
points are not stable. For example, for the parameter value b = 0.02512 three of them are saddles
(with eigenvalues of the Jacobian matrix greater and less than unity) and three are repellers (with
multipliers greater than unity).

Let us consider the case when all coordinates are different. Then the smaller coordinate of
those on which the shift does not act at some moment of time always becomes the smallest, in
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particular, smaller than the one on which the shift acts. Therefore, the property of a coordinate
to be the smallest among the three coordinates changes, just at the moment when it increases
due to the shift. Another coordinate becomes the smallest and then the additive shift will act on
this other coordinate until it is smaller. Thus, an index number of the smallest coordinate is not
constant.

The largest coordinate can retain its status as the largest, and therefore periodic states can
arise when two smaller coordinates alternately equal two different constant values, and the largest
coordinate does not change. Such situation is possible when 0 < b <

√
7 − 2.5. In this case 6

cycles of period 2 exist. Three of them are stable, and three are not. The value b =
√
7− 2.5 is

a bifurcation point. Cycles of such type do not exist when b >
√
7− 2.5.

Besides for 0 < b <
√
7−2.5 there exists a zone for coordinate values that is located outside

the basin of attraction of both fixed points and periodic states. All trajectories starting from this
zone have unpredictable behavior with a limiting set of complex structure. We show that among
them there are also trajectories with Lyapunov exponents greater than zero which corresponds
to the chaotic nature of such ones.

The dynamical system has unstable behavior for
√
7− 2.5 < b < 0.34. For 0.34 < b < 0.364

it depends significantly on the initial data. We clearly demonstrate this for different initial states
and the same values of the shift parameter. The dynamical system can have either chaotic or
periodic behavior including cycles of period 3 and period 6.

Finally, numerous examples confirm the existence of stable cycles of period 3 for b > 0.3645

regardless of the initial data.

Figure 1: Bifurcation diagram of the mapping f(pt). The parameter b varies from 0 to 1 with the
step of 0.005. The dynamical system starts at p0 = (0.1, 0.4, 0.5). For each value of the parameter
b, the values of the first coordinate of pt are plotted.
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We investigate of some properties of solutions of nonlinear difference equations [1, 2]. We
use permutable rational functions for study of some classes of one-dimensional mappings. We

consider rational functions R(x) = xk
P (x)

Q(x)
, P (x) = xn +

n∑︂
p=1

apx
n−p, Q(x) = 1 +

n∑︂
p=1

apx
p, where

n ∈ N, k ∈ Z, k ≥ 0. The maps x → R(x) and x → 1

R(x)
are permutable. We investigate the

map x → x2 + ax

1 + ax
on unit circle. The map x → ax − a

x
, 0 < a < 1, has invariant measure on

R. We consider the map x → ax − 2a +
a

x
, 0 < a < 1, and map x → x(1− x)

a+ (1− 4a)x(1− x)
on

[0, 1]. We investigate polynomial and rational mappings with invariant measure and construct
equivalent piecewise linear mappings. These mappings have countably many cycles. We applied
the methods of symbolic dynamics to the theory of unimodal mappings. We use whole p-adic
numbers for study the invariant set of some mapping in the theory of universal properties of one-
parameter families. Feigenbaum constants play an important role in this theory. We investigate
of Mandelbrot sets and Julia sets of some mappings in complex plane.
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We consider the problem of constructing a control that transfers a linear system from a
given point onto a surface in finite time. This problem belongs to the class of control problems
with variable endpoints. The main results are an explicit algorithm for constructing controls,
both with and without control constraints, as well as conditions for controllability from a point
onto a surface in the presence of control constraints. Examples were considered earlier in [3].

Consider the control problem of transferring an arbitrary point x0 ∈ Rn onto a surface
G = {x : F (x) = 0} along the trajectories of the system

ẋ = Ax+Bu, x ∈ Rn, (1)

where A and B are real matrices of dimensions n× n and n× r, respectively.

Definition. The system (1) is called controllable onto the set G ⊂ Rn if, for any initial point
x0 ∈ Rn, there exist a finite time T (x0) < ∞ and a measurable control u(t, x0) defined on the
interval 0 ≤ t ≤ T (x0) such that the trajectory of the system (1), starting from x0 at t = 0,
reaches the set G at time moment T (x0).

A necessary and sufficient condition for the controllability of the system at a given time T
is the equality

L+G = Rn, (2)

where L denotes the linear span of the columns of the Kalman matrix Q = (B,AB, . . . , An−1B),
that is L = Lin(B,AB, . . . , An−1B).

The paper proposes an explicit algorithm for constructing a control for systems satisfying
condition (2), reducing the system to the form⎧⎨⎩ẏ = A11y,

ż = A21y + A22z +B1u,

where the second subsystem is completely controllable. The algorithm introduces the new initial
and final points z̃0 = −e−A22T zT + z0 +

∫︁ T
0
e−A22τA21y(τ)dτ and z̃T = 0, where x0 = (y0, z0) and

xT = (yT , zT ).
Note that the condition (2) is not sufficient in the presence of control constraints. We obtain

conditions for controllability from a point onto a surface in the presence of control constraints for
the case when controllable subsystem is canonical. The results are based on the controllability
function method of V. I. Korobov and generalise the results on constructing control for a non-
equilibrium point obtained in [1, 2]. The results are presented in the following theorem.
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Theorem. Consider the control problem of transferring the point x0 = (y0, z0) onto the surface
G = {x = (y, z) : F (y, z) = 0} for the linear controlled system ẏ = A1y, ż = A2z + bu, where

A2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
...
0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Assume that L+G = Rn and that the eigenvalues λi of A1 satisfy Reλi ≤ 0. Then the equation

2a0Θ−
(︁
N−1(Θ)z̃0(Θ), z̃0(Θ)

)︁
= 0,

where
N(Θ) =

∫︂ Θ

0

(︃
1− t

Θ

)︃
e−A2tbb∗e−A

∗
2tdt,

has at least one positive root Θ > 0 for every a0 satisfying

0 < a0 ≤ 2d2min

{︃
l,

γ

||b||2

}︃
, l > 0, γ > 0.

Moreover, the control
u(z) = −1

2
b∗N−1(Θ(z))z,

transfers the initial state z̃0 to the origin at time Θ and the initial state x0 to xT along the
trajectory y(t) = eA1ty0, z(t) = eA2t

(︂
z0 +

∫︁ t
0
e−A2τbu(τ)d τ

)︂
, and satisfies the control constraint

|u(z(t))| ≤ d for all t ∈ [0,Θ].
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In the strip Ω(T ) : {(t, x) ∈ Rn+1 : t ∈ ([T1, T2 ∪ [T3, T4]), x ∈ Rn} we consider nonlocal
problem with integral conditions

L

(︃
∂

∂t
,
∂

∂x

)︃
−→
U (t, x) =

∂4
−→
U (t, x)

∂t4
+

4∑︂
i=1

Ai
∂4−i

−→
U

∂t4−i∂xi
= 0, (1)

T2∫︂
T1

tk
−→
U (t, x)dt+

T4∫︂
T3

tk
−→
U (t, x)dt = −→φ i(x), k = {0, 1, 2, 3}, (2)

where
−→
U (t, x) = col (U1(t, x), U2(t, x), U3(t, x), U4(t, x)), −→φ i(x) =

= col (φ1
i , φ

2
i , φ

3
i , φ

4
i ), Ai for i = {1, 2, 3, 4}, are squert matrix 4 × 4. Let Hα, α > 0 be a

Sobolew space with norm. ∥φ(x);Hα∥ =

=
√︂

1
2π

∫︁ +∞
−∞ (1 + |ξ|)2α |˜︁φ(ξ)|2dξ < ∞, where ˜︁φ(ξ) is a Fourier transformation of the func-

tion φ(x). Hα is a vector space of the function φ(x), with norm ∥φ(x), Hα∥ = max ∥φj(x);Hα∥
Theorem. Let conditions occur, let ∆(ξ) ̸= 0 for everyone ξ ∈ R \ {0}. If −→φ j ∈ H

4

α1
,

α1 ⩾ α2 + 4 (C2
4 + 1), α2 > 1, j = {1, ..., n}, then the space C4([T1, T2] ∪ [T3, T4]), H

4

α) exists and
unique solution

−→
U (t, x) of the problem (1)-(2), which still is depending on vector-function −→φ j,

j = {1, 2, 3, 4}. Solution is the represented in the form

−→
U (t, x) =

1√
2π

+∞∫︂
−∞

eixξ
16∑︂

j,q=1

∆j,q(ξ)

∆(ξ)
eλqξ

−→
h qψj(ξ)dξ,

where ∆j,q(ξ), j, q = {1, . . . , 16}, ξ ̸= 0, algebraic complement the standing element j this
poem and q for this column of indicator ∆(ξ),

col(ψ1(ξ), . . . , ψ16(ξ)) = col(φ̃1
1(ξ), . . . , φ̃

4
1(ξ); . . . ; φ̃

1
4(ξ), . . . , φ̃

4
4(ξ)), i φ̃

q
j(ξ) is a Fourier trans-

formation of the funktion φqj(x), j = {1, 2, 3, 4}, q = {1, 2, 3, 4}. This result continues the research
of work [1, 3, 4, 5, 6, 7].
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We consider the problem of an electron motion on a two-dimensional torus T2 under the
influence of an electromagnetic field.

Let the torus T2 ⊂ R3 embedded in three-dimensional space be described by equations

x = (R + r cosφ1) cosφ2, y = (R + r cosφ1) sinφ2, z = r sinφ1,

where φ1, φ2 are angular coordinates, and r and R are the radii of the small and large circles,
respectively, with r < R.

Assuming that the magnetic field is orthogonal to the torus and has constant intensity B,
and that the electric field is tangent to the torus, the motion of the electron is described by the
Lagrange equations on the two-dimensional torus T2 = R2/2πZ2 = {(φ1, φ2) | mod 2π} with the
Lagrangian

L =
1

2
mr2φ̇2

1 +
1

2
m (R + r cosφ1)

2 φ̇2
2 +

e

c
Bφ1φ̇2 + eE1φ1 + eE2φ2,

where m is the electron mass, e is its charge, c is the speed of light, and E1, E2 are the components
of the electric field.

To study the dynamics of electron motion in such a system, we transform the given La-
grangian system into Hamiltonian form. The dynamical system obtained after transformation
has a Hamiltonian form on the symplectic manifold (R2 × T2, ω2) with symplectic structure

ω2 = − c

eB
dp1 ∧ dp2 +

eB

c
dφ1 ∧ dφ2,

with a multivalued Hamiltonian function

H =
p21

2mr2
+

p22
2mR2

(︂
1 +

r

R
cos
(︂
φ1 −

cp2
eB

)︂)︂−2

− cE2p1
B

+
cE1p2
B

− eE1φ1 − eE2φ2,

where p = (p1, p2) ∈ R2, φ = (φ1, φ2) ∈ T2 = R2/2πZ2. The system is locally Hamiltonian,
because the Hamiltonian function is multivalued, or, equivalently, the corresponding 1-form is
not globally exact.

Under the condition µ = r
R
≪ 1, the system can be considered as a small perturbation of a

locally Hamiltonian system with Hamiltonian function

H0 =
p21

2mr2
+

p22
2mR2

− cE2p1
B

+
cE1p2
B

− eE1φ1 − eE2φ2.
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This unperturbed system with Hamiltonian H0 has a single-valued first integral

I (p1, p2) =
p21

2mr2
+

p22
2mR2

and all trajectories of the unperturbed system are quasiperiodic on three-dimensional tori in
four-dimensional space with frequency basis

eB

cmrR
,

cE2

B
, −cE1

B
. (1)

On attempting to apply the theorem on perturbation of invariant tori of locally Hamiltonian
systems from [3] to the perturbed system (with Hamiltonian H), difficulties arise because the
absolute value of the perturbation of the H is estimated as of order max{r/R3, rR}, while the
first frequency is estimated as of order 1/(rR); consequently this frequency grows without bound
as the perturbation tends to zero.

After a series of transformations the perturbed system becomes a system with transformed
Hamiltonian

H = (κ0 + µ2κ2)y − eE1φ1 − eE1φ1 − eE2φ2 + h(y, φ1, ψ, v, µ), (2)

where κ0 =
(eB)2

m(cR)2
, v = (B,E1, E2), κ2 = κ2(v, ξ), h = O(µ3), ξ > 0 is internal parameter

numerating the tori of nonperturbed system; and Poisson brackets

{ψ, y} = 1, {φ1, φ2} = −µ. (3)

Applying the theorem on perturbation of invariant tori of locally Hamiltonian systems
from [3] to the perturbed system with transformed Hamiltonian (2) and Poisson brackets (3), we
can state that most trajectories (in the measure sense) of the original system with multivalued
Lagrangian that describes the motion of an electron under the influence of an electromagnetic
field are quasiperiodic on three-dimensional tori in four-dimensional space with the same frequency
basis (1) as unperturbed system.

In the considered problem, the existence of three-dimensional invariant tori in the four-
dimensional phase space of the system that describes the motion of an electron on the two-
dimensional torus T2 under the influence of an electromagnetic field has been proved. These
invariant tori persist under the small perturbations arising from the torus geometry and the
applied fields, and they support quasiperiodic motions with the same fundamental frequency
basis as in the unperturbed model. The obtained result covers both the degenerate case (µ→ 0)
and the nondegenerate case (when µ is sufficiently small but nonzero), thus unifying the study of
different situations.
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A pair (g, h) of functions g, h : X → R on a topological space X is called a Hahn pair if
g ≤ h, g is upper semicontinuous, and h is lower semicontinuous. Such a pair is called a functional
Hahn pair if both the functions g and h are functionally semicontinuous. We say that a pair (g, h)
is separated if there exists a continuous function u : X → R such that g ≤ u ≤ h.

In [1], V. K. Maslyuchenko and co-authors introduced the minimal and the maximal sections
∧f ,∨f : X → R of a function f : X × Y → R, defined by

∧f (x) = inf
y∈Y

f(x, y) and ∨f (x) = sup
y∈Y

f(x, y), x ∈ X.

We will call the pair (∧f ,∨f ) the extremal section of the function f .
The authors of [1] observed that (∧f ,∨f ) is a Hahn pair for any separately continuous func-

tion. Evidently, the extremal section of a separately continuous function is separated. Moreover,
it is a functional Hahn pair provided that X is perfectly normal or Y is separable.

We say that a pair (g, h) of functions on X is C-generated (resp. CC-generated) with
respect to Y if there exists a continuous (resp. separately continuous) function f : X × Y → R
such that g = ∧f and h = ∨f . In [1] it was proved that every Hahn pair on [a; b] is CC-generated
with respect to [c; d]. General results of this type were obtained in [2].

A topological space X is called C-generating (resp. CC-generating) with respect to a
topological space Y if every separated functional Hahn pair (g, h) on X is C-generated (resp.
CC-generated) with respect to Y . It is clear that every C-generating space is CC-generating.

Using the approach from [2], we obtain the following characterization of perfect normality.

Theorem 1. Let X be a completely regular space. Then the following conditions are equivalent:

(0) X is perfectly normal;

(1) X is C-generating with respect to N;

(2) X is C-generating with respect to (0; 1];

(3) X is C-generating with respect to every non-pseudocompact space;

(4) X is C-generating with respect to some separable space;

(5) X is CC-generating with respect to N;

(6) X is CC-generating with respect to [0; 1];
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(7) X is CC-generating with respect to every space which has a non-scattered compactification;

(8) X is CC-generating with respect to some separable space.

And finally, we present one result on C-generating spaces which are not perfectly normal.

Theorem 2. Let X be a completely regular topological space. Then X is C-generating with respect
to the space Y = Cb(X) of bounded continuous functions with the topology of uniform convergence.
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Let X be a topological space, Y a subspace of a compact space Y , D ⊆ X and f : D → Y .
Following P. Painlevé [5] and Collingwood–Lohwater [1], the cluster set of f at a point x ∈ X is

f(x) =
⋂︂
U∈Ux

f(U ∩D),

where Ux is the family of all neighbourhoods of x and the closure is taken in Y ; the associated
multifunction f : X → 2Y has graph gr f , so dom f = D, and f is continuous at x ∈ D iff
f(x) = {f(x)}. We address the following
Problem. Given X, D ⊆ X, a point x ∈ D \D, and a dense subspace Y of a compact space Y ,
describe the sets F ⊆ Y that can be realised as f(x) for some continuous f : D → Y .

For X metrizable, D a boundary locally connected open set and Y = R, Y = R, the problem
was solved in [2]. The case where L = {x} is a single point and Y is a general topological space
was initiated in [3], and [4] treated upper semicontinuous compact-valued cluster multifunctions
on a closed nowhere dense subset. Here we complete the picture for a single point in an arbitrary
T1-space, measuring the local structure of D at x by its local rank.

Recall that the rank r(x,E) of a point x ∈ E in E ⊆ X is the supremum of n ∈ N for
which E splits into pairwise disjoint non-empty clopen pieces E1, . . . , En with x ∈ Ek for each
k; the local rank is lr(x,E) = supU∈Ux r(x,E ∩ U). Denote by nc(F ) the number of connected
components of F (with nc(F ) = ∞ if there are infinitely many). A subspace Y of Y is locally
arcwise connectedly embedded in Y [3] if for every a ∈ Y and every neighbourhood U of a in Y

there is a neighbourhood V ⊆ U of a such that any two points of V ∩Y are joined by a continuous
curve lying in U ∩ Y . The following necessary bound is straightforward.

Proposition 1. Let D ⊆ X, a ∈ D and f : D → Y be continuous. Then nc
(︁
f(a)

)︁
≤ lr(a,D).

To reverse this bound we control D near x by a single scalar. A continuous function
φ : X → [0; +∞) is a base function at a ∈ X if {φ−1([0; ε)) : ε > 0} is a base of neighbourhoods
of a in X; for a T1-space X such a φ exists iff X is completely regular at a and χ(X, a) = ℵ0,
and then φ−1(0) = {a}. A mapping g : X → Y is open at a point a if g(U) is a neighbourhood
of g(a) for every neighbourhood U of a.

Proposition 2. Let X be a T1-space, φ a base function at a ∈ X, D ⊆ X with lr(a,D) = n ∈ N
and a ∈ D \ D. Then there exist a neighbourhood U of a and pairwise disjoint clopen sets
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E1, . . . , En in E = D ∩ U with E =
⨆︁n
k=1Ek, a ∈ Ek, and each restriction φk = φ|Ek∪{a} is open

at a.

Although φ itself need not be open at a on all of D, it becomes open at a once restricted
to each piece Ek of a decomposition adapted to the local rank. Openness at a is exactly what
makes composition with φk transport cluster sets: if g : X → T is continuous and open at x0,
h : T → Y , and t0 = g(x0), then h ◦ g(x0) = h(t0). Combined with the following realisation
theorem on the half-line [3] this yields our main result.

Theorem 1. Let X be a T1-space that is completely regular and first countable at a point x, let
D ⊆ X with x ∈ D \ D and lr(x,D) < ∞, and let Y be a dense locally arcwise connectedly
embedded subspace of a metrizable compact Y . Then for every non-empty closed set F ⊆ Y the
following are equivalent:

(i) nc(F ) ≤ lr(x,D);

(ii) there exists a continuous f : D → Y with f(x) = F .

Remark. For a metric space (X, d) the distance φ(t) = d(x, t) is a base function at x, so Theorem 3
of [6], announced by the authors for the metrizable case, is an immediate corollary of Theorem 1.

Finally, we emphasize that the assumption of finiteness of the local rank is essential for the
method used above. The case lr(x,D) = ∞ remains open.
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Parabolic equations with growing coefficients, which are considered in the report, arise in
problems of the theory of random processes and statistical radio engineering.

Let n1, n2, n3 given natural numbers such that n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1+n2+n3; the variable
x = (x1, x2, x3) ∈ Rn, xl ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}. In the layer Π(0,T ] := (0, T ] × Rnof finite thickness
T > 0 we consider the equation(︃

∂t −
n2∑︂
j=1

x1j∂x2j −
n3∑︂
j=1

x2j∂x3j −
n1∑︂

j,s=1

ajs∂x1j∂x1s − b

n1∑︂
j=1

x1j∂x1j

)︃
u(t, x) = f(t, x),

where ajs and b are real constants, with ajs = asj, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, and the condition of
parabolicity holds

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 :
n1∑︁

j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

For such an equation, the fundamental solution of the Cauchy problem was found in explicit
form in [1, 2], and its properties as well as the properties of the Poisson integrals generated by
it were studied. Based on these properties, theorems on the representation of solutions to the
Cauchy problem and solutions defined in an open layer from special weighted Lp-spaces in the
form of Poisson integrals were proved for the homogeneous equation in [3]. The properties of
the volume potential generated by the fundamental solution of the Cauchy problem in classes of
bounded functions are presented in [4].

The report is dedicated to the implementation of the Eidelman–Ivasyshen approach to
obtaining exact results on the well-posedness of the Cauchy problem in special weighted spaces.
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This talk is devoted to the influence of stochastic perturbations on the long time behavior
of nonlocal evolution equations. I will start with a brief overview of the theory of stochastic
evolution equations, and their applications. I will specifically focus on two of such models: the
bidomain model of heart tissue, and the aggregation-diffusion equation (Keller-Segel model).

The nonlocal character of these equations can be present either in the differential operator
(bidomain) or in the reaction term (Keller-Segel). Using the fundamental concepts in the area
of stochastic analysis, semigroup theory and PDEs, in my talk, I will address the effects of noise
on the existence of global vs. local solutions (Keller-Segel) and their regularity, as well as the
existence of invariant measures (for the bidomain model), which is the key step in establishing
the qualitative behavior of the underlying physical system. This is the joint project with Prof.
Oleksandr Stanzhytskyi (Kyiv) and Prof. Ihsan Topaloglu (VCU)
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Let f : Xn → Y be a map. Then the map g : X → Y defined by g(x) = f(x, . . . , x) is
called a diagonal of f .

Investigations of diagonals of separately continuous functions f : Xn → R were started in
classical works of R. Baire [1], H. Lebesgue [4, 5] and H. Hahn [2] who proved that diagonals
of separately continuous functions of n real variables are exactly the functions of the (n − 1)-th
Baire class.

Let (Xs)s∈S be a family of topological spaces Xs. The product X =
∏︁

s∈S Xs endowed with
the box topology generated by the family of all boxes

∏︁
s∈S Gs, where (Gs)s∈S is a family of open

subsets of Xs for every s ∈ S, is called the box product and is denoted by □s∈SXs.
The problem on constructing a separately continuous mapping with a given diagonal with

values in products of topological spaces endowed with the box topology was investigated in [3].
The following result was obtained there.

Theorem 1. [3, Theorem 1.1] Let X be a paracompact connected space, Z =
∏︁

s∈S Zs be a product
of a family of equiconnected metrizable spaces endowed with the box topology and g : X → Z be a
Baire-one map. Then there exists a separately continuous map f : X2 → Z with the diagonal g.

For a fixed point a = (as)s∈S ∈
∏︁

s∈S Xs we consider the set

σ(a) = {(xs)s∈S : |{s ∈ S : xs ̸= as}| < ω}.

Definition 1. A topological space X is called box-flat if for each set S and each continuous map
f : X → □SR, every point x ∈ X has a neighborhood Ux ⊆ X such that

f(Ux) ⊆ σ(f(x)) ⊆ RS.

Theorem 2. Let X be a topological space such that for every x ∈ X any one of the following
condition holds:

(1) χ(x,X) ≤ ℵ0;

(2) there exists a connected neighborhood U of x in X;

(3) there exists a pseudocompact neighborhood U of x in X;

(4) there exists a neighborhood U of x with the countable chain condition.

Then the space X is a box-flat space.
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Proposition 1. There exists a perfect space X which is not box-flat.

Proposition 2. Assume that the character χ(□ω[0, 1]) = ℵ1. Then there exists a Lindelöf space
X which is not box-flat.

Theorem 3. Let Z = □s∈SZs be the box-product of equiconnected metrizable spaces and X be a
box-flat paracompact space. Then each function f : X → Z of the first Baire class is the diagonal
of some separately continuous function g : X ×X → Z.

Theorem 3 combined with Theorem 2 implies the following corollary extending Theorem
1.1 of [3].

Corollary 1. Let Z = □s∈SZs be the box-product of equiconnected metrizable spaces and X be a
paracompact space such that for every x ∈ X any one of the following condition holds:

(1) χ(x,X) ≤ ℵ0;

(2) there exists a connected neighborhood U of x in X;

(3) there exists a pseudocompact neighborhood U of x in X;

(4) there exists a neighborhood U of x with the countable chain condition.

Then each function f : X → Z of the first Baire class is the diagonal of some separately continuous
function g : X ×X → Z.
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Daily numbers of COVID-19 cases, the classical SIR (Susceptible-Infectious-Removed) model [1],
the exact solution of corresponding differential equations [2] and the original parameter identi-
fication procedure [2] were used to simulate and predict the first pandemic wave in Ukraine.
Unfortunately, the accuracy of the best prediction was only 69.2% (compared with best predic-
tions for China (3.8%), South Korea (7.8%), Austria (6.6%), Italy (11.6%)), [2]. It looks like the
second epidemic wave started in our country before the first one finished. Next pandemic waves
in Ukraine were simulated in [2, 3] with the use of assumptions that the model parameters are
constant only for i-th epidemic wave. Both national dataset and one available in [4] were used
in [3] and the results of SIR simulations were compared.

Weekly numbers of COVID-19 cases Wj (j = 1, 2, . . . , n) and deaths in Ukraine [4, 5]
are less random than daily datasets and need no smoothing [6, 7]. In this study we will add
some recent data from [5] and try to analyze time series of Wj using the novel generalized SEIR
(Susceptible-Exposed-Infectious-Removed) [8] and SIR [9] models, which take into account also
hidden (asymptomatic/unregistered) patients. The most reliable generalized SEIR model (which
takes into account also the incubation periods) consists of 6 differential equations and 14 pa-
rameters [8]. The calculations of the optimal values of these parameters (providing the best
coincidence with the limited number of observations n) is a non-trivial problem and probably can
be solved only with the use of High Performance Computing or AI. Nevertheless, the proposed
model allows estimating the ratio of the numbers of exposed persons at different moments of time
REτ (t) = E(t)/E(t − τ) [8]. When τ = 1 week, the corresponding weekly increasing/decreasing
rates of the numbers of exposed persons can be estimated as REj ≈ Wj/Wj−1 [8]. Epidemiologists
widely use this ratio (see, e.g., [5]), which according to the mathematical model [8] corresponds
to the weekly increasing/decreasing rates for the number of exposed persons and can be useful
for making decisions about epidemic control.

The generalized SIR model [9] allows obtaining oscillating solutions and equilibrium points
with the non-zero constant rate of increasing the numbers of visible cases. In 2022 and 2023,
in Ukraine, we can see the periods with almost constant Wj values [6]. The same stagnation
periods occurred from the beginning of April 2026 until mid-May 2026 (with some increase during
the period from April 14 to May 5, 2026, likely caused by the emergence of the new “Cicada”
variant [10]). After May 17, 2026, no new COVID-19 cases were registered in Ukraine during
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6 weeks. Models [8, 9] allow existing a solution with zero numbers of infectious persons. Its
stability has to be investigated in the future. Probably the abrupt transfer from the equilibrium
to the zero solution is the result of increasing the visibility coefficient βi ≥ 1 — the ratio of total
infections to the visible ones. Due to the weakening of the virus and increasing the immunity
βi → ∞, and the epidemic becomes totally hidden.
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Let Ω ⊂ Rn (n = 1, 2) be a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, T > 0, and
QT = Ω× (0, T ). Our goal is to study the behaviour of the solutions to the initial boundary value
problem (IBVP)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε ∂2ttuε + ∂tuε −∆
(︁
−∆uε + a uε +B(uε)

)︁
= fε(x, t), (x, t) ∈ QT ,

uε
⃓⃓
t=0

= u0ε(x), x ∈ Ω,

∂tuε
⃓⃓
t=0

= u1ε(x), x ∈ Ω,

uε
⃓⃓
x∈∂Ω = ∆uε

⃓⃓
x∈∂Ω = 0, t ∈ (0, T ).

(Pε)

as ε→ 0, where ∆ : H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) → L2(Ω), a ∈ R, and B(u) = |u|pu.

The problem (Pε) is the relaxation of the corresponding IBVP for the Cahn–Hilliard equa-
tion ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂tv −∆
(︁
−∆v + a v +B(v)

)︁
= f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

v
⃓⃓
t=0

= v0(x), x ∈ Ω,

v
⃓⃓
x∈∂Ω = ∆v

⃓⃓
x∈∂Ω = 0, t ∈ (0, T ).

(P0)

The model (P0) is governed by the celebrated Cahn–Hilliard equation, which was proposed
to describe phase separation phenomena in binary systems, including phase separation processes
between healthy and tumour tissues and the phase separation of binary mixtures [1]. The unknown
u stands for the relative concentration of one phase, or component, in a binary material.

In recent years, researchers’ attention has turned to other versions of (P0) related to specific
physical situations. Among them, we are interested here in the so-called hyperbolic relaxation of
the equation, proposed by P. Galenko and V. Lebedev [2]. This can be written as (Pε), where
ε is a small relaxation parameter, and the new term εutt takes into account the occurrence of
“inertial” effects. From a mathematical point of view, equation (Pε) is a semilinear damped wave
equation.

By Hk(Ω), k ∈ N, we denote the usual real Sobolev space endowed with the norm

∥u∥2Hk(Ω) =

∫︂
Ω

k∑︂
|α|=0

|∂αu(x)|2 dx.

The space Hk
0 (Ω) is the closure of C∞

0 (Ω) in the norm of Hk(Ω).
Denote by V = H1

0 (Ω) the space endowed with the scalar product

(u, v) =

∫︂
Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx,
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and by V ′ = H−1(Ω) the dual space of V .
For k ∈ N⋆, 1 ≤ p ≤ +∞, (a, b) ⊂ (−∞,+∞), and a Banach space X, we denote by

W k,p(a, b;X) the Banach space of all vector-valued distributions u ∈ D′(a, b;X) such that u(j) ∈
Lp(a, b;X), j = 0, 1, . . . , k, endowed with the norm

∥u∥Wk,p(a,b;X) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︄

k∑︂
j=0

∥u(j)∥pLp(a,b;X)

)︄1/p

, p ∈ [1,∞),

max
0≤j≤k

∥u(j)∥L∞(a,b;X), p = ∞.

Definition 1. Let T > 0, f ∈ L∞(0, T ;V ′), and B : D(B) ⊆ L2(Ω) → V ′. We say that a
function

uε ∈ W 2,∞(0, T ;V ′) ∩W 1,∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H3(Ω))

is a quasi-strong solution (in what follows, simply called a solution) to the problem (Pε) if uε
satisfies the equation (Pε) in V ′ for a.e. t ∈ (0, T ) and satisfies the corresponding initial and
boundary conditions.

Definition 2. Let T > 0, f ∈ L∞(0, T ;V ′), and B : D(B) ⊆ L2(Ω) → V ′. We say that a
function

v ∈ L∞(0, T ;V ′) ∩ L∞(0, T ;H3(Ω))

is a solution to the problem (P0) if v satisfies the equation (P0) in V ′ for a.e. t ∈ (0, T ) and
satisfies the corresponding initial and boundary conditions.

Theorem 1. Let T > 0, b ≥ 0, and ⎧⎨⎩q ≥ 0, if n = 1,

q ∈ [1, 2], if n = 2.
(1)

If
u0ε ∈ H3(Ω) ∩ V, u1ε ∈ V, fε ∈ L2(0, T ;V ′),

then there exists a unique quasi-strong solution to the problem (Pε).

Theorem 2. Let T > 0, b ≥ 0, and let q satisfy conditions (1). If

u0 ∈ H3(Ω) ∩ V, f ∈W 1,1(0, T ;L2(Ω)),

then there exists a unique quasi-strong solution to the problem (P0).

Theorem 3. Let T > 0, n = 1, 2, and b ≥ 0. Suppose that

a0 = λ1 +min{0, a} > 0,

where λ1 is the first eigenvalue of the Dirichlet problem for the Laplace equation, and suppose that
conditions (1) are fulfilled.
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If
u0, u0ε ∈ H3(Ω) ∩ V, u1ε ∈ V,

and
f, fε ∈ W 1,p(0, T ;L2(Ω)), p ≥ 1,

then there exist C and ε0, depending on a0, q, p, b,Ω, such that

∥uε − v∥C([0,T ];L2(Ω)) ≤ C
[︁
M(T )εβ +Dε

]︁
, ε ∈ (0, ε0], (2)

where uε and v are solutions to the problems (Pε) and (P0), respectively,

M(T ) = ∥u0ε∥H2(Ω) + ∥u1ε∥V + ∥f∥W 1,2(0,T ;L2(Ω)),

Dε = ∥u0ε − u0∥+ ∥fε − f∥L2(0,T ;L2(Ω)),

and

β =

⎧⎨⎩1/4, if f = fε = 0,

(p− 1)/(2p), if f ̸= 0.

Conclusions. The main result of Theorem 3 shows that the small relaxations of the IBVP
for the nonviscous semilinear Cahn–Hilliard equation have a regular character. We also indicate
the rate of convergence of the solutions of the perturbed problem to the corresponding solutions
of the unperturbed problem as the relaxation parameter tends to zero.
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Based on the principles of multicomponent mass transfer in the nanoporous media [1, 2], a
competitive diffusion and adsorption model is developed:

∂Cs(t, Z)

∂t
=
Dinters

l2
∂2Cs
∂Z2

− εinterKs
Dintras

R2

(︃
∂Qs

∂X

)︃
X=1

(1)

∂Qs(t,X, Z)

∂t
=
Dintras

R2

(︃
∂2Qs

∂X2
+

2

X

∂Qs

∂X

)︃
(2)

with initial conditions:

Cs(0, Z) = 0, Qs(0, X, Z) = 0, Z ∈ (0, 1), X ∈ (0, 1), s = 1, 2 (3)

Boundary conditions for dimensionless coordinate X of the nanoporous particle and Langmuir’s
equilibrium conditions:

∂Qs

∂X
(t, 0, Z) = 0, Qs(t, 1, Z) =

KsCs(t, Z)

1 +Ks1Cs1(t, Z) +Ks2Cs2(t, Z)
, s = 1, 2 (4)

Boundary conditions for dimensionless coordinate Z:

Cs(t, 1) = 1,
∂Cs
∂Z

(t, 0) = 0, t > 0 (5)

where Cs, Qs – concentrations of the s-type diffused components in the gas and solid phases,
Dinters , Dintras – diffusion coefficients in the interparticle and intraparticle spaces, Ks – adsorption
constants, l – interparticle space dimension, R – radius of the particle.

The non-isothermal model (1)–(5) is decomposed into a system of boundary value problems
with nonlinear Langmuir competitive adsorption equilibrium to a convergent series at the phase
transition point and a small parameter. The diffusion coefficients were identified based on the
results of solving the inverse problem and experimental data of real adsorption processes, and
computer multiparameter modeling of the concentration spatial-temporal distributions of diffused
components in the interparticle and intraparticle spaces was performed.
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Let conv(Rn) be the family of all nonempty compact convex subsets of Rn with the Pompeiu-
Hausdorff metric h(X, Y ) = max{max

ξ∈X
min
ς∈Y

∥ξ−ς∥, max
ς∈Y

min
ξ∈X

∥ξ−ς∥}, where ∥·∥ denotes the usual
Euclidean norm in Rn.

Let En be the family of mappings x : Rn → [0, 1] satisfying the following conditions:
1) x is normal, i.e. there exists an ξ0 ∈ Rn such that x(ξ0) = 1;

2) x is fuzzy convex, i.e. x(λξ + (1 − λ)ζ) ≥ min{x(ξ), x(ζ)} whenever ξ, ζ ∈ Rn and
λ ∈ [0, 1];

3) x is upper semicontinuous, i.e. for any ξ0 ∈ Rn and ε > 0 exists δ(ξ0, ε) > 0 such that
x(ξ) < x(ξ0) + ε whenever ||ξ − ξ0|| < δ, ξ ∈ Rn;

4) the closure of the set {ξ ∈ Rn : x(ξ) > 0 } is compact.
Let ˆ︁0 be the fuzzy mapping defined by ˆ︁0(ξ) = 0 if ξ ̸= 0 and ˆ︁0(0) = 1.

Definition. [1] The set {ξ ∈ Rn : x(ξ) ≥ α} is called the α – level [x]α of a mapping x ∈ En for
0 < α ≤ 1. The closure of the set {ξ ∈ Rn : x(ξ) > 0} is called the 0 - level [x]0 of a mapping
x ∈ En.

Define the metric D : En × En → R+ by the equation D(x, y) = sup
α∈[0,1]

h([x]α, [y]α).

We know that (En, D) is a complete metric space [1].
Let X, Y, Z be in conv(Rn). The set Z is the Hukuhara difference of X and Y, if Y +Z = X,

i.e. Z = X H Y [2]. Hence, if x, y, z ∈ En, then z is the fuzzy difference of x and y, if [z]α =

[x]αH [y]α for all α ∈ [0, 1], i.e. z = x− y.

Definition. [1] A fuzzy mapping x : [0, T ] → En is fuzzy differentiable at t ∈ [0, T ] if for some
h > 0 the fuzzy differences x(t + ∆) − x(t), x(t) − x(t − ∆) exist for all 0 < ∆ < h and there
exists an ẋ(t) ∈ En such that

lim
∆→0+

D(∆−1(x(t+∆)− x(t)), ẋ(t)) = lim
∆→0+

D(∆−1(x(t)− x(t−∆)), ẋ(t)) = 0.

The report discusses the following linear fuzzy Cauchy problems

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t), x(0) = x0, (1)

ẋ(t) + A(t)x(t) = f(t), x(0) = x0, (2)

ẋ(t) + f(t) = A(t)x(t), x(0) = x0, (3)

ẋ(t) + A(t)x(t) + f(t) = ˆ︁0, x(0) = x0, (4)
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where A : [0, T ] → Rn×n is a continuous matrix function, f : [0, T ] → En is a continuous fuzzy
mapping, and x0 ∈ En.

Unlike Cauchy problems for ordinary linear differential equations, in this case we will have
different existence theorems and solution formulas.

Theorem. The Cauchy problem (1) has a solution x(·) on [0, T ], given by

x(t) = g(t) +
∞∑︁
k=1

t∫︁
0

A(τk)
τk∫︁
0

A(τk−1) . . .
τ2∫︁
0

A(τ1)g(τ1) dτ1 . . . dτk−1 dτk,

where g(t) = x0 +
t∫︁
0

f(s)ds, the integral is understood in the sense of the fuzzy Riemann integral

[3].

Theorem. The Cauchy problem (2) has a solution x(·) on [0, T ], given by

x(t) = g(t) +
∞∑︁
k=1

t∫︁
0

A(τ2k)
τ2k∫︁
0

A(τ2k−1) . . .
τ2∫︁
0

A(τ1)g(τ1) dτ1 . . . dτ2k−1 dτ2k−

−
∞∑︁
k=1

t∫︁
0

A(τ2k−1)
τ2k−1∫︁
0

A(τ2k−2) . . .
τ2∫︁
0

A(τ1)g(τ1) dτ1 . . . dτ2k−2 dτ2k−1,

(5)

if and only if the fuzzy difference in (5) for all t ∈ (0, T ] and the fuzzy difference f(0) − A(0)x0

exist, where g(t) = x0 +
t∫︁
0

f(s)ds.

Theorem. The Cauchy problem (3) has a solution x(·) on [0, T ], given by

x(t) = x0 +
∞∑︂
k=1

t∫︂
0

A(τk)

τk∫︂
0

A(τk−1) . . .

τ2∫︂
0

g(τ1) dτ1 . . . dτk−1 dτk

if and only if there exists a continuous fuzzy mapping g(t) on [0, T ] such that g(t) = A(t)x0−f(t)
for all t ∈ [0, T ].

Theorem. The Cauchy problem (4) has a solution x(·) on [0, T ], given by

x(t) =

[︃
I +

∞∑︁
k=1

(−1)k
t∫︁
0

A(τk)
τk∫︁
0

A(τk−1) . . .
τ2∫︁
0

A(τ1) dτ1 . . . dτk−1 dτk

]︃
x0−

−
t∫︁
0

[︄
I +

∞∑︁
k=1

(−1)k
t∫︁
s

A(τk)
t∫︁
τk

A(τk−1) . . .
t∫︁
τ2

A(τ1) dτ1 . . . dτk−1 dτk

]︄
f(s)ds

if and only if [x0]0 ∈ Rn and [f(t)]0 ∈ Rn for all t ∈ [0, T ].
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We consider a one-parameter family of autonomous differential equations on a closed two-
dimensional surface,

ż = Xµ(z), z ∈M,

and study the qualitative changes of the phase portrait caused by a saddle-node on an invariant
circle (SNIC) bifurcation.

We use the following local model of a SNIC bifurcation. Consider the one-parameter family
of vector fields on the open infinite cylinder

M = R× S1 = R× [0, π]/(u, 0) ∼ (u, π)

given by
u̇ = u, v̇ = µ+ sin2 v.

At the critical value µ = 0, the invariant circle γ = {u = 0} contains the unique singular point
s = (0, [0]). In local coordinates near s the system has the form

u̇ = u, v̇ = v2 +O(v4),

which is the normal form of a saddle-node singularity. The u-direction is repelling, so the node
component of the saddle-node is a source. For µ < 0 two singular points occur on the invariant
circle, whereas for µ > 0 there are no singular points on it and the trajectories rotate around the
circle. Thus µ = 0 represents a saddle-node on an invariant circle bifurcation.

The same local model can also be considered on the open Möbius strip obtained from
R× [0, π] by the identification

(u, 0) ∼ (−u, π).

We follow the approach developed in [1] and apply it to the global topological classification
of phase portraits generated by SNIC bifurcations on closed surfaces. Although the local structure
of the bifurcation is standard, the global phase portrait depends essentially on the way in which
the separatrices of the saddle-node are connected with the rest of the phase portrait. In particular,
several saddles and periodic orbits may lead to different global topological configurations.

To classify these configurations, we introduce a stable separatrix skeleton. After cutting the
surface along its periodic orbits, the resulting surface with boundary contains a finite separatrix
structure. Its combinatorial organization is encoded by a finite code which records the cyclic
arrangement of separatrices, the regions of the separatrix skeleton, and the compatibility of
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orientations. Additional parts of the code record the pairs of boundary components corresponding
to repelling and attracting periodic orbits.

Choosing the lexicographically smallest code among all admissible representations gives a
canonical code.

Theorem. Two SNIC bifurcations with topologically equivalent local models have topologically
equivalent global structures if and only if their canonical codes coincide.

Thus, the canonical code provides a complete topological invariant of the global phase por-
trait generated by a SNIC bifurcation. In particular, the topological structure can be determined
without solving the corresponding differential equations explicitly.

An important consequence is that the global topological structure generated by a SNIC
bifurcation is determined by the combinatorial structure at the bifurcation moment. This estab-
lishes a connection between the local theory of saddle-node bifurcations and the global qualitative
theory of differential equations on closed surfaces.

We apply the obtained classification to the enumeration of possible structures generated by
SNIC bifurcations. For the sphere, we describe all structures with at most four saddles and at
most three periodic orbits. For the torus, we obtain the corresponding classification in the case
without periodic orbits. The enumeration was performed using the software developed by the
author [2].

The author is deeply grateful to the late Academician M. O. Perestyuk for his inspiring
lectures on the qualitative theory of differential equations and for his constant interest in the
author’s research.
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We consider the construction of solutions of the nonlinear boundary value problem
du

dt
= f(t, u), t ∈ [a, b], (1)

Φ(u) = d, (2)

where u : [a, b] → C and Φ is a functional defined on continuous complex-valued vector functions
on [a, b]. By writing x = u, y = u and setting φ(t, x, y) = f(t, x+ iy), ψ(t, x, y) = f(t, x+ iy) we
can interprete (1), (2) as the system of two boundary value problems for the real-valued vector
functions x and y:

dx

dt
= φ(t, x, y), Φ1(x, y) = d1, (3)

dy

dt
= ψ(t, x, y), Φ2(x, y) = d2 (4)

with Φ1(x, y) = Φ(x+ iy), Φ2(x, y) = Φ(x+ iy), d1 = d, d2 = d.

Assume that φ : [a, b]×Dx×Dy → Rn, ψ : [a, b]×Dx×Dy → Rn with bounded Dx ⊂ Rn,
Dy ⊂ Rn are Lipschitz continuous. We suggest to use the idea based on [1]–[5], according to
which problem (3), (4) is reduced to the parameterized system of simple auxiliary boundary value
problems

dx

dt
= φ (t, x, y) , x(a) = zx, x(b) = γx, (5)

dy

dt
= ψ (t, x, y) , y(a) = zy, y(b) = γy, (6)

where zx, γx, zy, γy are unknown vector parameters. Problems (5), (6) can be studied with the
help of the recurrence sequences of functions

xm+1(t, zx, γx, zy, γy) = zx +

t∫︂
a

φ(s, xm(s, zx, γx, zy, γy), ym(s, zx, γx, zy, γy))ds

− t− a

b− a

b∫︂
a

φ(s, xm(s, zx, γx, zy, γy), ym(s, zx, γx, zy, γy))ds+
t− a

b− a
[γx − zx] (7)

and

ym+1(t, zx, γx, zy, γy) = γy +

t∫︂
a

ψ(s, xm(s, zx, γx, zy, γy), ym(s, zx, γx, zy, γy))ds

− t− a

b− a

b∫︂
a

ψ(s, xm(s, zx, γx, zy, γy), ym(s, zx, γx, zy, γy))ds+
t− a

b− a
[γy − zy] , (8)
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where m = 0, 1, 2, . . . ,

x0(t, zx, γx, zy, γy) = zx +
t− a

b− a
[γx − zx] , y0(t, zx, γx, zy, γy) = γx +

t− a

b− a
[γy − zy] .

Under suitable assumptions it is proved that these sequences converge uniformly to the
limit functions x∞ (·, zx, γx, zy, γy), y∞ (·, zx, γx, zy, γy), which are solutions of problems (5), (6)
respectively. The limit functions are solutions of the original problem (1),(2) if and only if the
numerical values of parameters zx, γx, zy, γy satisfy a certain system of equations of dimension 4n

determined by the functions φ, ψ, xm (·, zx, γx, zy, γy), ym (·, zx, γx, zy, γy) and the functionals Φ1,
Φ2. For the practical investigation of the non-linear problems (3), (4), it is suggested to use a
scheme with polynomial interpolation [6], where instead of (7), (8) one uses the sequences{︁

xN+1
m+1(·, zx, γx, zy, γy)

}︁∞
m=0

,
{︁
yN+1
m+1(·, zx, γx, zy, γy)

}︁∞
m=0

of vector polynomials of degree N + 1 constructed using Lagrange interpolation with Chebyshev
nodes. Numeric examples demonstrate the effectiveness of the method.
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This talk provides an overview of research in the theory of impulsive differential equa-
tions, focusing on the development of asymptotic methods and the qualitative and dynami-
cal properties of impulsive systems. Asymptotic methods have played an important role in
the research of the Kyiv School of Nonlinear Mechanics for many years. In particular, the
Krylov–Bogolyubov–Mitropolsky asymptotic method and the Bogolyubov averaging method were
extensively developed for a broad class of differential equations, among which differential equa-
tions with impulsive action occupied a prominent place.

The considerable interest in such systems stems both from the wide range of their theoretical
and practical applications [1] and from the specific features of their dynamics. The theory of
impulsive differential systems constitutes an independent area of research, since the presence of
impulsive perturbations can substantially alter the behavior of a system. In particular, even linear
impulsive systems may, under certain conditions, exhibit complex dynamical properties that are
usually associated with nonlinear systems.

This can be illustrated by relatively simple systems described by second-order linear differ-
ential equations with constant coefficients [2]. Despite the simplicity of the underlying equation,
the introduction of impulsive action, even at fixed moments of time, can substantially change
the nature of its solutions. In particular, for different types of equilibrium points determined by
the coefficients of the corresponding differential equation, an appropriate choice of the impulsive
conditions can lead to the existence of both bounded and unbounded solutions and, in certain
cases, of periodic and even quasiperiodic solutions. In the case of a center-type equilibrium point,
quasiperiodic solutions may arise in the form of a sum of two periodic components with incom-
mensurable periods. At the same time, the corresponding differential equation without impulsive
perturbations may have no solutions possessing the aforementioned properties.

Another interesting phenomenon that may arise in impulsive systems is related to the
nature of the impulsive action [3]. In particular, systems with non-fixed impulse times may
exhibit complex dynamics characteristic of chaotic systems. As an example, one can mention the
possibility of the coexistence of infinitely many periodic solutions with different periods, with the
set of their periods exhibiting the structure described by the Sharkovsky ordering [2]. Even more
complex dynamical behavior is, of course, characteristic of nonlinear systems [4, 5].

The examples presented above demonstrate that impulsive action can not only modify the
behavior of solutions of the underlying differential system but also give rise to qualitatively new
dynamical regimes that are absent in the corresponding system without impulsive effects. Thus,
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impulsive action is not merely a mathematical means of modeling instantaneous changes in the
state of a system, but also a mechanism that may give rise to specific dynamical properties. This
circumstance largely motivates the study of differential systems with impulsive action and the
development of effective methods for their qualitative and asymptotic analysis.

The talk also considers the construction of asymptotic solutions for first-order ordinary
differential equations [6, 7, 8], as well as for systems with a degenerate matrix at the highest-
order derivative [9], subject to singular perturbations and impulsive action. Such solutions are
constructed using the boundary-layer function method. In addition, asymptotic solutions are
constructed for a boundary-value problem for the heat equation with impulsive perturbations,
using the Vishik–Lyusternik method [10].

This work is a part of the project that has received funding from the EU Horizon

2020 research and innovation programme under the Marie Sklodowska-Curie grant

agreement Number 873071, SOMPATY.
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This talk is related with the study of some generalized models of hydrodynamics, namely
the variable coefficients (vc) Korteweg–de Vries equation [1, 2]

εnuxxx = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)uux, (1)

the vc Benjamin–Bona–Mahony equation [3]

ε2uxxt = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)ux + c(x, t, ε)uux, (2)

the vc Burgers equation [4]
εuxx = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)uux, (3)

the vc modified Camassa–Holm equation [5]

a(x, t, ε)ut − ε2uxxt + b(x, t, ε)u2ux = 2ε2uxuxx + ε2uuxxx, (4)

and the vc Camassa–Holm equation [6]

a(x, t, ε)ut − ε2uxxt + b(x, t, ε)uux = 2ε2uxuxx + ε2uuxxx, (5)

where ε is a small parameter.
The coefficients appearing in equations (1) – (5) are assumed to admit asymptotic ex-

pansions in a small parameter, with nonvanishing main terms. This assumption guarantees the
nondegeneracy of the corresponding problem.

In this generalized setting, explicit forms of exact solutions are generally unavailable, since
the presence of variable coefficients makes many classical analytical techniques inapplicable. Nev-
ertheless, the existence of a small parameter allows asymptotic methods to be employed effectively.
Within this framework, we construct approximate solutions that, in an appropriate sense, remain
close to the wave solutions of the corresponding constant-coefficient equations. In particular,
we consider soliton-like solutions of equations (1) and (2), step-like solutions of equation (3),
and soliton- and peakon-like solutions of equations (4) and (5). These solutions can therefore
be viewed as deformations of the standard wave-type solutions resulting from the presence of
variable coefficients.

The methodology employed in this study is based on the nonlinear WKB approach [7], which
provides a general framework for constructing asymptotic wave-type solutions of the required
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form. Nevertheless, the specific implementation of this approach depends essentially on the
structure and nonlinear properties of the equation under consideration and therefore requires
substantial modifications from one equation to another. In particular, the analysis of equation
(4) and (5) is especially challenging, as the construction of the corresponding asymptotic solutions
cannot be achieved by a straightforward application of the standard nonlinear WKB scheme and
requires a significantly more involved procedure.

The main results comprise the development of an algorithm for constructing asymptotic
solutions and the rigorous justification of the proposed approach based on accuracy estimates for
the resulting approximations. In general, the constructed asymptotic solutions are not global,
since the phase function corresponding to each solution is determined by a nonlinear differential
equation and may fail to be globally well defined. However, for an appropriate choice of the
equation coefficients, the resulting solutions can be shown to exist globally. This property is
demonstrated by several specific examples.

The theoretical results are complemented by graphical representations of the asymptotic
approximations for several equations with prescribed coefficients.

This work is a part of the project that has received funding from the EU Horizon

2020 research and innovation programme under the Marie Sklodowska-Curie grant

agreement Number 873071, SOMPATY.

References

[1] Samoylenko V. H., Samoylenko Yu. I. Asymptotic expansions for one-phase soliton-type
solutions of the Korteweg–de Vries equation with variable coefficients. Ukr. Math. J. 2005.
57, No. 1. P. 132–148. DOI: https://doi.org/10.1007/s11253-005-0176-9.

[2] Samoylenko V. H., Samoylenko Yu. I. Asymptotic m-phase soliton-type solutions of a sin-
gularly perturbed Korteweg–de Vries equation with variable coefficients. I, II. Ukr. Math. J.
2012. 64, No. 7. P. 1109–1127. DOI: https://doi.org/10.1007/s11253-012-0702-5; 2013.
64, No. 8. P. 1241–1259. DOI: https://doi.org/10.1007/s11253-013-0713-x.

[3] Samoilenko V., Samoilenko Yu. Asymptotic soliton like solutions to the singularly perturbed
Benjamin-Bona-Mahony equation with variable coefficients. J. Math. Phys. 2019. 60, No. 1.
P. 011501–0115013. DOI: https://doi.org/10.1063/1.5085291.

[4] Samoilenko V., Samoilenko Yu., Zappale E. Asymptotic step-like solutions of the singularly
perturbed Burgers equation. Phys. Fluids. 2023. 35, No. 6. 067106. DOI: https://doi.org/
10.1063/5.0150685.

[5] Samoilenko Yu., Brandolese L., Samoilenko V. Soliton-like solutions of the modified Camassa-
Holm equation with variable coefficients. Chaos, Solitons and Fractals. 2025. 192. 115944.
DOI: https://doi.org/10.1016/j.chaos.2024.115944.

https://doi.org/10.1007/s11253-005-0176-9
https://doi.org/10.1007/s11253-012-0702-5
https://doi.org/10.1007/s11253-013-0713-x
https://doi.org/10.1063/1.5085291
https://doi.org/10.1063/5.0150685
https://doi.org/10.1063/5.0150685
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2024.115944


112

[6] Samoilenko Yu., Samoilenko V. Soliton-like solutions of the Camassa–Holm equation with
variable coefficients and a small dispersion. arXiv:2604.17348. 2026. 47 p. DOI: https://
doi.org/10.48550/arXiv.2604.17348.

[7] Miura R. M., Kruskal M. D. Application of nonlinear WKB-method to the Korteweg–de
Vries equation. SIAM Appl. Math. 1974. 26, No. 2. P. 376–395. DOI: https://doi.org/10.
1137/0126036.

https://doi.org/10.48550/arXiv.2604.17348
https://doi.org/10.48550/arXiv.2604.17348
https://doi.org/10.1137/0126036
https://doi.org/10.1137/0126036


113

Qualitative properties of solutions to parabolic anisotropic

equations

Mariia SAVCHENKO1,∗, Igor SKRYPNIK1

1Institute of Applied Mathematics and Mechanics of NAS of Ukraine
∗shan_maria@ukr.net

We will study local regularity properties of the non-negative solutions to the equation

ut −
N∑︂
i=1

(ai(x, t, u,Du))xi = 0, (x, t) ∈ ΩT , (1)

where the functions ai(x, t, u,Du), i = 1, ..., N , satisfy the Caratheodory conditions and the
following structure conditions for almost every (x, t) ∈ ΩT ,⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N∑︁
i=1

ai(x, t, u,Du) (u
m−

)xi ⩾ K1

N∑︁
i=1

u(mi−m
−)(pi−1)|(um−

)xi |pi , m− := min(m1, ...,mN) ,

|ai(x, t, u,Du)| ⩽ K2 u
(mi−m

−)(pi−1)

pi

(︄
N∑︁
j=1

u(mj−m
−)(pj−1)|(um−

)xj |pj
)︄1− 1

pi
(2)

being K1, K2 fixed positive constants, Du = (ux1 , · · · , uxN ) the weak gradient, and all the
(anisotropic) exponents satisfy pi > 1,mi > 0.

The prototype equation related to this double anisotropic setting is given by

ut −
N∑︂
i=1

(︁
u(mi−1)(pi−1) |uxi |pi−2 uxi

)︁
xi
= 0, ∀ mi > 0, pi > 1

and defined over the space-time domain ΩT := Ω × (0, T ), where Ω is a bounded domain in RN

and T a real positive number.

We consider (1)-(2) under the following definition of a local weak solution.

Definition. We say that a non-negative function u satisfying

u ∈ Cloc(0, T ;L
1+m−

loc (Ω)), um
− ∈ Lp⃗loc(0, T ;W

1,p⃗
loc (Ω)),

and for i = 1, ..., N ,

u
mi(pi−1)+m−

pi ,

(︃
u
mi(pi−1)+m−

pi

)︃
xi

∈ Lpiloc(0, T ;L
pi
loc(Ω)),

is a local weak sub(super)-solution to (1) if the following integral inequalities hold

∫︂
K

uφdx
⃓⃓⃓t2
t1
+

t2∫︂
t1

∫︂
K

[︂
− uφt +

N∑︂
i=1

ai(x, t, u,Du)φxi

]︂
dx dt ⩽ (⩾) 0, (3)
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for any compact K ⊂ Ω, any interval [t1, t2] ⊂ (0, T ) and any non-negative φ, such that

φ ∈ W 1,1+m−

loc (0, T ;L1+m−
(K)) ∩ Lp⃗(0, T,W 1,p⃗

0 (K)), p⃗ = (p1, ..., pN).

We say that u is a non-negative, local weak solution to equation (1) if u is both a non-negative,
local weak sub- and super-solution.

Let p+ = max
1⩽i⩽N

pi, p− = min
1⩽i⩽N

pi and

λ− := min
1⩽i⩽N

λi, λ+ := max
1⩽i⩽N

λi, λi := mi(pi − 1), i = 1, · · · , N.

Assume that
λ+ − λ− ⩽ ϵ∗, (4)

for some ϵ∗ ∈ (0, 1), and λ+ > 1, so we are considering the doubly nonlinear anisotropic PDE (1)
to be degenerate. In this setting, the main result concerning the spreading of positivity of u is
the following

Theorem 1. [1] Let k, r > 0 and α0 ∈ (0, 1) and assume that

|Kk
r (y) ∩ [u(·, s) ⩾ k]| ⩾ α0|Kk

r (y)|.

Then there exist constants C∗ > 1, B1 > 1 and ϵ∗ = p− ln 4
N lnC∗

, depending only on the data and α0,
such that

u(x, t) ⩾
k

C∗
, x ∈ K

k/C∗
2r (y),

and for all t
s+B1 r

p+ k1−λ+ ⩽ t ⩽ s+ B̃1 r
p+ k1−λ+ .

We assume, as before, that (4) holds for some sufficiently small positive number ϵ∗ to be
chosen; but now we will be considering (1) to be singular, meaning that λ+ < 1. In this singular
setting, the result on the expansion of positivity reads like

Theorem 2. [1] Let k and r be two positive numbers and α0 ∈ (0, 1). If

|Kk
r (y) ∩ {u(·, s) ⩾ k}| ⩾ α0|Kk

r (y)|,

then there exist constants δ, ε ∈ (0, 1), C∗ > 1 and ϵ∗ =
p− ln 2

N lnC∗
, depending only on the data and

α0, such that
u(x, t) ⩾

k

C∗
, x ∈ Kk/C∗

r (y),

and for all t
s+ (1− ε)δ rp+ k1−λ+ ⩽ t ⩽ s+ δ rp+ k1−λ+ .

This work was supported by the National Research Foundation of Ukraine, project No.
2025.07/0369 "Qualitative methods of nonlinear analysis of heterogeneous structures".
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The main objective of this study is a comprehensive (theoretical and computational) inves-
tigation of the structure of infinitely iterated wreath products of finite symmetric and alternating
groups of infinite rank [1]—[3]. To study the infinitely iterated wreath products of finite symmet-
ric and alternating groups, it was decided to use their natural geometric representation. From an
algebraic point of view, it is most convenient to realize such groups as subgroups of the group of
all automorphisms of regular rooted trees.

Description of the Mathematical Model. Let Td be a regular d-ary rooted tree, the
vertex set of which is naturally identified with the set of all finite words over the alphabet X =

{0, 1, ..., d − 1}. A vertex w = x1x2...xn is located at level n = |w|, and the root of the tree
corresponds to the empty word. Two words u, v ∈ X∗ are connected by an edge if and only if
v = ux for some x ∈ X. Every automorphism g ∈ Aut(Td) preserves the tree structure (the root
is mapped to the root, and vertex adjacency is maintained). Thus, the action of an automorphism
g on an arbitrary word wx ∈ X∗ (where w ∈ X∗, x ∈ X) can be recursively described by the
following equation: g(wx) = g(w)πg,w(x), where πg,w ∈ Sd is a local permutation (also known
as a state or section) acting on the alphabet X and depending on the automorphism g and the
vertex w. This infinite set of local permutations {πg,w}w∈X∗ completely and uniquely defines
the automorphism g (the so-called “portrait of an automorphism”). Since direct computation in
infinite (profinite) groups by software means is impossible due to limited computational resources,
the developed software product is conceptually oriented towards modeling finite approximations
of these groups. The software model operates with tree truncations to a specified finite depth k.
The automorphism group of the k-th level is isomorphic to the k-fold iterated wreath product of
the base group Sd: Wk

∼= Sd ≀ Sd ≀ · · · ≀ Sd⏞ ⏟⏟ ⏞
k

.

Algebraically, this construction can be defined recursively as Wk = Wk−1 ≀ Sd. The global
action of such an automorphism at level k manifests itself in a permutation of the set of dk leaves
of the tree. The full automorphism group Aut(Td) (which is a metasymmetric group) is endowed
with the topology of a profinite group and is mathematically defined as the inverse limit of the
finite groups Wk with natural projection homomorphisms φk : Wk → Wk−1: M(Sd) = Aut(Td) =

limk→∞Wk.
Accordingly, the meta-alternating group M(Ad) is approximated by strictly restricting the

local permutations exclusively to even ones (πg,w ∈ Ad) for all nodes of the tree: M(Ad) = {g ∈
Aut(Td) | ∀w ∈ X∗ : πg,w ∈ Ad}.
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Thanks to this approach, the inverse limit of these finite groups forms a profinite group, the
properties of which (for example, subgroup indices, the structure of normalizers or commutators)
we can extrapolate by analyzing the behavior of the visualized system at levels k = 1, 2, 3, ..., n.

Architecture of the Technology Stack and Calculation. To ensure cross-platform
compatibility, a high level of interactivity, and the convenience of disseminating research results
among the scientific community, the software tool was implemented as a client-side web applica-
tion (Single Page Application). The choice of specific technologies was based on the requirements
for the performance of graph computations and the convenience of declarative interface descrip-
tion (JavaScript, React.js, Scalable Vector Graphics, Tailwind CSS styling). The basis of the
visualization is a recursive algorithm for constructing a tree on a plane. Unlike classical static
tree drawing algorithms (for example, the Reingold-Tilford algorithm), the coordinates of the
nodes in the developed system are dynamic and depend directly on the currently active auto-
morphism in the group. Thanks to this mathematical approach, when the local state of any
node changes, the child branches of the tree smoothly "intertwine" on the screen due to CSS
transitions. This allows visualizing not only the statics of the group but also the mathematical
essence of the process of applying an automorphism itself. To verify deep algebraic properties of
group elements, the program automatically analyzes the action of the current automorphism on
the boundary of the tree. The algorithm performs symbolic path tracing, constructs a bijection
dictionary of mappings, uses a Set data structure to track visited elements, and extracts an array
of independent cycles into the classical string mathematical format.

Analysis of the Results. The created software product is an instrument of experimental
mathematics in the field of geometric group theory. Thanks to the modeling of the action of
automaton generators on rooted trees (d = 3, d = 4), the stabilization of the quotient groups
Wk(Ad)/Wk′(Ad) with increasing tree depth k was empirically proven. These computations agree
with the theoretically derived condition for the perfectness of the profinite meta-alternating group:
it was established that for the corresponding d, the group indeed coincides with its commutator
subgroup (perfectness condition).

In this work, a path to the software solution of an urgent problem in geometric and com-
binatorial group theory was proposed: a comprehensive analysis of the structure of infinitely
iterated wreath products of finite symmetric and alternating groups of infinite rank was carried
out; the structure of metasymmetric and meta-alternating groups as profinite algebraic systems
was characterized; a general method for constructing finite generating sets for meta-alternating
groups was described.

Specialized web-based software was created for visualizing the actions of automorphisms
on regular trees, allowing for the automatic modeling of finite automata operations, calculating
the cycle decomposition of elements, and confirming theoretical hypotheses by conducting rapid
computer experiments.
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Normal subgroups and their properties for finite and infinite iterated wreath productsWm =

Sn1 ≀ . . . ≀ Snm , n,m ∈ N are found. We prove that Wm is a monolithic group.

Definition 1. The permutational subwreath product G ≀≀H is the semi-direct product G⋉ H̃X ,
where G acts on the subdirect product H̃X by the respective permutations of the subdirect factors.
Provided the specification of H̃X is established separately.

Subwreath product also appears in the research of pronormality [1] and in [2].
The first normal subgroup in W = Sn ≀ Sn turned out to be subwreath product.

Definition 2. The set of elements from Sn ≀ Sn, n ⩾ 3 which is presented by the Kaloujnine
tableaux [3] of the form: [e]0, [a1, a2, . . . , an]1, satisfying the following condition

n∏︂
i=1

sgn([ai]1) = 1, k ∈ N, (1)

be denoted by ˜︁A(1)
n .

Proposition 1. The set of elements ˜︁A(1)
n forms a normal subgroup in Sn ≀ Sn, n ⩾ 3.

Proposition 2. The subgroup E ≀ E ≀ An is the monolith in Sn ≀ Sn ≀ Sn.

Definition 3. The set of elements from
k

≀
i=0

Sni , ni ≥ 3 with depth k satisfying the following

condition
nk∏︂
i=1

sgn([ai]k) = 1, (2)

be denoted by ˜︁A(k)

nk
. By ˜︁A(0)

n0 we mean the usual An.

Now we can recursively construct the easiest and elegant subgroup E ≀ ˜︁A(1)
n of Sn ≀ Sn ≀ Sn.

Definition 4. The subgroup with the structure E ≀ ˜︁A(1)
n be denoted by ˜︁A(2)

n .

Proposition 3. The subgroup ˜︁A(2)
n is normal in Sn ≀ Sn ≀ Sn.

Definition 5. The set of elements from Sn ≀ Sn ≀ Sn, n ≥ 3 presented by tables [3] forms:
[e]0, [e, e, . . . , e]1, [a1, a2, . . . , an2 ]2, satisfying the following condition

n∏︂
i=1

sgn([ai]2) = 1,
2n∏︂

i=n+1

sgn([ai]2) = 1, . . . ,
n2∏︂

i=n2−n

sgn([ai]2) = 1, (3)

be denoted by ˜︁A(2)
n .
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Proposition 4. The definitions (5) and (4) are equivalent.

Theorem 1. The following normal series holds E ◁ ˜︁A(2)
n ◁ ˜︁A(2)

n2 ◁
k

≀
i=0

Sni, which admits general-

ization on case of ˜︁A(k)

nk
from Wk.

Definition 6. A subgroup in Sn ≀ Sn ≀ Sn is denoted by ˜︁T (2)

n2 if it consists of:

1. elements of the form E ≀ E ≀ An ,

2. elements with the tableau [3] presentation [e]0, [e, . . . , e]1, [π1, . . . , πn, πn+1, . . . , πn2 ]2, wherein
∀i = 1, . . . , n: πi ∈ Sn \ An.

Theorem 2. The set of elements of type ˜︁A(k)

nk
forms the subgroup in Wk, furthermore ˜︁A(k)

nk
◁Wk.

Definition 7. The subgroup of Sn ≀ Sn ≀ Sn having structure E ≀˜︂Tn be denoted by ˜︁T (2)
n .

We emphasize that ˜︁T (2)
n admits generalization to ˜︁T (k)

n which is normal in Wk.

Proposition 5. The subgroups ˜︁T (2)
n and ˜︁T (2)

n2 are normal in Sn ≀ Sn ≀ Sn.

Remark 1. IfG = Sn≀Sm then the subgroup of type ˜︂Tm has the structure Tn,m ≃ (Am × Am × · · · × Am⏞ ⏟⏟ ⏞
n

)⋊

C2.

Theorem 3. Proper normal subgroups in Sn ≀ Sm, where n,m ≥ 3 with n,m ̸= 4 are of the
following types:

1. subgroups that act only on the second level (stabilizing the first level ) are

E ≀≀ ˜︁Am, ˜︂Tm, E ≀ Sm, E ≀ Am,

2. subgroups that act on both levels are An ≀≀ ˜︁Am, Sn ≀≀ ˜︁Am, Sn ≀≀ ˜︁Bm, An ≀ Sm,

wherein the subgroup Sn ≀≀ ˜︁Am ≃ Sn ⋌ (Sm ⊠ Sm ⊠ Sm ⊠ . . .⊠ Sm⏞ ⏟⏟ ⏞
n

) endowed with the subdirect

product satisfying condition (1). In case n = 4 there are 3 additional subgroups: E ≀ K4, K4 ≀˜︁A4, K4 ≀ S4.
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We recall concept of ESL2 (Fp) studied in our previous work [1].
Let SL3(Fp) denotes the special linear group of degree n over the finite field Fp.

Definition 1. The set of matrices over the integer ring or over a field

{Mi : det(Mi) = ±1,Mi ∈ GLn[Z], or Mi ∈ SLn(Fp)}

forms extended special linear group over Z or over Fp respectively and is denoted by ESLn[Z]
or by ESL3(Fp), respectively.

To construct split extension of SL3 (Fp) we consider the following class of matrices with
determinant −1, but do not centralizing the group SL3 (Fp).

D1 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , D2 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 −1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , D3 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ .

The structure of group generated as extension of SL3 (Fp) by ⟨Di⟩ 1 ≤ i ≤ 3 is semidirect
product

⟨D1⟩⋉ SL3 (Fp) ≃ ESL3 (Fp)

with kernel SL3 (Fp).

Proposition 1. If the complement subgroup to kernel SL3(Fp) of semidirect product is ⟨Di⟩, then
Di is TI− subgroup [3] but not antinormal subgroup. The subgroup D123 is not TI− subgroup.

Denote a permutation matrix of order 3 by P3 and the transvection [1] by tr12 of group

SL3(Fp). SupposeD123 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ be additional generator extending SL3 (Fp) toESL3 (Fp).

Theorem 1. The minimal set of involutive generators FL, D0, I23,43 as for ESL5[Z] as well as for
ESL5[Fp] is Mazurov triple

I23,43 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, FL =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, D0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 −1

0 0 0 −1 0

0 0 −1 0 0

0 −1 0 0 0

−1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Thus, we obtain triple with two commuting involutions D0, I23,43 = e.
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Recall that a group is called a string group generated by involutions {ρ0, ρ1, . . . , ρn−1} (sggi)
if there exists such ordering of the involutions wherein ρiρj = ρjρi for every i, j ∈ {0, . . . , n− 1}
such that |i− j| > 1 [4].

Definition 2. By the extended group of (upper) unitriangular matrices EUTn(F) (over a field F)
we mean the unitriangular group UTn(F) that admits not only 1 but also -1 on the diagonal.

We prove that EUT3[Z] ≃ ⟨ρ1, ρ2, ρ3, ρ4⟩ is sggi group [4] with following involutive gener-
ating set:

ρ0 =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , ρ1 =

⎛⎜⎜⎝
−1 1 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , ρ2 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 1

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , ρ3 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ ,

where [ρ1, ρ3] = e, [ρ0, ρ3] = e, [ρ0, ρ2] = e, this defines the type of involution generating set
(2× 2, 2× 2).

The formula of matrix equation X2 − A = 0 roots is GL2(R) was found by D. Sulivan [8],
we extend this formula and research conditions of existence on SL3 [Z] and ESL3 [Z].

Let λ1, λ2, λ3 be e.v. of A ∈ SL3 [Z] provided trA = λ1+λ2+λ3 = a, b = λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3.
Let χA (x) = x3−ax2+bx−1 denotes characteristic polynomial for A. According to Lemma 1 [1] if
B2 = A, then µ1 =

√
λ1, µ2 =

√
λ2, µ3 =

√
λ3, where µ1, µ2, µ3 are e.v. of B. We introduce the

following notations q = µ1µ2+µ1µ3+µ2µ3, trB = p = µ1+µ2+µ3. Let χB (x) = x3−px2+qx−1

be characteristic polynomial of B.

Let a = trA and b =

(︄
a11 a12

a21 a22

)︄
+

(︄
a11 a13

a21 a23

)︄
+

(︄
a12 a13

a22 a23

)︄
= λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3.

The number N(E,m) of roots of equation X2 − I = 0 over non-singular square matrix of
degree m was found in [9]. We found an analytical formula of root in SL[3,Z].

Theorem 2. The square root
√
A belongs to SL3 [Z] iff

p4 − 2ap2 − 8p+ a2 − 4b = 0. (1)

is solvable over p ∈ Z.
In addition, equivalent condition

q2 − 2p = b ∈ Z

p2 − 2q = a ∈ Z

⎫⎬⎭
holds.

Theorem 3. Consider the matrix equation in SL3[Z]

X2 = A.

If its solution lays in SL3[Z] then this solution is a matrix B defined by the formula:

B =
A2 − tr2(B)+tr(A)

2
A− tr (B)(︂

1− tr2(B)−tr(A)
2

trB
)︂ . (2)
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We call the classical Laplace transform of the function t ↦→ (1 + t)−1 the Euler function:

F (z) =

∫︂ ∞

0

e−zt

1 + t
dt, Re z > 0.

Theorem 1. The Euler function satisfies the convolution equation

(F ∗ F )(z) = 1− zF (z), Re z > 0.

Here the convolution of functions holomorphic in the right half-plane is defined by

(F1 ∗ F2)(z) =
1

2πi

∫︂ b+i∞

b−i∞
F1(w)F2(z − w) dw, where b > 0,

provided the integral exists. The Euler function has the asymptotic expansion

F (x) ∼
∞∑︂
n=0

(−1)nn!x−n−1, x→ +∞.

This expansion motivates the linear functional E−1 on the space of polynomials R[x] defined by

(E−1, x
n) = (−1)nn!, n = 0, 1, 2, . . . ,

which we call the Euler copolynomial with the parameter −1.
Copolynomials, studied in [1, 2, 3, 4], are linear functionals on R[x]. They form an algebraic

analogue of distributions, providing a natural language for the differential and convolution equa-
tions in algebraic settings. In the talk we consider one-variable copolynomials and characterize
the Euler copolynomial by convolution equations.

The space of copolynomials is denoted by R[x]′. For the value of T ∈ R[x]′ on p ∈ R[x] we
write (T, p). Let δ ∈ R[x]′ be the delta-function, (δ, p) = p(0). For a polynomial q ∈ R[x] and a
copolynomial T ∈ R[x]′ we put (qT, p) = (T, qp). We also use the derivative of a copolynomial,
(T ′, p) = −(T, p′), p ∈ R[x].

We consider R[x]′ with the topology of pointwise stabilization: Tj → T if, for every p ∈ R[x],
the values (Tj, p) are eventually equal to (T, p). A series of copolynomials converges if its partial
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sums converge in this topology. If T ∈ R[x]′, its Cauchy–Stieltjes transform is an element of the
formal Laurent series space s−1R[[s−1]], and the transform and its inverse are given by

C(T )(s) =
∞∑︂
k=0

(T, xk)s−k−1, C−1

(︄
∞∑︂
k=0

bks
−k−1

)︄
= T, (T, xk) = bk.

The multiplication of copolynomials is defined by T1T2 = C−1
(︁
C(T1)C(T2)

)︁
, and the convolution

is defined by

(T1 ∗ T2, p) =
deg p∑︂
k=0

(︃
T1,

p(k)

k!

)︃
(T2, x

k), p ∈ R[x].

For a ∈ R we define the Euler copolynomial Ea by

(Ea, p) =
∞∑︂
n=0

anp(n)(0), or equivalently Ea =
∞∑︂
n=0

ann!δn+1,

or (Ea, x
n) = ann!, n = 0, 1, 2, . . . .

The powers refer to the copolynomial product, and a = −1 recovers the functional introduced
above. The series converges in the topology described above. If a > 0, then

(Ea, p) =
1

a

∫︂ +∞

0

p(x)e−x/a dx, p ∈ R[x].

This representation connects Ea with the classical Laplace transform of polynomials. The follow-
ing result gives convolution and differential characterizations of this copolynomial.

Theorem 2. Let T ∈ R[x]′ and let a ∈ R. The following conditions are equivalent:
(i) T = Ea; (ii) aT ′ + T = δ; (iii) aδ(T ∗ T ) + δ = T ;
(iv) (T, 1) = 1 and a(T ∗ T ) = xT .

In particular, for a = −1 the Euler copolynomial E = E−1 is characterized by either of the
convolution equations

δ − δ(E ∗ E) = E,

⎧⎨⎩E ∗ E + xE = 0,

(E, 1) = 1.
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Consider the nonlinear dynamical system⎧⎨⎩ẋ = −x− |y|x,

ẏ = −y − |x|y.
(1)

Its vector field is locally Lipschitz but not continuously differentiable in any neighborhood of the
origin due to the absolute-value terms. Indeed,

∂f1
∂y

=

⎧⎨⎩−x, y > 0,

x, y < 0.

For x0 ̸= 0, the one-sided limits at (x0, 0) differ, hence the vector field is not C1 in any neighbor-
hood of the origin.

We construct a Lyapunov function on

D = {(x, y) ∈ R2 : ∥(x, y)∥2 ≤ 1}

using the genetic programming and sparse optimization method proposed in [1]. Let z = (x, y).
Candidate functions are sought in the polynomial class

V (z; c) =
∑︂
α∈M

cαz
α.

Genetic programming determines the polynomial structure, while sparse optimization estimates
the coefficients and eliminates redundant monomials.

For each candidate, the coefficients are optimized on a finite sample XN ⊂ D by minimizing
the violations

ϕ1(z; c) = k1∥z∥2 − V (z; c),

ϕ2(z; c) = V (z; c)− k2∥z∥2,

ϕ3(z; c) = k3∥z∥2 + ⟨∇V (z; c), f(z)⟩.

The coefficient optimization problem is

min
c

{︄
1

N

N∑︂
i=1

3∑︂
l=1

ρ
(︁
ϕl(z

(i); c)
)︁
+ γR(c)

}︄
,
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where ρ penalizes positive constraint violations and R(c) is a sparsity-promoting regularizer.
In the numerical experiment, we used N = 10 000, k1 = 0.5, k2 = 1.5, k3 = 1, and γ = 0.01.

After two generations, the algorithm identified

V (x, y) = x2 + y2.

Its derivative along the trajectories of system (1) satisfies

V̇ = −2x2 − 2y2 − 2|y|x2 − 2|x|y2

≤ −2(x2 + y2).

Thus,
V (x, y) = ∥(x, y)∥22, V̇ (x, y) ≤ −2∥(x, y)∥22,

which confirms exponential stability of the origin and shows that the identified function satisfies
stronger bounds than those imposed during optimization.

Figure 1: Surface and level curves of the identified Lyapunov function

Figure 2: Surface and level curves of its derivative along system trajectories
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We study a nonlocal thin film model in a multidimensional bounded domain, where the
nonlocal diffusion is described by a spectral fractional Laplacian subject to homogeneous Neumann
boundary conditions. The main goal is to investigate qualitative properties of weak solutions and,
in particular, their spatial localization and behaviour at large times.

A key ingredient of the analysis is an α-entropy inequality adapted to the nonlocal struc-
ture of the equation. This estimate provides uniform bounds that are instrumental in obtaining
regularity properties and controlling the evolution of weak solutions over extended time intervals.
We further establish a localized form of the entropy inequality, which allows us to analyze the
propagation of the support of nonnegative solutions.

As a consequence, we obtain a finite speed of propagation property: compactly supported
nonnegative initial data generate solutions whose support remains spatially bounded at every
positive time. In addition, we derive a criterion guaranteeing the occurrence of a waiting-time
effect. Under this condition, a portion of the domain can remain in the zero state during a positive
time interval before the solution becomes nontrivial there.

The obtained results demonstrate how the nonlocal diffusion mechanism modifies character-
istic qualitative properties of thin film equations and provide new tools for studying the interplay
between nonlocality, degeneracy, and free-boundary-type phenomena.

This is joint work with Antonio Segatti (Universita di Pavia, Pavia, Italy).
This research was supported by NRFU project No. 2023.03/0074 “Infinite-dimensional

evolutionary equations with multivalued and stochastic dynamics”.
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A significant contribution to the study of periodic and almost periodic oscillations, as well as
nonlinear systems of partial differential equations, has been made in [1]–[4]. Of particular interest
are boundary value problems for evolutionary systems arising in the mathematical modeling of
dynamical processes.

An important method for studying such boundary value problems is the parametrization
method proposed by D. S. Dzhumabaev.

Initial-boundary value problems for evolutionary systems are considered in the domain
Ω = [0, T ]× Rn × Rm

∂u

∂t
+

n∑︂
j=1

aj(t, x, y)
∂u

∂xj
+

m∑︂
j=1

bj(t, x, y)
∂u

∂yi
= A(t, x, y)u+ f(t, x, y), (1)

u(0, x, y) = µ(x, y), (2)

B(x, y)u(0, x, y) + C(x, y)u(T, x, y) = d(x, y), (3)

where t ∈ [0, T ], x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, y = (y1, ..., yn) ∈ Rm, aj(t, x, y), bj(t, x, y) are
continuous vector-valued functions of dimensions n and m respectively, possessing periodicity,
smoothness, and boundedness properties, with the norm defined as the supremum of the Euclidean
norm of the vector-valued function:

a(t+ θ, x+ˆ︂qω, y) = a(t, x, y),

b(t+ θ, x+ˆ︂qω, y) = b(t, x, y),

∥a∥ ≤ α0, ∥
∂

∂x
a∥ ≤ α1, ∥

∂

∂y
a∥ ≤ α2

∥b∥ ≤ β0, ∥
∂

∂x
b∥ ≤ β1, ∥

∂

∂y
b∥ ≤ β2

(4)

for all q = (q1, ..., qm) ∈ Zm, where Z is the set of integers. The periods ω1, ..., ωm - positive
in commensurable constants, ˆ︂qω = (q1ω1, q2ω2, ..., qmωm) the vector of multiple periods, ω =

(ω1, ..., ωm), α0, β0, α1, α2, β1, β2 - some positive constants. u(t, x, y) = (u1(t, x, y), ..., un(t, x, y)) -
is the sought vector function, with periodicity properties

u(t+ θ, x+ˆ︂qω, y) = u(t, x, y), (5)
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A(t, x, y) - n× n - matrix, that satisfies the following condition:

∥A(t, x, y)∥ ≤ A0 = const > 0,

A(t+ θ, x+ˆ︂qω, y) = A(t, x, y) ∈ C([0, T ]× Rn × Rm), q ∈ Zm
(6)

f(t, x, y) - n - - vector function that satisfies the following condition:

f(t+ θ, x+ˆ︂qω, y) = f(t, x, y) ∈ C([0, T ]× Rn × Rm), q ∈ Zm

∥f(t, x, y)∥ ≤ F0 = const > 0,
(7)

B(x, y), C(x, y) (n × n) - are matrices having periodicity properties by part of variables,
d ∈ (Rn × Rm).

B(x+ˆ︂qω, y) = B(x, y),

C(x+ˆ︂qω, y) = B(x, y),
(8)

∥B∥ ≤ B0 = const > 0, ∥C∥ ≤ C0 = const > 0,

d(x+ qω, y) = d(x, y) ∈ (Rn × Rm).
(9)

Construction of a solution in the broad sense for system (1).
Definition. The continuous function u(t, x, y) in Ω = [0, T ]×Rn ×Rm is called a periodic

solution in part of variables in the broad sense of the problem (1) – (3), if it satisfies the
boundary condition (2) – (3) and is also periodic in (t, x) with a vector period (θ, ω) bounded
in all variables and along the characteristic {λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)} satisfies the system of
ordinary differential equations:

dũ

dt
= Ã(t, λ, ξ)ũ+ f̃

where

ũ = u(t, λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)),

Ã = A(t, λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)),

f̃ = f(t, λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)).

Then the initial-boundary value problem (1) – (3) goes over to the initial-boundary value
problem for systems of ordinary differential equations:

dũ

dt
= Ã(t, λ, ξ)ũ+ f̃ , (10)

ũ(0, λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)) = µ(λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)), (11)

B̃((λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0))ũ(0, λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0))+

+ C̃((λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0))ũ(0, λ(T, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)) =

= d̃(λ(t, 0, x0, y0), ξ(t, 0, x0, y0)).

(12)
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To solve the initial-boundary value problem for ODE (10) – (12), we use D. Dzhumabaev’s
method, the parameterization method.

Let us take a step h > 0, which fits exactly N(N = 0, 1, 2, ..) times on the segment [0, T ]

and perform a partition along it

[0, T ] =
N⋃︂
n=1

[(r − 1)h, rh].

Two-point boundary value problems can be equivalent to multipoint boundary value problems
[5].

Based on the homogeneous initial condition, a representation of the solution to the para-
metric problem is successively constructed. Substitution of this representation into the boundary
condition, followed by passage to the limit, yields a system of equations for the functional param-
eter.

The solution of the resulting system determines the required functional parameter. Subse-
quently, solving the corresponding Cauchy problem enables us to reconstruct the solution of the
original boundary value problem.
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Problem Statement. Robotics education involves transitioning from a theoretical in-
troduction to electronic components and algorithms to the independent creation of functional
systems. An essential component of this process is project-based learning, in which students are
required not only to write program code but also to determine the device structure, select com-
ponents, establish connections between them, and verify the overall functionality of the system.
Implementing such tasks using physical equipment can be hindered by a limited number of kits,
the need for additional technical support, and the risk of component damage due to assembly
errors. Therefore, there is a clear need to utilize virtual design tools that allow students to execute
the core stages of robotics system development within a digital environment.

Main Results. Tinkercad Circuits is presented as a tool enabling the step-by-step im-
plementation of the main stages in a robotics project: from constructing an electronic circuit
to writing code and testing system operations. The platform supports Arduino along with a
wide range of electronic components, allowing students to simulate various interaction scenarios
between microcontrollers, sensors, and actuators.

A crucial aspect in education is the ability to rapidly modify the project structure. Dur-
ing the process, students can add or remove components, adjust connections, modify code, and
immediately observe the results. This creates ideal conditions for experimental learning, where
an error is viewed not merely as a failure, but as an opportunity to analyze system operations
and discover alternative implementation strategies. Within the course "STEM Education in
Computer Science Classes," students at Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University use Tin-
kercad Circuits to complete practical robotics assignments. These assignments include working
with LEDs, servomotors, flex sensors, vibration sensors, and LED strips. Such tasks enable a
gradual increase in system complexity, moving from individual electronic components to their
comprehensive integration.

The platform allows for the integration of several activities within a single practical task.
While building a model, students simultaneously work with the electronic schematic and code,
establishing cause-and-effect relationships between sensor signals and actuator responses. Conse-
quently, students develop a holistic understanding of a robotics system as an interconnected set
of components rather than isolated elements. Another key advantage is using Tinkercad Circuits
for both individual and collaborative work. Created projects can be shared with instructors or
peers for review and further refinement. Project-sharing capabilities foster an environment for
presenting results, comparing different approaches to a single problem, and collectively improving
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robotic models.
The practical outcome of this approach is the development of essential skills for independent

project implementation: task analysis, component selection, circuit design, algorithm develop-
ment, programming, and testing. Beyond technical skills, project work enhances independence,
creative problem-solving, and the ability to refine solutions based on test results. These ca-
pabilities directly align with STEM goals, where knowledge of programming, electronics, and
engineering design are integrated to solve practical problems.

Conclusions. Tinkercad Circuits serves as an effective virtual design environment in
robotics education. Its primary benefits include establishing conditions for independent con-
struction and programming, repeated model testing, and safe experimentation. The platform
seamlessly integrates electronics and programming within a unified educational task, fostering a
systemic understanding of robotic device operations. A promising area for future development is
designing a progressively complex set of project tasks tailored for students with varying levels of
initial training.
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Let T > 0 and M,n ∈ N be some numbers, G := (V,E) be a simple connected directed
graph with the vertices Pj ∈ V and edges Ωi ∈ E, i = 1, n. Each edge is parameterized by the
interval Ωi := (0, ℓi), ℓi > 0. Let Vint be the set of all internal vertices. Let Vext be the set of the
boundary vertices, which is divided into two disjoint subsets VD and VN such that VD ̸= ∅.

We seek a weak solution u = (u1, . . . , un) of the following initial-boundary value problem
on the graph G

uit −
(︂
ai(x, t)|uix|p−2uix

)︂
x
+ gi(x, t)|ui|q−2ui = f i(x, t), (x, t) ∈ Ωi × (0, T ), (1)

ui(P, t) = uk(P, t) for all Ωi,Ωk ≻ P ∈ Vint, (2)

∑︂
Ωi≻P

⃓⃓⃓
uix(P, t)

⃓⃓⃓p−2

uix(P, t) = 0, P ∈ Vint, (3)

ui(P, t) = 0, Ωi ≻ P ∈ VD, (4)

uix(P, t) = 0, Ωi ≻ P ∈ VN , (5)

ui(x, 0) = ui0(x), x ∈ [0, ℓi], (6)

where p, q > 1 are some given numbers, ai, gi, f i, ui0 are given functions, and the notation Ωi ≻ P

indicates the incidence relation, meaning that the edge Ωi is connected to the vertex P .
Similarly as in [1]-[2], under appropriate conditions on the input data, we prove that problem

(1)–(6) has a unique weak solution.
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Definition 1. A metric space (M,d) is called plastic if every bijective non-expansive map
F : M →M is an isometry.

There are a number of results concerning the plasticity of the unit balls of Banach spaces
as metric spaces with the metric generated by the norm (see, for example, [1, 4]). Most of the
results for the unit balls are based on properties of bijective non-expansive maps between unit
balls of normed spaces, which do not work for the unit spheres. The talk is devoted to properties
of the non-expansive maps between unit spheres and the plasticity of the unit spheres of some
Banach spaces. Namely, the following theorems are proved.

Theorem 1. The unit sphere of any Hilbert space is plastic.

Theorem 2. The unit sphere of the space ℓ1 is plastic.

Theorem 3. The unit sphere of the space ℓ∞ is plastic.

Definition 2. A metric space (M,d) is said to be strongly plastic if every non-contractive mapping
F : M →M is an isometric embedding.

This definition was introduced in [2], however, this property was studied before (for example
in [5] for totally bounded spaces). We show that the strong plasticity of the unit spheres of Hilbert
spaces is an easy consequence of the parallelogram equality.

Acknowledgments. Olesia Zavarzina was supported by the National Research Foundation
of Ukraine, project No. 2025.07/0369 “Qualitative methods of nonlinear analysis of heterogeneous
structures”.
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Розглянемо рiвняння неокласичної моделi зростання з майже перiодичними коефiцiєн-
тами та нефiксованими моментами iмпульсної дiї

dx(t)

dt
= −α(t)x(t) +

m∑︂
j=1

βj(t)x
p(t− hj(t))e

−γj(t)x(t−hj(t)), t ̸= τk(x(t)), (1)

∆x(t) = x(t+ 0)− x(t) = akx(t) + bk, t = τk(x(t)), k ∈ Z, (2)

де x ∈ R, p ∈ (0, 1) — стала, неперервнi функцiї α(t), βj(t), γj(t) та hj(t) додатнозначнi та
майже перiодичнi, послiдовностi {ak} та {bk} майже перiодичнi й ak > −1, bk ≥ 0, k ∈ Z.
Iмпульсна дiя вiдбувається при досягненнi розв’язками поверхонь Γk = {(t, x) : t = τk(x)},
k ∈ Z. Функцiї τk(x) задовольняють умову Лiпшиця i рiвномiрно вiддiленi одна вiд iншої.
Послiдовнiсть функцiй {τk(x)}, k ∈ Z має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць
{τ jk(x)}, де τ jk(x) = τk+j(x)− τk(x), j ∈ Z.

Рiвняння (1) зi сталими коефiцiєнтами зm = 1 було запропоноване у 2011 р. A. Matsumoto
i F. Szidarovszky як неокласична економiчна модель зростання, де x позначає капiталомiс-
ткiсть на одиницю працi, α, β, γ, δ — додатнi параметри, h — затримка у виробничому
процесi, параметр p можна розглядати як показник для вимiрювання вiддачi вiд масшта-
бу виробничої функцiї, γ вiдображає силу «негативного ефекту», спричиненого зростанням
концентрацiї капiталу, та визначається ступенем пошкодження природного середовища або
енергетичних ресурсiв. Iмпульснi дiї (2) характеризують короткочаснi зовнiшнi впливи в мо-
менти часу τk(x(t)). Вiдмiтимо, що при p = 1 рiвняння (1) є знаменитим рiвнянням Нiколсона
з математичної бiологiї.

Метою нашої роботи є знаходження умов iснування i стiйкостi кусково-неперервного
додатного майже перiодичного розв’язку рiвняння з iмпульсною дiєю (1), (2). Ми викори-
стовуємо означення кусково-неперервних майже перiодичних функцiй (w-майже перiоди-
чних функцiй) у сенсi [1]. Точки розривiв цих розв’язкiв збiгаються з точками iмпульсної дiї
{τk(x)}.

Оскiльки моменти iмпульсної дiї рiвняння (1), (2) з нефiксованими моментами iмпуль-
сної дiї залежать вiд розв’язкiв, то рiзнi розв’язки можуть мати рiзнi моменти розривiв.
Також у системи може бути так званий феномен биття, коли розв’язки перетинають поверх-
ню t = τk(x) кiлька разiв чи навiть нескiнченну кiлькiсть разiв. Ми припускаємо виконання
умов, за яких ефект биття вiдсутнiй.
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Спочатку доводимо, що розв’язки рiвняння (1), (2) з початковими значеннями з де-
якої обмеженої множини залишаються рiвномiрно обмеженими i рiвномiрно вiддiленими вiд
нуля на додатнiй пiвосi та набувають граничних значень при t→ ∞ в обмеженому вiдрiзку
[m0,M0], 0 < m0 < M0 < ∞. Далi, як i у [2], будуємо деяке вiдображення у просторi майже
перiодичних послiдовностей зi значеннями в [m0,M0]. Нерухома точка цього вiдображення
вiдповiдає майже перiодичному розв’язку рiвняння з iмпульсною дiєю (1), (2). Цей майже
перiодичний розв’язок притягує всi розв’язки з обмеженої множини. В означеннi притягу-
вання враховуємо вiдмiннiсть точок розриву рiзних розв’язкiв рiвняння з нефiксованими
моментами iмпульсної дiї.

This work is a part of the project that has received funding from the EU Horizon

2020 research and innovation programme under the Marie Sklodowska-Curie

grant agreement Number 873071, SOMPATY.
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Розглядаються динамiчнi системи, стан яких змiнюється безперервно мiж фiксованими
моментами iмпульсної дiї та стрибкоподiбно в самi цi моменти. Метою є встановлення доста-
тнiх умов iснування iнтегральної множини нелiнiйної неоднорiдної системи та дослiдження
стiйкостi розв’язкiв поблизу неї.

dφ

dt
= a(t, φ),

dx

dt
= P (t, φ)x+ f(t, φ, x), t ̸= τi,

∆x
⃓⃓
t=τi

= Bi(φ)x+ Ii(φ, x).

Векторнi та матричнi функцiї вважаються обмеженими, перiодичними за вiдповiдними змiн-
ними та такими, що задовольняють умови Лiпшиця. Моменти iмпульсної дiї фiксованi. По-
трiбно встановити умови iснування iнтегральної множини та її стiйкостi.

Спочатку розглянемо неавтономну систему, задану на торi, та позначимо через φt(τ, φ)
ї ї розв’язок. Компактнiсть фазового простору i прийнятi обмеження забезпечують iснування
розв’язкiв на всiй дiйснiй осi. Для лiнеаризованої системи вводиться матрицант i функцiя
Грiна–Самойленка, властивостi якої дають експоненцiальнi оцiнки обмежених розв’язкiв.

Iнтегральною множиною називається множина x = u(t, φ), перiодична за параметром,
кусково-неперервна за часом i така, що має розриви першого роду в моменти iмпульсної
дiї. Функцiя u(t, φ) визначає iнтегральну множину, якщо для кожного розв’язку φt(τ, φ),
φτ (τ, φ) = φ, першої з систем виконується спiввiдношення

dxt(τ, φ)

dt
=

d

dt
u(t, φt(τ, φ)) =

= P (t, φt(τ, φ))u(t, φt(τ, φ)) + f(t, φt(τ, φ)) =

= P (t, φt(τ, φ))xt(τ, φ) + f(t, φt(τ, φ))

для будь-якого τ ∈ R, φ ∈ Tm. А при t = τj маємо

xτj+0(τ, φ)− xτj(τ, φ) = Bj(φτj(τ, φ))xτj(τ, φ) + Ij(φτj(τ, φ))
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для будь-якого τ ∈ R, φ ∈ Tm.
Iнтегральна множина вiдшуковується iтерацiйно, як межа послiдовностi множин

u(0)(t, φ), u(1)(t, φ), . . . , u(j)(t, φ), . . . ,

кожне з яких є iнтегральною множиною системи рiвнянь

dφ

dt
= a(t, φ),

dx

dt
= P (t, φ)x+ f(t, φ, u(j−1)(t, φ)), t ̸= τi,

∆x
⃓⃓
t=τi

= Bi(φ)x+ Ii(φ, u
(j−1)(τi, φ)).

За допомогою функцiї Грiна–Самойленка отримується iнтегральне представлення чергового
наближення. За умови достатньо малої константи Лiпшиця нелiнiйної частини це представ-
лення забезпечує єдину оцiнку для всiх елементiв послiдовностi.

Основний результат. Якщо нелiнiйна система задовольняє умови Лiпшиця та обме-
женостi, а вiдповiдна лiнiйна система має функцiю Грiна–Самойленка з необхiдними екс-
поненцiальними оцiнками, то за достатньо малої константи Лiпшиця нелiнiйної частини си-
стема має iнтегральну множину. Вона будується як рiвномiрна границя послiдовностi iнте-
гральних множин допомiжних систем.

Отримано достатнi умови iснування iнтегральної множини нелiнiйної системи з iм-
пульсною дiєю. Її побудова здiйснюється iтерацiйним методом, а збiжнiсть забезпечується
оцiнками на основi функцiї Грiна–Самойленка. За додаткових спектральних умов iнтеграль-
на множина є асимптотично стiйкою. Результати можуть бути використанi для дослiдження
перiодичних i багаточастотних режимiв динамiчних систем з iмпульсними збуреннями.
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Нехай (a, b) ⊂ R — скiнченний iнтервал, а параметри n ∈ N ∪ {0}, {m, r, k} ⊂ N,
1 ≤ p ≤ ∞ — довiльнi. Позначимо звичайний комплексний простiр Соболєва як

W n+r
p

(︁
[a, b];C) :=

{︁
y ∈ Cn+r−1([a, b];C) : y(n+r−1) ∈ AC[a, b], y(n+r) ∈ Lp[a, b]

}︁
.

Розглядаємо коректно визначену крайову задачу з неоднорiдними крайовими умовами

(L0y0)(t) := y
(r)
0 (t) +

r∑︂
ℓ=1

Ar−ℓ,0(t)y
(r−ℓ)
0 (t) = f0(t), t ∈ (a, b), (1)

B0y0 :=
n+r−1∑︂
s=0

αs,0 y
(s)
0 (t0) +

∫︂ b

a

Φ0(t)y
(n+r)
0 (t)dt = c0, (2)

де задано матрицю-функцiю Ar−ℓ(·) ∈ (W n
p )

m×m, вектор-функцiю f0(·) ∈ (W n
p )

m, вектор
c0 ∈ Crm, числовi матрицi αs,0 ∈ Crm×rm та матрицю-функцiю Φ0(·) ∈ Lp′([a, b];Crm×rm),
p ∈ [1,∞), p−1 + p′−1 = 1. Як було доведено в [1, теорема 3.2], кожна довiльна неоднорiдна
крайова умова для рiвняння (1) допускає єдине канонiчне представлення виду (2), де t0 —
довiльна фiксована точка iнтервалу [a, b].

Розв’язок задачi (1), (2) розумiється як вектор-функцiя y ∈ (W n+r
p )m, яка задовольняє

як рiвняння (1) (скрiзь, якщо n ≥ 1, та майже скрiзь, якщо n = 0) на (a, b), так i рiвнiсть
(2). Крайова умова (2) з довiльним неперервним оператором B0 : (W

n+r
p )m → Crm є найбiльш

загальною для диференцiальної системи (1). Вона охоплює всi класичнi типи крайових умов,
такi як початковi умови в задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтегральнi умови, змiшанi
крайовi умови, а також некласичнi умови, що мiстять дробовi похiднi, де порядок похiдних
може перевищувати порядок диференцiального рiвняння [2].

Розглянемо послiдовнiсть багатоточкових крайових задач

(Lkyk)(t) := y
(r)
k (t) +

r∑︂
ℓ=1

Ar−ℓ,k(t)y
(r−ℓ)
k (t) = fk(t), t ∈ (a, b), (3)

Bkyk :=
n+r−1∑︂
s=0

αs,k y
(s)
k (t0) +

N(k)∑︂
j=0

βj,ky
(n+r−1)
k (tj,k) = ck, k = 1, 2, 3, . . . . (4)

Тут елементи матрицi-функцiї Ar−ℓ,k належать деякiй щiльнiй множинi F ⊂ (W n
p )

m×m, а G
— щiльна множина у просторi (W n

p )
m та fk ∈ G для всiх k. Бiльше того, для всiх iндексiв
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αs,k, βj,k ∈ Cm×m та точки tj,k належать деякiй щiльнiй множинi P на iнтервалi [a, b], та
виконуються граничнi спiввiдношення fk → f0, ck → c0 при k → ∞.

Ми вивчаємо задачу iснування послiдовностi крайових задач (3), (4), розв’язки яких
задовольняють асимптотичну формулу yk → y0, в (W n+r

p )m при k → ∞. Отримано позитив-
ну вiдповiдь на це питання, спираючись на [1, теорема 2.2], яка встановлює неперервнiсть
розв’язкiв крайових задач за параметром, що належить абстрактному метричному простору
M.

Теорема 1. Припустимо, що однорiдна крайова задача має лише тривiальний розв’язок.
Тодi iснує така послiдовнiсть коректно визначених крайових задач виду (3), (4) з полiно-
мiальними коефiцiєнтами та правими частинами, що

(i) якщо 1 < p <∞, то
⃦⃦
(Lk, Bk)

−1 − (L0, B0)
−1
⃦⃦
→ 0, при k → ∞;

(ii) якщо p = 1, то (Lk, Bk)
−1 s−→ (L0, B0)

−1 i yk → y0 у (W n+r
1 )m при k → ∞.

Тут s−→ позначає сильну збiжнiсть операторiв.
У випадку p = 1 виникає природне питання: якi додатковi умови треба накласти на

оператор (L0, B0), щоб збiжнiсть (Lk, Bk)
−1 −→ (L0, B0)

−1 була не лише у сильнiй, а й у
рiвномiрнiй операторнiй топологiї? Згiдно з теоремою 1 це завжди так, якщо p ∈ (1,∞).
Вiдповiдь на нього дає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 та p = 1. Тодi виконується⃦⃦
(Lk, Bk)

−1 − (L0, B0)
−1
⃦⃦
→ 0, при k → ∞,

тодi i тiльки тодi, коли кожен елемент матрицi-функцiї Φ0 дорiвнює регульованiй функцiї
майже скрiзь.

Нагадаємо, що функцiя на iнтервалi [a, b] називається регульованою, якщо вона має
скiнченнi лiву та праву границi в кожнiй точцi iнтервалу.
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Основи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю закладенi у монографiї А.М. Са-
мойленка i М.О. Перестюка [1]. У доповiдi розглядається багаточастотна система вигляду

dx

dt
= εa(x, φ, εt, s),

dφ

dt
= ω(x, εt) + εb(x, φ, εt, s), t ̸= tk,

∆x
⃓⃓
t=tk

= εp(x, φ, s), ∆φ
⃓⃓
t=tk

= εq(x, φ, s),

(1)

де x ∈ D ⊂ Rn, φ ∈ Rm, t ∈ [0, L/ε], s ∈ G = Rℓ, ε ∈ (0, ε0], ε0 ≪ 1, tk+1 − tk = 2π, t0 = 0.
Правi частини рiвнянь (1) належать певним класам гладких i 2π-перiодичних по φ функцiй.

Задамо для (1) багатоточковi умови

A
(︁
x|t=d1 , . . . , x|t=dr , s

)︁
= 0,

r∑︂
j=1

Bj

(︁
x|t=d1 , . . . , x|t=dr , s

)︁
φ
⃓⃓
t=dj

= C
(︁
x|t=d1 , . . . , x|t=dr , s

)︁
,

(2)

де A — (n+ ℓ)-вимiрний вектор, B i C — m-вимiрнi вектори, 0 ≤ d1 < d2 < · · · < dr ≤ L/ε.
Для знаходження розв’язку {x(t, ε), φ(t, ε)} системи рiвнянь (1) з iмпульсною дiєю,

який задовольняє умови (2), застосовано метод усереднення за швидкими змiнними, обґрун-
тований у монографiї А.М. Самойленка i Р.I. Петришина [2]. Усереднена система будується
без iмпульсної дiї, зокрема, компоненти {x(t, ε), s} розв’язку {x(t, ε), φ(t, ε), s} усередненої
задачi є розв’язком задачi

dx

dt
= ε a(x, εt, s) +

ε

2π
p(x, εt, s),

A
(︁
x|t=d1 , . . . , x|t=dr , s

)︁
= 0.

(3)

Якщо iснує розв’язок задачi (3) i матриця
r∑︂
j=1

Bj

(︁
x|t=d1 , . . . , x|t=dr , s

)︁
невироджена, то знайдемо достатнi умови iснування єдиного розв’язку {x(εt), φ(εt), s}, при-
чому похибки ∥x(t, ε)−x(t, ε)∥ i ∥s−s∥ методу усереднення асимптотично малi для t ∈ [0, L/ε]

i ε ∈ (0, ε0] для досить малого ε0 > 0.
Запропонований вище метод дослiдження розвинуто для систем диференцiальних рiв-

нянь iз майже перiодичними по φ функцiями a, b, p, q та моментами iмпульсної дiї, якi
задовольняють умову

lim
k→∞

(tk+1 − tk) = θ > 0.
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Метод усереднення за швидкими змiнними для багаточастотних систем iз запiзнен-
ням i початковими, багатоточковими та iнтегральними умовами обґрунтований у працях
Я.Й. Бiгуна i Р.I. Петришина та їх учнiв. Новий клас узагальнених багаточастотних систем
iз лiнiйно перетвореними аргументами i рiзною асимптотикою для повiльних i швидких змiн-
них дослiджено у працi [3]. Розглянуто багаточастотну систему вигляду

da

dτ
= εκ1X(τ, aΛ, φΘ),

dφ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y (τ, aΛ, φΘ),

(4)

де κ1 ≥ 0, κ2 ≥ 0, κ > 0; ε ∈ (0, ε0], τ ≥ 0, a ∈ D ⊂ Rn, D — обмежена опукла область,
φ ∈ Rm; aΛ(τ) =

(︁
a(λ1τ), . . . , a(λpτ)

)︁
, 0 < λ1 < · · · < λp ≤ 1, φΘ(τ) =

(︁
φ(θ1τ), . . . , φ(θqτ)

)︁
,

0 < θ1 < · · · < θq ≤ 1.
Побудована вiдповiдна усереднена система за швидкими змiнними

da

dτ
= εκ1X0(τ, aΛ),

dφ

dτ
=
ω(τ)

εκ
+ εκ2Y0(τ, aΛ)

й отримана оцiнка похибки методу усереднення для повiльних i швидких змiнних вигляду

εκ2∥a(τ, ε)− a(τ)∥+ εκ1∥φ(τ, ε)− φ(τ, ε)∥ ≤ c1ε
α+κ1+κ2 , (5)

де α = κ/(mq), a|τ=0 = a|τ=0, φ|τ=0 = φ|τ=0, c1 > 0 i не залежить вiд ε.
У кожному з наведених випадкiв побудовано приклади, якi iлюструють одержанi ре-

зультати.
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Розглядається диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ = α0 p(t) exp
(︂
R0(y, y

′) + exp
(︁
R1(y, y

′)
)︁)︂
, (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω) → (0,+∞) (−∞ < a < ω ≤ +∞), а неперервно диференцiйовнi
функцiї Rk : ∆Y0 ×∆Y1 → (0,+∞) (k ∈ {0, 1}) у певному сенсi близькi до правильно змiнних
функцiй. Тут Yi ∈ {0,±∞}, а ∆Yi позначає [y0i , Yi)

∗ або (Yi, y
0
i ]. Також припускаємо, що

функцiї Rk задовольняють умови

lim
(y0,y1)→(Y0,Y1)
(y0,y1)∈∆Y0

×∆Y1

Rk(y0, y1) = +∞,

lim
yi→Yi
yi∈∆Yi

yi
∂Rk(y0, y1)

∂yi
Rk(y0, y1)

= γki, рiвномiрно за yj ̸= yi (k, i, j ∈ {0, 1}).

Для рiвнянь типу (1) розглядається наступний клас розв’язкiв:

Означення 1 ([2]). Розв’язок y, визначений на [t0, ω[⊂ [a, ω[, рiвняння (1) називається
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1), lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0.

Метою роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування Pω(Y0, Y1, λ0)-
розв’язкiв рiвняння (1) та асимптотичного зображення при t ↑ ω для таких розв’язкiв i їхнiх
похiдних першого порядку у випадках λ0 ∈ R\{0, 1}.

Для подання результатiв введемо такi допомiжнi позначення:

πω(t) =

{︄
t, при ω = +∞,

t− ω, при ω < +∞,

∗Якщо Yi = +∞ (Yi = −∞), вважаємо, що y0i > 0 (y0i < 0).
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I(t) = α0(λ0 − 1)

t∫︂
B0
ω

πω(τ)p(τ)dτ, B0
ω =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a, при

ω∫︁
a

πω(τ)p(τ)dτ = +∞,

ω, при
ω∫︁
a

πω(τ)p(τ)dτ < +∞,

I1(t) =

t∫︂
B1
ω

λ0I(τ)

(λ0 − 1)πω(τ)
dτ, B1

ω =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a, при

ω∫︁
a

λ0I(τ)
(λ0−1)πω(τ)

dτ = +∞,

ω, при
ω∫︁
a

λ0|I(τ)|
(λ0−1)πω(τ)

dτ < +∞,

ϕ(y0, y1) =
−λ0

(λ0γ00 + γ01)R0(y0, y1) + (λ0γ10 + γ11)R1(y0, y1) exp(R1(y0, y1))
,

ϕ0(y0, y1) = ϕ(y0, y1)y0 exp(R0(y0, y1) + exp(R1(y0, y1))),

F1(y0, y1) = ϕ(y0, y1)
2 exp(R0(y0, y1) + exp(R1(y0, y1))),

F (y0, y1) =

(︄
F1(y0, y1)

y1
y0

)︄
.

За властивостями функцiй R1 та R2 (див., наприклад, [1]) можна обрати y00 та y01 так,
щоб на ∆Y0 ×∆Y1 iснувала єдина обернена функцiя F−1 =

(︁
F−1
0 , F−1

1

)︁T .
Отримано наступну теорему.

Теорема. Нехай λ0 ∈ R \ {0, 1}. Тодi умови

πω(t)y
0
1y

0
0λ0(λ0 − 1) > 0, πω(t)y

0
1α0(λ0 − 1) > 0 при t ∈ [a, ω),

y01 · lim
t↑ω

|πω(t)|
1

λ0−1 = Y1, lim
t↑ω

I1(t) = 0, lim
t↑ω

I(t)

ϕ0

(︂
F−1

(︂
I1(t),

λ0πω(t)
λ0−1

)︂)︂ = 1

lim
t↑ω

I ′1(t)πω(t)

I1(t)
=

λ0
λ0 − 1

, lim
t↑ω

πω(t)I
′
1(t)

I1(t)ϕ
(︂
F−1

(︂
I1(t),

λ0πω(t)
λ0−1

)︂)︂ = ∞

є необхiдними та достатнiми для iснування Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв рiвняння (1).
Крiм того, рiвняння (1) має однопараметричне сiмейство розв’язкiв у випадку (λ0 −

1)β < 0 та двопараметричне сiмейство розв’язкiв, якщо (λ0−1)β > 0 та (λ0−3)(λ0−1) < 0.
Для кожного такого розв’язку при t ↑ ω мають мiсце такi асимптотичнi зображення:

λ20 exp(R0(y(t), y
′(t)) + exp(R1(y(t), y

′(t))))

((λ0γ00 + γ01)R0(y(t), y
′(t)) + (λ0γ10 + γ11)R1(y(t), y

′(t)) exp(R1(y(t), y
′(t))))

2 ∼ I1(t),

πω(t)y
′(t)

y(t)
∼ λ0
λ0 − 1

.
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Чисельне оцiнювання регулярностi фрактальних функцiй
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Показник регулярностi фрактальної функцiї є асимптотичною характеристикою, то-
дi як його чисельна оцiнка ґрунтується на скiнченнiй апроксимацiї та обмеженому наборi
масштабiв. Унаслiдок цього спостережуваний показник може систематично вiдрiзнятися вiд
асимптотичного навiть за вiдсутностi випадкових похибок. У роботi дослiджено два дже-
рела такого вiдхилення – обмеження фрактального ряду скiнченною кiлькiстю членiв та
скiнченнiсть масштабного iнтервалу – i встановлено їх взаємозв’язок у критичному режимi.

Розглянемо сiмейство

Fλ,b(x) =
∞∑︂
n=0

λnφ(bnx), 0 < λ < 1, b ≥ 2, (1)

де φ – обмежена перiодична L-лiпшицева функцiя. До цього класу належать класичнi фра-
ктальнi функцiї Вейєрштраса i Такаґi [1, 2]. У чисельних обчисленнях ряд (1) замiнюється
частковою сумою

F
(N)
λ,b (x) =

N∑︂
n=0

λnφ(bnx).

Для неї

∥Fλ,b − F
(N)
λ,b ∥∞ ≤ ∥φ∥∞

λN+1

1− λ
.

Нехай

ω(x, r) = sup
|h|≤r

|F (x+ h)− F (x)|, ωN(x, r) = sup
|h|≤r

|F (N)(x+ h)− F (N)(x)|.

Тодi

|ω(x, r)− ωN(x, r)| ≤ δN , δN = 2∥φ∥∞
λN+1

1− λ
. (2)

Отже, величина δN задає природний порiг роздiльної здатностi: якщо ωN(x, r) порiвнянна з
δN , поведiнка функцiї на цьому масштабi вже не може надiйно вiдтворювати асимптотичну
регулярнiсть.

Особливий характер має критичне спiввiдношення λb = 1. Стандартне розбиття ряду
за частотами, меншими i бiльшими за r−1, дає

ω(x, r) = O

(︃
r log

1

r

)︃
, r → 0.

Логарифмiчний множник порушує чистий степеневий закон i спричинює систематичне змi-
щення показника, визначеного за скiнченним iнтервалом.
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Теорема 1. Нехай λb = 1 i в точцi x виконується

ω(x, r) = C(x)r log
1

r
(1 + o(1)), r → 0, C(x) > 0.

Для масштабiв rj = b−j ефективний показник, визначений секантним нахилом мiж rj0

та rj1, задовольняє

αeff = 1− log(j1/j0)

(j1 − j0) log b
+ o

(︃
1

j1 − j0

)︃
. (3)

Дiйсно,
logω(x, b−j) = −j log b+ log j + log(C(x) log b) + o(1),

тому доданок log j зменшує скiнченний нахил. Таким чином, у критичному режимi вини-
кає детермiноване вiд’ємне змiщення оцiнки регулярностi, яке не усувається пiдвищенням
точностi обчислення самої функцiї.

Поєднання (2) i (3) визначає область масштабiв, придатних для чисельного оцiнюва-
ння. З одного боку, перехiд до менших r зменшує скiнченно-масштабне змiщення; з iншого
– осциляцiя наближається до порога δN , породженого усiченням ряду. Тому нижню межу
допустимого масштабного iнтервалу доцiльно визначати умовою

ωN(x, r) ≥ κδN , κ > 1. (4)

Якщо в критичному режимi ω(x, r) ≍ C(x)r log(1/r), то граничний масштаб має задоволь-
няти

rmin log
1

rmin

≍ λN+1

1− λ
.

Отже, глибина обмеження фрактального ряду скiнченною кiлькiстю членiвN визначає
не лише точнiсть апроксимацiї функцiї, а й найменший масштаб, на якому її регулярнiсть
може бути достовiрно оцiнена. Встановлений зв’язок мiж похибкою обмеження фракталь-
ного ряду скiнченною кiлькiстю членiв та скiнченно-масштабним змiщенням дає кiлькiсний
критерiй вибору масштабного iнтервалу i пояснює повiльну стабiлiзацiю чисельних оцiнок у
критичному режимi.
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Для рiвняння

cDβ
t u+ (−∆)

α
2 u = F0(t)g(x) + F (x, t), (x, t) ∈ Q := Rn × (0, T ] (1)

з дробовою похiдною Капуто порядку β ∈ (0, 1) i дробовим лапласiаном (−∆)
α
2 , визначеним

за допомогою перетворення Фур’є: Fx→ξ[(−∆)
α
2 v(x)] = |ξ|αFx→ξ[v], вивчаємо обернену задачу

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, (2)

1

T

∫︂
Ω

u(x, t) dt = Φ(x), x ∈ Rn, (3)

про визначення пари функцiй (u, g) при заданих F , F0, F1, Φ.
При s ∈ R, p > 1 позначаємо:

Hs,p(Rn) = {v ∈ S ′(Rn) : ||v||Hs,p(Rn) = ||F−1[(1 + |ξ|2)
s
2Fv]||Lp(Rn) < +∞}

– простiр беселевих потенцiалiв,

C
(︁
[0, T ];Hs,p(Rn)

)︁
= {v(x, t) : ∥v∥C([0,T ];Hs,p(Rn)) = max

t∈[0,T ]
∥v(·, t)∥Hs,p(Rn) < +∞},

Cb
(︁
(0, T ];Hs,p(Rn)

)︁
= {v(x, t) : ∥v∥Cb((0,T ];Hs,p(Rn)) = sup

t∈(0,T ]
∥v(·, t)∥Hs,p(Rn) < +∞},

Cα,β
(︁
[0, T ];Hs,p(Rn)

)︁
= {v ∈ C([0, T ];Hs+α,p(Rn)) : cDβ

t v, (−∆)α/2v ∈ Cb((0, T ];H
s,p(Rn))},

∥v∥Cα,β([0,T ];Hs,p(Rn)) = max
{︁
∥v∥C([0,T ];Hs+α,p(Rn)),

∥(−∆)α/2v∥Cb((0,T ];Hs,p(Rn)), ∥cDβ
t v∥Cb((0,T ];Hs,p(Rn))

}︁
.

Використовуємо [1] iснування вектор-функцiї Грiна (G0(x, t), G1(x, t)) задачi Кошi i
вирази її компонент через H-функцiю Фокса, також, що

Fx→ξ[G0(x, t)] := ˆ︁G0(ξ, t) = tβ−1Eβ,β(−b2tβ) = tβ−1Eβ,β(−a2(1 + |ξ|2)γ/2|ξ|αtβ),

Fx→ξ[G1(x, t)] := F [G1(x, t)] = ˆ︁G1(ξ, t) = Eβ,1(−a2(1 + |ξ|2)γ/2|ξ|αtβ),

де Eβ,µ(z) =
∞∑︁
p=0

zp

Γ(pβ+µ)
– функцiя Мiттаг-Леффлера.

Пара (u, g) ∈ Cα,β([0, T ];H
s,p(Rn)) × Hs+α,p(Rn) називається розв’язком задачi (1)–

(3), якщо неперервна функцiя u : [0, T ] ∋ t ↦−→ u(·, t) ∈ Hs+α,p(Rn) (яка має неперервнi
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Dβ
t u(·, t), (−∆)α/2u(·, t) ∈ Hs,p(Rn)) задовольняє рiвняння (1) у просторi Hs,p(Rn) при кожно-

му t ∈ (0, T ], а початкову умову (2) i умову (3) у просторi Hs+α,p(Rn).
Використовуючи результат [2] про однозначну розв’язнiсть задачi Кошi (1), (2), яка є

аналогом теорем Да Прато i Грiсварда про максимальну регулярнiсть розв’язку, знаходимо
достатнi умови однозначної розв’язностi задачi (1)–(3) у всiй шкалi просторiв беселевих
потенцiалiв.

Теорема 1. Нехай β ∈ [1
2
, 1), α > β, 1 < p < 1

β
, s ∈ R, F ∈ Cb((0, T ];H

s+α,p(Rn)), u0 ∈

Hs+α,p(Rn), Φ ∈ Hs+2α,p(Rn), F0 ∈ C[0, T ],
T∫︁
0

F0(t) dt ̸= 0. Тодi iснує єдиний розв’язок (u, g) ∈

Cα,β([0, T ];H
s,p(Rn))×Hs+α,p(Rn) задачi (1)–(3).

Функцiя g визначається через u:

g(x) =
1

T∫︁
0

F0(t)dt

[︂
T (−∆)α/2Φ(x)− u0(x)f2−β(T )

+

T∫︂
0

u(x, τ)f1−β(T − τ)dτ −
T∫︂

0

F (x, τ)dτ
]︂
, x ∈ Rn,

u є розв’язком лiнiйного iнтегрального рiвняння Фредгольма другого роду

u(x, t)− 1
T∫︁
0

F0(s)ds

T∫︂
0

[︂
u(x, η) ∗

t∫︂
0

F0(τ)G0(x, t− τ)dτ
]︂
f1−β(T − η)dη = v0(x, t), (x, t) ∈ Q,

у просторi C
(︁
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)︁
, де

v0(x, t) =
1

T∫︁
0

F0(s)ds

t∫︂
0

F0(τ)
[︂
T (−∆)α/2Φ(x)− u0(x)f2−β(T )

+

T∫︂
0

F (x, η)dη
]︂
∗G0(x, t− τ)dτ + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ Q

i тут операцiя згортки є за просторовими змiнними.
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Моделювання процесу iнфекцiйного захворювання з

урахуванням стану органiзму в умовах iмунологiчної i
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Переважна бiльшiсть iснуючих моделей iнфекцiйних захворювань фокусуються на ди-
намiцi обмеженої кiлькостi компонентiв процесу в межах гострого перiоду захворювання,
залишаючи поза увагою характеристики, що визначають загальну життєздатнiсть органi-
зму у довгостроковiй перспективi. Як наслiдок, такi моделi не дозволяють оцiнити сумарний
вплив усiєї сукупностi патологiчних процесiв та терапевтичних втручань, що виникають про-
тягом усього перiоду iснування бiологiчного об’єкта.

У роботах [1]-[3] представлено рiзнi модифiкацiї базової моделi, розробленi для про-
гнозування динамiки концентрацiї антигенiв, антитiл, плазматичних клiтин та вiдносної ха-
рактеристики ураження органа-мiшенi з урахуванням дифузiйних збурень, температури в
умовах iмунологiчної та фармакологiчної терапiї. Окрiм зазначених чинникiв, пропонується
ввести функцiю стану U = U(x, t), що характеризує життєздатнiсть (або енергетичний по-
тенцiал, ресурс, бiомасу тощо) бiологiчного об’єкта в точцi x у момент часу t, закон еволюцiї
якої задано у виглядi:

∂U

∂t
= νUf(x, t, U)− ν1m− ν2U · V − ν3(θ − θ∗) + ε2DU ∂

2U

∂x2
,

де f(x, t, U) – функцiя, що описує саморозвиток об’єкта; другий, третiй та четвертий члени
правої частини вiдображають деструктивний вплив мiри ураження органу-мiшенi, патоген-
них елементiв та температури вiдповiдно, а останнiй член описує дифузiйне розсiювання
ресурсу.

Потрапляння до органiзму в момент часу t0 дози вiрусiв V0 зумовлює вiдхилення кри-
вої стану U(x, t) вiд її природної (фiзiологiчної) траєкторiї. Опис динамiки зниження по-
казникiв життєздатностi (зокрема до деякого критичного рiвня Ukr, що визначає початок
процесу природної незворотної деградацiї об’єкта) на iнтервалi [t0, t0] здiйснюється на основi
розв’язку системи типу «природний стан – хвороба». Для запобiгання передчаснiй деградацiї
органiзму та наближення прогнозованої кривої стану до природної на вiдрiзку [t0, t∗] розгля-
дається система «природний стан – хвороба – лiкування». Це дає змогу оптимiзувати пара-
метри терапiї та ухвалювати обґрунтованi медичнi рiшення з урахуванням iндивiдуального
адаптацiйного потенцiалу конкретного органiзму. Математичну модель системи «природний
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стан – хвороба – лiкування» сформульовано у виглядi такої задачi:

∂V
∂t

= ωV + (β(θ)− γF )V − γ0VW + εDV ∂2V
∂x2

,
∂C
∂t

= ξ(m)α(θ)F (t− τ)V (t− τ) − µ(U)(C − C∗) − ε2γ1CW + ε2DC ∂2C
∂x2

,
∂F
∂t

= uF + ρ(U)C − (µf + ηγV )F − ε2γ2FW + εDF ∂2F
∂x2

,
∂W
∂t

= uW − β2W − γ0VW + εDW ∂2W
∂x2

,
∂m
∂t

= σV − µm(θ)m+ ε2γ3mW + ε2Dm∂2m
∂x2

,
∂θ
∂t

= αFθ V F + αWθ VW − µθ(θ − θ∗) − λθu
θ + εDθ ∂2θ

∂x2
,

∂U
∂t

= νUf(x, t, U)− ν1m− ν2UV − ν3(θ − θ∗) + ε2DU ∂2U
∂x2

;

C (x, t0) = C0 (x) ,m (x, t0) = m0 (x) ,W (x, t0) =W 0 (x) , θ(x, t0) = θ0(x),
U(x, t0) = U0(x), V

(︁
x, t̃
)︁
= V 0

(︁
x, t̃
)︁
, F
(︁
x, t̃
)︁
= F 0

(︁
x, t̃
)︁
, t0 − τ ≤ t̃ ≤ t0 ,

де малий параметр ε вiдображає вiдносно слабкий вплив дифузiйних збурень порiвняно з
домiнуючими механiзмами iнфекцiйного процесу.

Для розв’язування вiдповiдних сингулярно збурених задач iз запiзненням розробле-
но комплексну обчислювальну процедуру, яку реалiзовано на основi синтезу покрокових,
асимптотичних i чисельних методiв.
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Наближений розв’язок задачi оптимального керування

для рiвняння з похiдною Хукухари зi швидкоколивними

коефiцiєнтами на пiвосi
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В доповiдi розглядається нелiнiйна задача оптимального керування системою, що опи-
сується диференцiальним рiвнянням з похiдною Хукухари на пiвосi з малим параметром i
швидкоколивимими коефiцiєнтами, нелiнiйну за керуванням

Dhχ = F

(︃
t

ε
, χ(t), u(t)

)︃
, χ(0, u(0)) = χ0 (1)

де ε > 0 — малий параметр, χ : [t0,∞] → conv(Rn) χ0 ∈ conv(Rn), F : [t0,∞] × conv(Rn) ×
Rm → conv(Rn), u(t) — m-вимiрний вектор керування, u : [t0,∞] → Rm, u(t) ∈ U ⊂
comp(Rn)

з критерiєм якостi

Jε [u] =

∫︂ T

0

e−jtL (t, χε (t) , u (t)) dt −→ inf (2)

тут L : [0,+∞]× conv(Rn)× Rm −→ R, j > 0 — фiксована стала, що характеризує дисконт.
Застосуємо для її розв’язання метод усереднення.
Нехай iснує рiвномiрно за χ ∈ conv(Rn) та u ∈ Rm середнє

lim
s→∞

h

(︃
1

s

∫︂ s

0

F (τ, χ, u)dτ, F0(χ, u)

)︃
= 0, (3)

тут iнтеграл вiд множиннозначного вiдображення розумiємо в сенсi Лебега-Хукухари.
Тодi задача оптимального керування на пiвосi (1)-(2) зi швидкоколивними коефiцiєн-

тами ставиться у вiдповiднiсть усереднена задача керування:

Dhη = F0 (η, u (t)) , η (0, u (0)) = χ0. (4)

з критерiями якостi

J0 [u] =

∫︂ T

0

e−jtL(t, η (t) , u (t))dt→ inf, (5)

Визначено умови, за яких розв’язки початкової задачi (1) збiгаються до розв’язку усе-
рененої задачi (4).

Також встановлено умови, за яких iснують розв’язки задач оптимального керування
(1), (2) та (4), (5). А також оптимальнi значення критерiя якостi задач (1), (2) збiгаються до
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оптимального значення критерiя якостi задачi (4), (5) та збiжнiсть розв’язкiв задачi (1), (2)
до розв’язкiв задачi (4), (5) i збiжнiсть оптимальних керувань задачi (1), (2) до оптимального
керування задачi (4), (5).

Встановлено зв’язок мiж задачами оптимального керування на скiнченному iнтервалi
та вiдповiдною задачею на пiвосi.

Твердження 1. Допустимим керуванням є m-вимiрнi вектор-функцiї u(·) такi, що u(·) ∈
U, де U — компактна множина в L2([0, T ]).

Твердження 2. Вiдображення F (t, χ, u) визначене i неперервне за сукупнiстю аргумен-
тiв в областi Q0 = {t ≥ 0, χ ∈ conv(Rn), u ∈ U ⊂ Rm}, i:

1) F (t, χ, u) задовольняє в Q умову лiнiйного росту зi сталою M, тобто

|F (t, χ, u)| ≤M(1 + |χ|)

для будь-яких (t, χ, u) ∈ Q0;
2) F (t, χ, u) задовольняє в Q0 умову Лiпшиця за χ ∈ conv(Rn) i u ∈ Rm зi сталою

λ, тобто

h (F (t, χ, u) , F (t, χ1, u1)) ≤ λ(h (χ, χ1) + |u− u1|)

для довiльних (t, χ, u) i (t, χ1, u1) iз Q0.

Твердження 3. Функцiя L(t, χ, u) визначена i неперервна за сукупнiстю аргументiв в
областi Q1 = {t ∈ [0, T ] , χ ∈ conv(Rn), u ∈ Rm}, причому

1) L(t, χ, u) рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ] i u ∈ Rm неперервна за χ ∈ conv (Rn);
2) L(t, χ, u) задовольняє за змiнною u в областi Q1 умову Лiпшиця з константою

λ > 0;
3) функцiя Φ : conv(Rn) → R неперервна за χ.

Вiдзначимо, що з умови 2 за теоремою Каратеодорi випливає, що для кожного допу-
стимого керування u(t) розв’язок задачi (1) χ(t, u) iснує, єдиний на всьому вiдрiзку [0, T ].
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Один клас самоафiнних функцiй, асоцiйованих з
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Бiльшiсть неперервних функцiй у просторi C[0; 1] мають складну локальну структуру
i фрактальнi властивостi. Серед них бiльшiсть є функцiями нiде не монотонними i мають
необмежену варiацiю. Такi функцiї є актуальним об’єктом сучасних наукових дослiджень.
Вивчаються їх структура, тополого-метричнi, iнтегро-диференцiальнi властивостi. Одному
з класiв таких функцiй присвячена доповiдь.

Нехай q̄ = (q0, q1, . . . , qn, . . . ), qi > 0,
∞∑︁
i=0

qi = 1; ḡ = (g0, g1, . . . , gn, . . . ), |gi| < 1,
∞∑︁
i=0

gi = 1;

β0 = 0, βi+1 = βi + qi, δ0 = 0, δi+1 = δi + gi > 0, i ∈ N0 ≡ {0} ∪N .

Теорема 1. Нескiнченна система функцiональних рiвнянь f(βi + qix) = δi + gif(x), i ∈ N

у класi неперервних функцiй на [0; 1] має єдиний розв’язок, який аналiтично виражається

f(x) = δα1 +
∞∑︂
k=2

δαk

k−1∏︂
j=1

gαj ≡ ∆α1α2...αn...,

де

x = βα1 +
∞∑︂
k=2

βαk

k−1∏︂
j=1

qαj ≡ ∆Q∞
α1α2...αn...

.

Теорема 2. Якщо gi > 0 для будь-якого i ∈ N , то функцiя f є строго монотонною фун-
кцiєю розподiлу, яка має N -самоафiнний графiк Γf з наступною структурою

Γf =
∞⋃︁
i=0

ϕi(Γf ), де⎧⎨⎩x
′
= βi + qix,

y
′
= δi + giy, i ∈ N0.

Теорема 3. Якщо iснує gi = 0, то функцiя f є сингулярною функцiєю канторiвського
типу, множина несталостi якої є самоподiбною, а її самоподiбна розмiрнiсть є розв’язком
рiвняння

∑︁
i:gi ̸=0

qxi = 1.

Теорема 4. Якщо gi ̸= 0 для будь-якого i ∈ N i iснує gj < 0, то функцiя f є нiде не
монотонною i має необмежену варiацiю.

Якщо iснує gj < 0, то функцiя f не має промiжкiв монотонностi, окрiм промiжкiв
сталостi, i має фрактальнi множини рiвнiв.
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Теорема 5. Має мiсце рiвнiсть

∫︂ 1

0

f(x) dx =

∞∑︁
i=0

δiqi

∞∑︁
i=0

giqi

.

Теорема 6. Якщо f(x) – функцiя канторiвського типу,а X – випадкова величина, рiвномiр-
но розподiлена на [0; 1], то випадкова величина Y = f(X) має чисто дискретний розподiл.

Теорема 7. Якщо серед членiв послiдовностi (pn) iснують вiд’ємнi числа i нулi, то f

є функцiєю необмеженої варiацiї, яка не має промiжкiв монотонностi за виключенням
промiжкiв сталостi.

У доповiдi пропонується результати дослiджень i iнших властивостей функцiй означе-
ного класу.
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Ми дослiджуємо виродженi параболiчнi системи, що узагальнюють рiвняння дифузiї з
iнерцiєю з чотирма групами просторових змiнних, де в трьох групах є виродження парабо-
лiчностi, для систем iз змiнними коефiцiєнтами будуємо фундаментальний розв’язок задачi
Кошi.

Нехай

∂tu (t, x)−
3∑︂
j=1

nj+1∑︂
µ=1

xjµ∂xj+1,µ
u (t, x) =

∑︂
|k|≤2

Ak (t, x)D
k
x1
u (t, x) , (1)

t ∈ (t0, T ] , x = (x1, x2, x3, x4) ∈ Rn0 , xj ∈ Rnj ,

n0 =
4∑︂
j=1

nj, nj ≥ nj+1 (j = 1, 2, 3), nj ∈ N (j = 1, . . . , 4).

u (t, x)
⃓⃓
t=t0

= u0 (x) . (2)

I1) Система
∂tu (t, x) =

∑︂
|k|≤2

Ak (t, x)D
k
x1
u (t, x) , (3)

рiвномiрно параболiчна в смузi Π[t0,T ] = {(t, x) , x ∈ Rn0 , t ∈ [t0, T ]}.
I2) Коефiцiєнти Ak (t, x) обмеженi та неперервнi в Π[t0,T ], при |k| = 2 неперервнiсть по

t рiвномiрно по x, x ∈ Rn0 .
I3) Коефiцiєнти Ak (t, x), |k| = 2 задовольняють умову Гельдера по x з показником α,

0 < α ≤ 1.
I4) ∑︂

|k|=2

Ak (t, x)σ
k
1 =

∑︂
|k|=2

γk (t, x)σ
k
1B0,

де B0 – матричний множник, а
∑︁

|k|=2 γk (t, x)σ
k
1 – однорiдна функцiя другого порядку для

всiх σk1 .
Основний результат. Якщо виконуються умови I1)–I4), то система (1) має фунда-

ментальну матрицю розв’язкiв

Γ (t, x; τ, ξ) = G0 (t, x; τ, ξ, τ, ξ) +

∫︂ t

τ

∫︂
Rn0

G0 (t, x; β, γ, t, γ)φ (β, γ, τ, ξ) dγ dβ.

де φ (t, x, τ, ξ) – шукана функцiя. Матриця G0 (t, x; τ, ξ, τ, ξ) є фундаментальною матрицею
розв’язкiв задачi Кошi для системи

∂tu (t, x)−
3∑︂
j=1

xj∂xj+1
u (t, x) =

∑︂
|k|=2

Ak (t, x)D
k
x1
u (t, x) , t > τ > 0.
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Розглянемо просторову задачу нелiнiйної теплопровiдностi

− div
(︁
κ(T ) gradT

)︁
= F (x, T ), x ∈ Ω, (1)

T
⃓⃓
∂Ω

= 0, (2)

де T — температура, κ(T ) — коефiцiєнт теплопровiдностi, що залежить вiд температури T ,
F (x, T ) — функцiя, що характеризує об’ємне джерело тепла, Ω ⊂ R3 — обмежене просторове
тiло, межею ∂Ω якого є кусково-гладка поверхня, x = (x1, x2, x3).

Нехай T (x) > 0, x ∈ Ω, κ(T ) — неперервна i додатна (загалом кажучи, нелiнiйна)
функцiя температури T , F (x, T ) — неперервна i додатна функцiя для всiх x ∈ Ω, T > 0.

Якщо κ(T ) = G′(T ), то задача (1), (2) запишеться у виглядi

−∆
(︁
G(T )

)︁
= F (x, T ), x ∈ Ω, (3)

T
⃓⃓
∂Ω

= 0, (4)

де ∆ — тривимiрний оператор Лапласа.
Замiною v = G(T ) задачу (3), (4) зведемо до задачi

−∆v = F
(︁
x, G−1(v)

)︁
, x ∈ Ω, (5)

v
⃓⃓
∂Ω

= G(0), (6)

де T = G−1(v) — обернена до v = G(T ) функцiя.
Якщо G(0) ̸= 0, то в задачi (5), (6) ще додатково зробимо замiну v = u + G(0). Тодi

для функцiї u отримаємо задачу з однорiдною крайовою умовою

−∆u = f(x, u), x ∈ Ω, (7)

u
⃓⃓
∂Ω

= 0, (8)

де позначено f(x, u) = F (x, G−1(u+G(0))).
Для вiдшукання додатного розв’язку задачi (7), (8) застосуємо метод двобiчних набли-

жень на основi використання квазiфункцiї Грiна–Рвачова [1]. Вiдповiдно до цього методу
задача (7), (8) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню Урисона

u(x) =

∫︂
Ω

K(x, s)u(s) ds+

∫︂
Ω

Q(x, s)f(s, u(s)) ds, (9)
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де Q(x, s) =
1

4π
·
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)− r

r
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)

— квазiфункцiя Грiна–Рвачова першої крайової задачi

для оператора −∆ у областi Ω, K(x, s) = −∆s˜︁g(x, s), ˜︁g(x, s) =
1

4π
· 1√︁

r2 + 4ω(x)ω(s)
, r =

|x−s|, а ω(x) — елементарна функцiя, що вiдповiдно до методу R-функцiй описує геометрiю
областi Ω [2].

Рiвняння (9) розглядатимемо у просторi C(Ω) функцiй, неперервних в Ω, що напiв-
упорядковано конусом невiд’ємних неперервних функцiй K+. Узагальненим розв’язком u∗

задачi (7), (8) назвемо розв’язок рiвняння (9), що належить K+. Нехай функцiя f(x, u)

має дiагональне подання f(x, u) = f̂(x, u, u), де невiд’ємна функцiя f̂(x, v, w) неперервна за
сукупнiстю змiнних x, v, w, монотонно зростає за v i монотонно спадає за w для всiх x ∈ Ω.
Тодi для розв’язання рiвняння (9) можна запропонувати наступний iтерацiйний процес [1],
що двобiчно збiгається до u∗:

v(k+1)(x) =

∫︂
Ω

K+(x, s)v(k)(s) ds−
∫︂
Ω

K−(x, s)w(k)(s) ds+

+

∫︂
Ω

Q(x, s)f̂
(︁
s, v(k)(s), w(k)(s)

)︁
ds,

(10)

w(k+1)(x) =

∫︂
Ω

K+(x, s)w(k)(s) ds−
∫︂
Ω

K−(x, s)v(k)(s) ds+

+

∫︂
Ω

Q(x, s)f̂
(︁
s, w(k)(s), v(k)(s)

)︁
ds,

(11)

k = 0, 1, 2, . . . ,

v(0)(x) = v0(x), w(0)(x) = w0(x), (12)

де K+(x, s) = max{0, K(x, s)}, K−(x, s) = max{0,−K(x, s)}, а за початкове наближення
v(0)(x), w(0)(x) обрано кiнцi конусного вiдрiзка < v0, w0 >, який є сильно iнварiантним для
гетеротонного оператора, що визначається правою частиною рiвняння (9).

Якщо задана точнiсть ε > 0, то iтерацiї (10)–(12) слiд проводити до виконання нерiв-
ностi max

x∈Ω

(︁
w(k)(x) − v(k)(x)

)︁
< 2ε. Тодi з точнiстю ε можна вважати, що u∗(x) ≈ u(k)(x), а

отже, для вихiдної задачi (1), (2) розв’язок T ∗(x) ≈ G−1
(︁
u(k)(x) +G(0)

)︁
.
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Оцiнювання ризику банкрутства пiдприємств є важливим завданням економiко-математичного
моделювання. Традицiйнi пiдходи до прогнозування фiнансової неспроможностi, зокрема
дискримiнантнi моделi, переважно ґрунтуються на кiлькiсних фiнансових показниках [1].
Водночас сучаснi умови функцiонування виробничих пiдприємств характеризуються зна-
чною невизначенiстю, зумовленою нестабiльнiстю ринкiв, порушенням логiстичних зв’язкiв,
енергетичними обмеженнями, кадровими проблемами та воєнними ризиками. За таких умов
використання лише фiнансових показникiв не забезпечує повного вiдображення чинникiв,
що визначають стiйкiсть пiдприємства. Одним iз математичних iнструментiв формалiзацiї
iнформацiї, що характеризується неповнотою та невизначенiстю, є апарат нечiтких множин,
запропонований Л. Заде [2]. Нечiткий пiдхiд дає змогу використовувати як кiлькiснi, так i
лiнгвiстичнi характеристики показникiв, а також враховувати взаємозв’язки мiж ними за
допомогою експертних правил. Застосування нечiтких моделей до оцiнювання ризику бан-
крутства пiдприємств дослiджувалося, зокрема, у роботах [3, 4].

Метою дослiдження є розроблення економiко-математичної моделi оцiнювання ризику
банкрутства виробничих пiдприємств на основi апарату нечiткої логiки Мамданi з урахува-
нням специфiки їх функцiонування в умовах воєнного стану.

Запропонована модель передбачає комплексне врахування фiнансових, виробничих,
маркетингових, логiстичних, енергетичних, кадрових та воєнно-економiчних чинникiв. Для
зменшення розмiрностi задачi та забезпечення структурованого представлення iнформацiї
первиннi показники об’єднано в дев’ять iнтегральних характеристик: фiнансова стiйкiсть,
кредитне навантаження, прибутковiсть дiяльностi, виробнича ефективнiсть, ефективнiсть
реалiзацiї продукцiї, логiстична стiйкiсть, енергетична безпека, кадрова стiйкiсть, воєнно-
економiчний ризик.

Значення iнтегральних показникiв формуються на основi нормованих первинних ха-
рактеристик iз використанням вагових коефiцiєнтiв. У загальному виглядi агрегування по-
казникiв можна подати як

Xj =

nj∑︂
i=1

pijxij,
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деXj – j-й iнтегральний показник; nj – кiлькiсть складових j-го iнтегрального показника; xij
– i-та складова j-го iнтегрального показника; pij– ваговий коефiцiєнт впливу цiєї складової,
причому pij > 0,

∑︁nj
i=1 pij = 1. Показники pij iнтерпретуються як ваговi коефiцiєнти (частки

впливу), а у випадку ймовiрнiсних оцiнок як ймовiрнiсть впливу.
Наступним етапом моделювання є фазифiкацiя iнтегральних показникiв, тобто визна-

чення ступенiв їх належностi вiдповiдним лiнгвiстичним термам. Для характеристики стану
факторiв використовуються терми «низький», «середнiй» та «високий». Вихiдною змiнною
нечiткої системи є ризик банкрутства, який також описується вiдповiдними лiнгвiстичними
рiвнями.

Для встановлення залежностi мiж станом iнтегральних факторiв та рiвнем ризику
банкрутства сформовано експертну базу знань iз семи нечiтких правил, що вiдображають
характернi сценарiї функцiонування пiдприємства: мiнiмальний ризик банкрутства, фiнан-
сову кризу, виробничо-маркетингову кризу, критичний воєнно-операцiйний вплив, стiйке
функцiонування в умовах вiйни, типовий стан пiдприємства та комбiнований негативний
сценарiй. У загальному виглядi правило нечiткого виведення має вигляд

Ar1(Xj1) ∧ Ar2(Xj2) ∧ . . . ∧ Armr(Xjmr ) ⇒ Br(Y ), r ∈ {1, . . . , 7},

де Xj1 , . . . , Xjmr . — iнтегральнi показники, що використовуються в r-му правилi; Ark — вiд-
повiднi лiнгвiстичнi терми; Y — вихiдна змiнна «ризик банкрутства»; Br — вихiдний лiнгвi-
стичний терм r-го правила; mr — кiлькiсть умов у r-му правилi.

На основi сформованої бази знань реалiзується алгоритм нечiткого логiчного виведе-
ння Мамданi, який передбачає фазифiкацiю вхiдних даних, визначення ступенiв активацiї
правил, агрегування їх результатiв та дефазифiкацiю вихiдної нечiткої множини. У резуль-
татi визначається iнтегральне значення ризику банкрутства, а також ступенi належностi
пiдприємства до вiдповiдних лiнгвiстичних рiвнiв ризику.

Особливiстю запропонованої моделi є можливiсть врахування одночасного впливу рi-
знорiдних чинникiв. Зокрема, високий воєнно-економiчний ризик не трактується як без-
умовна ознака високого ризику банкрутства. За наявностi достатнього рiвня фiнансової,
логiстичної, енергетичної та кадрової стiйкостi пiдприємство може зберiгати прийнятний рi-
вень функцiонування. Це дає змогу бiльш адекватно вiдображати складнi сценарiї дiяльностi
пiдприємств в умовах воєнного стану.

Таким чином, застосування апарату нечiткої логiки Мамданi дає змогу поєднати кiль-
кiсну та якiсну iнформацiю, зменшити розмiрнiсть моделi шляхом агрегування первинних
показникiв та врахувати комплексний вплив внутрiшнiх i зовнiшнiх чинникiв на ризик бан-
крутства виробничого пiдприємства.
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Задачi стацiонарної дифузiї з одночасним розпадом речовини та хiмiчною реакцiєю
виникають при описi окиснення пористих матерiалiв, дифузiї кисню всередину вугiльної
частинки та роботи пористих каталiзаторiв. Швидкiсть реакцiї залежить вiд концентрацiї
нелiнiйно, а для реакцiй дробового порядку — за степеневим законом з показником, меншим
за одиницю. Точнi розв’язки таких задач вiдомi лише в поодиноких випадках, тому акту-
альною є розробка конструктивних методiв їх наближеного розв’язання з оцiнкою похибки.

Розглянемо плоский пористий шар завтовшки L, у якому перенесення реагенту описує
закон Фiка. Баланс речовини в елементарному об’ємi в стацiонарному режимi дає рiвнiсть
нулю суми дифузiйного члена, члена лiнiйного розпаду зi сталою κ та швидкостi реакцiї.
Для реакцiї дробового порядку p у безрозмiрних змiнних маємо рiвняння

−u′′ + k2u = up, x ∈ (0, 1), (1)

де k2 = κL2

D
— квадрат модуля Тiле, D — коефiцiєнт дифузiї, p ∈ (0, 1) — ступiнь нелiнiйної

залежностi швидкостi реакцiї вiд концентрацiї.
Крайовi умови визначаються тим, що вiдбувається на межах шару. Якщо обидвi ча-

стини межi омиваються чистим розчинником, який одразу виносить залишки реагенту, то
концентрацiя на них нульова; якщо ж одна з частин межi непроникна, то нульовим є потiк
речовини крiзь неї. Отже, маємо два типи крайових умов:

u(0) = 0, u(1) = 0 та u(0) = 0, u′(1) = 0. (2)

Шукається додатний на (0, 1) розв’язок кожної з вiдповiдних крайових задач.
Обидвi задачi дослiджуються методами нелiнiйного функцiонального аналiзу в на-

пiвупорядкованих просторах [1]: крайова задача зводиться до рiвносильного iнтегрального
рiвняння, а до його розв’язку будуються двi послiдовностi, що збiгаються зверху i знизу та
дають апостерiорну оцiнку похибки.

Функцiї Грiна оператора Lu = −u′′ + k2u на [0, 1] для цих задач мають вигляд

G1(x, s) =
1

k sinh k

⎧⎨⎩sinh(kx) sinh(k(1− s)), 0 ≤ x ≤ s,

sinh(ks) sinh(k(1− x)), s < x ≤ 1,

G2(x, s) =
1

k cosh k

⎧⎨⎩sinh(kx) cosh(k(1− s)), 0 ≤ x ≤ s,

sinh(ks) cosh(k(1− x)), s < x ≤ 1.

(3)
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При k > 0 обидвi функцiї невiд’ємнi у квадратi [0, 1]2.
На конусi K+ невiд’ємних у C[0, 1] функцiй кожна з крайових задач еквiвалентна

нелiнiйному iнтегральному рiвнянню Гаммерштейна

u(x) =

∫︂ 1

0

G(x, s)up(s) ds ≡ (Tu)(x), (4)

де G(x, s) — вiдповiдна функцiя Грiна (3). Оператор T на конусi K+ є додатним, цiлком
неперервним, монотонним та u0-увiгнутим, де

u0(x) =

∫︂ 1

0

G(x, s) ds.

Умова u0-увiгнутостi виконується тому, що T (τu) = τ pTu, а τ p > τ при τ ∈ (0, 1), i не
залежить анi вiд типу крайових умов, анi вiд k. Звiдси кожна iз задач має не бiльше одного
додатного розв’язку.

Для монотонного оператора T побудуємо iнварiантний конусний вiдрiзок ⟨v0, w0⟩, де
v0 = αu0, w0 = βu0, а сталi α i β (0 < α < β) вибираються з умов Tv0 ≥ v0, Tw0 ≤ w0.
Оскiльки T (γu0) = γpTu0, цi умови рiвносильнi нерiвностям α1−p ≤ m та β1−p ≥ M , де m i
M — найменше та найбiльше значення функцiї

Φ(x) =
(Tu0)(x)

u0(x)

на (0, 1), звiдки α ≤ m
1

1−p , β ≥M
1

1−p .
Далi розглянемо схему послiдовних наближень

vn+1(x) =

∫︂ 1

0

G(x, s)vpn(s) ds, wn+1(x) =

∫︂ 1

0

G(x, s)wpn(s) ds, (5)

n = 0, 1, 2, . . . Послiдовнiсть {vn(x)} не спадає за конусом K+, а послiдовнiсть {wn(x)} не
зростає, тобто мають мiсце нерiвностi

v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · ≤ u∗ ≤ · · · ≤ wn ≤ · · · ≤ w1 ≤ w0,

де u∗ — точний розв’язок вiдповiдної крайової задачi. Наближеним розв’язком на n-й iтерацiї
буде функцiя

un =
vn + wn

2
,

при цьому похибка оцiнюється нерiвнiстю

∥un − u∗∥ ≤ 1

2
max
x∈[0,1]

(wn(x)− vn(x)) .

Оператор T однорiдний степеня p, що дозволяє сказати про збiжнiсть бiльше. Позна-
чивши θ = β

α
, iндукцiєю за n отримуємо точне спiввiдношення

wn(x) = θ p
n

vn(x),
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правильне при всiх n i x. Отже, вiдносна ширина двобiчної смуги однакова в усiх точках
вiдрiзка, вiдносна похибка оцiнюється як

∥un − u∗∥
∥u∗∥

≤ 1

2

(︁
θ p

n − 1
)︁
,

а потрiбну кiлькiсть iтерацiй для вiдносної точностi ε можна вказати наперед, ще до запуску
процесу:

n ≥
⌈︃

1

ln p
ln

ln(1 + 2ε)

ln θ

⌉︃
. (6)

На вiдмiну вiд апостерiорної, оцiнка (6) є апрiорною i не залежить анi вiд вигляду функцiї
Грiна, анi вiд типу крайових умов.

Наближенi розв’язки знаходились при k = 1 з вiдносною точнiстю ε = 10−5. У та-
блицi наведено норму наближеного розв’язку та кiлькiсть iтерацiй залежно вiд p; фактична
кiлькiсть iтерацiй у всiх випадках спiвпадає з апрiорною оцiнкою (6).

p 0, 1 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9

Задача з u(0) = 0, u(1) = 0

α 0, 7442 0, 3242 0, 0741 2, 11 · 10−3 6, 29 · 10−11

β 0, 7663 0, 3598 0, 0928 4, 00 · 10−3 5, 99 · 10−10

∥un∥ 0, 0867 0, 0405 0, 0103 4, 28 · 10−4 5, 28 · 10−11

n 4 8 15 32 117

Задача з u(0) = 0, u′(1) = 0

α 0, 837 0, 5110 0, 216 0, 0300 1, 26 · 10−6

β 0, 8711 0, 5895 0, 2937 0, 0583 1, 85 · 10−5

∥un∥ 0, 3064 0, 2062 0, 1012 0, 0192 4, 83 · 10−6

n 4 9 16 32 119
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Чисельний аналiз однiєї математичної моделi

мiкроелектромеханiчної системи методом двобiчних

наближень з використанням квазiфункцiї Грiна-Рвачова

Микита ГВОЗДЄВ
Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки, Харкiв, Україна

mykyta.hvozdev@nure.ua

Типова мiкроелектромеханiчна структура складається з тонкої пружної пластини (верх-
нiй електрод) та жорсткої провiдної пiдкладки (нижнiй електрод). Мiж електродами є по-
вiтряний зазор i до електродiв прикладена напруга, що створює електростатичне поле. За
деяких додаткових припущень математичною моделлю такої мiкроелектромеханiчної систе-
ми буде наступна задача Нав’є для напiвлiнiйного рiвняння четвертого порядку елiптичного
типу [1]:

∆2u− γ2∆u =
λ

(1− u)2
, x = (x1, x2) ∈ Ω, (1)

u
⃓⃓
∂Ω

= ∆u
⃓⃓
∂Ω

= 0, (2)

де u — прогин мембрани, 0 < u(x) < 1, x ∈ Ω; Ω ⊂ R2 — плоска область з кусково-гладкою
межею ∂Ω, яка задає форму пластини; γ2 — вiдношення натягу до жорсткостi; λ — параметр
електростатичної дiї.

Зауважимо, що задача (1), (2) записана у безрозмiрних змiнних.
Поклавши u1 = u, u2 = −∆u, задачу (1), (2) замiнимо першою крайовою задачею для

системи елiптичних рiвнянь другого порядку:

−∆u1 = u2, −∆u2 + γ2u2 =
λ

(1− u1)2
, x ∈ Ω, (3)

u1
⃓⃓
∂Ω

= u2
⃓⃓
∂Ω

= 0. (4)

Вважатимемо, що геометрiю областi Ω можна описати методомR-функцiй i побудувати
цим методом елементарну функцiю ω(x) таку, що ω(x) > 0 у Ω, ω(x) = 0 на ∂Ω i |∇ω(x)| ̸= 0

на ∂Ω. Використовуючи метод квазiфункцiй Грiна–Рвачова [2] вiд задачi (3), (4) перейдемо
до еквiвалентної системи iнтегральних рiвнянь Урисона

u1(x) =

∫︂
Ω

K(x, s)u1(s) ds+

∫︂
Ω

Q(x, s)u2(s) ds, (5)

u2(x) =

∫︂
Ω

K(γ)(x, s)u2(s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(γ)(x, s)(︁
1− u1(s)

)︁2 ds, (6)

де

Q(x, s) =
1

2π
ln

√︃
1 +

4ω(x)ω(s)

r2
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— квазiфункцiя Грiна–Рвачова для оператора Лапласа −∆u у просторi R2;

Q(γ)(x, s) =
1

2π

(︂
K0(γr)−K0

(︂
γ
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)

)︂)︂
— квазiфункцiя Грiна–Рвачова для оператора Гельмгольца −∆u+ γ2u у просторi R2;

K(x, s) = − ∂2

∂s21
g̃(x, s)− ∂2

∂s22
g̃(x, s),

K(γ)(x, s) = − ∂2

∂s21
g̃(γ)(x, s)− ∂2

∂s22
g̃(γ)(x, s) + γ2g̃(γ)(x, s),

де x = (x1, x2), s = (s1, s2), r = |x − s| =
√︁

(x1 − s1)2 + (x2 − s2)2, K0(z) — модифiкована
функцiя Бесселя другого роду,

g̃(x, s) =
1

2π
ln

1√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)

, g̃(γ)(x, s) =
1

2π
K0

(︂
γ
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)

)︂
.

На основi системи (5), (6) можна запропонувати означення узагальненого розв’язку
задачi (1), (2), а також побудувати iтерацiйний процес двобiчного характеру збiжностi, який
дозволить апроксимувати i шуканий розв’язок, i його лапласiан. Цей процес має вигляд

v
(k+1)
1 (x) =

∫︂
Ω

K+(x, s)v
(k)
1 (s) ds−

∫︂
Ω

K−(x, s)w
(k)
1 (s) ds+

∫︂
Ω

Q(x, s)v
(k)
2 (s) ds,

v
(k+1)
2 (x) =

∫︂
Ω

K
(γ)
+ (x, s)v

(k)
2 (s) ds−

∫︂
Ω

K
(γ)
− (x, s)w

(k)
2 (s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(γ)(x, s)(︂
1− v

(k)
1 (s)

)︂2 ds,
w

(k+1)
1 (x) =

∫︂
Ω

K+(x, s)w
(k)
1 (s) ds−

∫︂
Ω

K−(x, s)v
(k)
1 (s) ds+

∫︂
Ω

Q(x, s)w
(k)
2 (s) ds,

w
(k+1)
2 (x) =

∫︂
Ω

K
(γ)
+ (x, s)w

(k)
2 (s) ds−

∫︂
Ω

K
(γ)
− (x, s)v

(k)
2 (s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(γ)(x, s)(︂
1− w

(k)
1 (s)

)︂2 ds,
k = 0, 1, 2, . . . ,

v
(0)
1 (x) = v01(x), v

(0)
2 (x) = v02(x), w

(0)
1 (x) = w0

1(x), w
(0)
2 (x) = w0

2(x),

де
K+(x, s) = max{0, K(x, s)}, K−(x, s) = max{0,−K(x, s)},

K
(γ)
+ (x, s) = max{0, K(γ)(x, s)}, K

(γ)
− (x, s) = max{0,−K(γ)(x, s)}.

Початковим наближенням для запропонованого iтерацiйного процесу обираються кiн-
цi сильно iнварiантного конусного вiдрiзка для гетеротонного оператора, що визначається
правою частиною системи (5), (6).
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Найкращi наближення класiв типу Нiкольського –Бєсова

перiодичних функцiй багатьох змiнних у пiдпросторах

Лебега

Свiтлана ГЕМБАРСЬКА
Волинський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки, Луцьк, Україна
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Дослiджуються наближення класiв BΩ
p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних, де Ω(t) =

ω(
d∏︁
j=1

tj), а функцiя ω(τ) – задана функцiя однiєї змiнної τ типу модуля неперервностi поряд-

ку l. Вважаємо, що ця функцiя задовольняє умови (Sα) та (Sl), якi називаються умовами
Барi –Стєчкiна.

Означимо апроксимацiйну характеристику, яка нами дослiджується. Поставимо у вiд-
повiднiсть кожному вектору s ∈ Nd множину вигляду

ρ(s) := {k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d}

i для n ∈ N покладемо

Qn :=
⋃︂

∥s∥1<n

ρ(s), де ∥s∥1 := s1 + s2 + ...+ sd.

Множина Qn називається схiдчастим гiперболiчним хрестом.
Далi у ваiдповiднiсть множинi Qn поставимо сукупнiсть тригонометричних полiномiв

вигляду

T (Qn) := {t : t(x) =
∑︂
k∈Qn

cke
i(k,x), x ∈ Rd, ck ∈ C}.

Нехай X ⊂ L1(Td), Td :=
d∏︁
j=1

[0; 2π), – пiдпростiр сумовних функцiй iз нормою ∥ · ∥X .

Для функцiї f ∈ X означимо величину

EQn(f)X := inf
t∈T (Qn)

∥f − t∥X ,

i для функцiонального класу F ⊂ X покладемо

EQn(F )X := sup
f∈F

EQn(f)X .

Означена величина називається найкращим наближенням класу F тригонометричними по-
лiномами з множини T (Qn).

Нами одержанi точнi за порядком оцiнки величини EQn(B
Ω
p,θ)Bq,1 , для деяких спiввiд-

ношень мiж параметрами p i q. Зауважимо, що норма у просторi Bq,1 (див., наприклад, [1])
є ” сильнiшою ”, нiж Lq -норма.

Сформулюємо одержанi результати.
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Теорема 1. Нехай d ≥ 2, 1 < p ≤ q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω(
d∏︁
j=1

tj), де ω(τ) задовольняє

умову (Sα) з деяким α > 1
p
− 1

q
i умову (Sl). Тодi справедлива порядкова оцiнка

EQn(B
Ω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)2n(

1
p
− 1
q
)n(d−1)(1− 1

θ
).

Теорема 2. Нехай d ≥ 2, 1 < q < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω(
d∏︁
j=1

tj), де ω(τ) задовольняє

умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi виконується порядкове спiввiдношення

EQn(B
Ω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

На пiдставi одержаних результатiв зробимо наступний коментар.
Порiвнявши оцiнки в теоремах 1, 2 з вiдповiдними оцiнками величин EQn(B

Ω
p,θ)q :=

EQn(B
Ω
p,θ)Lq(Td), виявляємо, що крiм випадку θ = 1 , розглянута апроксимацiйна характери-

стика у просторах Bq,1 i Lq є рiзною за порядком.
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Застосування колокацiйно-iтеративного методу для

вiдшукання розв’язку iнтегро-функцiональних рiвнянь з

малою нелiнiйнiстю та обмеженнями
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У просторi L2(a; b) розглядаються iнтегро-функцiональнi рiвняння з малою нелiнiйнi-
стю

y(x) = f(x) +

∫︂ b

a

K(x; t)y(t)dt+

∫︂ b

a

H(x; t)h(y(t))dt+ ε

∫︂ b

a

G(x; t)F (t; y(t))dt, x ∈ [a; b] (1)

з умовою
y(x) = ψ(x), x /∈ [a; b] (2)

та обмеженнями ∫︂ b

a

Φi(t)y(t)dt = γi, i = 1,m, (3)

де f(x), ψ(x) – заданi на [a; b] та за його межами функцiї, а y(x) – шукана функцiя. Лiнiйно-
незалежна система функцiй {Φi(x)} та числова множина {γi}, i = 1,m – вiдомi. До рiв-
няння (1) з умовами (2), (3) зводиться крайова задача для диференцiального рiвняння з
вiдхиленням аргументу iз запiзненням, у частковому випадку сталого запiзнення ∆, h(x) =

x−∆, ∆ > 0. У працях [1, 2] дослiджено питання побудови наближених розв’язкiв iнтегро-
функцiональних рiвнянь iз малою нелiнiйнiстю без накладання додаткових обмежень.

Задачу (1)-(3) вважатимемо сумiсною, якщо iснує така функцiя y(x) яка є розв’язком
рiвняння (1), задовольняє умову (2) та обмеження (3).

Функцiї K(x; t), H(x; t), G(x; t) у квадратi [a; b]2 задовольняють умови∫︂ b

a

∫︂ b

a

K2(x; t)dxdt = K2 <∞,

∫︂ b

a

∫︂ b

a

H2(x; t)dxdt = H2 <∞, (4)∫︂ b

a

∫︂ b

a

G2(x; t)dxdt = G2 <∞;

функцiя F (t; y) в областi D = {a ≤ t ≤ b, −∞ ≤ y ≤ ∞} вимiрна за t при всiх y, неперервна
при всiх t (умова Каратеодорi) i задовольняє умову Лiпшиця

| F (t; y)− F (t; ȳ) |≤ L | y − ȳ |,
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де L – деяка додатна стала; функцiя h(x) є неперервною разом iз своєю похiдною на [a; b] i
справджуються нерiвностi

x− h(x) ≥ ∆ > 0, (5)

h′(x) ≥ l > 0. (6)

Послiдовнi наближення до шуканого розв’язку задачi (1)-(3) вiдповiдно до колокацiйно-
iтеративного методу знаходимо наступним чином:

zk(x) = f(x) +

∫︂ b

a

K(x; t)yk−1(t)dt+

∫︂ b

a

H(x; t)yk−1(h(t))dt+

+ε

∫︂ b

a

G(x; t)F (t; yk−1(t))dt, x ∈ [a; b], (7)

yk−1(x) = ψ(x), x /∈ [a; b], (8)

ỹk(x) = zk(x) +

∫︂ b

a

K(x; t)uk(t)dt+

∫︂ b

a

H(x; t)uk(h(t))dt, x ∈ [a; b], (9)

uk(x) =
m∑︂
j=1

λkj ξj, x ∈ [a; b], uk(x) = 0, x /∈ [a; b], (10)

wk(x) =
n∑︂
s=1

aksφs(x), (11)

де yk−1(x) – попереднє наближення {φs(x)}ns=1 та {ξj(x)}, j = 1,m – деякi лiнiйно-незалежнi
системи функцiй, причому ξj(x) = 0, коли x /∈ [a; b].

Для визначення невiдомих параметрiв λkj отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь, а невiдомi коефiцiєнти aks у формулi (11) знаходимо з умови

wk(xi) = zk(xi)− zk−1(xi) = 0, i = 1, n. (12)

У випадку сумiсностi задачi (1)-(3) послiдовнi наближення {ỹk(x)}, побудованi за до-
помогою методу (6)-(12), будуть при деякому n збiгатися до точного розв’язку цiєї задачi,
причому швидкiсть збiжностi зростатиме iз збiльшенням n.
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Неперервнi дроби, зокрема модифiкованi регулярнi C-дроби, є ефективним i широко
застосовуваним апаратом апроксимацiї спецiальних функцiй [1, 2]. На практицi коефiцiєнти
неперервного дробу вiдомi лише наближено – внаслiдок похибок вимiрювання або заокру-
глення при обчисленнях. Тому стiйкiсть неперервних дробiв до збурень їх коефiцiєнтiв є
умовою коректностi й надiйностi вiдповiдних чисельних алгоритмiв. Знаходження явних
множин комплексної площини, на яких гарантується стiйкiсть до збурень неперервного дро-
бу, дає змогу контролювати точнiсть обчислень i є актуальною задачею сучасної аналiтичної
теорiї неперервних дробiв [3].

Розглянемо модифiкований регулярний C-дрiб

a0

z +
a1

z +
a2

z + ...

, ak ∈ R, ak ̸= 0, k ≥ 0, z ∈ C, (1)

та його збурення ˆ︁a0
z +

ˆ︁a1
z +

ˆ︁a2
z + ...

, ˆ︁ak ∈ R, ˆ︁ak ̸= 0, k ≥ 0. (2)

Позначимо через fn(z), ˆ︁fn(z) n-тi апроксиманти неперервних дробiв (1), (2), а через Q(n)
k (z),ˆ︁Q(n)

k (z), 0 ≤ k ≤ n, – хвости апроксимант fn(z), ˆ︁fn(z) вiдповiдно, причому

Q(n)
n (z) = ˆ︁Q(n)

n (z) = z, Q
(n)
k (z) = z +

ak+1

Q
(n)
k+1(z)

, ˆ︁Q(n)
k (z) = z +

ˆ︁ak+1ˆ︁Q(n)
k+1(z)

, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Скрiзь надалi вважаємо, що fn(z) ̸= 0, Q(n)
k (z) ̸= 0, ˆ︁Q(n)

k (z) ̸= 0 на розглядуванiй множинi.
Покладемо

ε(a) = sup
k≥0

⃓⃓⃓⃓ˆ︁ak − ak
ak

⃓⃓⃓⃓
, ε(f)n =

ˆ︁fn(z)− fn(z)

fn(z)
, n ≥ 1.

Модифiкований регулярний C-дрiб (1) називають стiйким до збурень у точцi z0 ∈ C,
якщо для довiльного ε > 0 знайдеться δε(z0) > 0 таке, що з нерiвностi ε(a) < δε(z0) випливає
|ε(f)n | < ε для всiх n ≥ 1. Множину Ω ⊂ C називають множиною поточкової стiйкостi до
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збурень, якщо модифiкований регулярний C-дрiб (1) є стiйким до збурень в кожнiй точцi
Ω, i множиною рiвномiрної стiйкостi до збурень, якщо, крiм того, число δε можна вибрати
одним i тим самим для всiх z ∈ Ω.

Лема 1. Нехай fn(z) ̸= 0 для всiх z ∈ Ω, i нехай Q
(n)
k (z) ̸= 0, ˆ︁Q(n)

k (z) ̸= 0 для всiх 0 ≤
k ≤ n, z ∈ Ω. Тодi вiдносна похибка ε(f)n = ( ˆ︁fn(z)− fn(z))/fn(z) n-ї апроксиманти збуреного
модифiкованого регулярного C-дробу (2) визначається формулою

ε(f)n = ε
(a,1)
0 + (1 + ε

(a,1)
0 )

n∑︂
p=1

˜︁G(n,(−1)p)
p (z)ε(a,(−1)p)

p

p−1∏︂
m=1

G(n,(−1)m)
m (z),

де
ε
(a,−1)
k =

ak − ˆ︁akˆ︁ak , ε
(a,1)
k =

ˆ︁ak − ak
ak

, k ≥ 0,

G
(n,σ)
k (z) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ˆ︁akˆ︁Q(n)

k−1(z)
ˆ︁Q(n)
k (z)

, σ = −1,

ak

Q
(n)
k−1(z)Q

(n)
k (z)

, σ = 1,

˜︁G(n,σ)
k (z) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ˆ︁akˆ︁Q(n)

k−1(z)Q
(n)
k (z)

, σ = −1,

ak

Q
(n)
k−1(z)

ˆ︁Q(n)
k (z)

, σ = 1,

1 ≤ k ≤ n.

Наступна лема зводить оцiнку вiдносної похибки ε(f)n до оцiнки хвостiв Q(n)
k (z), ˆ︁Q(n)

k (z).

Лема 2. Нехай iснують сталi A > 0, ρ > 0 такi, що |ak| ≤ A, |ˆ︁ak| ≤ A, k ≥ 0, |Q(n)
k (z)| ≥ ρ,

| ˆ︁Q(n)
k (z)| ≥ ρ, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i нехай g = A/ρ2 < 1, ε(a) < 1. Тодi для всiх n ≥ 1

|ε(f)n | ≤ ε(a) +
ε(a)(1 + ε(a))

1− ε(a)
· g (1− gn)

1− g
. (3)

Застосувавши Лему 2 до множини, яка є зовнiшнiстю круга з центром у початку ко-
ординат, отримуємо множину рiвномiрної стiйкостi до збурень.

Теорема 1. Нехай iснує стала A > 0 така, що |ak| ≤ A, |ˆ︁ak| ≤ A, k ≥ 0, i ε(a) < 1. Тодi
множина ΩR = {z ∈ C : |z| ≥ R}, R > 2

√
A, є множиною рiвномiрної стiйкостi до збурень

модифiкованого регулярного C-дробу (1), i для вiдносної похибки n-ї апроксиманти для всiх
n ≥ 1 справджується оцiнка (3) з g = 4A/

(︁
R +

√
R2 − 4A

)︁2
.

Об’єднавши множини рiвномiрної стiйкостi з Теореми 1 за всiма допустимими радiу-
сами R > 2

√
A, отримуємо множину поточкової стiйкостi до збурень.

Теорема 2. За умов Теореми 1 множина ΩA =
⋃︁
R>2

√
AΩR = {z ∈ C : |z| > 2

√
A} є множи-

ною поточкової стiйкостi до збурень модифiкованого регулярного C-дробу (1), i для кожної
точки z0 ∈ ΩA та всiх n ≥ 1 справджується оцiнка (3) з g = 4A/(|z0|+

√︁
|z0|2 − 4A)2.
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Нехай X – комплексний банахiв простiр, A : D(A) ⊂ X → X, B : D(B) ⊂ X → X –
замкненi оператори. Розглянемо двостороннє рiзницеве рiвняння⎧⎨⎩xn+1 = Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 = Bxn + yn, n ≤ 0.
(1)

Наша мета – визначити умови на оператори A та B, за яких рiвняння (1) має єдиний обме-
жений розв’язок {xn} для довiльної обмеженої послiдовностi {yn}.

Вiдомо, що якщо спектр σ(A) замкненого оператора A не перетинається з одиничним
колом S = {z ∈ C | |z| = 1}, σ−(A), σ+(A) – частини спектра σ(A), що лежать вiдповiдно
всерединi i зовнi кола S, то простiр X розкладається в пряму суму X = X−(A)+̇X+(A)

iнварiантних вiдносно A пiдпросторiв X±(A) таким чином, що X−(A) ⊂ D(A), звуження
A− : X−(A) → X−(A) оператора A на X−(A) є лiнiйним обмеженим оператором зi спектром
σ−(A), а звуження A+ : D(A+) ⊂ X+(A) → X+(A) є замкненим оператором з областю
визначення D(A+) = X+(A) ∩D(A) i спектром σ+(A).

Основний результат мiстить така теорема.

Теорема 1. Для того щоб рiвняння (1) мало єдиний обмежений розв’язок {xn} для довiль-
ної обмеженої послiдовностi {yn}, необхiдно i достатньо, щоб виконувались такi умови:

(i1) σ(A) ∩ S = ∅, σ(B) ∩ S = ∅;
(i2) X = X−(A)+̇X+(B).

Також встановлено, що при виконаннi умов теореми 1 координати вiдповiдного до {yn}
єдиного обмеженого розв’язку {xn} рiзницевого рiвняння (1) визначаються таким чином.
Нехай P−, P+ та P−(A), P+(A) – пари проєкторiв, що вiдповiдають зображенням

X = X−(A)+̇X+(B) та X = X−(A)+̇X+(A), xA =
∞∑︁
k=1

A−k
+ P+(A)yk, xB =

0∑︁
k=−∞

B−k
− P−(B)yk.

Тодi
x1 = P−xB − P+xA;

для кожного n ≥ 2

xn =
n−1∑︂
k=1

An−1−k
− P−(A)yk −

∞∑︂
k=n

An−1−k
+ P+(A)yk + An−1

− P−(xB + xA);

для кожного n ≤ 0

xn =
n−1∑︂
k=−∞

Bn−1−k
− P−(B)yk −

0∑︂
k=n

Bn−1−k
+ P+(B)yk −Bn−1

+ P+(xB + xA).
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Дослiдження присвячене вивченню градiєнтної моделi фазових осциляторiв, яка опи-
сує колективну динамiку та енергетичний ландшафт систем фрустрованих спiнiв. Модель
належить до класу Курамото i задана на кiльцi з iдентичних осциляторiв, у якому взаємодiя
найближчих сусiдiв конкурує зi взаємодiєю наступних сусiдiв. Симетрiя кiльця вiдобража-
ється в циркулянтнiй структурi матрицi зв’язку, що надає зручний аналiтичний iнструмент
для дослiдження колективних режимiв та їхньої стiйкостi. Значну увагу придiлено висо-
кому рiвню мультистабiльностi системи: через фрустрований характер зв’язку одночасно
спiвiснують численнi рiвноваги — вiд станiв синхронiзацiї, обертових хвиль (rotating waves)
та протифазних станiв до асиметричних нерухомих точок i цiлих многовидiв рiвноваг. Отри-
мано повну класифiкацiю їхньої стiйкостi залежно вiд параметрiв зв’язку; зокрема, окремо
встановлено умови стiйкостi стану повної синхронiзацiї як одного з найважливiших, з фi-
зичної точки зору, колективних режимiв. Аналогiчний результат отримано i для випадку
взаємодiї з трьома сусiдами. Зi змiною параметрiв зв’язку мультистабiльнiсть системи сут-
тєво трансформується внаслiдок регулярних та вироджених бiфуркацiй.

Окремо дослiджено, як сила зв’язку мiж осциляторами впливає на енергетичний ланд-
шафт фрустрованої системи. Особливу увагу придiлено множинам Максвелла — критичним
значенням параметрiв, при яких глобальний мiнiмум енергiї переходить вiд одного стану до
iншого. Виявлення таких множин дає змогу окреслити межi енергетичного ландшафту та
визначити, який фазовий стан є енергетично вигiдним у заданому режимi зв’язку. Показано,
що в термодинамiчнiй границi поведiнка системи узгоджується з вiдомими результатами для
спiнових ланцюжкiв за певних крайових умов [1], що свiдчить про можливiсть застосування
розвиненого пiдходу до задач оптимiзацiї енергiї в системах iз загальнiшою або складнiшою
структурою.

Отриманi результати окреслюють природнi напрямки подальшого розвитку роботи.
Оскiльки модель належить до ширшого класу систем типу Курамото з довiльною цирку-
лянтною структурою зв’язку, доцiльним є поширення повної класифiкацiї рiвноваг та енерге-
тичного ландшафту на випадок взаємодiї з трьома i бiльше сусiдами. Iншим перспективним
напрямком є перехiд вiд кiльцевої геометрiї до двовимiрної ґратки, що ближче вiдповiдає
вихiднiй фiзичнiй постановцi задачi про фрустрованi спiновi системи.
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Задача забезпечення безпеки нейромережевих soft-sensor’iв для промислового сушiн-
ня (барабаннi сушарки) вимагає гарантованого обмеження чутливостi прогнозу до збурень
вхiдних даних — зокрема до аварiйного показання несправного датчика. Природним видає-
ться намагання скористатися апаратом теорiї обмеженого L-iндексу (школа О.Б. Скаскiва,
А. I. Бандури [1]), переозначивши класичну нерiвнiсть

|u(k)(z)|
k!Lk(z)

≤ max
0≤j≤p

|u(j)(z)|
j!Lj(z)

як зовнiшнiй штраф на зростання похiдних виходу мережi вiдносно фiзично обґрунтованої
вагової функцiї L.

У цiй роботi показано, що таке пряме перенесення позбавлене математичного обґрун-
тування. Сила наведеної нерiвностi для цiлих (голоморфних) функцiй полягає не в самiй
формi запису, а в тому, що скiнченна перевiрка похiдних до порядку p гарантує, через
аналiтичнiсть (iнтеграл Кошi, принцип максимуму модуля), виконання нерiвностi для всiх
вищих порядкiв. Нейронна мережа з дiйсними фiзичними входами й, як правило, кусково-
лiнiйними активацiями (ReLU) такої властивостi не має i не потребує: перенесення форми
нерiвностi без цiєї аналiтичної основи не дає жодної додаткової гарантiї понад ту, що вкла-
дена безпосередньо у визначення штрафу.

Теорема (Спектральна межа безпеки). Нехай fθ = WL ◦σL−1 ◦WL−1 ◦· · ·◦σ1 ◦W1 — мережа
прямого поширення з 1-Лiпшицевими активацiями, що дiє на входи, нормованi власни-
ми фiзичними масштабами задачi. Тодi константа Лiпшиця мережi обмежена добутком
спектральних норм матриць ваг:

Lip(fθ) ≤
L∏︂
i=1

∥Wi∥2. (1)

Нерiвнiсть (1) — стандартний, доведений результат (субмультиплiкативнiсть оператор-
ної норми), що лежить в основi методiв спектральної нормалiзацiї та штрафної регуляризацiї
Лiпшиця [2]. Якщо фiзично обґрунтований порiг ∆Tmargin(W ) (виведений з ефекту «мокрого
термометра» та часу теплової релаксацiї кристала) перевищує лiву частину (1), то прогноз
мережi гарантовано не порушує умов безпеки за просторовим i часовим напрямками одно-
часно.
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Лема. Апарат обмеженого L-iндексу та контроль константи Лiпшиця через спектральнi
норми — це рiзнi за природою iнструменти: перший спирається на аналiтичну структуру
функцiї, другий — на алгебраїчну структуру композицiї лiнiйних вiдображень i не потребує
аналiтичностi.

Вiдкритим лишається питання iншого штибу, яке, на нашу думку, становить само-
стiйний iнтерес для теорiї функцiй: чи має сам розв’язок T (r, z, t) системи параболiчних
рiвнянь тепломасообмiну (а не навчена нейромережа, що його апроксимує) обмежений (дiй-
сний) L-iндекс, вагова функцiя якого виводиться безпосередньо з коефiцiєнтiв рiвняння?
Згладжувальна властивiсть теплового ядра робить такий розв’язок аналiтичним при t > 0,
що дає пiдстави для постановки цього питання коректно.

Лiтература

[1] Bandura A. I., Skaskiv O.B. Entire functions of several variables of bounded index. Lviv:
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Знакозмiннi функцiї Ляпунова для розширень динамiних

систем на многовидах

Iван ГРОД, Iнна ГРОД
Тернопiльський нацiональний педагогiчний унiверстьет iм.ВолодимираГгнатюка,

м.Тернопiль, Україна

igrod@ukr.net

Дослiджується питання про взаємозв’язок мiж властивостями матрицанта лiнiйних
розширень динамiчних систем на торi для експоненцiально дихотомiчних i слабо регулярних
лiнiйних систем.

Розглянемо системи диференцiальних рiвнянь виду

dφ

dt
= a (φ) ,

dx

dt
= A (φ) x, (1)

де вектор-функцiя a (φ) i математична функцiя A (φ) є неперервними за всiєю сукупнiстю
змiнних φ1, . . . , φm i 2π – перiодичними за кожною змiнною φj, j = 1,m, тобто заданi
на m-вимiрному торi Tm; x ∈ Rn (a (φ) ∈ CLip (Tm), A (φ) ∈ C0 (Tm)). Додатково вiдносно
вектор-функцiї a (φ) припускаємо, що задача Кошi dφ

dt
= a (φ) , φ|t=0 = φ0 при кожному

фiксованому значеннi φ0 ∈ Tm має єдиний розв’язок φt (φ0). Є очевидним, що цей розв’язок
визначений при всiх t ∈ R i неперервно залежить вiд φ0. Нагадаємо, що система (1) регу-
лярна, якщо вона має єдину функцiю Грiна задачi про iнварiантнi многовиди.

Теорема. Припустимо, що iснує скалярна функцiя T = T (φ) ∈ C ′ (Tm), для якої виконує-
ться нерiвнiсть ⃦⃦⃦

Ω
T (φ)
0

⃦⃦⃦2
0

⃓⃓⃓
1 + Ṫ (φ)

⃓⃓⃓
0
< 1, (2)

де Ωt
0 (φ;A) -матрицант лiнiйної системи dx

dt
= A (φt (φ)) x.

Тодi система (1) буде регулярною i обов’язково T (φ) ̸= 0 ∀, φ ∈ Tm. Бiльше того,
якщо T (φ) > 0 , то тривiальний тор x = 0 системи (1) є експоненцiально стiйким на
−∞.
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У доповiдi розглядаються задачi побудови обмежених на множинi

D = {(t, r, φ, z)| t > 0; r ∈ I+n =
n+1⋃︁
j=1

Ij ≡
n+1⋃︁
j=1

(Rj−1;Rj); R0 > 0; Rn+1 ≡ R < +∞;

φ ∈ (0;φ0); 0 < φ0 < 2π; z ∈ (−l1; l2) lj ≥ 0, l1 + l2 ̸= 0} класичних розв’язкiв лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними гiперболiчного типу 2-го порядку зi змiнними
коефiцiєнтами [3]

∂2uj
∂t2

−
[︃
a2rj

(︃
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)︃
+
a2φj
r2

∂2

∂φ2
+ a2zj

∂2

∂z2

]︃
uj+

+χ2
juj = fj(t, r, φ, z); r ∈ Ij; j = 1, n+ 1 (1)

з початковими умовами

uj|t=0 = g1j (r, φ, z);
∂uj
∂t

⃓⃓⃓⃓
t=0

= g2j (r, φ, z); r ∈ Ij; j = 1, n+ 1, (2)

крайовими умовами (︃
− ∂

∂z
+ h1

)︃
uj

⃓⃓⃓⃓
z=−l1

= w1
j (t, r, φ); (3)(︃

∂

∂z
+ h2

)︃
uj

⃓⃓⃓⃓
z=l2

= w2
j (t, r, φ); hj ≥= 0; h1 + h2 ̸= 0; j = 1, n+ 1,(︃

α0
11

∂

∂r
+ β0

11

)︃
u1

⃓⃓⃓⃓
r=R0

= g0(t, φ, z);

(︃
αn=1
22

∂

∂r
+ βn+1

22

)︃
un+1

⃓⃓⃓⃓
r=R

= g(t, φ, z), (4)

одними з крайових умов на гранях клина [1]

uj|φ=0 = g1j(t, r, z); uj|φ=φ0
= w1j(t, r, z); j = 1, n+ 1, (5)

uj|φ=0 = g2j(t, r, z);
∂uj
∂φ

⃓⃓⃓⃓
φ=φ0

= −w2j(t, r, z); j = 1, n+ 1, (6)

∂uj
∂φ

⃓⃓⃓⃓
φ=0

= g3j(t, r, z); uj|φ=φ0
= w3j(t, r, z); j = 1, n+ 1, (7)

∂uj
∂φ

⃓⃓⃓⃓
φ=0

= g4j(t, r, z);
∂uj
∂φ

⃓⃓⃓⃓
φ=φ0

= −w4j(t, r, z); j = 1, n+ 1 (8)

та умовами спряження [2][︃(︃
αkj1

∂

∂r
+ βkj1

)︃
uk −

(︃
αkj2

∂

∂r
+ βkj2

)︃
uk+1

]︃⃓⃓⃓⃓
r=Rk

= 0; j = 1, 2; k = 1, n, (9)
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де arj, aφj, azj, χj, αkjs, βkjs – деякi сталi;

α0
11 ≤ 0, β0

11 ≥ 0; |α0
11|+ β0

11 ̸= 0;

αn+1
22 ≥ 0, βn+1

22 ≥ 0; αn+1
22 + βn+1

22 ̸= 0;

cjk ≡ αk2jβ
k
1j − αk1jβ

k
2j ̸= 0; c1k · c2k > 0;

fj(t, r, φ, z), g
s
j (r, φ, z), w

s
j(t, r, φ), g0(t, φ, z); g(t, φ, z); gpj(t, r, z); wpj(t, r, z);

(s = 1, 2; p = 1, 4; j = 1, n+ 1),

– заданi дiйснi обмеженi неперервнi функцiї; uj(t, r, φ, z) – шуканi дiйснi двiчi неперервно
диференцiйовнi функцiї.

Одержанi iнтегральнi зображення розв’язкiв гiперболiчних початково-крайових задач
спряження (1)-(4), (5), (9); (1)-(4), (6), (9); (1)-(4), (7), (9); (1)-(4), (8), (9) носять алгори-
тмiчний характер, неперервно залежать вiд параметрiв i вихiдних даних задач й можуть
бути використанi як у подальших теоретичних дослiдженнях, так i в практицi iнженерних
розрахункiв математичних моделей коливних процесiв у кусково-однорiдних середовищах,
якi описуються цилiндричною системою координат.
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Хоча тахiонну гiпотезу повсюдно пов’язують iз часовими парадоксами, нещодавнi до-
слiдження Andréka, Madarász, Németi, Stannett, Székely вказують на те, що рух швидше за
свiтло не обов’язково передбачає ретропричиннi подорожi в часi. Однак iснуючi тахiоннi
кiнематики, що базуються на перетвореннях Рекамi–Ольховського–Гольдонi та Хассанi, не
можуть бути адекватно оцiненi на предмет часової незворотностi за допомогою аксiомати-
чних структур Andréka та iн. У попереднiх результатах цю проблему було розв’язано шля-
хом доведення абстрактних теорем про неповернення в межах теорiї кiнематичних мiнливих
множин. У цiй доповiдi представленi узагальнення теорем про неповернення, розроблених у
попереднiх роботах. Виявляється, що умови цих теорем дозволяють зробити значно сильнiшi
висновки щодо часової незворотностi вихiдної кiнематики. Як наслiдок, можна встановити
бiльш потужнi формулювання цих теорем.

Надалi буде використовуватись стандартна система понять i позначень теорiї мiнливих
множин та абстрактної кiнематики, розроблена у роботах [1, 2]. Зауважимо, що з коротким
вступом до теорiї мiнливих множин та абстрактної кiнематики можна ознайомитися в [1,
роздiли 2,3].

Означення 1. Нехай F — довiльна унiверсальна кiнематика∗. Ланцюговий шлях

L = (A, (A1, f1) , . . . , (An, fn)) , n ∈ N,

називається нетривiальним в F , якщо

card(A) ≥ 2,

де card(A) позначає потужнiсть множини A. В iншому випадку шлях L називатиметься
тривiальним.

Означення 2. Унiверсальна кiнематика F називається позитивно часонезворотною тодi
i тiльки тодi, коли для кожної системи вiдлiку f ∈ LF та для кожного нетривiального
ланцюгового шляху L, геометрично циклiчного в системi вiдлiку f та кусково геометрично
стацiонарного в F , виконується нерiвнiсть

t
(︁
esl(po(L))

)︁
<f t

(︁
esl(ki(L))

)︁
.

Теорема 1. Будь-яка слабко часопозитивна унiверсальна кiнематика F є позитивно ча-
сонезворотною.

∗Означення унiверсальної кiнематики можна знайти в [3, стор. 156] або [1, Definition 6].
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Означення 3. Називатимемо унiверсальну кiнематику F абсолютно часонезворотною,
якщо будь-яка унiверсальна кiнематика F1, еквiвалентна до кiнематики F вiдносно пере-
творень координат (тобто така, що F1 ∼ F), є позитивно часонезворотною.

Теорема 2. Будь-яка слабко часопозитивна унiверсальна кiнематика F є абсолютно ча-
сонезворотною.

Строге математичне означення слабко часопозитивної унiверсальної кiнематики див. у
[2, Definition 9, пункт 5]. З iнтуїтивної точки зору, слабко часопозитивна унiверсальна кiне-
матика F представляє собою певний абстрактний “свiт”, який мiстить таку систему вiдлiку
f0 ∈ LF , вiдносно якої годинники в усiх iнших системах вiдлiку обертаються в додатному
напрямку.

Ця робота є частиною проєкту, який отримав фiнансування за Програмою до-
слiджень та iнновацiй Європейського Союзу «Горизонт 2020» в рамках гран-
тової угоди Марiї Склодовської-Кюрi № 873071, SOMPATY.
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Нехай Ωj ⊂ Rn – вiдкрита обмежена область з нескiнченно гладкою компактною грани-
цею ∂Ωj для всiх j = 1, . . . , J [1, означення 3.2.1/2]. Розглядаємо ∂Ωj як гладкий многовид,
Ujl (l = 1, . . . , N) – локальнi карти, що покривають ∂Ωj. Позначимо через C∞(Ujl) простiр
нескiнченно диференцiйованих комплекснозначних функцiй на Ujl. Нехай

yl = (yl1, . . . , y
l
n−1)

– локальнi координати на ∂Ωj, визначенi дифеоморфiзмами

yl : Ujl → Rn−1,

з оберненими вiдображеннями y−l. Нехай C∞(∂Ωj) – простiр комплекснозначних функцiй
на ∂Ωj, таких, що

u(yl) = u ◦ y−l ∈ C∞(yl(Ujl))

для всiх l = 1, . . . , N .
Лiнiйний диференцiальний оператор

D : C∞(Ujl) → C∞(Ujl)

порядку m ∈ N на Ujl має вигляд
D =

∑︂
|α|≤m

aα∂
α,

де aα ∈ C∞(Ujl),

|α| = α1 + . . .+ αn−1, αi ∈ Z+, i = 1, . . . , n− 1,

∂α = ∂α1
1 · · · ∂αn−1

n−1 , ∂i =
∂

∂yli
.

Використовуючи вiдображення

δyl : C
∞(yl(Ujl)) → C∞(Ujl),

де
δyl(v) := v ◦ yl
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для всiх v ∈ C∞(yl(Ujl)), кожному iндексу l = 1, . . . , N спiвставимо оператор

Dyl : C
∞(yl(Ujl)) → C∞(yl(Ujl),

де
Dyl := δ−1

yl
◦D ◦ δyl .

Тодi дiя оператора Du на функцiї u ∈ C∞(∂Ωj) в локальних координатах yl = (yl1, . . . , y
l
n−1)

визначається як
Du(yl) = Dyl(u ◦ y−l)

для всiх l = 1, . . . , N .
На ∂Ωj розглядаємо елiптичний диференцiальний оператор Lj (j = 1, . . . , J) порядку

2m ∈ N, який в локальних координатах yl = (yl1, . . . , y
l
n−1) (l = 1, . . . , N) має вигляд

Lju(y
l) =

∑︂
|α|≤2m

aj,α(y
l) ∂α(u ◦ y−l), aj,α(y

l) ∈ C∞(yl(Ujl)),

де aj,α(yl) ∈ R для |α| = 2m. Припускаємо, що iснує таке число c > 0, що

(−1)m
∑︂

|α|=2m

aj,α(y
l)ξα ≥ c|ξ|2m

для всiх ξ ∈ Rn−1.
Нехай Lj з областю визначення

D(Lj) = C∞(∂Ωj)

є симетричний в L2(∂Ωj). Тодi його замикання Aj має точковий спектр i область визначення
D(Akj ) його k-го степеня спiвпадає з простором Соболєва W 2mk

2 (∂Ωj).
Для будь-якого ν > 0 визначимо пiдпростiр

Eν(Aj) =

⎧⎨⎩u ∈ L2(∂Ωj) : ∥u∥Eν(Aj) =
∑︂
k∈Z+

∥(Aj/ν)ku∥L2(∂Ωj) <∞

⎫⎬⎭ .

Об’єднання
E(Aj) =

⋃︂
ν>0

Eν(Aj)

надiлимо квазiнормою

∥u∥E(Aj) = ∥u∥L2(∂Ωj) + inf {ν > 0: u ∈ Eν(Aj)} .

Оператор Aj самоспряжений в L2(∂Ωj), а тому E(Aj) щiльний в L2(∂Ωj). Припустимо, що
0 ∈ ρ(Aj) для всiх j = 1, . . . , J , де ρ(Aj) є резольвентна множина Aj.

Нехай E – поповнення тензорного добутку

E(A1)⊗ . . .⊗ E(AJ)
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у проективнiй квазiнормi

∥w∥E = inf
∑︂
n

∥u1n∥E(A1) . . . ∥uJn∥E(AJ ),

де inf береться за всiма представленнями

w =
N∑︂
n=1

⨂︂
j

ujn

зi скiнченним N , такими, що ⨂︂
j

ujn ∈ E(A1)⊗ . . .⊗ E(AJ).

Через L2 позначимо поповнення тензорного добутку

L2(∂Ω1)⊗ . . .⊗ L2(∂ΩJ)

у проективнiй нормi
∥w∥L2 = inf

∑︂
n

∥u1n∥L2(∂Ω1) . . . ∥uJn∥L2(∂ΩJ ).

Для пари iндексiв 0 < s <∞, 0 < τ ≤ ∞ визначимо апроксимацiйний простiр

Bs
τ (E ,L2) =

{︁
w ∈ L2 : ∥w∥Bs

τ (E ,L2) <∞
}︁

з квазiнормою

∥w∥Bs
τ (E ,L2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︃∫︂ ∞

0

[tsE(t, w;E ,L2)]
τ dt

t

)︃1/τ

, 0 < τ <∞,

sup
t>0

tsE(t, w;E ,L2), τ = ∞.

Тут
E(t, w;E ,L2) = inf

{︁
∥w − w0∥L2 : w

0 ∈ E , ∥w0∥E ≤ t
}︁
, w ∈ L2, t > 0.

Доводимо прямi та оберненi апроксимацiйнi теореми у формi нерiвностей типу Дже-
ксона i Бернштейна, в яких константи виражаються через параметри апроксимацiйних про-
сторiв Bs

τ (E ,L2) [2].
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Обґрунтування методу усереднення для багаточастотних

систем диференцiальних рiвнянь iз сталим запiзненням

Максим Домнiцак
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Розглядається нелiнiйна багаточастотна система диференцiальних рiвнянь iз сталим
запiзненням вигляду:

da

dτ
= X(τ, a∆, φΘ),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, a∆, φΘ), (1)

де a i φ – вектори повiльних i швидких змiнних вiдповiдно, τ — повiльний час, ε – малий до-
датний параметр, а ω(τ) – вектор-функцiя частот. Вплив пiслядiї враховується через вектори
iз запiзненнями a∆(τ) = (a1(τ−ε∆1), . . . , an(τ−ε∆n)) та φθ(τ) = (φ1(τ−εθ1), . . . , φm(τ−εθm)),
де 0 ≤ ∆1 ≤ · · · ≤ ∆n та 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θm – сталi запiзнення (зокрема, дослiджується випа-
док для m = 3). Початковi умови для вiдповiдних змiнних задаються на вiдрiзках [−ε∆n, 0]

та [−εΘm, 0].
Вiдповiдна усереднена система будується усередненням за швидкими змiнними i набу-

ває вигляду:
da

dτ
= X0(τ, a∆),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, a∆). (2)

Основною задачею обґрунтування методу усереднення є встановлення ефективних оцi-
нок близькостi розв’язкiв вихiдної та усередненої систем. Для багаточастотних систем без
запiзнення метод усереднення обґрунтований у монографiї [1], для системи з одним ста-
лим запiзненням - у працi [2]. Узагальненi багаточастотнi системи з лiнiйними запiзненнями
методом усереднення дослiдженi в [3].

У данiй доповiдi знайдено достатнi умови iснування i єдностi розв’язку початкової
задачi для системи рiвнянь (1) на вiдрiзку [0, L], побудовано оцiнку для похибки методу
усереднення, порядок якої O( 2m

√
ε).

Одержанi результати проiлюстровано для одночастотної системи

da

dt
= cos(2φ∆1 − φ∆2 − φ∆3) + cos(2φ∆1 + φ∆2 + φ∆3). (3)

й отримано оцiнку |a(τ, ε)− a(τ)| ≤ C
√
ε для всiх τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0].
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Апроксимацiя розв’язкiв лiнiйних крайових задач iз

запiзненням методом сплайн-функцiй

Андрiй Дорош, Олексiй Жолтовський
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Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) + p (x) y′ (x) + q1 (x) y (x) + q2 (x) y (x− τ (x)) = f (x) , x ∈ [a; b] , (1)

y (x) = φ (x) , x ∈ [a∗; a] , y (a) = φ (a) , y (b) = γ, (2)

де p (x), q1 (x), q2 (x), f (x), τ (x) ≥ 0 – неперервнi функцiї на [a; b], φ (x) – неперервна функцiя

на [a∗; a], γ ∈ R, a∗ = max
x∈[a;b]

{︃
(x− τ (x))

}︃
.

Питання iснування та єдиностi розв’язкiв крайових задач для рiзних класiв дифе-
ренцiально-рiзницевих рiвнянь розглядалися в [1]. Будемо допускати, що iснує єдиний двiчi
неперервно-диференцiйований розв’язок крайової задачi (1)-(2).

Застосування методу сплайн-функцiй виявилося ефективним пiдходом для наближе-
ного знаходження розв’язкiв крайових задач iз запiзненням. У роботi розглядаються двi
схеми застосування методу сплайн функцiї:

• використання базисних кубiчних сплайнiв;
• iтерацiйна схема за допомогою кубiчних сплайнiв дефекту 2.

Будемо шукати наближений розв’язок крайової задачi (1)-(2) у виглядi кубiчного B-
сплайна [2]

S(x, y) =
n+1∑︂
i=−1

biBi (x) (3)

Пiдставляючи сплайн (3) у рiвняння (1) i крайовi умови (2), у вузлах сiтки одержимо
рiвностi

bk−1 − 2bk + bk+1

h2
+ pk

bk+1 − bk−1

2h
+ q1k

bk−1 + 4bk + bk+1

6
+ (4)

+q2k

n+1∑︂
k=−1

biBi (xk − τ (xk)) = f (xk) , k = 0, n,

b−1 + 4b0 + b1
6

= φ (a) ,
bn−1 + 4bn + bn+1

6
= γ. (5)

Спiввiдношення (4)-(5) – це система лiнiйних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв
bk, k = −1, n+ 1 [3].

У роботi [4] запропоновано схему знаходження наближеного розв’язку крайової задачi
(1)-(2) у виглядi кубiчного сплайну S(x, y) дефекту 2:
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S(x, y) =M+
j−1

(xj − x)3

6hj
+M−

j

(x− xj−1)
3

6hj
+ (6)

+

(︄
yj−1 −

M+
j−1h

2
j

6

)︄
xj − x

hj
+

(︄
yj −

M−
j h

2
j

6

)︄
x− xj−1

hj
, x ∈ [xj−1; xj], j = 1,m,

M+
j = S ′′(xj + 0, y), j = 0,m− 1, M−

j = S ′′(xj − 0, y), j = 1,m.

Для знаходження величин M+
j , M−

j у [4] запропоновано iтерацiйну схему та встанов-
лено коефiцiєнтнi умови її збiжностi.

Розглянемо тестову крайову задачу iз запiзненням

y′′ (x) + y (x) + y
(︂
x− π

2

)︂
= 0, x ∈

[︂
0;
π

2

]︂
,

y (x) = 2, x ∈
[︂
−π
2
; 0
]︂
, y
(︂π
2

)︂
= 4.

У таблицi 1 наведено наближенi значення розв’язку згiдно розглянутих схем апрокси-
мацiй. yT – точний розв’язок, Sb – наближене значення кубiчного B-сплайна, Skd – наближене
значення кубiчного сплайна дефекту 2 на k-й iтерацiї.

Таблиця 1

x yT Sb S4
d S6

d S10
d

0.000000 2.000000 2.000000 2.000000 2.000000 2.000000

0.314159 3.658328 3.657946 3.653093 3.657643 3.657945

0.628319 4.762779 4.762178 4.754326 4.761688 4.762176

0.942478 5.205243 5.204631 5.196778 5.204141 5.204629

1.256637 4.942407 4.942005 4.937151 4.941702 4.942003

1.570796 4.000000 4.000000 4.000000 4.000000 4.000000

Числовi експерименти показують, що однакова точнiсть наближення кубiчними B-
сплайнами та сплайнами дефекту 2 досягається орiєнтовно на десятiй iтерацiї.
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Асимптотичний аналiз та усереднення для стохастичних

диференцiально-функцiональних систем iз малим

параметром за наявностi зовнiшнiх випадкових збурень

Iрина ДОРОШЕНКО
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У багатьох математичних моделях технiчних i фiзичних систем малi збурення пара-
метрiв суттєво впливають на динамiку, змiнюючи стан рiвноваги вiд асимптотично стiй-
кого до нестiйкого [1]. Для дослiдження детермiнованих систем ефективно застосовується
метод усереднення Боголюбова–Митропольського–Крилова–Самойленка [1]. Його розвиток
для стохастичних систем без пiслядiї та зi скiнченною чи нескiнченною пiслядiєю висвiтлено
у працях I.I. Гiхмана, Р.З. Хасминського, Є.Ф. Царкова та В.К. Ясинського.

Метою даної роботи є обґрунтування алгоритму побудови спрощених (усереднених)
рiвнянь для квазiлiнiйних стохастичних диференцiальних та диференцiально-функцiональних
систем iз малим параметром ε > 0 за наявностi зовнiшнiх випадкових збурень.

Розглядається стохастичне диференцiальне рiвняння з малим параметром пiд дiєю
зовнiшнiх випадкових величин (СДРВВ) на ймовiрнiсному базисi (Ω,F , {Ft, t ≥ 0}, P ):

dxt = ε [φωa(t, xt)dt+ ψωb(t, xt)dwt] , xt0 = x0(ω), (1)

де wt — скалярний стандартний вiнерiвський процес; φω, ψω — зовнiшнi випадковi величини,
незалежнi вiд wt, зi скiнченними другими моментами (Eφ2

ω ≤ K1, Eψ2
ω ≤ K2).

Припускається вимiрнiсть та виконання модифiкованої глобальної умови Лiпшиця для
коефiцiєнтiв a(t, x) та b(t, x) з константою K∗ = max{K1, K2}, а також iснування з ймовiр-
нiстю 1 границi:

lim
T→∞

1

T

∫︂ S+T

S

φωa(t, x)dt = ā(x, ω). (2)

Рiвняння випадкового усередненого руху задисується у виглядi:

dx(t, ω) = φωā(x(t, ω))dt. (3)

Теорема 1. Нехай виконуються умови регулярностi коефiцiєнтiв та граничного спiввiд-
ношення (2). Тодi при ε→ 0 нормована рiзниця ηεt =

1√
ε
φω (x

ε
t − x(t, ω)) слабо збiгається до

розв’язку лiнiйного неоднорiдного стохастичного рiвняння:

dηt = φωg(t, ω)ηtdt+ ψωf(t, ω)dwt. (4)

Теорема 2. За виконання умов модифiкованої умови Лiпшиця iснує така функцiя g1(ε, T ),
що для довiльних ε ∈ (0, ε0) та T > 0 має мiсце оцiнка:

E

{︄
sup

0≤t≤T/ε
|xεt − x(εt)|2

}︄
≤ g1(ε, T ) → 0 при ε→ 0. (5)
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Далi розглянемо систему зi скiнченною пiслядiєю r > 0:

dxt = ε [φωa(t, xt)dt+ ψωb(t, xt)dwt] , xt+θ = β(θ), θ ∈ [−r, 0], (6)

де xt ≡ {x(t + θ), θ ∈ [−r, 0]}, а коефiцiєнти задовольняють умови Лiпшиця в рiвномiрнiй
метрицi ∥α∥ = sup−r≤θ≤0 |α(θ)|.

Поряд iз СДФР (6) розглянемо допомiжне рiвняння без пiслядiї:

dyt = ε [φωa(t, yt(0))dt+ ψωb(t, yt(0))dwt] . (7)

Теорема 3. Для рiзницi розв’язкiв систем (6) та (7) має мiсце нерiвнiсть:

E

{︄
sup

0≤s≤T/ε
|xs − ys|2

}︄
≤ g(ε, T,K∗)ε2(∥α∥2 + ∥β∥2), (8)

де limε→0 g(ε, T/ε,K
∗) = cT <∞.

Отриманi результати дають змогу обґрунтувати процедуру усереднення для квазiлi-
нiйних стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь iз малим параметром за на-
явностi зовнiшнiх випадкових збурень на великих промiжках часу порядку O(1/ε).
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Асимптотична поведiнка розв’язкiв циклiчних систем зi

швидко змiнними нелiнiйностями
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Розглядається система диференцiальних рiвнянь

y′i = αipi(t)φi+1(yi+1), i = 1, n, (1)

де для всiх функцiй i параметрiв з iндексом n + 1 будемо вважати їх взаємно однозначно
вiдповiдними величинам з iндексом 1.

У системi (1) αi ∈ {−1, 1} (i = 1, n), pi : [a, ω) → (0,+∞) (i = 1, n) — неперервнi
функцiї, −∞ < a < ω ≤ +∞, φi : ∆(Y 0

i ) → (0,+∞) (i = 1, n), де ∆(Y 0
i ) — деякий однобiчний

окiл точки Y 0
i , |Y 0

i | ≤ +∞.
Функцiя φ1 є двiчi неперервно диференцiйовною i задовольняє умови

φ′
1(z) ̸= 0 при z ∈ ∆(Y 0

1 ),

lim
z→Y 0

1

z∈∆(Y 0
1 )

φ1(z) = Φ0
1, Φ0

1 ∈ {0,+∞},

lim
z→Y 0

1

z∈∆(Y 0
1 )

φ′′
1(z)φ1(z)

[φ′
1(z)]

2 = 1.

(2)

Решта функцiй φi(z) (i = 2, . . . , n) є неперервними i правильно змiнними при z → Y 0
i фун-

кцiями порядкiв σi (i = 2, . . . , n).
У частинному випадку, коли

αipi(t)φi+1(yi+1) = yi+1, i = 1, . . . , n− 1,

ця система еквiвалентна двочленному диференцiальному рiвнянню n-го порядку зi швидко
змiнною нелiнiйнiстю φ1.

Такi рiвняння ранiше дослiджувались при n = 2 i при n = 4 у роботах [1, 2].
Розв’язок (yi)

n
i=1 системи (1), визначений на промiжку [t0, ω) ⊂ [a, ω), називається

Pω(Λ1, . . . ,Λn)-розв’язком, якщо вiн задовольняє умови

yi(t) ∈ ∆(Y 0
i ) при t ∈ [t0, ω), lim

t↑ω
yi(t) = Y 0

i ,

lim
t↑ω

yi(t)y
′
i+1(t)

y′i(t)yi+1(t)
= Λi, i = 1, n.

Метою роботи є встановлення умов iснування i асимптотичних зображень таких розв’язкiв
у випадку, коли Λ1, . . . ,Λn ∈ R \ {0}. Результати такого типу ранiше було отримано в [3]
для системи, в якiй усi функцiї φi(z) (i = 1, . . . , n) є правильно змiнними при z → Y 0

i

(i = 1, . . . , n).
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Стiйкiсть щодо граничних i зовнiшнiх збурень для
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Фундаментальним аспектом якiсного аналiзу дисипативних автономних систем у ма-
тематичнiй фiзицi є вивчення глобальних атракторiв: компактних iнварiантних пiдмножин
нескiнченновимiрних фазових просторiв, якi рiвномiрно притягують траєкторiї системи вiд-
носно обмежених множин початкових даних [1]. Для систем реакцiї-дифузiї, включаючи
систему FitzHugh–Nagumo, що розглядається в роботi, iснування та властивостi розв’язкiв
та глобальних атракторiв були дослiдженi в [1, 2, 3]. Коли в системi присутнi неавтономнi
збурення, важливою є задача про оцiнку вiдхилення її траєкторiй вiд атрактора незбуре-
ної системи. У випадку глобально асимптотично стiйкого положення рiвноваги такi оцiнки
забезпечуються теорiєю стiйкостi вiд входу до стану (ISS) [4]. Для систем з нетривiальним
глобальним атрактором нещодавно були отриманi оцiнки типу ISS для неавтономних збурень
правої частини в [5]. Збурення граничних умов були розглянутi для скалярних напiвлiнiй-
них параболiчних рiвнянь у [6]. У цiй роботi ми застосовуємо метод, розроблений у [6], до
системи рiвнянь FitzHugh–Nagumo⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u(t, x)

∂t
= a1

∂2u(t, x)

∂x2
+ h(u(t, x))− v(t, x) +D1(t, x), (t, x) ∈ Q,

∂v(t, x)

∂t
= a2

∂2v(t, x)

∂x2
+ δ1 u(t, x)− δ2 v(t, x) +D2(t, x), (t, x) ∈ Q,

u
⃓⃓
x=0

= d1(t), u
⃓⃓
x=l

= d2(t),

v
⃓⃓
x=0

= d̄1(t), v
⃓⃓
x=l

= d̄2(t),

u
⃓⃓
t=0

= u0(x), v
⃓⃓
t=0

= v0(x).

(1)

де Q = (0,+∞) × (0, l), h(s) = −s(s − b1)(s − b2), a1, a2, b1, b2, δ1, δ2 — додатнi константи,
di, d̄i ∈ L∞(R+), Di ∈ L∞(Q), i = 1, 2, визначають збурення, {u0, v0} ∈ H =

(︁
L2(0, l)

)︁2.
Вiдомо [1], що за вiдсутностi збурень (di ≡ d̄i ≡ 0, Di ≡ 0) слабкi розв’язки (1) по-

роджують в фазовому просторi H напiвгрупу {S(t) : H → H}t≥0, яка має нетривiальний
компактний глобальний атрактор Θ, тобто

S(t)Θ = Θ ∀ t ≥ 0,

i для будь-якої обмеженої B ⊂ H

∥S(t)B∥Θ := dist(S(t)B, Θ) → 0, t→ +∞,
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де
dist(A1, A2) = sup

ξ1∈A1

inf
ξ2∈A2

∥ξ1 − ξ2∥H ,

∥ · ∥H — норма у просторi H, Br(A) = {ξ | dist(ξ, A) < r}. Позначимо φ0 = {u0, v0} ∈ H,
d = {d1, d2, d̄1, d̄2} ∈ (L∞(R+))

4, {D1, D2} ∈ (L∞(Q))2. Загальну функцiю збурень будемо
позначати

D := {d,D1, D2}

Покладемо
SD(t, φ0) = φ(t), де φ = {u, v} — розв’язок (1) (2)

В роботi було показано, що задача (1) є глобально розв’язною в H для абсолютно непе-
рервних граничних збурень d та обмежених зовнiшнiх збурень D1, D2, тобто вiдображення
(2) для такого класу збурень означене корректно.

Основним результатом роботи є доведення робастної оцiнки типу ISS для розв’язкiв
(1) вiдносно атрактора Θ в термiнах абсолютної величини збурень.

Теорема. Для зазначеного класу збурень iснують r > 0 та R0 > 0 такi, що для всiх
R ≥ R0 iснують функцiї β ∈ KL, γ ∈ K такi, що

∀φ0 ∈ Br(Θ), ∥φ0∥∞ ≤ R, ∀D, ∥D∥∞ ≤ r

виконується оцiнка:

∀ t ≥ 0 ∥SD(t, φ0)∥Θ ≤ β(∥φ0∥Θ, t) + γ(∥D∥∞) . (3)

Тут K, KL —стандартнi класи функцiй порiвняння [7],

∥D∥∞ = max
{︁
∥di∥L∞(R+), ∥d̄i∥L∞(R+) ∥Di∥L∞(Q)

}︁
.

Робота виконана за пiдтримки Нацiонального фонду дослiджень України, проект 2023.03/0074
«Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багатозначною та стохастичною динамiкою»
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Критерiй керованостi лiнiйних iнтегральних рiвнянь з

невиродженим ядром у гiльбертових просторах
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Iнтегральнi рiвняння Фредгольма з невиродженим ядром виникають у задачах математичної
фiзики, теорiї керування, екологiчного та економiчного моделювання та iнших. У багатьох
прикладних моделях права частина рiвняння не є довiльною: вона може мiстити зовнiшнiй
вплив або керування, за допомогою якого потрiбно забезпечити розв’язнiсть задачi. Тому
актуальною є задача побудови критерiю керованостi такого рiвняння та явного опису всiх
керувань, за яких розв’язок iснує.

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр, I = [a, b], а z(t), f(t), u(t) ∈ L2(I,H). Роз-
глянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма з керуванням

(Lz)(t) := z(t)−
∫︂ b

a

K(t, s)z(s)ds = f(t) +

∫︂ b

a

K1(t, s)u(s)ds, (1)

де K(t, s) та K1(t, s) — невиродженi ядра, сумовнi з квадратом на I × I. Нехай {φi(t)}∞i=1 —
ортонормований базис простору L2(I,H), а

Φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . .).

Тодi для функцiй z(t), f(t), u(t) та ядер K(t, s) та K1(t, s) утворимо їх коефiцiєнти Фур’є

z̄ =

∫︂ b

a

Φ∗(t)z(t)dt, f̄ =

∫︂ b

a

Φ∗(t)f(t)dt, ū =

∫︂ b

a

Φ∗(t)u(t)dt,

K =

b∫︂
a

b∫︂
a

Φ∗(s)K(t, s)Φ(t)dsdt, K1 =

b∫︂
a

b∫︂
a

Φ∗(s)K1(t, s)Φ(t)dsdt.

Нехай D = I − K — нормально розв’язний оператор, а D+, PN(D), PN(D∗) — вiдповiдно
псевдообернений оператор та ортопроєктори на нуль-простори N(D) i N(D∗).

Для рiвняння (1) без керування умова розв’язностi має вигляд [1, 2]

PN(D∗)

∫︂ b

a

Φ∗(s)f(s)ds = 0. (2)

Якщо умова (2) не виконується, то рiвняння (1) без керування (u(s) = 0) не має розв’язкiв
i керування має компенсувати саме дефектну компоненту правої частини, що належить
простору N(D∗).

Пiсля пiдстановки правої частини рiвняння (1) в умову (2) одержуємо рiвняння вiдно-
сно керування. Позначивши

V (s) = PN(D∗)

∫︂ b

a

Φ∗(τ)K1(τ, s)dτ, B =

∫︂ b

a

V (s)Φ(s)ds,



205

приходимо до операторного рiвняння

Bū = −PN(D∗)

∫︂ b

a

Φ∗(s)f(s)ds. (3)

Нехай оператор B також нормально розв’язний. Тодi рiвняння (3) має розв’язок тодi й тiльки
тодi, коли

PN(B∗)PN(D∗)

∫︂ b

a

Φ∗(s)f(s)ds = 0. (4)

Умова (4) є критерiєм керованостi iнтегрального рiвняння (1). Вона означає, що дефектна
компонента правої частини має належати областi значень оператора керування B.

При виконаннi умови (4) множина всiх керувань, якi забезпечують розв’язнiсть рiвня-
ння (1), має вигляд

u(s) = Φ(s)PN(B)û− Φ(s)B+PN(D∗)

∫︂ b

a

Φ∗(s)f(s)ds, (5)

де û ∈ H — довiльний елемент, а B+ — псевдообернений оператор до B. Вiдповiдна множина
розв’язкiв задається формулою

z(t) =Φ(t)
[︁
PN(D) D+K1PN(B)

]︁(︄ẑ
û

)︄

+ Φ(t)D+
[︁
I −K1B

+PN(D∗)

]︁ ∫︂ b

a

Φ∗(s)f(s)ds,

(6)

де ẑ ∈ H — довiльний елемент. Формули (4), (5), (6) дають не лише критерiй iснування
керування, а й аналiтичний опис усiх допустимих керувань та всiх розв’язкiв.

У ортонормованому базисi φn(t) = sin πnt
2
, n = 1, 2, . . . простору L2([0, 2], l2) розгля-

нуто приклад

z(t)−
∫︂ 2

0

K(t, s)z(s) ds = f(t) +

∫︂ 2

0

K1(t, s)u(s) ds, t ∈ [0, 2],

де

K(t, s) = Φ0(t)M0Φ
∗
0(s) +

∞∑︂
k=1

Φk(t)MkΦ
∗
k(s), K1(t, s) = Φ0(t)N0Φ

∗
0(s) +

∞∑︂
k=1

Φk(t)NkΦ
∗
k(s),

M0 = I3, Mk =

⎛⎜⎜⎝
0 αk 0

0 0 αk

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , αk =
1

k+2
, N0 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 0

0 1 1

1 2 1

⎞⎟⎟⎠ , Nk =

⎛⎜⎜⎝
βk 0 0

0 βk βk

0 βk βk

⎞⎟⎟⎠ ,

αk =
1

k+2
, βk =

1
k+2

, k ≥ 1,

Φk(t) =
[︂
φ3k+1(t) φ3k+2(t) φ3k+3(t)

]︂
, k = 0, 1, 2, . . . .

У цьому прикладi оператор D = I − K має дефектнiсть, зосереджену в першому
тривимiрному блоцi, а умова керованостi зводиться до одного лiнiйного спiввiдношення мiж
першими трьома коефiцiєнтами Фур’є правої частини:∫︂ 2

0

f(t)φ1(t)dt+

∫︂ 2

0

f(t)φ2(t)dt−
∫︂ 2

0

f(t)φ3(t)dt = 0. (7)
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При виконаннi (7) множина всiх керувань i множина всiх розв’язкiв явно визначаються
формулами (5), (6).

Отже, отриманий критерiй дозволяє класифiкувати правi частини рiвняння на керо-
ванi та некерованi, а також вiдокремити випадки, коли керування не потрiбне, коли воно
iснує, коли воно не єдине i коли заданий оператор керування не може усунути перешкоду
розв’язностi. Практичне значення результату полягає в тому, що вiн дає конструктивний
спосiб перевiрки керованостi та побудови керування для лiнiйних iнтегральних рiвнянь з
невиродженим ядром у гiльбертових просторах.
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Сингулярно збурена математична модель

MEMS-дiафрагми з ротацiйно податливим краєм
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Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна,

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

zavorotynskyi@knu.ua, murach@imath.kiev.ua

Тонкi пружнi дiафрагми є чутливими елементами багатьох мiкроелектромеханiчних
систем, зокрема ємнiсних MEMS-мiкрофонiв. Їхня механiчна поведiнка визначається спiль-
ною дiєю згинної жорсткостi та натягу в площинi дiафрагми. У лiнiйному наближеннi ста-
тична рiвновага попередньо натягнутої пластини описується рiвнянням

D∆2
Xw −N∆Xw = P,

де w = w(X) — поперечний прогин, X — розмiрнi координати в площинi дiафрагми, P —
задане поперечне навантаження, D = Eh3/[12(1 − ν 2

p )] — коефiцiєнт згинної жорсткостi,
N = σ0h — коефiцiєнт натягу, E — модуль Юнга, νp — коефiцiєнт Пуассона, h — товщина
плiвки, а σ0 > 0 — залишкове розтягувальне напруження [1, с. 221, 235–236].

Нехай L — характерний лiнiйний розмiр дiафрагми, W > 0 — характерний мас-
штаб прогину. Пiсля введення безрозмiрних величин x = X/L, u(x) = w(X)/W та f(x) =

L2P (X)/(NW ) рiвняння набуває вигляду

(ε2∆2 −∆)u = f, ε2 =
D

NL2
=

(︃
h

L

)︃2
E

12(1− ν 2
p )σ0

.

При ε = 0 порядок диференцiального рiвняння знижується з четвертого до другого, що
вiдповiдає граничному мембранному режиму, коли внесок згинної жорсткостi стає малим
порiвняно з внеском натягу [1, с. 236, 258–259]. Для полiкремнiєвих плiвок характернi зна-
чення E ≈ 155–165GPa та νp ≈ 0.22 [2, с. 37, 44], тодi як залишкове напруження iстотно
залежить вiд технологiї формування та подальшої термообробки плiвки [3, с. 1, 28, 38–39].
Наприклад, при E = 160GPa, νp = 0.22, σ0 = 50MPa, h = 1µm та L = 0.5mm маємо
ε ≈ 0.0335 ≪ 1.

Нехай Ω ⊂ R2 — безрозмiрна обмежена область дiафрагми з межею Γ ∈ C∞, ν —
зовнiшня нормаль до Γ, а ∆τ — оператор Лапласа–Бельтрамi на Γ. Для опису ротацiйно
податливого закрiплення вводиться додаткова невiдома функцiя ϱ на межi Γ. Тому виникає
така крайова задача

(ε2∆2 −∆)u = f, x ∈ Ω,

u = g1, x ∈ Γ,

∂νu+ ϱ = g2, x ∈ Γ,

(∂2ν + ε∂3ν)u+ ε
(︁
κ0ϱ+ κb(−∆τ )ϱ

)︁
= g3, x ∈ Γ.

(1)
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Тут безрозмiрнi параметри κ0 > 0 та κb > 0 характеризують вiдповiдно локальну ротацiйну
жорсткiсть краю та жорсткiсть, пов’язану з неоднорiднiстю ротацiї вздовж контуру; остання
враховується членом κb(−∆τ )ϱ. Множник ε в останнiй крайовiй умовi вiдповiдає сингуляр-
ному масштабуванню крайової реакцiї. При g2 = 0 з другої крайової умови випливає рiвнiсть
ϱ = −∂νu; отже, з точнiстю до знака, ϱ — крайова ротацiя дiафрагми. Третя крайова умова
описує ротацiйну реакцiю податливого краю.

Задача (1) належить до класу лiнiйних крайових задач з малим параметром i дода-
тковими невiдомими функцiями на межi [4]. Такi задачi мають вигляд

A(x,Dx; ε)u = f, x ∈ Ω,

Bj(x,Dx; ε)u+
κ∑︂
k=1

Cj,k(x,Dτ ; ε)ϱk = gj, x ∈ Γ, j = 1, . . . ,m+ κ.
(2)

де диференцiальнi оператори A i Bj та дотичнi диференцiальнi оператори Cj,k полiномiаль-
но залежать вiд ε. При ε > 0 оператор A(x,Dx; ε) має порядок 2m, а при ε = 0 – порядок
2µ, де µ < m. Зниження порядку елiптичного оператора при ε = 0 є характерною ознакою
крайових задач з малим параметром, а поєднання такої структури з додатковими невiдо-
мими функцiями на межi розглядалося в [5]. Задача (1) задовольняє модифiкованi умови
доповнюваностi типу Шапiро–Лопатинського, тобто є елiптичною з малим параметром у
сенсi [4].

Для таких задач побудовано формальний асимптотичний розв’язок. Запропонована
в [5] методика дослiдження елiптичних крайових задач з малим параметром дає змогу
одержувати апрiорнi оцiнки у вагових просторах Соболєва та оцiнки нев’язки наближених
розв’язкiв задачi (1).
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Асимптотичнi властивостi розв’язкiв диференцiальних

рiвнянь вищих порядкiв з нелiнiйностями близькими до

правильно змiнних

Володимир ЗАХАРЕНКО
Одеський нацiональний унiверситет iм. I.I. Мечникова, Одеса, Україна
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Розглядається рiвняння:

y(n) = α0p(t)f(y, y
′, . . . , y(n−1))

n−1∏︂
i=0

φi(y
(i)), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ - неперервна функцiя, a < ω ≤ +∞, φi : ∆Yi →
]0,+∞[, i = 0, n− 1 - неперервнi та правильно змiннi функцiї порядку σi при y(i) → Yi, i =

0, . . . , n− 1, Yi ∈ {0,±∞}, σi ∈ R, причому
∑︁n−1

i=0 σi ̸= 1, ∆Yi має вид або [y0i , Yi[, або ]Yi, y
0
i ],

f : [a, ω[×∆Y0 ×∆Y1 × . . .×∆Yn−1 →]0,+∞[ - неперервно диференцiйовна функцiя, причому
для всiх j, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, j ̸= k, справедливо:

lim
vk→Yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f
∂vk

(v0, v1, . . . , vn−1)

f(v0, v1, . . . , vn−1)
= 0 рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj . (2)

З умови (2) випливає, що функцiя f(y, y′, . . . , y(n−1)) є близькою до правильно змiнної
функцiї [1]. Як приклади таких функцiй можна розглядати |y0|γ0 . . . |yn|γn×× exp (lnµ |y0y1 . . . yn|),
|y0|γ0|y1|γ1 . . . |yn|γn lnµ |y0y1 . . . yn| ln |y0y1 . . . yn| тощо. Таким чином, клас диференцiальних
рiвнянь (1) охоплює клас iстотно нелiнiйних рiвнянь високого порядку. Частиннi випад-
ки таких рiвнянь використовуються для дослiдження диференцiальних рiвнянь високого
порядку, якi застосовуються для моделювання складних фiзичних процесiв.

Означення. Розв’язок y рiвняння (1) називається Pω(Y0, Y1, . . . , Yn, λ0)-розв’язком, де −∞ ≤
λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє умови:

y(n)(t) ̸= 0 при t ∈ [t0, ω[; lim
t↑ω

y(k)(t) = Yk (k = 0, n− 1), lim
t↑ω

[︁
y(n−1)(t)

]︁2
y(n)(t)y(n−2)(t)

= λ0.

У невироджених випадках при λ0 ∈ R\{0, 1, . . . , n−2, 1} було встановлено необхiднi та
достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв. Крiм того, з використанням [2]
були отриманi асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їхнiх похiдних до порядку n−1

включно при t ↑ ω, а також розв’язано питання щодо кiлькостi розв’язкiв з одержаними
асимптотичними зображеннями.
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Попередньо позначимо:

πω(t) =

⎧⎨⎩t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞,
I(t) =

∫︂ t

Aω

p(τ)|πω(τ)|1−σdτ ,

Aω =

⎧⎨⎩a, якщо
∫︁ ω
a
p(τ)|πω(τ)|1−σdτ = +∞,

ω, якщо
∫︁ ω
a
p(τ)|πω(τ)|1−σdτ < +∞,

β =

⎧⎨⎩1 якщо ω = +∞,

−1 якщо ω < +∞,

νi = sign Yi, a0i = (n− i)λ0 − (n− i− 1), C =
n−1∏︂
i=0

⃓⃓⃓⃓
⃓(λ0 − 1)n−i−1∏︁n−1

j=i+1 a0j

⃓⃓⃓⃓
⃓
σi

, (i = 0, n− 1).

Теорема 1. Нехай λ0 ∈ R \
{︁
0, 1

2
, . . . , n−2

n−1

}︁
i 1 − σ ̸= 0. Тодi для iснування Pω(Y0, Y1, . . . ,

. . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (1) необхiдно, а якщо алгебраїчне рiвня-
ння вiдносно µ

β

λ0 − 1

n∑︂
i=1

σi−1

n−1∏︂
k=i

β
a0k

λ0 − 1

i−1∏︂
k=1

(︃
β

a0k
λ0 − 1

+ µ

)︃
=

(︃
µ+

β

λ0 − 1

)︃ n−1∏︂
k=1

(︃
β

a0k
λ0 − 1

+ µ

)︃
(3)

немає коренiв з нульовою дiйсною частиною, то й достатньо, щоб виконувалися умови

νj−1νj < 0 якщо Yj−1 = 0, νj−1νj > 0 якщо Yj−1 = ±∞, (4)

α0νn−1 < 0 якщо Yn−1 = 0, α0νn−1 > 0 якщо Yn−1 = ±∞, (5)

νj−1σja0j(λ0 − 1)πω(t) > 0 (j = 1, . . . , n), α0νn−1(λ0 − 1)πω(t) > 0, (6)

α0ν
σ−1
n−1I(t) > 0 для t ∈ [a, ω[, lim

t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
=

1− σ

λ0 − 1
. (7)

Бiльш того, для будь-якого такого розв’язку справедливi наступнi асимптотичнi зо-
браження при t ↑ ω:

y(i)(t) =
[(λ0 − 1)πω(t)]

n−i−1∏︁n−1
j=i+1 a0j

y(n−1)(t)[1 + o(1)], (i = 0, n− 1), (8)

де y(n−1)(t) визначена асимптотичним зображенням

|y(n−1)(t)|1−σ

f (y(t), . . . , y(n−1)(t))
∏︁n−1

i=0 Θi(y(i)(t))
= νn−1α0C(1− σ)I(t)[1 + o(1)],

у якому Θi(y
(i)(t)) - повiльно змiнна складова функцiї φi (i = 0, . . . , n− 1).

Причому iснує m-параметрична сiм’я розв’язкiв з даними зображеннями у випад-
ку, коли серед коренiв алгебраїчного рiвняння (3) iснує m коренiв (з урахуванням кратних
коренiв) таких, що їхнi дiйснi частини мають протилежний вiд β

λ0−1
знак.
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Самовiдтворювальнi степенi кристалографiчних груп
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Кристалографiчними групами називаються дискретнi кокомпактнi пiдгрупи групи iзо-
метрiй евклiдового простору Rn. Ми дослiджуємо кристалографiчнi групи з точки зору са-
моподiбної геометрiї. Кожна скiнченно породжена вiртуально абелева група має точну са-
моподiбну дiю на просторi слiв над певним алфавiтом, але тiльки кристалографiчнi групи
в цьому класi допускають самовiдтворювальну дiю. Ми розглядаємо питання: якi степенi
(тобто розмiри алфавiту) можуть виникати для самовiдтворювальних дiй заданої кристало-
графiчної групи? Для цього ми використовуємо iнструментарiй, розвинений Некрашевичем
у монографiї [1], а саме – вiртуальнi ендоморфiзми.

Вiртуальним ендоморфiзмом групи G називається гомоморфiзм ϕ : H → G, де H –
пiдгрупа скiнченного iндексу в G. Серцевиною вiртуального ендоморфiзма ϕ називається
максимальна ϕ-iнварiантна нормальна пiдгрупа G. Тодi натуральне число d ≥ 2 є само-
вiдтворювальним степенем групи G, якщо iснує пiдгрупа H ≤ G iндексу d = [G : H] i
сюр’єктивний гомоморфiзм ϕ : H → G з тривiальною серцевиною. Ми визначаємо i розгля-
даємо паралельно двi множини: SCD(G) як множину степенiв самонакриття (тобто iндекса-
ми можливих iзоморфних пiдгруп), i SRD(G) як множину самовiдтворювальних степенiв
групи G вiдповiдно.

Кожен сюр’єктивний вiртуальний ендоморфiзм, згiдно теорем Бiебербаха, задається
афiнним спряженням на елемент (A, t). Для довiльної кристалографiчної групи G розмiрно-
стi n виконується SCD(G) = {| det(A)| : A ∈ Y , det(A) ̸= 0}, та SRD(G) = {| det(A)| : A ∈
Y , A−1проста}. Тут Y – це множина матриць A, що належать нормалiзатору точкової групи
P групи G, а матриця A−1 зветься простою, якщо серед її власних чисел нема алгебраїчно
цiлих.

Ми показуємо, що опис SCD i SRD є алгоритмiчно розв’язним для розмiрностей n =

2, 3 i знаходимо явний вигляд цих множин для 17 планарних груп. Для розмiрностi n =

3 явний вигляд множин Y дозволяє спростити задачу i звести її до розмiрностi n = 2.
Зокрема, довiльна матриця A ∈ Y є або блочно-трикутною, або характеристичний многочлен
A−1 має вигляд x3 − 1

det(A)
, який не матиме алгебраїчно цiлих коренiв для | det(A)| ≥ 1. В

першому випадку значення SRD залежать вiд трьох многочленiв p, q i g (головнi мiнори
i слiд загальної матрицi); в другому лише вiд f(x1, . . . xs) = det(A). Ми порахували всi
визначальнi многочлени для всiх 230 просторових груп. Весь Python код розмiщений на
платформi Github [2].
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Особливостi асимптотичного iнтегрування систем

сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь 3-го

порядку з точкою звороту для конкретних матричних
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Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв систем сингулярно збурених дифе-
ренцiальних рiвнянь з точками звороту є актуальною проблемою сучасної якiсної теорiї ди-
ференцiальних рiвнянь. Особливостi цих розв’язкiв суттєво залежать вiд аналiтичних вла-
стивостей i числових значень коефiцiєнтiв матрицi системи при малому параметрi. Глибоке
розумiння цих механiзмiв має фундаментальне значення для розвитку як математичного
апарату асимптотичного iнтегрування, так i для моделювання складних процесiв у прикла-
дних науках.

Розглянемо систему сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь у виглядi

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = 4x+ 2, (1)

де A(x, ε) має таку структуру
A(x, ε) = A0(x) + εA1,

а A0(x) i A1 матрицi вигляду

A0(x) =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 1

−(4x+ 4) 4x 0

⎞⎟⎟⎠ , A1 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

де ε → 0, x ∈ [−1, 0], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) - шукана вектор-
функцiя, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) – задана вектор-функцiя.

Тодi дана система вiдповiдає сингулярно збуреному диференцiальному рiвнянню тре-
тього порядку вигляду:

εy′′′(x, ε)− 4x · y′(x, ε) + (4x+ 4) · y(x, ε) = 4x+ 2,

Дослiдимо систему (1) за умов:
1) ã(x), b(x) ∈ C∞[−1; 0],
2) a(x) = xã(x), ã(x) = −4, b(x) = 4x+ 4, h(x) = 4x+ 2.
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Функцiю φ(x) визначимо як розв’язок задачi

φ2(x)φ′4(x)− 8xφ(x)φ′2(x) + 16x2 = 0,

При такому визначеннi функцiї φ(x) розв’язок однорiдної задачi (1) запишеться як

Zk0(x) = colomn

(︃
0,

1
3
√
4
βi30(x),− 3

√
16xβi20(x), 0, βi20(x), βi30(x)

)︃
,

де β0ik(x), i = 1; 2, i = 1; 3 – до певного часу довiльнi, досить гладкi функцiї при x ∈ [−1; 0].
Третiй формальний розв’язок

≡ colomn

(︃
ω0
01 · exp

{︃∫︂
4x+ 4

−4x
dx

}︃
, ω0

01 ·
4x+ 4

−4x
· exp

{︃∫︂
4x+ 4

−4x
dx

}︃
, 0

)︃
,

Частинний розв’язок визначається через функцiї g2(−2)(x), g3(−2)(x) та ωk(x) з рiвнянь

g2(−2)(x) = g02(−2) · x−b2(x), (2)

де b2(x) = 2+x
−2x

та
g3(−2)(x) = g03(−2) · x−b3(x), (3)

де b3(x) = −x−1
2x

.
Асимптотика загального розв’язку системи при t = ε−

2
3 · 3

√
4x (1) запишеться у виглядi

ряду

Y (x, ε) ∼= Ỹ (x, ε−
2
3 · 3

√
4x, ε) =

2∑︂
i=1

{︄[︄
q∑︂
r=0

ε0

⎛⎜⎜⎝
0

1
3√4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3√4

eCi20

ex·e
1
4x

⎞⎟⎟⎠+ ε1

⎛⎜⎜⎝
0

1
3√4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3√4

eCi20

ex·e
1
4x
+

⎞⎟⎟⎠ (4)

+ε2

⎛⎜⎜⎝
0

1
3√4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3√4

eCi20

ex·e
1
4x

⎞⎟⎟⎠+O(εq+1)

]︄
Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x)+

+ε
1
3

⎡⎢⎢⎣ q∑︂
r=0

ε0

⎛⎜⎜⎝
0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

⎞⎟⎟⎠+ ε1

⎛⎜⎜⎝
0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

⎞⎟⎟⎠+ ε2

⎛⎜⎜⎝
0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

⎞⎟⎟⎠+O(εq+1)

⎤⎥⎥⎦×

×dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x))

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

}︄
+

+∞∑︂
r=0

ε0

⎛⎜⎜⎝
ω0
10 · x

4x+4
4x

ω0
10 · x
0

⎞⎟⎟⎠+ ε1

⎛⎜⎜⎝
ω0
11 · x

4x+4
4x

ω0
11 · x
0

⎞⎟⎟⎠+ ε2

⎛⎜⎜⎝
ω0
12 · x

4x+4
4x

ω0
12 · x
0

⎞⎟⎟⎠+

+ε3

⎛⎜⎜⎝
ω0
13 · x

4x+4
4x

ω0
13 · x

(x+1)2

x2
− ω0

13 · x

⎞⎟⎟⎠+O(εq+1).
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Система Генона–Гейлiса [1] є класичною моделлю для дослiдження переходу вiд регу-
лярної до хаотичної динамiки в гамiльтонових системах. Спочатку запропонована для мо-
делювання руху зiрок у галактичному потенцiалi, вона перетворилася на еталонний об’єкт
нелiнiйної динамiки та теорiї хаосу. Функцiя Лагранжа системи має вигляд

L =
ẋ2 + ẏ2

2
− x2 + y2

2
− x2y +

y3

3
. (1)

У координатному просторi iснують чотири критичнi точки: стiйкий полюс (локальний мi-
нiмум потенцiальної енергiї) та три сiдловi точки. У трикутнiй областi з вершинами в сi-
длових точках потенцiальна енергiя строго монотонна, а на сторонах трикутника приймає
стале значення 1/6.

Поведiнка фазових траєкторiй суттєво залежить вiд значення повної механiчної енер-
гiї E. Для малих E траєкторiї є регулярними (детермiнованими), для середнiх — демон-
струють перехiдну поведiнку, для великих — стають хаотичними. Це пiдтверджується як
координатними траєкторiями, так i перерiзами Пуанкаре: при малих енергiях спостерiгаю-
ться зв’язнi кривi, при середнiх з’являються розмитi областi, при великих перерiзи повнiстю
розмиваються. Такий вiзуальний аналiз є певною мiрою суб’єктивним, тому для об’єктивної
класифiкацiї необхiдно використовувати кiлькiснi характеристики.

Найпоширенiшим критерiєм хаотичностi залишається найбiльший показник Ляпунова
(Largest Lyapunov Exponent, LLE). Його iдея полягає в оцiнцi експоненцiального розбiгання
сусiднiх траєкторiй. Для гамiльтонової системи сума показникiв Ляпунова дорiвнює нулю,
а самi показники утворюють пари з протилежними знаками, тому LLE слугує надiйним
iндикатором хаотичностi [2].

На основi 733 випадкових початкових точок, обраних з рiвномiрним розподiлом у фа-
зовому просторi (з умовою обмеженостi рухiв E ⩽ 1/6), побудовано залежнiсть LLE вiд E.
Спостерiгається монотонна тенденцiя зростання LLE з енергiєю, проте при високих зна-
ченнях E iснують як хаотичнi, так i ергодичнi траєкторiї. За квантилями розподiлу LLE
видiлено три класи: ергодичнi K1 (LLE < λ1), слабко хаотичнi K2 (λ1 ⩽ LLE < λ2) та хаоти-
чнi K3 (LLE ⩾ λ2), де λ1 = 0,004, λ2 = 0,119. Гiстограма значень LLE показує, що переважна
частина випадково обраних траєкторiй є ергодичними.
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Аналiз просторового розташування початкових точок на гiперплощинi px = 0 (та на
iнших гiперплощинах px = const, py = const) свiдчить, що областi класiв мають регулярну та
достатньо симетричну структуру. Ергодичнi траєкторiї спостерiгаються як при малих, так i
при граничних значеннях енергiї, тодi як хаотичнi — переважно при високих E. Це вказує
на просторову неперервнiсть залежностi LLE вiд початкових умов i пiдтверджує можливiсть
класифiкацiї за ознаками початкової точки.

Для об’єктивного пiдтвердження можливостi роздiлення проведено спектральну кла-
стеризацiю SCNNA (Spectral Clustering with Nearest Neighbors Affinity) у 6-вимiрному просто-
рi (x0, y0, px0, py0, E,LLE) [3]. Метод формує матрицю афiнностi на основi графа k-найближчих
сусiдiв, обчислює лапласiан i застосовує k-means до власних векторiв. Вiзуалiзацiя за до-
помогою багатовимiрного масштабування (MDS) показує чiтке роздiлення на два основнi
кластери, що вiдповiдають ергодичнiй та хаотичнiй поведiнцi, з невеликою перехiдною зо-
ною. Оскiльки кластеризацiя використовує значення LLE, для практичного застосування
необхiдно перейти до задачi класифiкацiї за незалежними вiд LLE ознаками.

Побудовано кiлька моделей на основi нейронних мереж прямого зв’язку (FNN). Мо-
дель 1 приймає 5 ознак (початковi умови та E), мiстить два прихованi шари (16 i 8 нейронiв,
активацiя ReLU) та вихiдний шар з softmax. Навчання проводилося оптимiзатором Adam
з ранньою зупинкою. На тестовiй вибiрцi отримано AUC = 0,965, precision/recall/F1 для
класiв 0 i 1 становлять вiдповiдно 0,86/0,89/0,87 та 0,93/0,91/0,92. Модель 2, навчена пiсля
вiдсiкання перехiдної зони (за квантилями всерединi кожного класу), покращує показники:
AUC = 0,982, F1-мiри 0,91 та 0,95. Однак застосування моделi до перехiдної зони дає май-
же рiвномiрний розподiл ймовiрностей, що вказує на принципову складнiсть трикласової
класифiкацiї.

Найефективнiшою виявилася дворiвнева модель 3, побудована для часткової трику-
тної областi на гiперплощинi px = 0 з вершинами (0, 0), (0,

√︁
1/3), (

√︁
1/6,−

√︁
1/12). У цiй

пiдобластi енергiя близька до максимальної (1/6) i повiльно змiнюється, тому класифiкацiю
доцiльно проводити лише за координатами початкової точки (x0, y0). Модель 3.1 (FNN з
трьома прихованими шарами: 50, 30, 20 нейронiв) роздiляє класи K1 та K3: AUC = 0,97,
F1-мiри 0,98 та 0,86. Модель 3.2 тiєї ж архiтектури роздiляє K2 та K3: AUC = 0,68. Послi-
довне застосування моделей дозволяє класифiкувати траєкторiю як ергодичну, перехiдну чи
хаотичну або вiдмовитися вiд класифiкацiї в зонi невизначеностi.

Таким чином, запропонована методологiя дає змогу швидко визначати клас поведiнки
траєкторiї системи Генона–Хейлiса за початковими умовами без обчислення LLE. Пiдхiд
може бути поширений на iншi практично важливi нелiнiйнi динамiчнi системи [4].
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Нехай N ≥ 2, Ω ⊂ RN — обмежена лiпшицева область, T > 0, QT = (0, T ) × Ω. Нехай
ρ > 0 майже скрiзь — фiксована вага Макенгаупта така, що ρ ∈ A1+2/N , ρ ∈ L1(Ω) та
ρ−N/2 ∈ L1(Ω). Для f ∈ L2(QT ) i y0 ∈ L2(Ω) розглянемо задачу стану⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

yt − div(ρA∇y) + y = f + u у QT ,

y = 0 на (0, T )× ∂Ω,

y(0) = y0 в Ω.

(1)

Тут A = [a1, . . . , aN ] ∈ L∞(Ω; SN) — симетрична матриця коефiцiєнтного керування, де SN

позначає простiр симетричних матриць розмiру N ×N , а u ∈ Uad — незалежне розподiлене
керування. Допустимi матрицi задовольняють для деяких фiксованих 0 < a ≤ a та γj > 0

a|ξ|2 ≤ A(x)ξ · ξ ≤ a|ξ|2, ∥ div(ρaj)∥L2(Ω) ≤ γj, j = 1, . . . , N,

а множина допустимих розподiлених керувань Uad ⊂ L2(QT ) є непорожньою, опуклою, за-
мкненою та обмеженою.

Для заданих yd ∈ L2(QT ), Ad ∈ L2(Ω; SN), та сталих αu > 0, ηA > 0 мiнiмiзуємо
функцiонал

J(A, u, y) =
1

2
∥y − yd∥2L2(QT )

+
αu
2
∥u∥2L2(QT )

+
ηAT

2
∥A− Ad∥2L2(Ω) (2)

на множинi допустимих трiйок (A, u, y), для яких y є слабким розв’язком (1).

Теорема 1. За наведених умов задача оптимального керування має принаймнi одну опти-
мальну трiйку (A∗, u∗, y∗).

Непорожнiсть множини допустимих трiйок встановлюється через розв’язнiсть задачi
стану методом Фаедо–Гальоркiна. Для гальоркiнських наближень одержуються рiвномiрнi
енергетичнi оцiнки станiв та їх часових похiдних; компактнiсть дозволяє видiлити збiжну
пiдпослiдовнiсть i перейти до границi, отримавши слабкий розв’язок вихiдної задачi.

Основною складнiстю при доведеннi Теореми 1 є замкненiсть множини допустимих
трiйок, коли коефiцiєнтнi та розподiленi керування збiгаються лише у вiдповiдних слабких
топологiях. Для iдентифiкацiї граничного потоку використовується модифiкацiя вагової па-
раболiчної леми про компенсовану компактнiсть, пристосована до випадку слабко змiнної
правої частини. Це дозволяє коректно перейти до границi в головнiй частинi рiвняння та



222

довести допустимiсть граничної трiйки. Пiсля цього iснування оптимального розв’язку ви-
пливає з прямого методу варiацiйного числення та слабкої нижньої напiвнеперервностi фун-
кцiонала.

Отриманi апрiорнi оцiнки й апроксимацiйна схема створюють також основу для чи-
сельного експерименту у випадку p = 2. Вiн може бути використаний для дослiдження
поведiнки оптимального стану, обох керувань та стабiлiзацiї оптимального значення фун-
кцiонала при уточненнi апроксимацiї.
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Використання функцiонально-градiєнтних матерiалiв (ФГМ) у сучаснiй аерокосмiчнiй
галузi, машинобудуваннi та триботехнiцi дає змогу суттєво зменшити концентрацiю напру-
жень на межах роздiлу рiзних матерiалiв та пiдвищити зносостiйкiсть контактуючих еле-
ментiв. Аналiз механiчних характеристик елементiв конструкцiй з ФГМ потребує розробки
ефективних математичних моделей контактної взаємодiї штампiв та неоднорiдних основ рi-
зних геометрiй.

Наближенi розв’язки задач гладкого контакту з вiдривом для пружної смуги, модуль
зсуву якої змiнюється з товщиною за експоненцiальним законом (ФГМ), отримано в роботах
El-Borgi S., Abdelmoula R. та Keer L. [1], Comez I. [2], Yan J. та Li X. [3], Adiyaman G.,
Birinci A., Oner E. та Yaylaci M. [4], Comez I., El-Borgi S., Kahya V. та Erdol R. [5]. У роботах
Choi H. J. [6], Comez I. та Guler M. A. [7] отримано наближенi розв’язки задач фрикцiйного
контакту для плоского та параболiчного штампiв вiдповiдно.

Метою даної задачi є 1) побудова математичної моделi гладкого контакту мiж пру-
жною смугою з функцiонально-градiєнтного матерiалу, яка має жорстко закрiплену нижню
грань, та пiвнескiнченним штампом iз прямолiнiйною основою, 2) виведення рiвнянь рiвно-
ваги Ламе для середовища з функцiонально-градiєнтного матерiалу, 3) аналiтична побудова
загального розв’язку рiвнянь рiвноваги Ламе.

У данiй задачi розглядається плоска деформацiя пружної смуги товщиною h (−∞ <

x < ∞, 0 ≤ y ≤ h). Матерiал смуги є функцiонально-градiєнтним iз експоненцiальним
законом змiни модуля зсуву по товщинi:

G(y) = G0e
γy,

де G0 = G(0) — модуль зсуву на верхнiй гранi смуги (y = 0), Gh = G(h) — модуль зсуву
на нижнiй гранi смуги (y = h), а γ — параметр градiєнтностi матерiалу, що визначається
спiввiдношенням

γ =
1

h
ln

(︃
Gh

G0

)︃
.

Коефiцiєнт Пуассона ν вважається сталою величиною вздовж всiєї товщини смуги.
У верхню грань смуги (y = 0) вдавлюється пiвнескiнченний жорсткий штамп (0 < x <

∞) iз горизонтальною основою пiд дiєю рiвномiрно розподiленого нормального навантаже-
ння iнтенсивностi P , спричиняючи просiдання смуги на величину δ. Контакт мiж штампом
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та смугою вважається гладким (сили тертя вiдсутнi). Нижня грань смуги (y = h) є жорстко
закрiпленою.

Сформулюємо крайовi умови контактної задачi. На верхнiй гранi смуги (y = 0):⎧⎨⎩uy(x, 0) = δ, τxy(x, 0) = 0, 0 < x <∞,

σy(x, 0) = 0, τxy(x, 0) = 0, −∞ < x < 0.
(1)

На нижнiй гранi смуги (y = h):

ux(x, h) = 0, uy(x, h) = 0, −∞ < x <∞. (2)

тут ux(x, y), uy(x, y) — компоненти вектора перемiщень; σy(x, y), τxy(x, y) — нормальнi та
дотичнi напруження вiдповiдно.

Рiвняння рiвноваги Ламе в перемiщеннях для середовища з функцiонально-гра-дiєнтного
матерiалу отримано у наступному виглядi:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2(1− ν)
∂2ux
∂x2

+ (1− 2ν)
∂2ux
∂y2

+
∂2uy
∂x∂y

+ (1− 2ν)γ

[︃
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

]︃
= 0,

(1− 2ν)
∂2uy
∂x2

+ 2(1− ν)
∂2uy
∂y2

+
∂2ux
∂x∂y

+ 2γ

[︃
ν
∂ux
∂x

+ (1− ν)
∂uy
∂y

]︃
= 0.

(3)

Отже, сформульовано математичну постановку контактної задачi про взаємодiю пiвне-
скiнченного жорсткого штампа з пружною смугою з ФГМ при плоскiй деформацiї. Виведено
рiвняння рiвноваги Ламе в перемiщеннях для середовища з експоненцiально змiнним за тов-
щиною модулем зсуву G(y) = G0e

γy.
За допомогою iнтегрального перетворення Фур’є отримано загальний розв’язок рiв-

нянь рiвноваги Ламе. Отриманi результати є теоретичною основою для побудови аналiти-
чних i чисельних алгоритмiв обчислення розподiлу контактних напружень та дослiдження
впливу параметра градiєнтностi γ на концентрацiю напружень поблизу кутової точки штам-
па (x = 0).
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Про розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом

задачi для такого рiвняння з початковою узагальненою

функцiєю, яка є елементом простору типу W ′
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Дослiджується рiвняння з частинними похiдними
∂u(t, x)

∂t
+ φ

(︂
i
∂

∂x

)︂
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (1)

де φ – функцiя, яка задовольняє певнi умови.
Дослiдження рiвняння (1) здiйснюється у просторах типу W , у яких для характери-

стики поведiнки функцiй на нескiнченностi використовуються не степеневi, а довiльнi опуклi
функцiї. Виявляється, що якщо функцiя φ(x), x ∈ R, – мультиплiкатор у певному просторi

X типу W , то звуження оператора φ
(︂
i
∂

∂x

)︂
на простiр, який є Фур’є-образом знайденого

простору типу W збiгається iз псевдодиференцiальним оператором у просторi F [X], для
якого функцiя φ є символом, тобто

φ
(︂
i
∂

∂x

)︂⃓⃓⃓
F [X]

= F−1
σ→x [φ(σ)Fx→σ]

(тут F , F−1 – пряме та обернене перетворення Фур’є). Отже, рiвняння (1) можна розумiти
як еволюцiйне псевдодиференцiальне рiвняння у просторах типу W .

Узагальненням задачi Кошi є нелокальна багатоточкова за часом задача, коли поча-
ткова умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється умовою

m∑︂
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f, (2)

де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], 0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤ T , {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, m ∈ N,
– фiксованi числа (якщо α0 = 1, α1 = · · · = αm = 0, то маємо, очевидно, задачу Кошi).
Умова (2) трактується у звичайному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо f – узагальнена
функцiя, тобто як граничне спiввiдношення

m∑︂
k=0

αk lim
t→tk

⟨u(t, ·), φ⟩ = ⟨f, φ⟩

для довiльної функцiї φ з основного простору (тут < f, · > позначає дiю функцiонала f на
основну функцiю). Нелокальна за часом задача вiдноситься до нелокальних крайових задач
для рiвнянь з частинними похiдними.

Встановлюється розв’язнiсть задачi (1), (2) з початковою функцiєю f в умовi (2), яка
є елементом простору узагальнених функцiй типу W ′ (W ′ – простiр, топологiчно спряжений
з простором W ). Знайдено аналiтичний вигляд розв’язку у виглядi згортки узагальненої
функцiї f з фундаментальним розв’язком задачi (1), (2).
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Про склеювання дифузiйних процесiв на прямiй iз

заданими у рухомих точках нелокальними умовами

спряження типу Феллера–Вентцеля
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Доповiдь присвячено проблемi побудови та дослiдження властивостей двопараметри-
чної напiвгрупи операторiв, якiй вiдповiдає неоднорiдний марковський процес на прямiй
такий, що всерединi iнтервалiв, роздiлених мiж собою точками, положення яких на прямiй
залежить вiд часової змiнної, збiгається iз заданими там звичайними дифузiйними проце-
сами, а його поведiнка в межових точках цих iнтервалiв визначається заданими умовами
спряження типу Феллера–Вентцеля [1, 2, 3]. У розглядуваному випадку цi умови є нело-
кальними. Кожна з них мiстить лише члени, що вiдповiдають частковому вiдбиттю, а та-
кож можливим стрибкам процесу з межi у внутрiшнi точки областей, для яких ця межа є
спiльною.

Центральним об’єктом дослiдження є параболiчна задача спряження, до якої реду-
кується вихiдна проблема. Особливiсть цiєї задачi полягає в тому, що рiвняння, якi роз-
глядаються, є оберненими рiвняннями Колмогорова; областi на площинi, в яких задано цi
рiвняння, є криволiнiйними; функцiї часової змiнної, якi визначають межi цих областей, за-
довольняють лише умову Гельдера з показником, бiльшим за 1

2
; а умови спряження типу

Феллера–Вентцеля мiстять iнтегральнi члени i є нелокальними.
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Iмiтацiйне моделювання SIR моделей методом клiтинних
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Моделювання епiдемiї зазвичай виконується за допомогою компартментних моделей,
якi часто називають SIR моделями (Susceptible-Infected-Recovered ), розпочалося з робiт
А. Г. Маккендрiка та В. О. Кермака [1, 2] та багаточисельними їх узагальненнями. В основi
цих моделей є система диференцiйних рiвнянь, яка описує поведiнку динамiки захворюва-
ння на макрорiвнi зберiгаючи високий рiвень абстрагування вiд реальностi. При цьому не
враховуються iндивiдуальнi властивостi об’єктiв, оскiльки процес поширення iнфекцiї дис-
кретний та неможливо передбачити наслiдки системи обмежувальних заходiв, якi активно
впроваджуються.

Iнший пiдхiд для моделювання процесiв в епiдемiологiї – це iмiтацiйне моделювання з
використанням мультиагентного методу. Вiн дозволяє, задавши початковi параметрами для
кожного типу об’єктiв i системою правил їхньої взаємодiї, виявити динамiчнi закономiрностi
розвитку iнфекцiї i найбiльш суттєвi властивостi агентiв, що сприяють змiнi темпiв поши-
рення. Перевагою цього пiдходу є те, що враховуються iндивiдуальнi властивостi кожного
об’єкту складної системи, можливiсть експериментувати з параметрами моделi та отрима-
ти рiзнi сценарiї розвитку подiй, розширюючи нашi уявлення про те, що може вiдбутися в
майбутньому [3, 4].

Для моделювання необхiдно iнiцiалiзувати параметри моделi [5]:
• загальна кiлькiсть агентiв (N);
• вiдстань при якiй є ймовiрнiсть заразитися (d);
• тривалiсть моделювання (t);
• iнфiкованi агенти на першiй iтерацiї (n_inf);
• позицiя агента (x, y);
• швидкiсть агента (v) та вектор руху (k);
• радiус зараження (r);
• iнфiкованiсть агента (inf);
• вакцинованацiя агента (vac);
• чи носить агент маску (mask);
• чи агент знаходиться на самоiзоляцiя (isol).

Симуляцiя триває до моменту, поки всi iнфiкованi агенти не вилiкуються або не по-
мруть.

На рис. 1 показано п’ять рiзних симуляцiй основної моделi для демонстрацiї її стiй-
костi. Результати моделювання показують, що найкращий результат досягається за умови
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Рис. 1: Рiзнi симуляцiї кiлькостi iнфiкованих агентiв основої моделi

застосування комбiнацiї маскового режиму, вакцинацiї та самоiзоляцiї. Це дозволяє розтя-
гнути епiдемiчний процес у часi, уникнути критичного навантаження на медичну систему
та забезпечити ефективне стримування пандемiї.
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Цифровiзацiя сфери охорони здоров’я призводить до швидкого зростання обсягiв як
структурованих клiнiчних даних, так i неструктурованої iнформацiї, що мiститься в еле-
ктронних медичних записах. Структурованi показники, зокрема вiк, стать, частота серцевих
скорочень, температура тiла, артерiальний тиск та рiвень насичення кровi киснем, забезпе-
чують кiлькiсну характеристику стану пацiєнта. Водночас важлива дiагностична iнформацiя
може мiститися в текстових описах симптомiв та клiнiчних нотатках. Ефективне поєднан-
ня цих двох типiв iнформацiї є актуальною задачею iнтелектуального аналiзу медичних
даних [1, 4].

Метою роботи є дослiдження мультимодального пiдходу до прогнозування тяжкостi
медичного стану шляхом поєднання структурованих клiнiчних показникiв iз текстовими
описами симптомiв. Для цього розглянуто ансамблевi методи машинного навчання, сучаснi
методи обробки природної мови та декiлька стратегiй об’єднання отриманих ознак i прогно-
зiв.

У дослiдженнi використано медичний набiр даних, у якому кожному пацiєнту вiдповiд-
ають числовi та категорiальнi характеристики, а також текстовий опис симптомiв. Цiльова
змiнна мiстить три класи тяжкостi стану: mild, moderate та severe. На етапi попередньої
обробки числовi ознаки стандартизувалися за допомогою StandardScaler, а категорiальна
ознака статi кодувалася методом one-hot encoding.

Для роботи зi структурованими даними було використано XGBoost, який дає змогу
моделювати складнi нелiнiйнi залежностi мiж фiзiологiчними показниками та класом стану
пацiєнта. Для пiдвищення ефективностi моделi застосовано Bayesian Hyperparameter Optimi-
zation. Оптимiзувалися, зокрема, параметри max_depth, min_samples_split та n_estimators.
Найкращою конфiгурацiєю в експериментi виявилася комбiнацiя значень 10, 5 та 600 вiдпо-
вiдно.

Текстовi описи симптомiв перетворювалися на векторнi представлення за допомогою
трансформерної моделi Sentence-BERT all-MiniLM-L6-v2. Кожен текст подавався у ви-
глядi щiльного вектора розмiрностi 384. На вiдмiну вiд традицiйного TF-IDF, семантичнi
embedding-представлення дають змогу враховувати близькiсть за змiстом мiж клiнiчними
описами навiть за вiдсутностi однакових ключових слiв. Додатково для iдентифiкацiї меди-
чно значущих понять застосовувався Named Entity Recognition на основi SciSpacy [5].
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Для об’єднання iнформацiї з двох модальностей дослiджено декiлька пiдходiв. У stacking-
архiтектурi незалежно навчалися XGBoost для структурованих даних та Logistic Regression
для текстових embedding-векторiв. Отриманi вектори ймовiрностей об’єднувалися та пере-
давалися до метакласифiкатора. Такий пiдхiд дає змогу кожнiй моделi спецiалiзуватися на
власному типi iнформацiї, а метакласифiкатору – використовувати їхнi взаємодоповнюючi
прогностичнi властивостi.

Окремо дослiджено fuzzy logic-based meta-learner, призначений для пiдвищення iнтер-
претованостi прийняття рiшень. У цьому випадку впевненiсть моделей представлялася лiн-
гвiстичними змiнними, такими як “low”, “medium” та “high”, а кiнцеве рiшення формувалося
за допомогою правил нечiткого виведення. Наприклад, висока впевненiсть числової та текс-
тової моделей може вiдповiдати правилу:

Приклад. IF numerical confidence is High AND textual confidence is High THEN severity is
Severe.

Крiм того, розроблено гiбридну нейронну мережу з двома паралельними гiлками. Пер-
ша гiлка обробляє 384-вимiрнi текстовi embedding-вектори, друга – структурованi клiнiчнi
ознаки. Пiсля незалежного перетворення ознак їхнi латентнi представлення об’єднуються
та передаються до спiльного класифiкатора. Така архiтектура дає змогу моделi навчати
нелiнiйнi взаємозв’язки мiж числовою та семантичною iнформацiєю.

Для оцiнювання моделей використовувалися Precision, Recall та F1-score. Результати
порiвняння наведено в таблицi.

Таблиця 1

Model Precision Recall F1-score

Random Forest 0.65 0.69 0.61

Combined model (XGBoost + NLP) 0.95 0.94 0.94

FL-based meta-learner 0.82 0.82 0.81

Hybrid Neural Network 0.97 0.97 0.97

Експериментальнi результати демонструють суттєву перевагу мультимодальних моде-
лей над пiдходами, що використовують лише структурованi клiнiчнi характеристики. Ком-
бiнування прогнозiв XGBoost та NLP-моделi забезпечило F1-score 0.94, тодi як гiбридна
нейронна мережа досягла найкращого результату – F1-score 0.97. Це свiдчить про те, що
текстовi описи симптомiв мiстять додаткову iнформацiю, яка не повнiстю представлена чи-
словими фiзiологiчними показниками.

Нечiткий метакласифiкатор продемонстрував нижчу прогностичну ефективнiсть (F1-
score 0.81), однак його перевагою є бiльша iнтерпретованiсть процесу прийняття рiшення.
Таким чином, результати демонструють типовий компромiс мiж точнiстю та пояснюванiстю
моделi, що має особливе значення для систем пiдтримки прийняття клiнiчних рiшень.
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Основним обмеженням дослiдження є необхiднiсть роботи з дисбалансом класiв та
обчислювальна складнiсть трансформерних моделей. Крiм того, застосування моделей на
реальних медичних даних потребує додаткової зовнiшньої валiдацiї, аналiзу упередженостi
та забезпечення конфiденцiйностi пацiєнтiв.

Отже, проведене дослiдження показує, що iнтеграцiя структурованих клiнiчних пока-
зникiв iз семантичною iнформацiєю з текстових медичних записiв може iстотно пiдвищити
якiсть прогнозування тяжкостi стану пацiєнта. Найкращий результат отримано за допомо-
гою гiбридної нейронної мережi, яка досягла F1-score 0.97. Запропонований пiдхiд може бути
використаний як основа для iнтелектуальних систем пiдтримки прийняття клiнiчних рiшень.
Подальшi дослiдження доцiльно спрямувати на використання бiльших клiнiчних наборiв да-
них, спецiалiзованих biomedical language models, механiзмiв attention-based multimodal fusion
та методiв explainable artificial intelligence.
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Оцiнка впливу запiзнення на стiйкiсть розв’язкiв

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

Олександр КРАСНОКУТСЬКИЙ, Iгор ЧЕРЕВКО
Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна

krasnokutskyi.oleksandr@chnu.edu.ua, i.cherevko@chnu.edu.ua

Однiєю iз найважливiших задач в теорiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є
дослiдження стiйкостi їх розв’язкiв. Загальновiдомо, що навiть мале запiзнення може при-
звести до втрати стiйкостi. В iнженернiй практицi системи iз запiзненням часто замiнюють
системами без запiзнення. У роботi аналiзуються способи знаходження верхнiх меж запiзне-
ння, для яких стiйкiсть системи iз запiзненням є аналогiчною стiйкостi вiдповiдних систем
без запiзнення.

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑︂
i=1

Bix(t− τi), (1)

де A,Bi, i = 1, k — сталi n × n матрицi, 0 ≤ τ1 < · · · < τk = τ , та вiдповiдну їй систему без
запiзнення

dx(t)

dt
=

(︄
A+

k∑︂
i=1

Bi

)︄
x(t). (2)

Теорема. [1] Якщо нульовий розв’язок системи (2) асимптотично стiйкий, тодi iснує
стала ∆ > 0, така, що при умовi 0 ≤ τ ≤ ∆ нульовий розв’язок системи iз запiзненням
(1) також асимптотично стiйкий.

Першi оцiнки величини ∆, встановленi в роботi [1], виявились дуже грубими.
Розглянемо застосування схем апроксимацiї лiнiйних систем iз запiзненням для знахо-

дження оцiнки величини ∆.
Поставимо у вiдповiднiсть системi (1) апроксимуючу систему звичайних диференцi-

альних рiвнянь [2]

dz0(t)

dt
= Az0(t) +

k∑︂
i=1

Bizli(t), li =
[︂τim
τ

]︂
,

dzj(t)

dt
= µ

(︁
zj−1(t)− zj(t)

)︁
, j = 1,m, µ =

m

τ
.

(3)

В роботi [2] встановлено, що iснує число m0 таке, що при m > m0 стiйкiсть (нестiй-
кiсть) нульового розв’язку системи iз запiзненням (1) еквiвалентна асимптотичнiй стiйкостi
(нестiйкостi) нульового розв’язку апроксимуючої системи (3). Це дозволяє запропонувати
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алгоритм дослiдження на стiйкiсть лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзне-
нням та знаходження верхньої межi запiзнення для якого зберiгається стiйкiсть.

1. Для лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь будуємо вiдповiдну апроксимуючу
систему лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь.

2. Знаходимо характеристичне рiвняння апроксимуючої системи лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь, яке приведемо до вигляду, зручного для знаходження його коренiв на
комп’ютерi.

3. За допомогою спецiалiзованого програмного забезпечення знаходимо коренi хара-
ктеристичного рiвняння апроксимуючої системи, а їх розташування визначає, чи є вона
стiйкою.

4. Робимо висновок, що вихiдне диференцiальне рiвняння iз запiзненням є стiйким або
нестiйким.

У роботi [3] розроблено прикладний застосунок знаходження верхньої межi ∆ та про-
ведено числовi експерименти для модельної системи iз запiзненням третього порядку.

Розглянемо, наприклад, систему

dx(t)

dt
= Ax(t) +B(t− τ), (4)

де

A =

⎛⎜⎜⎝
−1 13.5 −1

−3 −1 −2

−2 −1 −4

⎞⎟⎟⎠ , B =

⎛⎜⎜⎝
−5.9 7.1 −70.3

2 −1 5

2 0 6

⎞⎟⎟⎠ . (5)

Для проведення числових експериментiв використано мову Python, бiблiотеку NumPy.
Знайдено два iнтервали для запiзнення τ , а саме

τ ∈ [0; 0,16271) ∪ (0,18545; 0,22295),

в межах яких нульовий розв’язок системи iз запiзненням є експоненцiально стiйким. Роз-
мiрнiсть апроксимуючої системи m = 1000.
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Динамiчна двокритерiальна модель оптимiзацiї вартостi

портфеля активiв
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Розглянуто динамiчне узагальнення класичної двокритерiальної моделi Марковiца, у
якiй одночасно враховуються максимiзацiя очiкуваної дохiдностi та мiнiмiзацiя ризику iн-
вестицiйного портфеля. На вiдмiну вiд статичної постановки [1], запропоновано описувати
змiну вартостi портфеля в часi за допомогою диференцiального рiвняння. Побудовано мо-
дель динамiки вартостi портфеля залежно вiд структури iнвестицiй та дохiдностей активiв.
Для формування компромiсного розв’язку двокритерiальної задачi використано метод зва-
жених сум. Такий пiдхiд дає змогу перейти вiд статичної оптимiзацiї до задачi динамiчної
оптимiзацiї та створює основу для подальшого використання методiв оптимального керува-
ння.

Класична модель Марковiца ґрунтується на компромiсi мiж двома основними характе-
ристиками iнвестицiйного портфеля: очiкуваною дохiднiстю та ризиком. Першi два критерiї
цiєї моделi мають класичний змiст: максимiзацiя очiкуваної дохiдностi та мiнiмiзацiя дис-
персiї дохiдностi портфеля. У данiй роботi пропонується перейти вiд статичної моделi до її
динамiчного представлення.

Нехай n активiв формують iнвестицiйний портфель, а wi(t) – частка вартостi портфе-
ля, iнвестована в i-й актив у момент часу t. Тодi

n∑︂
i=1

wi(t) = 1, wi(t) ≥ 0, (1)

де t ∈ [0, T ] – iнвестицiйний горизонт.
На вiдмiну вiд статичної моделi, ваги портфеля можуть змiнюватися з часом. Позначи-

мо черезX(t) очiкувану вартiсть портфеля в момент часу t, а через ri(t) – миттєву дохiднiсть
i-го активу. Нехай µi(t) = E[ri(t)] – очiкувана миттєва дохiднiсть i-го активу. Одержуємо
диференцiальне рiвняння для вартостi портфеля:

dX(t)

dt
= X(t)

n∑︂
i=1

wi(t)µi(t), X(0) = X0. (2)

Таким чином, динамiка вартостi портфеля безпосередньо описується диференцiальним рiв-
нянням першого порядку. За заданих wi(t) та µi(t) його розв’язок має вигляд

X(t) = X0 exp

(︄∫︂ t

0

n∑︂
i=1

wi(s)µi(s)ds

)︄
.
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Збережемо два критерiї класичної моделi Марковiца:

max µp(t) =
n∑︂
i=1

µi(t)wi(t), min σ2
p(t) = wT (t)Σ(t)w(t),

де Σ(t) – коварiацiйна матриця дохiдностей активiв. У статичнiй моделi характеристики
µi(t) та Σ(t) визначаються для фiксованого набору ваг. У динамiчному випадку вони стають
функцiями часу:

µp(t) = µT (t)w(t), σ2
p(t) = wT (t)Σ(t)w(t).

Для оцiнювання результату iнвестування протягом усього перiоду [0, T ] можна вико-
ристати iнтегральнi критерiї

J1(w) =

∫︂ T

0

µp(t), dt −→ max, J2(w) =

∫︂ T

0

σ2
p(t), dt −→ min .

Таким чином, динамiчна двокритерiальна задача набуває вигляду⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
J1(w) =

∫︂ T

0

n∑︂
i=1

µi(t)wi(t) dt→ max,

J2(w) =

∫︂ T

0

wT (t)Σ(t)w(t) dt→ min .

за умов (1), (2).
За необхiдностi можуть бути введенi додатковi обмеження на частки активiв wi(t) ≥

wmin
i , аналогiчно до обмежень, використаних у статичнiй моделi для пiдтримання диверси-

фiкацiї портфеля.
Для одержання конкретного компромiсного розв’язку використаємо метод зважених

сум, де максимiзацiйнi критерiї входять до функцiї мiнiмiзацiї зi знаком «мiнус».
Введемо функцiонал

J(w) =

∫︂ T

0

[︁
−αµp(t) + βσ2

p(t)
]︁
dt,

де α > 0, β > 0 – ваговi коефiцiєнти, що характеризують вiдносну важливiсть дохiдностi та
ризику. Тодi задача набуває вигляду задачi динамiчної оптимiзацiї:

min
w(t)

∫︂ T

0

[︁
−αµT (t)w(t) + βwT (t)Σ(t)w(t)

]︁
dt

за диференцiального рiвняння (2) та обмежень (1).
Змiна коефiцiєнтiв α i β дозволяє отримувати рiзнi компромiснi портфелi. При збiль-

шеннi α перевага надається очiкуванiй дохiдностi, тодi як збiльшення β посилює значущiсть
мiнiмiзацiї ризику. Отриманi розв’язки формують множину компромiсних, а за вiдповiдних
умов – Парето-оптимальних стратегiй. Запропонована постановка поєднує класичну модель
Марковiца з диференцiальним рiвнянням динамiки вартостi портфеля. Це дозволяє розгля-
дати не лише оптимальну структуру портфеля в окремий момент часу, а й траєкторiю змiни
його вартостi на заданому iнтервалi.
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Асимптотика в l.i.m. розв’язку стохастичного

диференцiально-рiзницевого рiвняння з fBm для

H ∈
(︁
1
2, 1
)︁

Володимир КУШНIРЧУК
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Розглянемо випадковий процес x(t), t ∈ [−T,∞], T > 0, що визначений стохастичним
диференцiально-рiзницевим рiвнянням нейтрального типу

dDxt = Lxtdt+GxtdB
(H)(t), t ≥ 0 (1)

та початковою умовою
x0 = φ, (2)

де xt = {x(t+s), s ∈ [−T, 0]} – вiдрiзок траєкторiї випадкового процесу,D,L,G : C(−[T, 0]) →
R1 – лiнiйнi функцiонали, визначенi наступними спiввiдношеннями для ϕ ∈ C([−T, 0]):

Dϕ =
N∑︂
i=0

diϕ(−τi), Lϕ =
N∑︂
i=0

liϕ(−τi), Gϕ =
N∑︂
i=0

giϕ(−τi),

причому 0 = τ0 < τ1 < ... < τN = T ; B(H)(t), t ≥ 0 – дробовий вiнерiвський процес, для якого
в даному дослiдження будемо припускати представлення Рiмана – Лiувiлля [1]

B(h)(t) =
1

Γ(H + 0.5)

∫︂ t

0

(t− u)H− 1
2dW (t),

де W (t), t ≥ 0 – стандартний вiнерiвський процес H ∈ (0, 1) – показник Херста.
Основне твердження буде присвячене експоненцiальнiй стiйкостi в l.i.m. тривiального

розв’язку диференцiального рiвняння (1). Розглянемо поняття експоненцiальної стiйкостi в
l.i.m. тривiального розв’язку диференцiального рiвняння (1).

Означення 1. Тривiальний розв’язок стохастчиного диференцiального рiвняння (1) на-
зивається експоненцiально стiйким, якщо для довiльної початкової умови ϕ (2) з ∥φ∥ =

sup
t∈[−T,0]

|φ(t)| <∞, iснують додатнi константи M,γ > 0 такi, що

Ex2(t) ≤M∥φ∥2e−γt, t ≥ 0.

Надалi для iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi (1), (2) будемо припускати, що

функцiонал D задовольняє наступну умову
N∑︁
i=0

|di| < 1 та d0 = 1. Позначимо через y(t), t ≥ 0

– розв’язок вiдповiдного диференцiального рiвняння до рiвняння (1), через X(t), t ≥ 0 –
фундаментальний розв’язок вiдповiдного детермiнованого рiвняння [2].
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Лема. Нехай G ̸= 0 та фундаментальний розв’язок експоненцiально стiйкий. Тодi для H ∈(︁
1
2
, 1
)︁

iз експоненцiальної стiйкостi в l.i.m. x(t), t ≥ 0 випливає експоненцiальна стiйкостi
в l.i.m. l.i.m. Gxt, t ≥ 0 i навпаки.

Iз даної леми на основi властивостей функцiоналiв D та G ̸= 0 можна зробити ви-
сновок про однаковий характер асимптотики x(t), t ≥ 0, Dxt, t ≥ 0 Gxt, t ≥ 0 за умови
експоненцiальної стiйкостi тривiального розв’язку (1).

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:

• Розв’язок детермiнованого рiвняння y(t), t ≥ 0 експоненцiально стiйкий ;

• H ∈
(︁
1
2
, 1
)︁
;

• Справедлива нерiвнiсть

B =
1

Γ2
(︁
H + 1

2

)︁ ∞∫︂
0

|GXs|2ds < 1. (3)

Тодi тривiальний розв’язок диференцiального рiвняння (1) експоненцiально стiйкий.

Використовуючи перетворення Фур’є та теорему Парсеваля, можна показати, що iн-
теграл в (3) можна переписати на основi функцiоналiв D,K,G та перетворення Фур’є вiд
X(t), t ≥ 0, тобто

B =
1

Γ2
(︁
H + 1

2

)︁ ∞∫︂
0

|G1(is)|2|V −1(is)|−2ds < 1,

де

G1(z) :=
N∑︂
0

gie
−τiz, V (z) := z

(︄
N∑︂
0

die
−τiz

)︄
−

N∑︂
0

lie
−τiz.
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Пряме iнтегрування диференцiальних рiвнянь теорiї
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Широке використання композитних матерiалiв з вираженою анiзотропiєю теплофiзи-
чних та механiчних властивостей у сучасних iнженерних конструкцiях вимагає розвитку
адекватних та точних методiв аналiзу їхнього напружено-деформованого стану. Класичнi
аналiтичнi пiдходи теорiї пружностi, розробленi переважно для iзотропних тiл, стикаються
зi значними математичними труднощами при узагальненнi на неоднорiднi анiзотропнi мате-
рiали. Використання традицiйних функцiй напружень часто призводить до рiвнянь високих
порядкiв зi змiнними коефiцiєнтами, розв’язання яких пов’язане iз втратою фiзичної наочно-
стi. Водночас застосування суто числових пiдходiв, зокрема методу скiнченних елементiв,
має суттєвi обмеження при аналiзi локальних крайових ефектiв. Вiдповiдно, для верифiкацiї
числових алгоритмiв та точної оцiнки самозрiвноважених напружень критично необхiдною
є наявнiсть еталонних аналiтичних розв’язкiв.

У цьому контекстi ефективним є застосування методу прямого iнтегрування рiвнянь
рiвноваги, що дає змогу уникнути диференцiювання полiв перемiщень. Введення ключових
функцiй, що мають фiзичний змiст, дає змогу апрiорi задовольнити рiвняння рiвноваги та
звести задачу до системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь, зручних для точного задоволе-
ння граничних умов на всiх поверхнях тiла.

У роботах [1, 2, 3] запроваджено визначальнi функцiї, застосування яких забезпечує
задоволення не лише рiвнянь рiвноваги, але й заданих крайових умов. Цi функцiї, названi
функцiями Вiгака, були побудованi для окремих випадкiв дво- та тривимiрних задач теорiї
пружностi та термопружностi. У цiй доповiдi наведено узагальнення використання функцiй
Вiгака при реалiзацiї методу прямого iнтегрування.

При цьому використано наступний пiдхiд. За вiдсутностi масових сил пружна рiвнова-
га деформiвного твердого тiла в ортогональнiй криволiнiйнiй системi координат (e⃗1, e⃗2, e⃗3)

описується рiвняннями
divσ̂ = 0⃗, (1)

де divσ̂ = e⃗i ·(∇i(σij e⃗
i ⊗ e⃗j)) – дивергенцiя тензора напружень σ̂ = σij e⃗

i⊗ e⃗j, ∇i – компоненти
оператора Гамiльтона ∇⃗ = ∇ie⃗

i, i, j = 1, 2, 3.
З рiвняння (1) нескладно отримати таке:

∇i

(︁
divσ̂ · e⃗i

)︁
= 0, i = 1, 2, 3. (2)
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З використанням трьох скалярних рiвнянь (2) можна визначити три скалярнi функцiї,
якi задовольняють цi рiвняння i, як наслiдок, – рiвняння (1), тотожно та визначаються
диференцiальними спiввiдношення через поокремi компоненти тезора напружень. Цi функцiї
називатимемо функцiями Вiгака.

Зокрема, у випадку декартової системи (x, y, z) рiвняння (2) задовольняють функцiї
Vξ, ξ = {x, y, z}, уведенi у такий спосiб:

∂2σxx
∂x2

= Vy + Vz,
∂2σyy
∂y2

= Vx + Vz,
∂2σzz
∂z2

= Vx + Vy,

∂2σxy
∂x∂y

= −Vz,
∂2σxz
∂x∂z

= −Vy,
∂2σyz
∂y∂z

= −Vx.
(3)

У випадку плоскої задачi, коли знехтувано залежнiстю вiд координати z, розв’язок рiвнянь
(2) можна записати у виглядi:

∂2σxx
∂x2

=
∂2σyy
∂y2

= −∂
2σxz
∂x∂y

= V . (4)

Таким чином, рiвняння рiвноваги (1) задовольняються тотожно у тривимiрному ви-
падку, якщо напруження та три незалежнi функцiї Вiгака пов’язано спiввiдношеннями (3).
Аналогiчно у двовимiрному випадку задоволення рiвнянь (1) забезпечується виконанням
спiввiдношень (4).

Для цилiндричної системи координат (r, φ, z), наприклад, у випадку осьової симетрiї
(тобто при нехтуваннi залежнiстю вiд окружної координати φ), визначену iз рiвняння (2)
функцiю Вiгака пов’язано iз напруженнями такими спiввiдношеннями

∂

∂ρ

(︃
1

ρ

∂

∂ρ

(︁
ρ2σrr

)︁
− σ

)︃
=

∂2

∂z2
(ρσzz) = − ∂2

∂ρ∂z
(ρσrz) = ρV . (5)

У плоскому випадку (не враховуємо залежностi вiд z) аналогiчнi спiввiдношення мають
вигляд:

∂

∂r

(︃
r2
∂

∂r

(︃
r
∂2σrr
∂φ2

)︃)︃
=

∂

∂r

(︁
r2V
)︁
+ r

∂2V
∂φ2

,
∂2σφφ
∂φ2

= V , − ∂

∂r

(︃
r2
∂σrφ
∂φ

)︃
= rV . (6)

Аналогiчно можна використанти рiвняння (2) для подання функцiй Вiгака через на-
пруження для довiльної ортогональної криволiнiйної системи координат. Для визначення
напружень через функцiї Вiгака здiйснюється вiдповiдне iнтегрування спiввiдношень (3) –
(6) iз урахуванням умов на межi дослiджуваної областi. Самi ж функцiї Вiгака знаходять
на основi розв’язування рiвнянь суцiльностi.

Оскiльки спiввiдношення мiж компонентами тензора напружень та функцiями Вiгака
отримано лише на основi iнтегрування рiвнянь рiвноваги (1), то вони є справедливими для
довiльної фiзичної моделi механiки деформiвного твердого тiла, зокрема для пружнопласти-
чної. А це вiдкриває в подальшому можливостi розвитку цього методу i щодо розв’язування
задач механiки для складнiших фiзичних спiввiдношень мiж деформацiями i напруженнями,
нiж лiнiйнi.



242

Лiтература

[1] Кушнiр Р.М., Токовий Ю.В., Юзв’як М.Й., Ясiнський А.В. Зведення двовимiрних задач
термопружностi для тiл з кутовими точками до ключових iнтегро-диференцiальних
рiвнянь. Укр. мат. журн. 2021. 73, № 10. С. 1355–1367.

[2] Токовий Ю., Юзв’як. М. Температурнi напруження в прямокутному брусi. Укр. мат.
журн. 2026. 78, № 3-4. С. 274–287.

[3] Юзв’як М.Й., Токовий Ю.В. Визначення статичних термонапружень у пружному про-
сторi з використанням функцiй Вiгака. Прикл. проблеми механiки i математики. 2024.
22. C. 37–45.



243
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У роботi дослiджується задача оптимального керування для систем iнтегро/диференцiальних
рiвнянь типу Вольтерри, що мiстять малий параметр ε > 0 та швидкоосцилюючi коефiцi-
єнти. Метою дослiдження є строге математичне обґрунтування застосування методу усере-
днення для вихiдної задачi до iстотно простiшої задачi оптимального керування системою
звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглядається система з малим параметром ε > 0, нелiнiйна вiдносно керування на
iнтервалi [0, T ]

ẋε = X

(︃
t

ε
, xε(t),

∫︂ t

0

φ(t, s, xε(s))ds, u(t)

)︃
, xε(0) = x0, (1)

iз критерiєм якостi

Jε[u] =

∫︂ T

0

L(t, xε(t), u(t))dt+ Φ(xε(T )) → inf, (2)

де x ∈ Rd, T > 0, u(t) ∈ W ⊂ Rm, а допустимi керування u(·) ∈ U , де U — компакт у просторi
L2((0, T )).

Припущення:

(1) Функцiя X(t, x, y, u) неперервна в областi визначення, задовольняє умову лiнiйного
росту |X(t, x, y, u)| ≤M(1 + |x|+ |y|) та умову Лiпшица зi сталою λ > 0:

|X(t, x, y, u)−X(t, x1, y1, u1)| ≤ λ(|x− x1|+ |y − y1|+ |u− u1|).

(2) φ(t, s, x) є неперервною та лiпшицевою за x: |φ(t, s, x)−φ(t, s, x1)| ≤ Lφ|x−x1|, |φ(t, s, x)| ≤
Lφ(1 + |x|).

(3) Для φ1(t, x) =
∫︁ t
0
φ(t, s, x)ds рiвномiрно вiдносно x ∈ Rd та u ∈ W iснує границя:

lim
ε→0

∫︂ t

0

[︂
X
(︂τ
ε
, x, φ1(τ, x), u

)︂
−X0(x, u)

]︂
dτ = 0. (3)
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(4) Функцiя L(t, x, u) рiвномiрно неперервна за x рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ] та u ∈ W ,
є лiпшицевою за u, а Φ : Rd → R — неперервна функцiя.

Системi (1)–(2) зiставляється задача для ЗДР:

ξ̇(t) = X0(ξ(t), u(t)), ξ(0) = x0, (4)

з критерiєм якостi

J0[u] =

∫︂ T

0

L(t, ξ(t), u(t))dt+ Φ(ξ(T )) → inf . (5)

Ключовим апаратом для аналiзу є оцiнка близькостi траєкторiй, яка є рiвномiрною на
всiй множинi допустимих керувань U .

Лема 1. За виконання умов (1)–(3) для будь-якого η > 0 iснує ε0 = ε0(η) таке, що для всiх
0 < ε ≤ ε0 розв’язки задач (1) та (4) задовольняють нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

|x(t, u)− ξ(t, u)| ≤ η для всiх u ∈ U.

Основний результат є теорема, що встановлює зв’язок мiж оптимальними керуванням
та критерiєм якостi точної задачi i вiдповiдної їй усередненої задачi.

Теорема 1. Нехай виконано умови (1)–(4). Тодi задачi (1)–(2) та (4)–(5) мають опти-
мальнi розв’язки (x∗ε, u

∗
ε) та (ξ∗, u∗) вiдповiдно, i:

(i) limε→0 J
∗
ε = J∗

0 , де J∗
ε = infu∈U Jε[u], J∗

0 = infu∈U J0[u];

(ii) для будь-якого η > 0 iснує ε0 таке, що при ε < ε0 виконується нерiвнiсть |J∗
ε −

Jε(u
∗)| < η (оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним для

вихiдної);

(iii) iснує послiдовнiсть εn → 0 така, що при n→ ∞:

x∗εn(t) ⇒ ξ∗(t) рiвномiрно на [0, T ], u∗εn(·) → u∗(·) в L2((0, T )).

Якщо розв’язок усередненої задачi (4) єдиний, то збiжнiсть у пунктi (iii) має мiсце для
будь-якого прямування ε→ 0.
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Моделювання фiзичних процесiв методом гiбридних

iнтегральних перетворень Ейлера-Фур’є-Ейлера на
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На сучасному етапi розвитку науково-технiчного прогресу, особливо у зв’язку з до-
сить широким використанням композитних матерiалiв, виникає нагальна потреба у вивченнi
фiзико-технiчних характеристик таких матерiалiв, що знаходяться в рiзних умовах експлу-
атацiї. Математично це призводить до задачi розв’язування сепаратної системи диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку на кусково-однорiдному сегментi
з вiдповiдними початковими та крайовими умовами.

Одним iз ефективних методiв побудови iнтегральних зображень аналiтичних розв’яз-
кiв таких задач математичної фiзики є метод гiбридних iнтегральних перетворень.

Розглянемо задачу побудови обмеженого в областi

D2 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I2}, I2 = (R0;R1) ∪ (R1;R2) ∪ (R2;R3)

розв’язку сепаратної системи трьох диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

Lt[u1] + γ21u1 − a21B
∗
α1
[u1] = f1(t, r), r ∈ (R0;R1),

Lt[u2] + γ22u2 − a22
∂2

∂r2
[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;R2), (1)

Lt[u3] + γ23u3 − a23B
∗
α3
[u3] = f3(t, r), r ∈ (R2;R3),

з вiдповiдними початковими умовами, умовами спряження та крайовими умовами [1-2].
При R0 = 0 в цiй точцi виконується умова обмеження, при R0 > 0 – стандартна крайо-

ва умова [1-2]. У кожному iз наведених випадкiв побудоване вiдповiдне пряме та обернене
гiбридне iнтегральне перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера, породжене на множинi I2 гiбри-
дним диференцiальним оператором, доведенi теореми про основну тотожнiсть гiбридного
диференцiального оператора [1].

Якщо Lt = d
dt

, то ми маємо задачу теплопровiдностi або дифузiї, якщо ж Lt =
d2

dt2
, то

одержуємо задачу динамiки.
Усi оператори та параметри, якi беруть участь у постановцi крайових задач для систе-

ми (1), описанi у вiдповiдних працях[1-2].
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Пряме iнтегральне перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера на полярнiй осi з двома точка-
ми спряження записується у виглядi операторної матрицi-рядка. Вихiдна система та поча-
тковi умови записуються в матричнiй формi, i ми застосовуємо операторну матрицю-рядок
до заданої задачi за правилом множення матриць.

В результатi отримуємо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння пер-
шого або другого порядку в залежностi вiд оператора Lt.

Обернене перетворення Ейлера-Фур’є-Ейлера записується у виглядi операторної матрицi-
стовпця, i ми застосовуємо його до побудованого розв’язку задачi Кошi. Пiсля здiйснення
деяких перетворень ми отримуємо єдиний розв’язок вихiдної задачi.

Побудованi розв’язки крайових задач мають алгоритмiчний характер, що дозволяє
використовувати їх як у теоретичних дослiдженнях, так i в числових розрахунках.
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Канторiвська двоосновна система числення в задачах
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Нагадаємо, що канторiвська система числення (або система кодування чисел вiдрiзка
[0; 1]) визначається послiдовнiстю (sn) натуральних основ, бiльших 1, i послiдовнiстю алфа-
вiтiв (An), де An = {0, 1, ..., sn − 1}, а саме

[0; 1] ∋ x =
α1

s1
+

α2

s1s2
+ ...+

αn
s1s2...sn

+ ... ≡ ∆(sn)
α1α2...αn...

, αn ∈ An. (1)

Символiчний запис x = ∆
(sn)
α1α2...αn... розкладу (1) ми називаємо ∆(sn)-зображенням чи-

сла x, αn – n-ою цифрою цього зображення.
Якщо sn = s, то ∆(sn)-зображення чисел є класичним s-ковим зображенням.
Iснують числа, що мають два ∆(sn)-зображення:

∆
(sn)
a1...am−1am[sm+1−1][sm+2−1]... = ∆

(sn)
a1...am−1[am+1](0).

Вони називаються ∆(sn)-бiнарними i утворюють злiченну всюди щiльну в [0; 1] множину. Ре-
шта чисел мають єдине зображення. Вони називаються ∆(sn)-унарними. Отже, дана система
кодування чисел має нульову надлишковiсть.

Узагальненням зображення чисел у канторiвськiй системi числення є полiосновне Q̃-
зображення чисел, визначене нескiнченною “матрицею” ||qin|| з додатними елементами qin,
такими, що q0n + q1n + ...+ q[sn−1]n = 1 ∀n ∈ N :

[0; 1] ∋ x = βα11 +
∞∑︂
k=2

[βαkk

k−1∏︂
j=1

qαjj] = ∆Q̃
α1α2...αn...

, βαkk =

αk−1∑︂
i=0

qij.

Розглядається фiксоване число c ∈ [0; 1] i його класичне двiйкове зображення c = ∆2
c1c2...cn...

i канторiвська система числення, визначена послiдовнiстю основ

sn = τ(c) =

⎧⎨⎩2, якщо cn = 0,

3, якщо cn = 1.

Нехай r = (r0, r1), s = (s1, s2, s3), 0 < r0 < 1, r1 = 1 − r0, 0 < gi < 1, g1 + g2 + g3 = 1.
Розглядається Q̃-зображення чисел, визначене матрицею qin, кожен стопчик якої збiгається
з r̄ або ḡ.

Основними об’єктами розгляду є двi функцiї:

y = φ(c, x) =
α1(x)

2
+
α2(x)

22
+ ...+

αn(x)

2n
+ ... ≡ ∆α1(x)α2(x)...αn(x)...,
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z = f(c, x) = ∆Q̃
α1(x)α2(x)...αn(x)...

,

де c = ∆2
c1c2...cn...

, sn = τ(c), x = ∆
(sn)
α1α2...αn....

qin =

⎧⎨⎩ri, якщо cn = 0,

gi, якщо cn = 1,
βαn(x)n =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
αn−1∑︁
i=0

ri, якщо cn = 0,

αn−1∑︁
i=0

gi, якщо cn = 1.

Обидвi функцiї визначенi на одиничному квадратi i мають множиною значень вiдрiзок
[0; 1]. Друга функцiя є коректно означеною при будь-якому c, а перша – лише при c = 0 i
c = 1, але стає такою, пiсля домовленостi використовувати лише одне з двох iснуючих
зображень бiнарної точки (нехай з перiодом (0)).

Теорема 1. Якщо c – фiксоване число, то функцiя φ є лiнiйною, якщо одночасно вико-
нуються умови r0 = 1

2
, g0 = 1

3
= g1, i сингулярною (неперервною функцiєю, вiдмiнною

вiд константи, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега) в рештi
випадкiв.

Теорема 2. При фiксованому c функцiя f є неперервною в кожнiй (sn)-унарнiй точцi i
розривною (sn)-бiнарнiй точцi.

Теорема 3. При фiксованому , зображення якого має нескiнченну кiлькiсть нулiв та оди-
ниць, функцiя f має континуальнi множини рiвнiв, якi володiють фрактальними власти-
востями.
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Зафiксуємо довiльно τ > 0 i розглянемо рiвняння

∂tv(t; ξ) = −{A∗
0(t; i∂ξ) + A∗

1(t, ξ; i∂ξ)}v(t; ξ), (t; ξ) ∈ Π[0;τ), (1)

в якому v – невiдома функцiя, ΠQ = {(t;x) : t ∈ Q, x ∈ Rn}, а

A∗
0(t; i∂ξ)· =

∑︂
|k|≤p

a0,k(t)i
|k|∂kξ ·, A∗

1(t, ξ; i∂ξ)· =
∑︂
|k|≤p1

∂kξ (i
|k|a1,k(t; ξ)·)

(тут зверху рискою (·) позначено комплексну спряженiсть). Вважатимемо, що диференцi-
альний вираз A∗

0(t; i∂ξ) на Π[0;τ ] є обернено {p;h}-параболiчним з родом µ < 0, а порядок p1

виразу A∗
1 менший за h. Для рiвняння (2) задамо початкову умову

v(t; ·)|t=τ = φ. (2)

Задача Кошi (2), (3) є спряженою за Лагранжем до основної задачi, сформульованої в
[1].

Теорема. Нехай на множинi Π[0;τ ] коефiцiєнти рiвняння (2) нескiнченно диференцiйовнi за
змiнною ξ, неперервнi за t рiвномiрно стосовно ξ, обмеженi разом з усiма своїми похiдними
комплексно значнi функцiї, а φ ∈ S1−µ/h. Тодi функцiя

v(t; ξ) =

∫︂
Rn
Z∗(t, ξ; τ, x)φ(x)dx, (t; ξ) ∈ Π[0;τ),

є класичним розв’язком рiвняння (2), при цьому v(t; ·) ∈ S1−µ/h, t ∈ [0; τ). У випадку, коли
φ ∈ S

1/h
1−µ/h, виконується граничне спiввiдношення

v(t; ·) →
t→τ−0

φ(·)

у сенсi збiжностi в просторi S1−µ/h. Тут Z∗ – функцiя Грiна задачi Кошi (2), (3), a Sα, Sβα
– вiдповiднi простори основних функцiй Гельфанда i Шилова [1].
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Математичне моделювання процесiв переноcу забруднень

в атмосферi за допомогою сучасних статистичних методiв
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У роботi порiвнюються можливостi рiзних алгоритмiв аналiзу «великих даних» для
аналiзу часових рядiв концентрацiй {Cj}nj=1 забруднювачiв (завислi речовини, NO, NO2, C,
CO, SO2, NH3 (амiак), C6H5OH (фенол), CH2O (формальдегiд), j = 1 − 9) на територiї
України. Ця тема є актуальною для математичного моделювання i прогнозування перено-
су i накопичення викидiв промисловостi, сiльского господарства, енергетичеого сектору та
транспорту. Данi знаходяться у вiдкритому доступi на сайтi Мiнiстерства захисту довкiлля
та природних ресурсiв України (mepr.gov.ua) i мiстять часовi ряди середньодобових зна-
чень Cj на територiї кожної з областей України. Змiна у часi значень Cj вiдбувається за
рахунок викидiв на урбанiзованих i сльських мiсцевостях, турбулентного переносу в атмо-
сферi та приграничному турбулентному шарi в залежностi вiд профiлю мiсцевостi (шорс-
ткостi iнтерфейсу повiтря-тверда поверхня), седиментацiї та накопиченню у поверхневих
водах i ґрунтах. Для розробки вiдповiдних математичних моделей у виглядi систем дифе-
ренцiльних рiвнянь використовується data-driven пiдхiд, коли залежностi мiж концентрацi-
ями у часi отримуються за допомогою статистичних методiв (мультикомпонентна регресiя
(МЛР), регресивне дерево (РД)) та алгоритми машинного навчання (random forest (RF) [1],
XGBoost [2], нейроннi мережi (НМ) [3]), якi використовуються у данiй роботi. Приклад ча-
сових рядiв пiсля згладження ковзним середнiм наведений на Рис. 1.

Рис. 1: Коливання концентрацiй обраних забруднювачiв в атмосферi м. Харкiв протягом
2023–2025 рр.

В процесi тренування датасети псевдовипадковим чином розбивалися на тренувальнi
й тестовi у спiввiдношенi 80:20. Усi алгоритми навчалися на 1000 тренувально-тестових на-
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борах, з помiж яких обирався найкращий результат. Ефективнiсть алгоритму визначалася
за вiдхиленням передбачення вiд цiльового показника на тестових групах. Такий пiдхiд до-
зволяє мiнiмiзувати ефект перенавчання, коли отриманi моделi знаходять в тренувальних
даних закономiрнiсть, яка не описує усi спостереження. Таким чином мiнiмiзувався вплив
початкових даних та розбiжностi динамiки концентрацiй забруднювачiв у часi.

В результатi методом найменших квадратiв знайдена МЛР мiж iндексом забруднення
повiтря IAP , який є у базах даних, з концентрацiями забруднювачiв у виглядi IAP = β0 +∑︁n

j=1 βjCj, де βj – коефiцiєнти регресiї.
Методом РД був отриманий прогноз кожного наступного за часом значення Cj у ви-

глядi шматково-постiйної функцiї F (Cj) =
∑︁Q

q=1Aq(Rq)I[Cj ∈ Rq], де Rq – q-й листок у
просторi значень, Q – кiлькiсть листкiв, Aq – прогнозне значення (середнє за навчальним
датасетом) для листка Rq, I – iндиткаторна функцiя.

НМ складалися з m шарiв з числом нейронiв {ki}mi=1 в i-му шарi, де вихiдний параметр
кожного нейрона має вигляд Fi+1(Cj) = f

(︂∑︁ki
i=1(wiCj i) + b

)︂
, де f(z) – функцiя активацiї,

wi – ваговi коефiцiєнти, b – похибка (bias).
Пiд час тренування використовувалися як сталi структури (СС), так i випадково зге-

нерованi структури (ВЗС) НМ m, ki, wi, f(z), причому розглядалося 100 рiзних значень wi
для кожної iтерацiї алгоритму. Для сталих мереж було обрано m = 12 шарiв i ∀i, ki = 40

нейронiв в кожному, a для випадково cгенерованих НМ – m = {11, 12, 13} i ∀i, ki ≤ 600.
В результатi математичного моделювання прогнозу динамiки кривих Cj(t) середня то-

чнiсть агоритмiв склала: 0.712 для МЛР, 0.896 для РД, 0.941 для RF, 0.936 для XGBoost,
0.891 для НМ зi сталою структурою, i 0.925 для НМ з (ВЗС). При цьому найкращим для 6 з
9 дослiджуваних забруднювачiв виявився алгоритм НМ з ВЗС, але й вiн, а також алгоритм
з СС, не знайшли закономiрностi в рештi (3 з 9) забруднювачiв. Серед iнших алгоритмiв
найкращим виявився алгоритм RF, який продемонстрував високу ефективнiсть при зна-
чно меншому часi тренування (< 5 хвилин) у порiвняннi з НМ (∼ 2 години). В той же
час НМ демонструють бiльшу адаптивнiсть i можливiсть змiни структури пiд рiзнi типи
динамiки кривих Cj(t). Таким чином, для швидкого математично обґрунтованого прогнозу
концентрацiй забруднень повiтря у кожнiй областi країни добре працює алгоритм RF, а для
бiльшої точностi краще використовувати НМ, якi, однак, потребують значно бiльшого часу
навчання.
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Iєрархiчнi прихованi марковськi моделi є узагальненням класичних прихованих мар-
ковських моделей, у яких прихований процес складається з декiлькох взаємопов’язаних рiв-
нiв [1, 2, 3]. Розширенням цього пiдходу є iєрархiчнi прихованi напiвмарковськi моделi, що
дозволяють враховувати довiльний розподiл часу перебування прихованого процесу у станах
[4].

Нехай модель мiстить K прихованих рiвнiв. Позначимо через x(k)(t), k = 1, . . . , K, при-
хованi процеси зi станами X(k), а через y(t) ∈ Y – процес спостережень. Для кожного рiвня
введемо вкладений ланцюг Маркова x(k)n та час перебування θ(k)n . Моменти переключення:

τ
(k)
0 = 0, τ

(k)
n+1 = τ (k)n + θ

(k)
n+1, n ≥ 0.

На першому рiвнi переходи визначаються матрицею

A(1) =
(︂
a
(1)
ij

)︂
, a

(1)
ij = P

(︂
x(1)n = j | x(1)n−1 = i

)︂
, {i, j} ⊂ {1, ..., n}.

Взаємозв’язок сусiднiх рiвнiв задається матрицями

B(k−1) =
(︂
b
(k−1)
ij

)︂
, b

(k−1)
ij = P

(︂
x(k)n = j | x(k−1)

n−1 = i
)︂
, {i, j} ⊂ {1, ..., n}.

Параметри pk ∈ [0, 1] характеризують ступiнь залежностi k-го рiвня вiд попереднього.
При pk = 1 формується повнiстю залежна структура, а при pk = 0 незалежна.

Основною задачею є знаходження стацiонарного розподiлу πy процесу спостережень.
Позначимо через mx(k) вектор середнiх часiв перебування у станах x(k)(t),
my – вiдповiдний вектор для процесу спостережень, ⊙ позначемо як поелементне множення,
а через vx – стацiонарний розподiл вкладеного ланцюга Маркова xn, n ≥ 0. Припускаємо,
що всi цi математичнi сподiвання є скiнченними.

Для першого рiвня стацiонарний розподiл має вигляд

πx
(1)

=
1⃓⃓

vx ⊙mx(1)
⃓⃓
l1

vx ⊙mx(1) .

Нехай rk = 0 вiдповiдає незалежному режиму переключення, а rk = 1 – режиму, за
якого враховується додаткове переключення, зумовлене попереднiм рiвнем.

Теорема 1. Нехай вкладений ланцюг Маркова x
(1)
n , n ≥ 0, є незвiдним та аперiодичним,

математичнi сподiвання часу перебування у станах прихованих i видимого процесiв скiн-
ченнi, а pk ∈ [0, 1], k = 1, . . . , K − 1.
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Тодi стацiонарнi розподiли прихованих процесiв визначаються рекурентно. Для k =

2, . . . , K:

πx
(k)

= pk

(︄
1{rk=0}

((B(k−1))Tπx
(k−1)

)⊙mx(k)⃓⃓
((B(k−1))Tπx(k−1))⊙mx(k)

⃓⃓
l1

+ 1{rk=1}
((B(k−1))Tπx

(k−1)
)⊙ (mx(k) + eM)⃓⃓

((B(k−1))Tπx(k−1))⊙ (mx(k) + eM)
⃓⃓
l1

)︄

+ (1− pk)
vx

(k) ⊙mx(k)⃓⃓
vx(k) ⊙mx(k)

⃓⃓
l1

.

Стацiонарний розподiл процесу спостережень визначається за останнiм прихованим
рiвнем:

πy = 1{rK=0}
((B(K))Tπx

(K)
)⊙my⃓⃓

((B(K))Tπx(K))⊙my
⃓⃓
l1

+ 1{rK=1}
((B(K))Tπx

(K)
)⊙ (my + eM)⃓⃓

((B(K))Tπx(K))⊙ (my + eM)
⃓⃓
l1

.

Таким чином, отримано рекурентний спосiб визначення стацiонарних розподiлiв усiх
прихованих рiвнiв та процесу спостережень. Параметри pk дозволяють регулювати зале-
жнiсть мiж сусiднiми рiвнями iєрархiї. Отриманi спiввiдношення можуть бути використанi
для подальшого дослiдження моделi та розробки методiв оцiнювання її параметрiв.
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Постановка задачi. Методи динамiчної адаптацiї нейронних мереж передбачають
змiну кiлькостi нейронiв, шарiв, каналiв або зв’язкiв у ходi навчання, а також вибiр шляху
обчислення залежно вiд вхiдних даних [1]. Структурнi змiни можуть використовуватися для
нарощування або стиснення архiтектури, а також для зменшення обчислювальних витрат
[2, 3]. Оскiльки кожен метод реалiзує адаптацiю за власною процедурою, коректне порiв-
няння таких методiв потребує єдиного способу опису умов їх застосування, послiдовностi
структурних перетворень i їхнього впливу на ресурсоємнiсть моделi.

Мета роботи — розробити унiфiковане середовище для вiдтворюваного порiвняння ди-
намiчних нейронних мереж, у якому структурнi змiни подаються як типiзованi перетворення
графа, а для кожної подiї фiксується перехiд мiж станами моделi, придатний для перевiрки
й вiдтворення.

Математична модель. Архiтектуру мережi на кроцi t подамо типiзованим орiєнто-
ваним графом

Gt = (Vt, Et, φt),

де Vt — множина обчислювальних вузлiв, Et — множина зв’язкiв, а φt задає тип i параметри
кожного обчислювального вузла та, за потреби, атрибути зв’язкiв. Позначимо через Gadm

множину допустимих графiв iз узгодженими розмiрностями тензорiв, фiксованими просто-
рами входiв i виходiв та коректною топологiєю обчислювального графа.

Подiю адаптацiї визначимо кортежем e = (κ, τ, π, µ), де κ — тип подiї, τ — iдентифi-
катор або опис цiльового вузла, ребра чи пiдграфа, π — параметри перетворення, а µ —
метаданi. Кожнiй подiї вiдповiдає частковий оператор

Te : dom(Te) ⊆ Gadm −→ Gadm, Gt+1 = Te(Gt).

Область визначення dom(Te) охоплює тi стани моделi, для яких цiльовий фрагмент iснує,
розмiрностi узгодженi, а задане перетворення може бути коректно виконане. Перед застосу-
ванням подiї експериментальне середовище перевiряє, чи є вiдповiдне перетворення допусти-
мим для поточного стану моделi. Пiсля перевiрки подiя або застосовується, або вiдхиляється
iз зазначенням причини.

Змiни, спричиненi подiєю, описує вектор

∆(e,Gt) =
(︂
∆N,∆ ˆ︁F ,∆S)︂ ,
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де ∆N — змiна кiлькостi параметрiв, ∆ ˆ︁F — змiна наближеної оцiнки обчислювальних витрат,
а ∆S — змiна частки замаскованих або нульових ваг. Якщо початковий граф i параметри
подiй зафiксовано, послiдовнiсть

H = (G0, e0, G1, e1, . . . , eT−1, GT )

дає змогу вiдтворити послiдовнiсть структурних станiв мережi.
Подiєве подання та експериментальна перевiрка. У запропонованому подiєвому

поданнi окремо зберiгаються опис подiї та результат її застосування. Результат мiстить мо-
мент виконання в термiнах епохи або кроку навчання, метаданi про стани архiтектури до
i пiсля перетворення, ознаку успiшного виконання, причину вiдхилення та вектор ∆(e,Gt).
У середовищi реалiзовано подiї розширення мережi, злиття шарiв, маскування ваг i прорi-
джування каналiв.

Подiєве подання використано в унiфiкованих експериментальних протоколах для син-
тетичної задачi класифiкацiї, MNIST та CIFAR-10. Для кожного методу проведено п’ять
запускiв iз рiзними початковими значеннями генератора випадкових чисел. Для кожного
запуску зберiгається конфiгурацiя, описи графiв архiтектури, iсторiя подiй, показники яко-
стi та ресурснi характеристики.

У повному дослiдженнi подiєве подання проiлюстровано на прикладi канального про-
рiджування згорткової нейронної мережi (CNN) для MNIST. На другiй епосi одна подiя
змiнила конфiгурацiю каналiв з (24, 48) на (21, 48), унаслiдок чого кiлькiсть параметрiв
зменшилася на 1332, а наближена оцiнка FLOPs — на 558 012.

Середовище також пiдтримує умовнi обчислення. Для моделей з динамiчною маршру-
тизацiєю зберiгаються маршрути обчислень для окремих зразкiв, частка раннiх виходiв, се-
редня активна ширина мережi та вiдношення обчислювальних витрат вибраного маршруту
до витрат повного проходу мережi. Це дає змогу в межах спiльного формату звiтностi ана-
лiзувати як постiйнi структурнi змiни, так i динамiчний вибiр маршруту обчислень залежно
вiд вхiдних даних.

Висновки. Розроблено унiфiковане середовище для вiдтворюваного порiвняння дина-
мiчних нейронних мереж, формальною основою якого є подiєве подання структурної адапта-
цiї у виглядi послiдовностi допустимих перетворень типiзованого графа. Воно поєднує фор-
мальний опис подiї, перевiрку можливостi її застосування, фiксацiю структурних i ресурсних
характеристик, а також порiвняльне оцiнювання методiв динамiчної адаптацiї. Запропонова-
не подання дозволило унiфiкувати фiксацiю структурних змiн i ресурсних характеристик, а
також причин вiдхилення недопустимих перетворень для рiзних класiв динамiчних моделей.
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Геобар’єри — це iнженернi рiшення у виглядi штучних включень, основним завданням
яких є мiнiмiзацiя поширення шкiдливих речовин у довкiлля з функцiонуючих полiгонiв вiд-
ходiв, в тому числi - побутових [3, 5]. Оскiльки в сховища безперервно надходять вiдходи, то
є актуальною задача прогнозу їх ущiльнення [1, 2]. Iсторично, починаючи з використання
геобар’єрiв у 1960-х роках, глини були їхнiми першими будiвельними матерiалами. Пiзнi-
ше, з 80-х i 90-х рокiв минулого столiття, геобар’єри стали композитними i в них почали
використовувати геотекстильнi матерiали.

У випадку одношарового геобар’єра товщиною δ умови спряження для надлишкових
напорiв h в поровiй рiдинi мають вигляд [1, 2]

u±
⃓⃓
x=ξ

= − [h]∫︁ δ
0

dx
kω(h)

, (1)

де u—швидкiсть фiльтрацiї, [h] = h+−h− — стрибок напорiв на тонкому включеннi x = ξ, kω
— коефiцiєнт фiльтрацiї матерiалу тонкого включення, який нелiнiйно залежить вiд самих
напорiв [2]. Якщо kω (h) = k0 = const, то з умови (1) ми отримуємо класичну умову спря-
ження неiдеального контакту [?, 4]. Модифiкованi умови спряження типу (1) використанi в
роботах [1, 2, 6].

Розглянемо композитний геобар’єр (див. рис. 1), який складається з двох тонких шарiв,
ω1 та ω2, з товщинами δ1 та δ2 вiдповiдно. Нехай h∗ — середнє значення напору на контактнiй
межi включень ω1 та ω2 (фактично при x = ξ + δ1). Тодi, аналогiчно умовi (1), отримуємо:

u− = − h∗ − h−∫︁ δ1
0

dx
kω1(h)

;u+ = − h+ − h∗∫︁ δ2
0

dx
kω2(h)

. (2)

Тут kω1 та kω2 — коефiцiєнти фiльтрацiї пористого матерiалу включень вiдповiдно; u —
швидкiсть фiльтрацiї, яка визначається згiдно iз законом фiльтрацiї; u− та u+ — значення
швидкостей фiльтрацiї при x = ξ − 0 та x = ξ + δ1 + δ2 + 0 вiдповiдно.

Далi, додаючи дещо перетворенi умови (2), маємо:

u−
∫︂ δ1

0

dx

kω1(h)
+ u+

∫︂ δ2

0

dx

kω2(h)
= −[h]. (3)
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Рис. 1: Двошаровий композитний геобар’єр.

Враховуючи умову неперервностi потоку [u] = u+ − u− = 0 , з (3) отримуємо

u±
⃓⃓
x=ξ

= − [h]∫︁ δ1
0

dx
kω1(h)

+
∫︁ δ2
0

dx
kω2(h)

.

Виведенi умови спряження використано при формуваннi крайової задачi нелiнiйної
фiльтрацiйної консолiдацiї сховища вiдходiв на випадок композитностi геобар’єра. Знайдено
числовi розв’язки вiдповiдної крайової задачi методом скiнченних елементiв, деведено тео-
реми про їх iснування, єдинiсть та точнiсть, аналогiчно до [2]. Проведено серiю числових
експериментiв та здiйснено їх аналiз.
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Координацiя рою дронiв у задачi truck-and-multi-UAV

доставки з гнучкими точками запуску та повернення

Сергiй МАРТИНЮК, Михайло СИДОРА
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна

s.martyniuk@chnu.edu.ua; sydora.mykhailo@chnu.edu.ua

У truck-and-multi-UAV системi потрiбно узгоджувати не лише маршрут i призначення
клiєнтiв, а й мiсiї кiлькох БПЛА, моменти запуску/приймання, очiкування та пропускну
здатнiсть спiльної платформи. Просторову гнучкiсть додатково створюють короткi зупинки
вантажiвки у неклiєнтських дорожнiх точках.

Метою роботи є компактне формулювання такої системи та видiлення її математи-
чних властивостей. Оскiльки flexible/non-customer launch and recovery sites уже дослiджую-
ться, авторський акцент переноситься на їх iнтеграцiю з подiєвим розкладом рою та post-
optimality аналiзом просторової гнучкостi.

Вiдомi моделi вже охоплюють кiлька БПЛА, scheduling launch/recovery-операцiй i гну-
чкi точки зустрiчi [2, 3, 4]. Тому внесок цiєї роботи формулюється через залежнiсть опти-
мального makespan вiд множини candidate sites, маржинальнi характеристики точок i критично-
шляхову оцiнку координацiйного навантаження.

Ознака FSTSP / вузлова мо-

дель

Вiдомi multi-UAV /

flexible-site моделi

Акцент цiєї роботи

Launch/recovery маршрутнi вершини flexible / non-customer sites candidate sites S +

swarm schedule

Координацiя один БПЛА multi-UAV scheduling, wai-

ting/queueing

серiалiзацiя платфор-

ми

Теоретичний

шар

routing / makespan routing / scheduling T ⋆(S), ∆s, ∆A, Ψflex

Нехай GT = (V T , AT ), де V T = {0, n+ 1} ∪ C ∪ S; C — клiєнти, S — кандидатнi неклi-
єнтськi зупинки, H = {1, . . . ,m} — множина БПЛА. Мiсiя f = (i, k, j, h) означає запуск у i,
обслуговування k i приймання у j; множина F попередньо вiдсiкає енергетично, вантажно
або просторово нездiйсненнi мiсiї.

Змiннi xij описують маршрут вантажiвки, yf — активнi мiсiї, а часовi змiннi зада-
ють розклад руху вантажiвки, запускiв i приймань БПЛА. Первинною метою є мiнiмiзацiя
makespan, а пробiг i енерговитрати є лише вторинними критерiями. Щоб уникнути залежно-
стi вiд довiльних «малих» ваг, критерiй задається лексикографiчно:

lexmin

⎛⎝T, ∑︂
(i,j)∈AT

dTijxij,
∑︂
f∈F

E(f)yf

⎞⎠ . (1)



263

Якщо S1 ⊆ S2, F (S1) ⊆ F (S2), новi точки є опцiйними, а старi обмеження не змiнюю-
ться, то T ⋆(S2) ≤ T ⋆(S1). Звiдси для s /∈ S:

∆s(S) = T ⋆(S)− T ⋆(S ∪ {s}) ≥ 0, s /∈ S, (2)

∆A(S) = T ⋆(S)− T ⋆(S ∪ A) ≥ 0, A ⊆ Smax, A ∩ S = ∅. (3)

Монотоннiсть не гарантує субмодулярностi: launch- i recovery-точки можуть бути ком-
плементарними, тому адаптивна дискретизацiя має оцiнювати не лише одиничнi точки, а й
пари або групи кандидатiв.

Ψflex є post-optimality характеристикою fixed- та flexible-рiшень. Щоб не рахувати па-
ралельнi операцiї, координацiйне навантаження Ccoord(x) визначається лише через коорди-
нацiйнi дуги критичного шляху подiєвого графа:

Ccoord(x) = max
P∈P⋆(x)

∑︂
e∈P∩Acoord(x)

ce. (4)

∆Ccoord = max
{︁
0, Ccoord

(︁
xflex

)︁
− Ccoord

(︁
xfix
)︁}︁
. (5)

Для оптимальних xfix та xflex величина ∆Ccoord є iнкрементальним координацiйним
навантаженням переходу fixed→flexible. Позначивши ∆T = T fix − T flex ≥ 0, за ∆Ccoord > 0

маємо:

Ψflex =
Gflex

K inc
=

∆T

∆Ccoord
, ∆Ccoord > 0. (6)

∆T i ∆Ccoord мають однакову часову розмiрнiсть, тому Ψflex є безрозмiрним i не за-
лежить вiд одиниць часу за узгодженого масштабування всiх часових параметрiв. Порiг
Ψflex = 1 є операцiйним: при Ψflex > 1 скорочення makespan перевищує додаткове критично-
шляхове координацiйне навантаження; це не грошовий break-even point.

∂Ψflex

∂∆T
=

1

∆Ccoord
> 0,

∂Ψflex

∂∆Ccoord
= − ∆T

(∆Ccoord)2
≤ 0. (7)

Iндекс зростає з часовим виграшем i спадає з координацiйним навантаженням. При
∆Ccoord = 0, ∆T > 0 flexible-рiшення операцiйно домiнує; при ∆Ccoord = ∆T = 0 виникає
невизначенiсть 0/0. Практична здатнiсть Ψflex ранжувати сценарiї потребує окремої обчи-
слювальної валiдацiї.

Оновлена постановка не претендує на першiсть у non-customer launch/recovery locati-
ons. Її математичний внесок полягає у зв’язуваннi candidate-site selection з багатодроновим
подiєвим розкладом та у дослiдженнi функцiї T ⋆(S): встановлюється монотоннiсть, вво-
дяться ∆s(S) i ∆A(S), а комплементарнiсть точок пояснює вiдсутнiсть загальної greedy-
гарантiї.

Уточнений Ψflex порiвнює часовий виграш з iнкрементальним координацiйним наван-
таженням критичного шляху. Наступний етап — вiдтворювана обчислювальна перевiрка
fixed/flexible baselines, sensitivity analysis iндексу та single-site проти group-site refinement.
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Схеми апроксимацiї початкових задач для

диференцiально-рiзницевих рiвнянь та їх числове

моделювання
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Диференцiально-рiзницевi рiвняння є математичними моделями багатьох прикладних
задач у технiчних, хiмiчних, бiологiчних, економiчних та iнших процесах, еволюцiя яких
залежить вiд передiсторiї. Для наближеного дослiдження математичних моделей, що опису-
ють процеси з пiслядiєю, ефективним виявився метод апроксимацiї рiвнянь iз запiзненням
послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь [1].

Розглянемо початкову задачу для диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзнен-
ням:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), t ∈ [0, T ], (1)

x(t) = φ0(t), t ∈ [−τ, 0]. (2)

де x(t) ∈ R, τ > 0, f(t, u, v) — неперервна функцiя, визначена для t ∈ [0, T ], u, v ∈ R, що
задовольняє умову Лiпшиця за u i v, φ0(t) — неперервна початкова функцiя.

Схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь класичної i пiдвищеної точно-
стi та їх числове моделювання для тестових модельних систем iз запiзненням наведено в
роботах [2, 3].

Будемо розглядати допомiжнi функцiї yi(t) = x
(︁
t− iτ

m

)︁
, i = 0,m. Обмежуючись в

розкладi в ряд Тейлора двома членами

yi−1(t) = yi(t) +
τ

m
y′i(t) + . . .

початковiй задачi для рiвняння iз запiзненням (1)–(2) поставимо у вiдповiднiсть задачу Кошi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (класичну схему апроксимацiї) [2]:

y′0(t) = f(t, y0, ym),

y′i(t) =
m

τ
(yi−1(y)− yi(t)), i = 1,m, (3)

yi(t0) = φ

(︃
t0 −

iτ

m

)︃
, i = 0,m. (4)

Якщо розв’язок задачi (1)–(2) задовольняє умову Лiпшица на [t0 − τ, T ] або диферен-
цiйовний, тодi мають мiсце спiввiдношення [2]:⃓⃓⃓⃓

x

(︃
t− iτ

m

)︃
− yi(t)

⃓⃓⃓⃓
≤ K√

m
, j = 0,m, t ∈ [t0, T ]. (5)
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Обмежуючись трьома членами розкладу в ряд

yi−1(t) = yi(t) +
dyi(t)

dt

τ

m
+
d2yi(t)

dt2
τ 2

m2

1

2
+ . . .

початковiй задачi (1)–(2) поставимо у вiдповiднiсть задачу Кошi для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (схему апроксимацiї пiдвищеної точностi):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y′0 = f(t, y0, ym),

y′i = ym+i

y′m+i = 2µ2(yi−1 − yi)− 2µym+i, i = 1,m, µ =
m

τ

(6)

y0(0) = φ(0), yj(0) = φ

(︃
−jτ
m

)︃
, y′j(0) = φ′

(︃
−jτ
m

)︃
, j = 1, . . . ,m. (7)

При додаткових умовах на початкову задачу (1)–(2) встановлено точнiсть апроксимацiї
схеми пiдвищеної точностi [3]:

max
0≤s≤T

|x(s)− y0(s)| ≤
A

m
, A > 0. (8)

Для моделювання процесу розв’язання початкових задач для диференцiально-рiзницевих
рiвнянь за допомогою наведених схем апроксимацiї, створено прикладний програмний до-
даток, що забезпечує автоматизацiю дослiдження — вiд алгебраїчного зведення вхiдного
математичного виразу до його програмної трансляцiї у розрахункову рiзницеву схему. Технi-
чно ця автоматизацiя реалiзована через конвеєрну архiтектуру самописного C++ ядра, яка
автоматично перетворює LaTeX-запис у динамiчну структуру «Обчислювального дерева».
Завдяки такiй символьнiй репрезентацiї система здатна самостiйно аналiзувати запiзнення
в аргументах, генерувати схеми апроксимацiї та гнучко налаштовувати параметри сiтки як
для самих обчислень, так i для зручної вибiрки результатiв. Наприклад, кроком автомати-
зацiї є перехiд до неявної рiзницевої схеми Гiра 1-го порядку: структура дерева дозволяє
алгоритмiчно виконувати точне аналiтичне диференцiювання, генеруючи матрицю Якобi,
що є необхiдним для методiв Ньютона при розв’язаннi жорстких нелiнiйних систем.

Архiтектура обчислювального C++ ядра побудована на принципах декомпозицiї та
модульностi, що робить його легким унiверсальним бекендом, готовим до iнтеграцiї в будь-
якi програмнi екосистеми. Успiшним прикладом такої iнтеграцiї є розроблений багатопла-
тформений додаток на React Native, де взаємодiя iзольованого рушiя розкривається через
графiчний iнтерфейс iнтерактивного «нескiнченного робочого полотна».

На основi аналiзу числових результатiв для тестових задач одержуємо, що схема пiд-
вищеної точностi демонструє кращi результати. Наприклад, точнiсть класичної схеми при
m = 100 досягається схемою пiдвищеної точностi при m = 10.
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У багатьох бiологiчних видiв послiдовнi поколiння не перекриваються i рiст їх чисель-
ностi вiдбувається в дискретнi моменти часу. Важливим стає питання дослiдження динамiки
чисельностi таких популяцiй [1]. У цьому випадку математичнi моделi пов’язують чисель-
нiсть популяцiї Nt+1 у момент часу t + 1 з чисельнiстю в попереднi моменти часу. Це в
простiшому випадку при постiйностi основних факторiв середовища призводить до розгля-
ду дискретних моделей вигляду

Nt+1 = F (Nt) , t = 0, 1, 2, . . . , (1)

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t. Функцiя F(·) задовольняє такi умови: F(N) ≥
0 при N ≥ 0, F(0) = 0, при малих N F(N) зростає, а при N → ∞ F(N) → 0, оскiльки
реальний ресурс популяцiї обмежений. Функцiя F (Nt) часто береться у формi F (Nt) =

f (Nt) ·Nt. Тодi функцiя f (Nt) =
Nt+1

Nt

– це єдиний показник, що виражає характер процесiв

виживання i народжування в дискретних моделях. Її називають коефiцiєнтом розмноження
або природного вiдтворення. У цьому випадку модель (1) набуває вигляду

Nt+1 = f (Nt) ·Nt. (2)

До таких популяцiй можна вiднести багато видiв комах з однорiчною генерацiєю. Серед
таких моделей в екологiї, що описуються рiзницевими рiвняннями першого порядку, най-
бiльш вiдомими є логiстична дискретна модель (рiвняння Ферхюльста з дискретним часом)

Nt+1 = rNt (1−Nt) та модель Рiкера Nt+1 = Nt exp

(︃
r

(︃
1− Nt

k

)︃)︃
.

Цi моделi, крiм монотонної стабiлiзацiї чисельностi популяцiї до деякого стацiонарного
рiвняння, мають перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3, а значить i перiодичнi розв’язки
будь-якого перiоду та розв’язки з хаотичною поведiнкою [1].

У 1951 року Скелламом в роботi [2] була запропонована модель, в якiй коефiцiєнт

розмноження f (Nt) =
Nt+1

Nt

на вiдмiну вiд спадної лiнiйної та спадної експоненцiальної фун-
кцiї, що має мiсце в логiстичнiй моделi та моделi Рiкера, є спадною гiперболiчною функцiєю
вигляду

f (Nt) =
a

b+Nt

, a, b > 0.

Тут параметр a задає найбiльше значення розмноження особин, а параметр b описує вплив
саморегулюючих факторiв на динамiку дискретної популяцiї.

Вiдомо [2, 3], що модель Скеллама допускає iснування тiльки стацiонарного стану з
монотонною стабiлiзацiєю.



269

Виникає питання чи iснують узагальнення моделi Скеллама з перiодичними та хао-
тичними режимами, оскiльки такi режими в природi часто зустрiчаються. З’ясувалося, що
такi узагальнення iснують. Опишемо їх.

У працi [3] вивчається узагальнення моделi Скеллама для функцiй розмноження виду

f (Nt) =
a

b+N2
t

та f (Nt) =
aNt

b+N3
t

.

Показано, що для цих двох функцiй при певних спiввiдношеннях мiж параметрами
a та b в моделi (2) спостерiгається лише монотонна стабiлiзацiя чисельностi популяцiї до
стацiонарного стану.

Iснування перiодичних режимiв рiзних перiодiв та їх дослiдження проведено у пра-
цях [4, 5] для монотонної функцiї розмноження вигляду

f (Nt) =
a

b+N3
t

.

та немонотонної –
f (Nt) =

aNt

b+N4
t

.

Тобто узагальнення моделi Скеллама вигляду Nt+1 =
aNt

b+N3
t

та Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

мають як

стацiонарнi так i перiодичнi розв’язки рiзних перiодiв, а також режими з хаотичною пове-
дiнкою.

Тут знайдено такi розв’язки, а також дослiджено питання їх стiйкостi. Показано, що
при змiнi параметрiв a та b iснуючi стiйкi режими стають нестiйкими. Натомiсть виникають
стiйкi розв’язки iнших перiодiв.

У працях [3, 6] проведено аналiз узагальнень моделi Скеллама зi збором урожаю. Пока-
зано, що при вiдповiднiй змiнi параметрiв збору врожаю стацiонарнi та перiодичнi розв’язки
втрачають свою стiйкiсть i навiть можуть повнiстю щезати, при цьому популяцiя стає прире-
ченою на вимирання. Тому важливо при експлуатацiї популяцiй знати тi критичнi значення
параметрiв збору врожаю, якi спричиняють змiну поведiнки чисельностi популяцiй.
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Метод ґраткових рiвнянь Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM) є мезоско-
пiчною альтернативою прямiй дискретизацiї рiвнянь Нав’є–Стокса з повнiстю локальним
оновленням функцiї розподiлу fi(x, t) — лише через вiсiм найближчих сусiдiв. Така локаль-
нiсть робить LBM природним кандидатом для масивно-паралельних обчислень. Дослiджено
п’ять Python-реалiзацiй (NumPy, CuPy, JAX, Numba, Taichi) на гетерогеннiй платформi
CPU+GPU.

Розглянуто стандартну модель D2Q9 з оператором зiткнень BGK [1]:

fi(x+ ci∆t, t+∆t) = fi(x, t)−
1

τeff

[︁
fi(x, t)− f eq

i (x, t)
]︁
, (1)

доповнену замиканням Large Eddy Simulation за моделлю Смагоринського (Cs = 0,15), у
якiй тензор Qαβ обчислюється локально через нерiвноважну частину f neq

i , та граничними
умовами Цоу–Хе [2] на входi i bounce-back на стiнках. Тестова задача — обтiкання цилiндра
при Re = uinD/ν = 320. Експерименти виконано на платформi Intel Core i9-13900K + NVI-
DIA RTX 3080Ti на сiтцi 800× 400 протягом 50 000 iтерацiй; продуктивнiсть вимiрювалась
у MLUPS (Million Lattice Updates Per Second).

Спостереження 1. LBM є memory-bound алгоритмом: при низькiй арифметичнiй
iнтенсивностi визначальним фактором продуктивностi є пропускна здатнiсть пам’ятi. CuPy
матерiалiзує близько вiсьмох промiжних масивiв у глобальнiй VRAM на крок симуляцiї,
що повнiстю нiвелює перевагу 10 240 ядер CUDA: 65,34 MLUPS проти 327,91 MLUPS у
багатоядерного CPU-рушiя Numba.

Спостереження 2. Об’єднання усiх етапiв кроку у єдине мега-ядро (kernel fusion)
у Taichi [3] завантажує дев’ять значень fi у регiстри стрiмiнгового мультипроцесора рiвно
один раз i досягає 403,58 MLUPS — прискорення ≈ 107× вiдносно базової NumPy-реалiзацiї,
що вiдповiдає продуктивностi рiвня C++/CUDA.

Отже, для memory-bound задач CFD сучасний Python-стек дозволяє досягати рiвня на-
тивного коду без втрати продуктивностi розробки: Taichi є оптимальним вибором для систем
з дискретним GPU, тодi як Numba забезпечує найкращу продуктивнiсть на платформах без
GPU. Код усiх п’яти реалiзацiй: github.com/m-kyrylo/LBM_PythonProject.
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У прикладних задачах класифiкацiї розмiчених даних мало, непозначених — багато,
а кожна нова мiтка коштує роботи експерта. Активне навчання (AL) обирає, якi зразки
вiддати на маркування, а напiвкероване навчання (SSL) використовує решту даних через
псевдомiтки. Поєднання цих пiдходiв (ASSL) дозволяє зменшити вартiсть маркування, але
породжує нову проблему: пiд час SSL-тренування прогнози моделi для одного й того самого
зразка змiнюються вiд кроку до кроку, тому класичнi AL-критерiї, заснованi на невизначе-
ностi, стають ненадiйними.

Нехай p(x) — вектор ймовiрностей класiв для зразка x, а ŷ = argmax p(x) — його
псевдомiтка, яку приймають, якщо max p(x) ≥ τ . Невизначенiсть визначаємо як вiдстань
мiж прогнозом i one-hot поданням псевдомiтки:

u(x) = ∥p(x)− 1ŷ∥2.

Щоб прибрати вплив темпоральної нестабiльностi, значення u згладжуємо експоненцiйним
ковзним середнiм (EMA) i додаємо до нього верхню довiрчу межу (UCB):

ut = αut(x
w) + (1− α)ut−1, uUCB

t = ut + cu
√︁
vut , (1)

де xw — слабко аугментований зразок, vut — EMA-оцiнка дисперсiї, α i cu — параметри
згладжування та UCB.

Другий показник — неузгодженiсть мiж слабкою xw та сильною xs аугментацiями,

i(x) =
1

2

[︁
KL
(︁
p(xw)∥p(xs)

)︁
+KL

(︁
p(xs)∥p(xw)

)︁]︁
,

до якого застосовуємо те саме згладжування. Пiдсумковий критерiй вiдбору — добуток

Score(x) = uUCB(x) · iUCB(x), (2)

причому обидва множники обчислюються пiд час SSL-тренування, тому окремий прохiд
по непозначеному пулу не потрiбен. У варiантi ASSL-Рiз критерiй додатково зважується
ознакою рiзноманiтностi (кластеризацiя ембеддингiв K-means++).

Метод перевiрено на CIFAR-10, CIFAR-100, SVHN та MiniImageNet (ResNet-18, 10 ра-
ундiв AL, конфiгурацiя SSL — FixMatch, α = 0,8, τ = 0,95), результати усереднено за трьома
запусками (табл. 1).

Запропонований критерiй дає найкращу середню точнiсть серед порiвнюваних AL-
методiв (прирiст вiдносно класичних пiдходiв у режимi випадкової iнiцiалiзацiї — близько
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Таблиця 1: Середня тестова точнiсть за всiма раундами й наборами даних (%) та час вiдбору
на CIFAR-100 (с)

Метод Випадкова iнiцiалiзацiя Успадкування ваг Час вiдбору

Entropy 30,73± 1,68 38,38± 1,40 25,4

CoreSet 36,55± 1,73 42,62± 1,27 126,1

ALFA-Mix 37,57± 1,44 42,43± 0,92 495,7

ASSL 37,07± 1,44 42,83± 0,80 0,03

ASSL-Рiз 37,68± 1,49 42,64± 1,02 124,2

8 %), а час вiдбору для ASSL практично нульовий. Отже, згладжування EMA/UCB i враху-
вання неузгодженостi аугментацiй роблять активний вiдбiр стiйким до нестабiльностi псев-
домiток та зменшують вартiсть маркування; наступний крок — перенесення критерiю на
детекцiю й сегментацiю.
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Сучаснi тонкостiннi елементи конструкцiй i споруд пiд час експлуатацiї часто зазнають
iнтенсивних та динамiчних навантажень, що загрожують їхнiй мiцностi. У цьому контекстi
особливу актуальнiсть має дослiдження взаємодiї недеформованих оболонок рiзної геометрiї
з навколишнiм пружним середовищем.

Метою даної роботи є перенесення методу розривних рiшень, який базується на методi
узагальнених iнтегральних перетворень [1] на динамiчнi задачi дифракцiї ударних хвиль на
сферичних дефектах. Для цього побудовано розривний розв’язок хвильового рiвняння [1]
лiнiйної теорiї пружностi в сферичнiй системi координат, а потiм зведено задачу дифра-
кцiї плоскої ударної хвилi на тонкому нерухомому напiвсферичному, абсолютно твердому
включеннi (дефектi) завтовшки h, жорстко зчепленому з донним утворенням до iнтегро-
диференцiального рiвняння. Крiм того, отримано асимптотичнi вирази та обґрунтована збi-
жнiсть отриманого розв’язку. Пiд дефектом слiд розумiти частину поверхнi, (серединна по-
верхня якої з нею збiгається), при перетинаннi якої хвильовi функцiї, змiщення та напруже-
ння зазнають розривiв першого роду. Методи дослiдження базуються на узагальненiй схемi
методу iнтегральних перетворень. Для виключення змiнних застосовано послiдовно iнте-
гральнi перетворення [1, 2, 3] Лапласа (змiнна t), перетворення Фур’є (кут φ), перетворення
Лежандра (кут θ), а також перетворення Ханкеля (радiальна змiнна r). Збурення моделю-
ється одиничною функцiєю Хевiсайда, що дозволяє описувати схiдчастий процес приходу
хвильового фронту зi заданою швидкiстю c.

У сферичнiй системi координат розглянуто тривимiрне хвильове рiвняння

□Ψ = ∆Ψ− 1

a2
∂2Ψ

∂t2
= 0 при початкових Ψ

⃓⃓
t=0 = 0,

∂Ψ

∂t

⃓⃓
t=0 = 0

та граничних умовах на поверхнi
∂Ψ

∂φ

⃓⃓⃓⃓
r>R,

φ=−π,π
= 0,

∂Ψ

∂r

⃓⃓⃓⃓
r=R,

φ=−π,π
= 0,

де □ – Гамiльтонiан, ∆ – Лапласiан, r, θ, φ – радiальна та кутовi сферичнi координати, 0 <
θ < π. Повний потенцiал подано у виглядi суперпозицiї [4, 5] падаючої Ψп, вiдбитої Ψв та ди-
фракцiйної Ψд складових. Побудовано аналiтичний розривний розв’язок рiвняння в термiнах
трансформант iнтегральних перетворень. На етапi застосування перетворення Ганкеля за
змiнною r формуються стрибки функцiй та їх нормальних похiдних при перетинi межi дефе-
кту r → R±0: ⟨Φpnk(R)⟩ = Φpnk(R−0)−Φpnk(R+0), ⟨Φ′

pnk(R)⟩ = ⟨Φ′
pnk(R−0)⟩−⟨Φ′

pnk(R+0)⟩.
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Пiсля застосування зворотного перетворення Ганкеля [5] розривний розв’язок одновимiр-
ної граничної задачi виражено через модифiкованi функцiї Бесселя Iν(Rq) та Макдональда
Kν(rq) (ν = k + 1/2):

Φpnk(r) = R

[︃
⟨Φ′

pnk(R)
Ψk(r, R)√

rR
− ⟨Φpnk(R)⟩

∂

∂R

Ψk(r, R)√
rR

]︃
.

Для абсолютно твердого включення (r → R + 0) отримано вираз для визначення не-
вiдомого стрибка: Ψpnk(R + 0) = fpnk

2νKν(Rq)−2RqKν+1(Rq)
(2ν+1)Kν(Rq)−2RqKν+1(Rq)

. В свою чергу, функцiя fpnk =∫︁ π
−π

∫︁ π
0
fp(r, θ, φ) · sin θ · P |n|

k (cos θ) exp (−inφ)dφdθ є вiдомою i її зовнiшнiй вигляд залежить
виключно вiд типу обраної падаючої хвилi.

Виконавши зворотнi перетворення Лежандра та Фур’є, побудовано остаточний вираз
для трансформанти потенцiалу дифракцiйного поля:

Ψp(r, θ, φ) =
R

π

√︃
R

r

π∫︂
0

π∫︂
0

fp(ψ, ϑ) sinϑ · Ω(R + 0, θ, ϑ, φ, ψ) dψ dϑ,

де iнтегральне ядро має вигляд:

Ω(R + 0, θ, ϑ, φ, ψ) =
∞∑︂

n=−∞

∞∑︂
k=|n|

σknP
|n|
k (cos θ)P

|n|
k (cosϑ) cos(nψ) cos(nφ) · Λν(r, R, q),

та Λν(r, R, q) =
Kν(rq)

[(2ν − 1)Kν(Rq)− 2RqKν+1(Rq)]
.

В роботi було проведено аналiтичнi дослiдження збiжностi подвiйних рядiв (у складi
iнтегралiв), а також асимптотики ядра Λν(r, R, q) при k → ∞ та фiксованому аргументi:

Kν(z)
[(2ν−1)Kν(z)−2zKν+1(z)]

∼
1
2
Γ(ν)(z/2)−ν

[(ν−1/2)Γ(ν)(z/2)−ν−2zΓ(ν+1)(z/2)−ν−1]
= − 1

2k+1
; та при z → ∞ i фiксованому

k: Kν(z)
[(2ν−1)Kν(z)−2zKν+1(z)]

∼
√

π
2z

·exp (−z){1+µ−1
8z

+...}
((2ν−1)−2z)

√
π
2z

·exp (−z){1+µ−1
8z

+...} = − 1
2(k−z) . Потенцiал падаючою хвилi

fp асоцiюємо, як функцiю Хевiсайда у виглядi:

fp
⃓⃓
r=R =

∂Ψдiff

∂r

⃓⃓⃓⃓
r=R,φ=−π,π

= Ψ′
p(R + 0, θ, φ) =

sin θ

p

(︁
exp+

p − exp−
p

)︁
,

де exp±
p = cos(φ ± α) exp [−p (R− r sin θ cos(φ± α))], а α — фронтальний кут нахилу удар-

ної хвилi. Обґрунтовано можливiсть застосування побудованих розривних розв’язкiв для
обчислення потенцiалу Ψp(r, θ, φ) у будь-якiй точцi середовища.

В роботi доведено, що розв’язок хвильового рiвняння для даної задачi з точнiстю до
сталих збiгається з розв’язками задачi теорiї пружностi для хвиль кручення [4, 5].

Лiтература

[1] Popov G.Ya. Problem of Stress concentration in the neighbourhood of spherical defect.
Adv.in Mech. 1992. 15, № 1-2. P. 71–110.

[2] Амензаде Ю. А. Теорiя пружностi: Пiдручник. 2-ге вид., перероб. та дод., Київ/Харкiв:
Вища шк., 1971. 287 с.



277

[3] Prudnikov, A.P., Brychkov, Yu.A., Marichev, O.I. Integrals and Series. Routledge. 2018.
640 p.

[4] Nazarenko O. A., Stekhun A. O., Yarovyi A. T. The diffraction of elastic waves by spherical
defects. Науковий вiсник Ужгородського унiверситету. Серiя «Математика i iнформа-
тика».2023. 42, № 1. С. 64-–72.

[5] Nazarenko O., Stekhun A., Yarovyi A. The diffraction of elastic waves by spherical defects.
Surveys in Mathematics and its Applications. 2024. 19. P. 217—232.



278

Характеризацiя многозначних вiдображень в термiнах

замикання
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Добре вiдомо, що вiдображення f : X → Y мiж двома топологiчними просторами X та
Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли f(A) ⊆ f(A) для довiльної пiдмножини A простору
X, де A означає замикання множини A. В [1, 2] дослiджуювалися характеризацiї рiзних
ослаблень неперервностi в термiнах замикання. Зокрема там встановлено, що вiдображення
f є B-квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли f(A) ⊆ f(A) для довiльної передвiдкритої
множини A, такої, що intA – область.

Природно виникло питання про перенесення резуьтатiв з [1, 2] на випадок многозна-
чних вiдображень. Виявляється, що вiдповiднi результати можна отримати лише для осла-
блень знизу многозначних вiдображень, а для ослаблень зверху можна легко побудувати
вiдповiднi контрприклади.

Нехай X i Y – топологiчнi простори. Многозначне вiдображення F : X → Y називає-
ться:

• неперервним зверху /знизу/ в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої непорожньої
множини W в Y , такої, що F (x0) ⊆ W /F (x0) ∩W ̸= ∅/ iснує окiл U точки x0 ∈ X,
такий, що F (x) ⊆ W /F (x) ∩W ̸= ∅/ для всiх x ∈ U ;

• майже неперервним зверху /знизу/ в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої
непорожньої множини W в Y , такої, що F (x0) ⊆ W /F (x0) ∩ W ̸= ∅/ i довiльного
околу U точки x0 ∈ X iснує непорожня множина A в X, така, що U ⊆ A i F (x) ⊆ W

/F (x) ∩W ̸= ∅/ для всiх x ∈ A.

Многозначне вiдображення F : X → Y називається неперервним зверху /знизу/ чи
майже неперервним зверху /знизу/, якщо воно є таким в кожнiй точцi з X.

Теорема 1. Нехай X i Y – топологiчнi простори та F : X → Y – многозначне вiдображе-
ння. Вiдображення F неперервне знизу тодi i тiльки тодi, коли F (A) ⊆ F (A) для довiльної
пiдмножини A простору X.

Теорема 2. Нехай X i Y – топологiчнi простори та F : X → Y – многозначне вiдображе-
ння. Вiдображення F майже неперервне знизу тодi i тiльки тодi, коли F (G) ⊆ F (G) для
довiльної вiдкритої пiдмножини G простору X.
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Модифiковане ланцюгове A2-зображення чисел
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Нехай A = {e0, e1} — алфавiт (набiр дiйсних чисел 0 < e0 < e1), L = A × A × ... —
простiр послiдовностей елементiв алфавiту, 0 < b – фiксоване дiйсне чисел.

Розглядаються нескiнченнi ланцюговi дроби (Ab2-дроби) виду

0 +
b

a1 +
b

a2+...

≡ b/a1 + b/a2 + · · · , an ∈ A. (1)

ЗбiжнiстьAb2-дробiв виду (1) є наслiдком теореми Зейделя-Штерна, оскiльки ряд
∞∑︁
i=1

an
i∏︁

j=1

b(−1)i+j+1

розбiжний. Якщо b = 1, то ланцюговi Ab2-дроби є A2-дробами, на основi яких розроблена i
успiшно використана у задачах фрактального аналiзу система зображення чисел [1, 2, 3]. Ми
цiкавимось системою зображення чисел, що грунтується на розкладi числа в нескiнченний
ланцюговий Ab2-дрiб.

Теорема 1. Якщо e0 · e1 = b
2
, то для будь-якого числа x ∈ [ b

2e1
; b
2e0

] iснує послiдовнiсть
(an) ∈ L така, що

x = b/a1 + b/a2 + · · · ≡ ∆Ab2
a1a2...

. (2)

Розклад числа x в ланцюговий дрiб (2) називається Ab2-розкладом, а скорочений запис
∆
Ab2
a1a2... – його Ab2-зображенням.

Пiдхiдним дробом ланцюгового дробу ∆
Ab2
a1a2...an... називається значення скiнченного лан-

цюгового дробу [0; a1, a2, . . . , an] =
pn
qn

, де p0 ≡ 0, p1 ≡ b, q0 ≡ 1, q1 ≡ a1, pn+1 = an+1pn+ bpn−1,
qn+1 = an+1qn + bqn−1, n ∈ N , причому

lim
n→∞

pn(an)

qn(an)
= x = ∆Ab2

a1a2...an...
.

Для пiдхiдних дробiв ланцюгового дробу ∆
Ab2
a1a2...an... має мiсце рiвнiсть:

qmpm−1 − pmqm−1 = (−1b)m, m ∈ N.

Зауваження 1. Умова e0 · e1 = b
2

для елементiв алфавiту e0 i e1 є необхiдною i достатньою
умовою нульової надлишковостi системи Ab2-зображення чисел, тобто в цьому випадку iснує
злiченна множина чисел (Ab2-бiнарнi числа), що мають два формально рiзнi Ab2-зображення
чисел:

∆
Ab2
a1a2...an−1e0(e0e1)

= ∆
Ab2
a1a2...an−1e1(e1e0)

.

Решта чисел вiдрiзка [ b
2e1

; b
2e0

] (Ab2-унарнi числа) мають єдине Ab2-зображення чисел.



281

Цилiндром ∆
Ab2
c1c2...cm рангу m з основою c1c2 . . . cm, де (c1, c2, . . . , cm) ∈ Am, m ∈ N ,

називається множина чисел виду ∆
Ab2
c1c2...cma1a2..., (an) ∈ L.

Якщо e0 · e1 = b
2
, то цилiндр ∆

Ab2
c1c2...cm має такi властивостi:

1) ∆
Ab2
c1c2...cm = ∆

Ab2
c1c2...cme0 ∪∆

Ab2
c1c2...cme1 ,

2)
∞⋂︁
m=1

∆
Ab2
c1c2...cm = ∆

Ab2
c1c2...cm...,

3) ∆
Ab2
c1c2...cm =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[︃
pm−1 + e0bpm−2

qm−1 + e0bqm−2

;
pm−1 + e1bpm−2

qm−1 + e1bqm−2

]︃
, якщо m− непарне,

[︃
pm−1 + e1bpm−2

qm−1 + e1bqm−2

;
pm−1 + e0bpm−2

qm−1 + e0bqm−2

]︃
, якщо m− непарне,

4) | ∆Ab2
c1c2...cm |= 2bm(e1 − e0)

(2e1qm−1 + bqm−2)(2e0qm−1 + bqm−2)
.

Для заданих невiд’ємних дiйсних чисел be0 , be1 i параметра b = be0 · be1 , а також пари
чисел e0 i e1 таких, що e0 · e1 = 1

2
, розглядається функцiя fb, означена рiвнiстю

fb(x = ∆A2
a1a2...an...

) = ∆
Ab2
[a1ba1 ][a2ba2 ]...[anban ]...

, (3)

де an ∈ {e0, e1}, e0 · e1 = 1
2
, i [anban ] = an · ban .

Означення функцiї fb рiвнiстю (3) є коректним, оскiльки для довiльних

∆A2

a1a2...an−1e0(e0e1)
= ∆A2

a1a2...an−1e1(e1e0)

очевидно має мiсце рiвнiсть

∆
Ab2
[a1ba1 ][a2ba2 ]...[an−1ban−1 ][e0b0]([e0b0][e1b1])

= ∆
Ab2
[a1ba1 ][a2ba2 ]...[an−1ban−1 ][e1b1]([e1b1][e0b0])

.

Теорема 2. Функцiя fb є неперервною строго зростаючою функцiєю, причому, якщо be0 =√
b, то fb(x) =

√
bx, в рештi випадкiв fb(x) є сингулярною (вiдмiнною вiд константи,

похiдна яких рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

У доповiдi пропонуються результати дослiдження тополого-метричних властивостей
Ab2-зображення чисел, геометрiї цього зображення, а також застосування його до побудови
класу функцiй зi складними локальними властивостями.
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Третя початково-крайова задача для параболiчного

псевдодиференцiального рiвняння порядку α ∈ (1, 2)
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Зафiксуємо деякi сталi α ∈ (1, 2), β ∈ (0, 1) i c > 0. На множинi функцiй заданих на
Rd задамо псевдодиференцiальнi оператори ∆α = −(−∆)α/2 (дробовий Лапласiан порядку
α) символом (−|λ|α)λ∈Rd та ∇β (“псевдоградiєнт” порядку β) символом (iλ|λ|β−1)λ∈Rd . Якщо
α = 2, а β = 1 маємо ∆α = ∆ and ∇β = ∇ звичайнi оператор Лапласа та градiєнт, вiдповiдно.

Розглянемо псевдодиференцiальне рiвняння

∂

∂t
u(t, x) = c∆αu(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd. (1)

Нехай S гiперплощина або ж обмежена замкнена досить гладка поверхня. Позначимо
через ν(x) одиничний вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi S в точцi x ∈ S. Якщо S

гiперплощина, то вважатимемо її заданою рiвнянням (x, ν) = 0. Очевидно, що тодi ν(x) = ν,
x ∈ S.

Розглянемо наступну початково-крайову задачу. Знайти таку дiйснозначну функцiю
(u(t, x))t>0,x∈Rd , яка б задовольняла рiвняння (1) при всiх t > 0, x ∈ Rd \ S, початкову умову

u(0+, x) = φ(x) (2)

з деякою заданою функцiєю (φ(x))x∈Rd та крайову умову

1 + q(x)

2
∇ν(x)
β u(t, ·)(x+)− 1− q(x)

2
∇ν(x)
β u(t, ·)(x−) = r(x)u(t, x), t > 0, x ∈ S, (3)

iз заданими функцiями (q(x))x∈S, (r(x))x∈S. Тут ∇ν(x)
β := (∇β, ν(x)).

Припустимо, що функцiя φ неперервна i обмежена на Rd, а (F−1[φ, λ]|λ|−α+β+1)λ∈Rd

абсолютно iнтегровна на Rd (символом F−1[φ, ·] позначено обернене перетворення Фур’є
функцiї φ); функцiї q i r обмеженi i неперервнi (r(x) > 0, x ∈ S).

Сформульована задача розв’язана в [1, 2] (див. також [3]) для випадку α ∈ (1, 2),
β = α − 1 та в [4, 5], якщо α ∈ (1, 2), α−1

2
< β < α − 1. Наступнi теореми вiдображають

другий випадок.

Теорема 1 ([5]). Нехай S — гiперплощина (x, ν) = 0.
Розв’язком задачi (1), (2), (3) є функцiя (U(t, x, φ))t>0,x∈Rd, яка є розв’язком iнте-

грального рiвняння

U(t, x, φ) = H(t, x, φ)− 2c

∫︂ t

0

dτ

∫︂
S

∆α−β−1g(t− τ, ·, z)(x)r(z)U(τ, z, φ)dσz, (4)
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де функцiя (H(t, x, φ))t>0,x∈Rd задається рiвнiстю

H(t, x, φ) = ∆α−β−1u(t, ·,∆−α+β+1φ)(x)+

2c

∫︂ t

0

dτ

∫︂
S

∆α−β−1g(t− τ, ·, z)(x)q(z)∇ν
α−1u(τ, ·,∆−α+β+1φ)(z)dσz.

Рiвняння (4) має єдиний розв’язок в класi функцiй, якi для кожного T > 0 задоволь-
няють оцiнку (t ∈ (0, T ], x ∈ Rd) |U(t, x, φ)| ≤ CT t

−1+β+1
α , з деякими сталими CT > 0.

Iснує фундаментальний розв’язок задачi (1), (2), (3).

Теорема 2 ([4]). Нехай S — обмежена замкнена поверхня класу H1+γ з γ > α− 1− β.
Розв’язок задачi (1), (2), (3) U(t, x, φ)t>0,x∈Rd задається рiвнiстю

U(t, x, φ) =

∫︂
Rd
G(t, x, y)∆−α+β+1φ(y) dy,

в якiй функцiя G(t, x, y) при всiх t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd визначається рiвнянням

G(t, x, y) = h(t, x, y)− 2c

∫︂ t

0

dτ

∫︂
S

h(t− τ, x, z)r(z)G(τ, z, y)dσz, (5)

де функцiя h задається рiвнiстю h(t, x, y) = ∆α−β−1g(t, ·, y)(x)+

+2c

∫︂ t

0

dτ

∫︂
S

∆α−β−1g(t− τ, ·, z)(x)q(z)v(τ, z, y)dσz,

з функцiєю (v(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, яка задовольняє рiвняння

v(t, x, y) = ∇ν(x)
α−1g(t, ·, y)(x) + 2c

∫︂ t

0

dτ

∫︂
S

∇ν(x)
α−1g(t− τ, ·, z)(x)q(z)v(τ, z, y)dσz. (6)

Рiвняння (6) має єдиний розв’язок у класi функцiй, якi задовольняють нерiвнiсть
|v(t, x, y)| ≤ CT

1
(t1/α+|x−y|)d+α−1−γ , t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ Rd, для кожного T > 0 з деякими

додатними сталими CT .
Рiвняння (5) також має єдиний розв’язок в класi функцiй, для яких виконується

нерiвнiсть |G(t, x, y)| ≤ CT
1

(t1/α+|x−y|)d+α−1−β , t ∈ (0, T ], x ∈ Rd, y ∈ Rd, для кожного
T > 0.
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Про достатнi умови оптимальної стабiлiзацiї дискретних

систем з фазовими обмеженнями

Володимир ПIЧКУР, Євгенiй ГАГУРIН
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна

volodymyr.pichkur@knu.ua, zhenyahahurin@gmail.com

В доповiдi дослiджується задача оптимальної стабiлiзацiї дискретних систем керуван-
ня з урахуванням фазових обмежень. Основна мета полягає у побудовi керування у формi
зворотного зв’язку, яке мiнiмiзує заданий критерiй якостi, забезпечує глобальну асимпто-
тичну стiйкiсть нульового розв’язку та гарантує виконання фазових обмежень на кожному
кроцi.

Розглянемо дискретну систему керування

x(t+ 1) = f(x(t), u(t), t), t ∈ Tt0 = {t0, t0 + 1, . . . }, (1)

де x ∈ Rn – вектор фазових координат, u ∈ U ⊆ Rm – вектор керування, 0 ∈ U . Вектор-
функцiя f(x, u, t) є неперервною за x i u, причому f(0, 0, t) = 0. Нехай G0 ⊂ Rn та Φ(t) ⊂ Rn

(t ∈ Tt0) – компактнi множини, що мiстять початок координат у своїй внутрiшньостi.
На систему накладено обмеження на початковий стан

x(t0) = x0 ∈ G0,

та фазовi обмеження на дискретну траєкторiю

x(t, u, x0, t0) ∈ Φ(t), t ∈ Tt0 . (2)

Клас допустимих керувань Ω складається з неперервних функцiй зворотного зв’язку
u = u(t, x) (u(t, 0) = 0), якi забезпечують iснування та єдинiсть розв’язку i задовольняють
обмеження (2). Критерiй якостi задається у виглядi збiжного ряду

I (u) =
∞∑︂
t=t0

f0(x(t), u(t, x(t)), t) → inf
u∈Ω

, (3)

де функцiя f0(x, u, t) є неперервною за x та u.
Введемо допомiжну рiзницеву функцiю, що є дискретним аналогом рiвняння Беллмана

B(V , x, u, t) = V (t+ 1, f(x, u, t))− V (t, x) + f0(x, u, t).

Теорема 1. Нехай для системи (1) iснують додатно визначена, радiально необмежена
функцiя V∗(t, x), що допускає нескiнченно малу вищу границю, та керування u∗(t, x), для
яких виконуються умови:

1) функцiя f0(x, u∗(t, x), t) є додатно визначеною;
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2) iснують сталi 0 < α ≤ β такi, що виконуються вкладення:

G0 ⊆ {x ∈ Rn : V∗(t0, x) ≤ α},

{x ∈ Rn : V∗(t, x) ≤ β} ⊆ Φ(t), t ∈ Tt0 ;

3) B(V∗, x, u∗(t, x), t) = 0 для всiх x ∈ Φ(t), t ∈ Tt0;

4) B(V∗, x, u(t, x), t) ≥ 0 для всiх x ∈ Φ(t), t ∈ Tt0 та довiльного u ∈ Ω.

Тодi керування u∗(t, x) розв’язує задачу оптимальної стабiлiзацiї (1)–(3), а мiнiмальне зна-
чення критерiю якостi дорiвнює I (u∗) = V∗(t0, x0).

На основi теореми 1 одержано оптимальний регулятор лiнiйної дискретної системи з
квадратичним функцiоналом та опуклими фазовими обмеженнями.
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Метод двобiчних наближень знаходження

додатного аксiально-симетричного розв’язку

першої крайової задачi для

рiвняння Гельмгольца з гетеротонною нелiнiнiйстю

Владислав ПАРХОМЕНКО, Максим СИДОРОВ
Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки, Харкiв, Україна

vladyslav.parkhomenko1@nure.ua, maxim.sidorov@nure.ua

При побудовi математичних моделей дифузiйних, теплових та потенцiальних процесiв
виникає необхiднiсть у чисельному аналiзi наступної першої крайової задачi для напiвлiнiй-
ного елiптичного диференцiального рiвняння

−∆u+ κ2u = f(u) у Ω, (1)

u(x) > 0, x ∈ Ω, u
⃓⃓
∂Ω

= 0, (2)

де ∆ − κ2 — оператор Гельмгольца, x = (x1, x2), Ω — область в R2
(x1,x2)

з кусково-гладкою
межею, функцiя f(u) неперервна i додатна для всiх u > 0.

У випадку, коли область Ω є кругом радiусаR, ставиться задача знаходження аксiально-
симетричного (залежного тiльки вiд ρ =

√︁
x21 + x22) розв’язку крайової задачi (1),(2). Шля-

хом переходу до полярної системи координат крайова задача (1),(2) для диференцiального
рiвняння у частинних похiдних зводиться до крайової задачi для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння вiдносно функцiї u = u(ρ):

−1

ρ

d

dρ

(︃
ρ
du

dρ

)︃
+ κ2u = f(u), 0 < ρ < R, (3)

u(ρ) > 0, 0 < ρ < R, (4)

|u(0)| < +∞, u(R) = 0. (5)

Умову обмеженостi |u(0)| < +∞ в крайовiй задачi (3)–(5) поставлено через те, що
полюс ρ = 0 полярної системи координат є особливою точкою диференцiального рiвняння
(3).

Функцiя Грiна крайової задачi (3)–(5) матиме вигляд:

G(ρ, s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
I0(κρ) (I0(Rκ)K0(κs)− I0(κs)K0(Rκ))

I0(Rκ)
, 0 ≤ ρ ≤ s,

I0(κs) (I0(Rκ)K0(κρ)− I0(κρ)K0(Rκ))

I0(Rκ)
, s < ρ < R.

(6)

Використовуючи функцiю Грiна (6), зведемо крайову задачу (3)–(5) до еквiвалентного
iнтегрального рiвняння Гаммерштейна

u(ρ) =

∫︂ R

0

Q(ρ, s)f
(︁
u(s)

)︁
ds, (7)
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де Q(ρ, s) = sG(ρ, s).
З рiвнянням (7) пов’яжемо iнтегральний оператор, який дiє за наступним правилом:

T (u)(ρ) =

∫︂ R

0

Q(ρ, s)f
(︁
u(s)

)︁
ds. (8)

Рiвняння (7) будемо розглядати як нелiнiйне операторне рiвняння в банаховому про-
сторi C[0, R], напiвупорядкованому конусом K+ невiд’ємних на [0, R] неперервних функцiй
[1]. За узагальнений розв’язок крайової задачi (3)–(5) будемо вважати неперервний на [0, R]

i додатний на (0, R) розв’язок iнтегрального рiвняння (7). Проведемо дослiдження власти-
востей оператора (8).

Нехай для функцiї f(u) можливе дiагональне подання, тобто f(u) = f̂(u, u). При цьому
невiд’ємна функцiя f̂(v, w) монотонно зростає за v i монотонно спадає за w. Тодi оператор
T — гетеротонний, тобто T (u) = T̂ (u, u), де супутнiй оператор T̂ (v, w) монотонний за v i
антимонотонний за w.

Оператор T (u) є додатним, тобто з u ∈ K+ випливає T (u) ∈ K+.
Нехай u0(ρ) =

∫︁ R
0
Q(ρ, s) ds = 1

κ2

(︂
1− I0(κρ)

I0(κR)

)︂
. Тодi, якщо для будь якого ненульового

u ∈ K+ iснують такi α = α(u) > 0 i β = β(u) > 0, що αu0 ≤ T (u) ≤ βu0, оператор T (u) є
u0-додатним.

Нехай f̂
(︁
τv, 1

τ
w
)︁
> τf̂(v, w) для будь-яких додатних значень v, w ∈ K+ для всiх τ ∈

(0, 1). В такому випадку оператор T (u) є псевдоувiгнутим i навiть u0-псевдоувiгнутим, тобто
для всiх v, w ∈ K+ i τ ∈ (0, 1) iснує η = η(v, w, τ) > 0, для якого має мiсце нерiвнiсть
T̂
(︁
τv, 1

τ
w
)︁
≥ τ T̂ (v, w), T̂

(︁
τv, 1

τ
w
)︁
̸= τ T̂ (v, w).

Оператори T i T̂ цiлком неперервнi.
Нехай оператор T має сильно iнварiантний конусний вiдрiзок < v0, w0 >, кiнцi якого

визначаються умовами T̂ (v0, w0) ≥ v0 i T̂ (w0, v0) ≤ w0 i можуть бути знайденi, зокрема, у
виглядi v0 = αu0, w0 = βu0.

Взявши за початковi наближення v0 i w0, побудуємо iтерацiйний процес:

v(k+1)(ρ) =

∫︂ R

0

Q(ρ, s) f̂
(︁
v(k)(s), w(k)(s)

)︁
ds, k = 0, 1, 2, . . . , (9)

w(k+1)(ρ) =

∫︂ R

0

Q(ρ, s) f̂
(︁
w(k)(s), v(k)(s)

)︁
ds, k = 0, 1, 2, . . . , (10)

v(0)(ρ) = v0(ρ), w(0)(ρ) = w0(ρ). (11)

Послiдовнiсть
{︁
v(n)
}︁

не спадає за конусом K+, а послiдовнiсть
{︁
w(n)

}︁
не зростає за

конусом K+. Через нормальнiсть конуса K+ i наведенi вище властивостi оператора T , iте-
рацiйний процес (9)–(11) двобiчно збiгається у нормi простору C[0, R] до єдиного аксiально-
симетричного розв’язку крайової задачi (3)–(5).

За наближений розв’язок на n-му кроцi обираємо функцiю

u(n)(ρ) =
1

2

(︁
v(n)(ρ) + w(n)(ρ)

)︁
.
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Апостерiорна похибка наближення оцiнюється нерiвнiстю⃦⃦
u(n) − u∗

⃦⃦
C[0,R]

≤ 1

2
max
ρ∈[0,R]

(︁
w(n)(ρ)− v(n)(ρ)

)︁
.

Iтерацiйний процес зупиняється, коли оцiнка похибки задовольняє задану точнiсть.
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Апроксимацiя оптимального керування

функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального

типу оптимальним керуванням рiвнянь без запiзнення у

банахових просторах

Олег ПЕРЕГУДА, Свiтлана КУШНIРЕНКО
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Розглядається задача оптимального керування функцiонально-диференцiальним рiв-
нянням нейтрального типу⎧⎨⎩ d

dt
(x(t)− g(x(t), x(t− h))) = Ax+ f1(x(t), x(t− h)) + f2(x(t), x(t− h))u(t),

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0].
(1)

з функцiоналом якостi

J [u] =

∫︂ T

0

F (t, x(t), u(t))dt→ inf, (2)

де u(t) - параметр керування, x(t) належить простору C = C([−h, 0], X) - неперервних фун-
кцiй з нормою ∥φ∥C := max

θ∈[−h,0]
∥φ(θ)∥X для всiх t ≥ 0, де X - рефлексивний банаховий

простiр.
Оператор A є iнфiнiтезимальним генератором аналiтичної при t ≥ 0 напiвгрупи опе-

раторiв S(t) = eAt - обмежених в X з областю D(A) яка є щiльною в X. З [2] для будь якого
α ∈ [0, 1] можемо визначити дробову степiнь (−A)α оператора (−A) i з [1] маємо наступну
оцiнку

∥(−A)αS(t)∥ ≤ Cαt
−αe−δt.

Припустимо, що S(t) є напiвгрупою компактних операторiв при t > 0.
Стосовно задачi (1)-(2) припускається виконання наступних умов:

A1) Допустиме керування є функцiєю u(t) ∈ F м.с. t ≥ 0, F є опуклою, замкненою множи-
ною в X, u(t) ∈ Lp(0, T ;X), p > 1.

A2) Якщо σ(−A) — спектр оператора (−A), тодi маємо Reσ(−A) > δ > 0.

A3) Для всiх x, y, x1, y1 ∈ X маємо ∥f1(x, y)−f1(x1, y1)∥ ≤ K1(∥x−x1∥+∥y−y1∥), ∥f2(x, y)−
f2(x1, y1)∥ ≤ K1(∥x− x1∥+ ∥y − y1∥), де K1 > 0.

A4) Iснує α ∈ (1
q
, 1) та iснує Mg такi, що CαMg ≤ 2

2−3q
q i для всiх x, y, x1, y1 ∈ X функцiя g

задовольняє нерiвностi

∥g(x, y)− g(x1, y1)∥α ≤Mg(∥x− x1∥+ ∥y − y1∥), де
1

p
+

1

q
= 1.
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A5) Функцiя G : [0, T ]×X × F → [0,∞) є опуклою по u при фiксованих x, t.

A6) Похiдна Фреше Gu неперервна за сукупнiстю змiнних i iснують додатнi константи K2, γ

такi, що
∥Gu(t, x, u)∥∗ ≤ K2

(︁
1 + ∥x∥γ + ∥u∥p−1

)︁
,

де ∥ · ∥∗ — норма в спряженому просторi X∗.

A7) ∃K3 > 0 : G(t, x, u) ≥ K3∥u∥p.

A8) ∃K4 > 0, ν > 0, такi, що для довiльних x, x1 ∈ X, t ∈ [0, T ] маємо

|G(t, x, u)−G(t, x1, u)| ≤ K4∥x− x1∥ (1 + ∥x∥ν + ∥x1∥ν + ∥u∥p) .

Розв’язок початкової задачi (1) будемо розумiти в м’якому сенсi. Задачi (1)-(2) ставиться
у вiдповiднiсть задача оптимального керування (3)-(4) для спецiально побудованої системи
рiвнянь без запiзнення (3), яка називається апроксимацiйною.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d

dt
(z0(t)− g(z0(t), zm(t))) = Az0(t) + f1(z0(t), zm(t)) + f2(z0(t), zm(t))u(t), t ∈ [0, T ],

d

dt
zj(t) =

m

h
(zj−1(t)− zj(t)) , t ∈ [0, T ],

zj(0) = φ

(︃
− h

m
j

)︃
, j = 0,m.

(3)

з вiдповiдним функцiоналом якостi

Jm[u] =

∫︂ T

0

G(t, z0(t), u(t)) dt→ inf . (4)

Позначимо через J∗ = infu∈U J [u], J∗
m = infu∈U Jm[u].

Теорема. Нехай виконуються умови A1–A8. Тодi задачi оптимального керування (1)–(2)
i (3)–(4) мають розв’язки (x∗(t), u∗(t)) i (z∗0m(t), u∗m(t)) вiдповiдно. При цьому:

1. J∗
m → J∗, m→ ∞;

2. для будь-якого η > 0 iснує m0 таке, що для m ≥ m0 маємо

|J∗ − J [u∗m]| < η; (5)

3. iснує послiдовнiсть mk → ∞, k → ∞, така, що

z∗0mk(t) ⇒ x∗(t) (6)

рiвномiрно на [0, T ] i u∗m ⇁ u∗ слабко в Lp(0, T ).

Якщо при цьому задача (1)–(2) має єдиний розв’язок, то збiжностi (5) i (6) мають мiсце
для всiх m→ ∞
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У роботi розглядається диференцiально-алгебраїчна система piвнянь⎧⎪⎨⎪⎩
dx
dt

= A(t)y + f(t, x, y), t ̸= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ [a, b],

0 = g(t, x, y), y, g ∈ Rm,
(1)

з iмпульсною дiєю у визначенi моменти часу

∆x|t=τi ≡ x(τi + 0)− x(τi) = Bix(τi) + bi, det(En +Bi) ̸= 0, bi ∈ Rn, (2)

пiдпорядкована багатоточковим лiнiйним крайовим умовам

p∑︂
l=1

Apu(tl) = d, (3)

де A(t) = (ai,j(t))
n
i,j=1 – (n × n)-вимiрна матриця з неперервними коефiцiєнтами, f(t, x, y),

g(t, x, y) – вiдповiдно n та m-вимiрнi вектор-функцiї, f(t, x, y), g(t, x, y) ∈ C[a, b] × D1 × D2,
де D1, D2 – замкненi обмеженi областi, D1 ∈ Rn, D2 ∈ Rm; Ap – (n× (n +m))-вимiрнi сталi
матрицi, u = col(x, y) ∈ Rn+m, a ≤ τ1 < . . . < τp ≤ b, d – n-вимiрний сталий вектор.

Для нелiнiйних алгебро-диференцiальних систем (1) з iмпульсною дiєю вигляду (2),
пiдпорядкованих крайовим умовам (3) обґрунтовано застосування чисельно-аналiтичного
методу дослiдження iснування та наближеної побудови розв’язкiв. Встановлено необхiднi та
конструктивнi достатнi умови iснування розв’язкiв, знайдено оцiнки похибки побудованих
наближених розв’язкiв.
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Роботу присвячено дослiдженню якiсної поведiнки нелiнiйних систем автоматично-
го регулювання з часовим вiдхиленням аргументу в умовах невизначеностi [1]. З метою
демонстрацiї обраної технiки та конструктивностi пiдходу початково детально дослiджено
скалярний випадок.

Розглянемо стохастичну систему «прямого» регулювання, описану диференцiальним
рiвнянням Iто зi сталим запiзнюванням, у якiй невизначений нелiнiйний обернений зв’язок
задовольняє лiнiйну секторну умову та умову Лiпшиця:

dx(t) =
(︁
a0x(t) + aτx(t− τ) + b f(σ(t))

)︁
dt+

(︁
g0x(t) + gτx(t− τ)

)︁
dw(t), (1)

σ(t) = c x(t), (2)

0 ≤ f(σ) σ ≤ kσ2, f(0) = 0, k = const. (3)

Тут a0, aτ , g0, gτ , b, c ∈ R — сталi коефiцiєнти (c ̸= 0), τ > 0 — запiзнювання, w(t) — стан-
дартний вiнерiвський процес, а σ(t) — вихiдний сигнал, що подається на нелiнiйну фун-
кцiю керування f . Через M{·} позначено математичне сподiвання; початковий стан задає
неперервна функцiя x(s) = ψ(s), s ∈ [t0 − τ, t0], а мiру початкового збурення — норма
∥x(t0)∥2τ = supt0−τ≤s≤t0 |ψ(s)|

2.

Означення 1. Тривiальний розв’язок x ≡ 0 системи (1), (2) iз заданою нелiнiйнiстю f

називається стiйким у середньому квадратичному, якщо для довiльного ε0 > 0 iснує δ =

δ(ε0) > 0 таке, що з ∥x(t0)∥2τ < δ випливає M{|x(t)|2} < ε0 при всiх t > t0; асимптотично
стiйким у середньому квадратичному — якщо, крiм того, M{|x(t)|2} → 0 при t→ ∞.

Означення 2. Тривiальний розв’язок x ≡ 0 системи (1), (2) iз заданою нелiнiйнiстю f

називається експоненцiйно стiйким у середньому квадратичному, якщо iснують сталi R > 0

i γ0 > 0 такi, що M{|x(t)|2} ≤ R ∥x(t0)∥2τ e−γ0(t−t0) при всiх t > t0.

Означення 3. Система (1), (2) називається абсолютно асимптотично стiйкою у сере-
дньому квадратичному, якщо для довiльного ε0 > 0 iснує δ = δ(ε0) > 0, спiльне для всiх
нелiнiйностей f , що задовольняють умову (3) iз заданою сталою k, таке, що для кожної такої
f з ∥x(t0)∥2τ < δ випливає M{|x(t)|2} < ε0 при всiх t > t0 i, крiм того, M{|x(t)|2} → 0 при
t→ ∞.

На базi прямого методу Ляпунова з допомогою функцiї Ляпунова типу Лур’є–Постнiкова

V (x) = hx2 + β

∫︂ σ

0

f(ξ) dξ (4)
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з вiльними параметрами h > 0 i β ≥ 0, а також пiдходу Разумiхiна [2] отримано достатнi умо-
ви абсолютної асимптотичної стiйкостi у середньому квадратичному. Умови мають алгебраї-
чний характер, залежать лише вiд коефiцiєнтiв системи та сталої розмаху лiнiйного сектора
i не мiстять величини запiзнювання, тож стiйкiсть гарантується при будь-якому вiдхилен-
нi аргументу; крiм того, в процесi доведення встановлено експоненцiйну оцiнку швидкостi
згасання других моментiв розв’язку.

З доведенням ряду промiжних лем, основний результат сформульовано у виглядi на-
ступного твердження.

Теорема. Нехай iснують константи h > 0, ε > 0, β ≥ 0, що задовольняють рiвняння
2(a0 + aτ )h+ (g0 + gτ )

2h = −ε, а параметр N пiдпорядкований оцiнцi M{N} ≤ µM{|x|2} зi
сталою µ ≥ 0. Тодi, якщо виконується умова

ε > µ+ hφ(3 + φ)
(︁
|aτ |+ |(g0 + gτ )gτ |

)︁
+ 2hφ g2τ (1 + φ), (5)

то система «прямого» регулювання (1), (2) абсолютно асимптотично стiйка у середньо-
му квадратичному при будь-якому запiзнюваннi τ > 0. Крiм того, для довiльної наперед
заданої точностi ε0 > 0 виконується M{|x(t)|2} < ε0 при всiх t > t0, як тiльки

∥x(t0)∥2τ < δ(ε0, τ) =
[︁
(1 +Kτ) eLτφ

]︁−1
ε0. (6)

Тут

N = 2hb xf(σ) + β(a0 + aτ ) σf(σ) + βcb f 2(σ) + 1
2
βc2(g0 + gτ )

2f ′(σ) x2,

K = |aτ |+ |g0gτ |+ g2τ , L = 2|a0|+ |aτ |+ 2|b|k|c|+ g20 + |g0gτ |, φ = 1 +
βkc2

2h
.

Стiйкiсть гарантується одразу для всього секторного класу (3): величина δ визначає-
ться лише сталою k i не змiнюється при переходi вiд однiєї нелiнiйностi до iншої. Отриманий
критерiй узагальнює на стохастичний випадок вiдомi умови абсолютної стiйкостi детермi-
нованих систем Лур’є з пiслядiєю [3].
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Нами дослiджується питання iснування обмеженого на осi розв’язку стохастичних рiв-
нянь нейтрального типу з запiзненням у гiльбертовому просторi вигляду

d(u(t)− g(u(t− h))) = (Au(t) + f(u(t− h), u(t)))dt+ σ(u(t− h), u(t))dW (t), t ∈ [0, T ], (1)

u(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]. (2)

Тут A – необмежений оператор, що є генератором сильно неперервної напiвгрупи
{S(t), t ≥ 0} обмежених лiнiйних операторiв у сепарабельному гiльбертовому просторi H.
Випадковий шум W (t) є Q-вiнерiвським процесом у сепарабельному гiльбертовому просто-
рi K. Для деякого h > 0 позначимо Ch := C([−h, 0], H) – простiр неперервних H-значних
функцiй ϕ : [−h, 0] −→ H з нормою

||ϕ||Ch := sup
θ∈[−h,0]

||ϕ(θ)||H .

Нехай Q – лiнiйний обмежений оператор коварiацiї такий, що trQ <∞.
Ми припускаємо iснування повної ортонормованої системи {ek} в K i послiдовностi

невiд’ємних дiйсних чисел λk таких, що Qek = λkek, k = 1, 2, ..., i

∞∑︂
k=1

λk <∞.

Нехай U0 = Q
1
2 (K) i L0

2 = L2(U0, H) є простором всiх операторiв Гiльберта-Шмiдта з
U0 в H зi скалярним добутком (Φ,Ψ)L0

2
= tr[ΦQΨ∗] i нормою ||Φ||L0

2
, вiдповiдно.

Нехай також S(t) є напiвгрупою компактних операторiв, а отже, напiвгрупа є непе-
рервною у рiвномiрнiй операторнiй топологiї при t > 0.

З [2] також отримуємо, що для всiх α ∈ (0, 1) дробовий степiнь оператора −A iснує i
є замкненим лiнiйним оператором в областi визначення D((−A)α).

Також зазначимо наступне допомiжне твердження, яке безпосередньо випливає з тео-
реми 1.4.3 у [4]:
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Твердження 1. Для кожного α ∈ (0, 1) iснують Cα, ζ > 0 такi, що для всiх t > 0

∥(−A)αS(t)∥ ≤ Cαt
−αe−ζt,

та iснує C0 > 0 таке, що
∥S(t)∥ ≤ C0e

−ζt,

Позначимо Hα – гiльбертiв простiр D((−A)α), оснащений нормою

∥u∥α := ∥(−A)αu∥.

Очевидно, що ця норма еквiвалентна нормi графiка (−A)α.
Для доведення iснування розв’язку накладемо наступнi умови на оператор A та вiдображе-
ння f, σ, g.

1. Якщо σ(−A) – це спектр оператора −A, тодi маємо Reσ(−A) > δ > 0.

2. Для всiх u, v, u1, v1 ∈ H маємо

||f(u, v)− f(u1, v1)|| ≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||),

i
||σ(u, v)− σ(u1, v1)||L0

2
≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||),

3. Для всiх u, v, u1, v1 ∈ H i для кожного α ∈ (1
2
, 1) функцiя g задовольняє

||g(u, v)− g(u1, v1)||α ≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||).

4. Для сталої L > 0 виконується наступна умова. Нехай

CΓ,α :=
C2

1−α

δ3−2α
Γ(3− 2α),

де Γ – гамма функцiя Ойлера. Тодi

4L2(1 +
C2

0

δ2
+
C2

0

2δ
+
CΓ,α

δ
) < 1, (3)

Нескладно побачити, що з умови 2. випливає лiнiйний рiст для f, σ вH, а з умови 3. випливає
лiнiйний рiст в Hα.

Теорема 1 (Iснування обмеженого на R розв’язку). За виконання умов 1.-4. на коефiцiєнти
рiвняння i при виконаннi (3), iснує розв’язок u∗(t) рiвняння (1), обмежений на R в сенсi

sup
t∈R

E∥u∗(t)∥2 <∞.
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Кодуванням чисел промiжка I =< a; b > засобами нескiнченного алфавiту A називає-
ться сюр’єктивне вiдображення g : L → I, де L = A × A × A × ... – простiр послiдовностей
елементiв алфавiту. Якщо потужнiсть алфавiту злiченна, то кодування чисел називають
нескiнченносимвольним.

Одним з найпростiших кодувань чисел промiжка (0; 1] засобами алфавiту N є зобра-
ження чисел елементарними ланцюговими дробами.

Нескiнченносимвольнi зображення чисел можна отримати з двосимвольних зображень
шляхом перекодування. Наприклад, маючи класичне двiйкове зображення числа x ∈ (0; 1]

∆2
0...01⏞ ⏟⏟ ⏞
a1

0...01⏞ ⏟⏟ ⏞
a2

...0...01⏞ ⏟⏟ ⏞
an

...
= x = ∆2∞

a1a2...an...
, an ∈ N.

Аналогiчне має мiсце для узагальнень та аналогiв двосивмольних зображень.

Теорема 1. [7] Нехай q0 ∈ (0; 1), q1 = 1− q0. Для будь-якого числа x ∈ (0; 1] iснує послiдов-
нiсть (an), an ∈ N , така, що

x = qa10 +
∞∑︂
n=1

q
a1+a2+...+an+1−n
0 qn1 ≡ ∆q∞0

a1a2...an...
.

Iснують нескiнченносимвольнi зображення чисел, якi не є перекодуваннями скiнчен-
носимвольних зображень. До цього класу вiдносяться зображення чисел рядами Люрота,
Енгеля, Серпiнського, Остроградського, Сiльвестера, Остроградського-Серпiнського-Пiрса.
Серед нескiнченносимвольних зображень iснують полiоосновнi, зокрема системи з двома
основами. Наприклад, ∆µ-зображення чисел.

Нехай (0; 1) ∋ µ – фiксоване число (параметр).

Теорема 2. [4] Для будь-якого числа x ∈ (0; 1] iснує послiдовнiсть (скiнченна або нескiн-
ченна) натуральних чисел така, що

x =
∞∑︂
n=1

((1− µ)a1+...+a2n−1−1µa2+...+a2n−2 − (1− µ)a1+...+a2n−1−1µa2+...+a2n−2+a2n) ≡ (1)

≡ ∆µ
a1a2...an...

Розклад числа в ряд (2) називається ∆µ-представленням, а скорочений запис ∆µ
a1a2...an...

– ∆µ-зображенням.
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Дана система зображення чисел є узагальненням системи зображення чисел, породже-
ної сингулярною функцiєю Мiнковського [3]. З використанням даної системи зображення
чисел, тополого-метрична теорiя якої розвинена у роботi [4], було побудовано i дослiджено
клас фрактальних функцiй зi N -самоафiнними графiками [5], а також перетворення, що
зберiгають хвости ∆µ-зображення чисел [6].

Ми цiкавимось системою зображення чисел, що є узгальненням ∆µ-зображення чисел.
Нехай задано послiдовнiсть дiйсних чисел (µn), µn ∈ (0; 1).

Теорема 3. Для довiльного числа x ∈ (0; 1] iснує послiдовнiсть (an) (скiнченна або нескiн-
ченна) натуральних чисел така, що

x =
∞∑︂
n=1

(︄
n∏︂
i=1

(1− µi)
a1+...+a2i−1−1µ

a2+...+a2i−2

i −
n∏︂
i=1

(1− µi)
a1+...+a2i−1−1µ

a2+...+a2i−2+a2i
i

)︄
≡ (2)

≡ ∆µ∗

a1a2...an...

У доповiдi пропонуються застосування нескiнченносимвольних систем зображення чи-
сел у теорiї неперервних локально складних функцiй та їх фрактальному аналiзi.
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Нелокальна загальна крайова задача для нерiвномiрно

2b-параболiчних рiвнянь зi степеневими особливостями

Iван ПУКАЛЬСЬКИЙ, Богдан ЯШАН
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
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Нехай η, t0, t1, ..., tN+1 – фiксованi числа, 0 ≤ t0 < t1 < ... < tN+1, η ∈ (t0, tN+1), η ̸= tj,
j ∈ {1, 2, ..., N}, Ω – деяка обмежена область dimΩ ≤ n − 1, D – обмежена область в Rn

з межею ∂D, dimD = n, Ω ⊂ D, Q = [t0, tN+1) × D, Q0 = {(t, x)| | t ∈ [t0, tN+1) , x ∈
Ω} ∪ {(t, x), | t = η, x ∈ Q}.

Розглянемо в областi Q = [t0, tN+1)×D задачу знаходження функцiї u(t, x), яка задо-
вольняє при (t, x) ∈ Q \Q0, t ̸= tj рiвняння

(Lu)(t, x) =

⎡⎣∂t − ∑︂
|k|=2b

Ak(t, x)∂
k
x −

∑︂
|p|≤2b−1

Ap(t, x)∂
p
x

⎤⎦u(t, x) = f0(t, x), (1)

умову за змiнною t

(Bu)(x) ≡ u(t0, x) +
N∑︂
j=1

dj(x)u(tj, x) = φ(x) (2)

а на межi областi Γ [tj, T ]× ∂D крайовi умови

lim
x→z∈∂D

⎡⎣∑︂
|k|=rλ

B
(λ)
k (t, x)∂kxu+

∑︂
|p|≤rλ−1

B(λ)
p (t, x)∂pxu− fλ(t, x)

⎤⎦ = 0, (3)

∂kx = ∂k1x1 . . . ∂
kn
xn , |k| = k1 + k2 + . . .+ kn, λ ∈ {1, ..., b}, 0 ≤ rλ ≤ 2b− 1.

Степеневi особливостi коефiцiєнтiв рiвняння (1) i крайових умов (3) у точцi
P (t, x) ∈ Q\Q0 характеризуватимуть функцiї s1

(︂
β
(1)
i , t

)︂
i s2

(︂
β
(2)
i , x

)︂
: s1

(︂
β
(1)
i , t

)︂
= |t− η|β

(1)
i

при |t− η| ≤ 1, s1
(︂
β
(1)
i , t

)︂
= 1 при |t− η| ≥ 1; s2

(︂
β
(2)
i , x

)︂
= ρβ

(2)
i (x) при ρ(x) ≤ 1, s2

(︂
β
(2)
i , x

)︂
=

1 при ρ(x) ≥ 1, ρ(x) = inf
z∈∂Ω

|x − z|, β(ν)
i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2}, β(ν) =

(︂
β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n

)︂
,

β =
(︁
β(1), β(2)

)︁
.

Позначимо через l, q, γ(ν), µ(ν)
pi , δ(ν)λ,pi

, i ∈ {1, ..., n}, µ(ν)
0 , δ(ν)λ – дiйснi додатнi числа.

Крайова задача (1) –(3) дослiджується у просторi C l(γ; β; q;Q) [1].
Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:

а) коефiцiєнти рiвняння (1) Ak(t, x)
n∏︂
i=1

s1

(︂
kiβ

(1)
i , t

)︂
s2

(︂
kiβ

(2)
i , x

)︂
∈ Cα(γ; β; 0;Q),

Ap(t, x)
n∏︂
i=1

s1
(︁
ρiµ

(1)
pi
, t
)︁
s2
(︁
ρiµ

(2)
pi
, x
)︁

∈ Cα(γ; β; 0;Q), 1 ≤ |p| ≤ 2b − 1, A0(t, x)s1

(︂
µ
(1)
0 , t

)︂
×
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×s2
(︂
µ
(2)
0 , x

)︂
∈ Cα(γ; β; 0;Q), A0(t, x) ≤ K <∞ i задачi⎡⎣∂t − ∑︂

|k|=2b

Ak(t, x)
n∏︂
i=1

s1

(︂
kiβ

(1)
i , t

)︂
s2

(︂
kiβ

(2)
i , x

)︂
∂kx

⎤⎦u(t, x) = f̃(t, x), (4)

u|t=0 = φ̃(x), (5)

lim
x→z∈∂D

⎡⎣∑︂
|k|=rλ

B
(λ)
k (t, x)

n∏︂
i=1

s1

(︂
kiβ

(1)
i , t

)︂
s2

(︂
kiβ

(2)
i , x

)︂
∂kxu(t, x)− f̃λ(t, x)

⎤⎦ = 0 (6)

задовольняє в областi Q рiвномiрну умову параболiчностi та умову Я.Б. Лопатинського;

б) коефiцiєнти крайових умов B(λ)
k (t, x)

n∏︂
i=1

s1

(︂
kiβ

(1)
i , t

)︂
s2

(︂
kiβ

(2)
i , x

)︂
∈

∈ C2b−rλ+α(γ; β; 0;Q), B(λ)
p (t, x)

n∏︂
i=1

s1

(︂
ρiδ

(1)
pi,λ

, t
)︂
s2

(︂
ρiδ

(2)
pi,λ

, x
)︂
∈ C2b−rλ+α(γ; β; 0;Q),

B
(λ)
0 (t, x)s1

(︂
δ
(1)
λ , t

)︂
s2

(︂
δ
(2)
λ , x

)︂
∈ C2b−ri+α(γ; β; 0;Q), 0 ≤ |p| ≤ rλ − 1;

в) функцiї f0(t, x) ∈ Cα(γ; β; 2b;Q), fλ(t, x) ∈ C2b−rλ+α(γ; β; rλ;Q), ∂D ∈ C2b+α, φ(x) ∈

C2b+α
(︂
γ̃; β̃; 0;D

)︂
, β̃ =

(︁
0, β(2)

)︁
, γ̃ =

(︁
0, γ(2)

)︁
,

N∑︁
j=1

|dj(x)|
∫︁
D

|G0(tj, x, t0, ξ)|dξ ≤ λ0 < 1, dj(x) ∈

2b+α(Q ∩ (t = tj)), G0(tj, x, t0, ξ) – функцiя Грiна однорiдної крайової задачi (4) –(6), f̃λ = 0,

γ(ν) = max

{︄
max
i
β
(ν)
i ,max

i,pi

pi

(︂
µ
(ν)
pi − β

(ν)
i

)︂
2b− |p|

,max
i,λ,pi

pi

(︂
δ
(ν)
pi,λ

− β
(λ)
i

)︂
rλ − |p|

,
µ
(ν)
0

2b
,max

λ

δ
(ν)
λ

rλ
,

}︄
,

ν ∈ {1, 2}.
Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(3) виконанi умови а)–в). Тодi iснує єдиний розв’язок
задачi (1)–(3) iз простору C2b+α(γ; β; 0;Q) i справджується нерiвнiсть

∥u; γ; β; 0;Q∥2b+α ≤ C

(︃
∥f ; γ; β; 2b;Q∥α +

⃦⃦⃦
φ; γ̃; β̃; 0;D

⃦⃦⃦
2b+α

+

+
b∑︂

λ=1

∥fλ; γ; β; rλ;Q∥2b−rλ+α

)︄
. (7)

Для доведення теореми 1 встановимо спочатку роз’язнiсть допомiжних крайових задач
з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв видiлимо збiжну пiдпослiдов-
нiсть, граничне значення якої буде розв’язком задачi (1)–(3).
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Комп’ютерне моделювання дифузiйних потокiв домiшки

в шарi iз системою випадкових точкових внутрiшнiх

джерел маси

Петро ПУКАЧ, Юрiй ЧЕРНУХА
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Використання стохастичних моделей дає змогу враховувати невизначеностi та випад-
ковi збурення в процесах масоперенесення що є особливо актуальним для систем, у яких
малi концентрацiї або варiацiї вiдiграють суттєву роль [1].

Розглянемо дифузiю домiшкової речовини в шарi товщиною zL де дiє система точкових
джерел маси з випадковими координатами z = ẑi, ẑi ∈ [z̄a, z̄b] (причому 0 ≤ z̄a < z̄b ≤ zL)
розподiленими рiвномiрно, з рiвноiмовiрним внеском кожного джерела. Це зумовлює сто-
хастичнiсть концентрацiї домiшки, дифузiйного потоку та кiлькостi речовини, що пройшла
крiзь шар.

Рiвняння дифузiї домiшки в шарi, в якому дiє система точкових масових джерел, для
одновимiрному випадку можна записати на основi законiв Фiка:

ρ
∂c(t, z)

∂t
= d

∂2c(t, z)

∂z2
+

K∑︂
i=1

wiδ(z − ẑi), (1)

де c(t, z) позначає концентрацiю речовини, ρ — густина середовища, d — кiнетичний коефi-
цiєнт перенесення, K — кiлькiсть точкових джерел, wi — потужнiсть i-го джерела, δ(z) —
функцiя Дiрака, t — час, z — просторова координата.

Концентрацiя частинок домiшки задовольняє крайовi умови першого роду, а саме:

c(t, z)
⃓⃓
t=0

= 0,

c(t, z)
⃓⃓
z=0

= c0 ≡ const, c(t, z)
⃓⃓
z=zL

= cL ≡ const. (2)

Розв’язок задачi (1),(2) отримано у виглядi суми розв’язку однорiдної крайової задачi
та згортки функцiї Ґрiна iз системою випадкових точкових джерел.

За першим законом Фiка на основi знайденої усередненої концентрацiї отримано потiк
крiзь перерiз z = z∗

zL
d
⟨J
⃓⃓
z=z∗⟩ = c0 − cL − 2

∞∑︂
n=1

cos(ynz∗)×

×
(︃
1

ρ

[︁
c0 + (−1)n+1cL

]︁
+
WynS12(yn)

dK(z̄a − z̄b)

[︂
1 + e−dy

2
nt/ρ
]︂)︃

,

(3)

де

S12(yn) =
cos(ynz̄a)− cos(ynz̄b)

y3n
, W =

K∑︂
i=1

wi, yn =
πn

zL
.
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Отримання розрахункової формули для усереднених потокiв (3) дозволяє визначити кiль-
кiсть речовини Q∗, що пройшла крiзь одиницю площi поверхнi z = zL за час t∗.

Для проведення чисельних експериментiв було розроблено програмний комплекс на
основi отриманих розрахункових формул (Рис. 1).

Вхiднi данi
параментри рiвняння, початковi

та граничнi умови

Усереднений потiк ⟨J(t, z)⟩ Кiлькiсть речовини ⟨Q∗⟩

Вихiднi данi

числовi значення та графiки

Рис. 1: Схема програмного модуля.

Розрахунки проводились у безрозмiрних змiнних ξ = z/zL, τ = dt/ρz2L. За базовi зна-
чення параметрiв задачi прийнято d = 1, ρ = 1, K = 2, w1 = w2 = 3, ξ0 = 1, ξ̄a = x̄1/zL = 0.4,
ξ̄2 = z̄b/zL = 0.6, c0 = 1, cL = 0.

Рис. 2 iлюструє розподiли усереднених потокiв ⟨J
⃓⃓
ξ=ξ∗

⟩ за дiї системи випадкових то-
чкових джерел та дифузiйних потокiв Jh

⃓⃓
ξ=ξ∗

за вiдсутностi внутрiшнiх точкових джерел
через рiзнi перерiзи ξ∗ = 0.51, 0.59, 1 (кривi 1-3 вiдповiдно). Кривi a (суцiльнi лiнiї) вiдповiд-
ають графiкам ⟨J

⃓⃓
ξ=ξ∗

⟩, а кривi b (пунктирнi лiнiї) - Jh(τ, ξ). На рис. a обчислення виконано
для iнтервалу [ξ̄a, ξ̄b] = [0.4, 0.6], а на рис. b - для iнтервалу [ξ̄a, ξ̄b] = [0.2, 0.6].

Рис. 2: Усередненi дифузiйнi потоки за дiї системи випадкових точкових джерел у тiлi та за
її вiдсутностi при [ξ̄a, ξ̄b] = [0.4, 0.6] (a) та [ξ̄a, ξ̄b] = [0.2, 0.6] (b).

Зауважимо, що час виходу на стацiонарний режим усередненого дифузiйного потоку
Jst змiнюється залежно вiд того, де розташований перерiз, через який визначають потiк
вiдносно iнтервалу дiї джерел ξ∗ ∈ [0, ξ̄a], ξ∗ ∈ [ξ̄a, ξ̄b], чи ξ∗ ∈ [ξ̄b, ξL].
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В доповiдi розглядається задача оптимального керування для еволюцiйного iнтегро-
диференцiального рiвняння в банахових просторах до моменту часу, коли розв’язок покине
задану область. Система описується рiвнянням:

du

dt
= Au+ f1(t, u) + f2(t, u)z +

∫︂ t

0

f3(t, s, u(s))z(s)ds, u(0) = u0. (1)

Оцiнка керування здiйснюється за критерiєм:

J [z] =

∫︂ τ

0

L(t, u(t), z(t))dt→ inf. (2)

Тут A : X → X є лiнiйним (необмеженим) оператором у рефлексивному банаховому
просторi X, де X вiдповiдає встановленiй нормi ∥·∥X , а область визначення D(A) є щiльною
в X. Нехай D - вiдкрита множина в X, а ∂D - її межа у розумiннi [1, p. 8], i D = D ∪ ∂D,
τ - перший момент часу, коли розв’язок u(t) виходить на границю ∂D, 0 < T ≤ τ, T > 0 є
фiксованим. Нехай f1 : [0, T ]×D → X, f2 : [0, T ]×D → L(X,X) - простiр лiнiйних обмежених
операторiв з X у X з нормою ∥·∥L, f3 : [0, T ] × [0, T ] × D → L(X,X), z(t) ∈ X - параметр
керування.

Введемо припущення щодо задачi (1) - (2).
Припущення 1. (H1). Припускаємо, що оператор A є нескiнченно малим породжу-

вачем C0-напiвгрупи {S(t), t ≥ 0} обмежених лiнiйних операторiв у просторi X. Припуска-
ємо, що напiвгрупа S(t) є компактною для t > 0.

Тодi, за припущенням (H1), теорема 3.2 з [2] означає, що напiвгрупа S(t) є неперервною
в рiвномiрнiй операторнiй топологiї для t > 0:

Означення 1. Будемо називати функцiю u(t) ∈ X м’яким розв’язком початкової задачi

du

dt
= u̇ = Au+ f

(︃
t, u(t),

∫︂ t

0

φ (t, s, x(s)) ds

)︃
, u(0) = u0 ∈ X. (3)

на [0, T ], якщо:
1) u(0) = u0;

2) u ∈ C ([0, T ], X) ;
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3) u(t) на [0, T ] задовольняє iнтегральне рiвняння

u(t) = S(t)u0 +

∫︂ t

0

S (t− s) f

(︃
s, u(s),

∫︂ s

0

φ (s, τ, u(τ)) dτ

)︃
ds. (4)

Нехай для задачi оптимального керування (1) - (2) виконанi наступнi умови.
Припущення 2. (H2). Допустимими керуваннями z(t) є функцiї z(t), такi що z ∈

Lp ((0, T );X) , p > 1, i z(t) ∈ F для майже всiх t ∈ (0, T ), де F є замкненою опуклою множи-
ною в X, а розв’язок (1) u(t) = u(t, z), що вiдповiдає керуванню z, iснує та є неперервним
до першого моменту часу, коли вiн досягає межi областi D, i J [z] <∞.

Припущення 3. (H3). Нехай f1 : [0, T ] × D → X, f2 : [0, T ] × D → L(X,X), f3 :

[0, T ] × [0, T ] × D → L(X,X), i для будь-яких t ∈ [0, T ], s ∈ [0, T ] функцiї f1(t, ·), f2(t, ·),
f3(t, s, ·) є неперервними за u ∈ D, а для будь-якого фiксованого u ∈ D функцiї f1(·, u),
f2(·, u), f3(·, ·, u) є вимiрними за t.

Припущення 4. (H4). Умова лiнiйного росту. Iснує додатна стала K така, що
∥f1(t, u)∥+ ∥f2(t, u)∥L + ∥f3(t, s, u)∥L ≤ K(1 + |u|) для всiх t ∈ [0, T ], u ∈ D.

Припущення 5. (H5). Вiдображення L(t, u, z) : [0, T ]×D×F → R1 є неперервним за
всiма змiнними.

Припущення 6. (H6). Похiдна Фреше Lz є неперервною за всiма аргументами, i
iснують C1 > 0, α > 0 такi, що ∥Lz(t, u, z)∥∗ ≤ C1(1 + ∥u∥α + ∥z∥p−1), де ∥·∥∗ є нормою у
спряженому просторi X∗.

Припущення 7. (H7). Iснують сталi C2 ≥ 0, C3 > 0 та функцiя ω ∈ L1(0, T ;R+)

такi, що L(t, u, z) ≥ ω(t) + C2 ∥u∥+ C3 ∥z∥p , для всiх t ∈ [0, T ], u ∈ D, z ∈ F .
Припущення 8. (H8). L(t, u, z) є опуклою за z для фiксованих t ∈ [0, T ], u ∈ D.

Припущення 9. (H9). Iснують сталi C4 > 0, ν > 0 такi, що для будь-яких u, u1 ∈ X,

t ∈ [0, T ], z ∈ F виконується |L(t, u, z)− L(t, u1, z)| ≤ C0 ∥u− u1∥ (1 + ∥u∥ν + ∥u1∥ν + ∥z∥p).
Тодi має мiсце теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються припущення (H1)–(H9). Тодi задача оптимального керу-
вання (1) - (2) має розв’язок (u∗(t), z∗(t)), де z∗(t) є оптимальним керуванням, а u∗(t) —
вiдповiдною оптимальною траєкторiєю.
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Цилiндричнi дроби ланцюгових As-дробiв
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Нехай As = {e0, e1, ..., es−1} – алфавiт (впорядкований набiр (кортеж) додатних дiйсних
чисел), L = As × As × ... – простiр послiдовностей елементiв алфавiту.

Теорема 1. Якщо ei+1 − ei =
es−1−e0
s−1

для всiх i ∈ {0, 1, ..., s − 2}, то для довiльного числа
x ∈ [ s−1

ses−1
; s−1
se0

] iснує послiдовнiсть (an) ∈ L така, що

x =
1

a1 +
1

a2+...

= [0; a1, a2, ..., an, ...] ≡ ∆As
a1a2...an...

. (1)

Розклад числа x в ланцюговий дрiб (1) (As-дрiб) називається As-розкладом, а скоро-
чений запис ∆As

a1a2...an...
– його As-зображенням.

Iснує злiченна множина чисел, якi мають два As-зображення (As-бiнарнi числа). Це
числа виду ∆As

c1...c2m−1c2m(es−1e0)
= ∆As

c1...c2m−1[c2m−d](e0es−1)
. Решта чисел (As-унарнi) мають єдине

As-зображення.
Система зображення чисел нескiнченними ланцюговими дробами при s = 2 вперше

була розроблена та ефективно використана в задач фрактального аналiзу в роботах [1, 4, 5,
6].

Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cm) — фiксований впорядкований набiр елементiв алфавi-
ту. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина ∆As

c1c2...cm
чисел, означена

рiвнiстю ∆As
c1c2...cm

= {x : x = [0; c1, c2, ..., cm, α1, α2, ...], (αn) ∈ Ls}.

Мiнiмальний вiдрiзок, який мiстить цилiндр ∆As
c1c2...cm

, позначається ∆̄As
c1...cm

i називає-
ться цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm.

Теорема 2. [2] Цилiндр ∆As
c1...cm

є обмеженою, континуальною i досконалою множиною.
Для будь-якого набору (c1, ..., cm) ∈ Ams i c ∈ As iснують сталi C1 i C2 такi, що 0 < C1 <
|∆̄Asc1...cmc|
|∆̄Asc1...cm |

< C2 < 1.

Означення 2. Значення скiнченного дробу [0; a1, a2, ..., an] =
pn
qn

, де p0 ≡ 0, p1 ≡ 1, q0 ≡ 1,
q1 ≡ a1, pn+1 = an+1pn+pn−1, qn+1 = an+1qn+qn−1, називається пiдхiдним дробом ланцюгового
дробу [0; a1, a2, ..., an], причому lim

n→∞
pn(an)
qn(an)

= x = [0; a1, a2, ..., an, ...].

Пiдхiдний дрiб є важливим поняттям в задачах метричного, топологiчного, ймовiрнi-
сного характеру, проте суттєвим їхнiм “недолiком” є те, що пiдхiдний дрiб pn

qn
ланцюгового

дробу ∆As
a1a2...an...

, взагалi кажучи [3], не належить цилiндру ∆As
a1a2...an

.
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Означення 3. Дроби un
vn

= [0; a1, a2, ..., an−1, an + d0] i sn
rn

= [0; a1, a2, ..., an−1, an + d1], де
d0 = [0; (es−1, e0)] i d1 = [0; (e0, es−1)] називаються цилiндричними дробами n-го порядку числа
x = ∆As

a1a2...an...
.

Очевидно, що для довiльного числа x = ∆As
a1a2...an...

має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

n⋂︂
k=1

[︃
uk
vk

;
sk
rk

]︃
= x

Лема 1. Для довiльного x = ∆As
a1a2...an...

має мiсце рiвнiсть lim
n→∞

un
vn

= lim
n→∞

sn
rn

= x.

Згiдно з означенням цилiндричних дробiв має мiсце рiвнiсть

∆̄As
c1...cm

=

⎧⎨⎩[um
vm

; sm
rm

], якщо m− непарне,

[ sm
rm

; um
vm

], якщо m− парне.

Лема 2. [2] Якщо As-зображення чисел має нульову надлишковiсть, тобто виконуються
умови теореми 1, то для довiльного вiдрiзка u ⊂ [d0; d1] iснує не бiльше 2(sv + s − 1), де v
– найменший натуральний розв’язок нерiвностi Cv

2 ≤ C1, As-цилiндрiв, C1, C2 – констан-
ти, iснування яких констатує теорема 2, якi покривають u i мають довжину, яка не
перевищує довжину u.

Теорема 3. [1] При обчисленнi фрактальної розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича борелiв-
ських пiдмножин вiдрiзка [d0; d1] можна обмежитись покриттями As-цилiндрами, де [d0; d1]
– множина значень усiх нескiнченних ланцюгових дробiв As-дробiв.

У доповiдi пропонуються елементи тополого-метричної та ймовiрнiсної теорiї ланцюго-
вого As-зображення чисел, а також застосування цилiндричних дробiв до задач метричного
характеру та їх зв’язок з пiдхiдними дробами.
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Асимптотичний аналiз математичного сподiвання повної

енергiї гармонiчного осцилятора збуреного випадковим

процесом

Антон РИХЛIК
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна

Розглядається модель гармонiчного осцилятора без тертя. Модель розумiємо як систе-
му, рух якої описується диференцiальним рiвнянням другого порядку

ẍ+ ω2x = 0, x(0) = x0, ẋ(0) = v0, (1)

де x0, v0 — початкове положення i початкова швидкiсть осцилятора; x(t), ẋ(t) — положення
i швидкiсть осцилятора в момент часу t;

E(t) =
1

2

(︁
ẋ2(t) + ω2x2(t)

)︁
— повна енергiя осцилятора.

Дослiджується поведiнка з часом (при t→ ∞) математичного сподiвання повної енергiї
випадкових осциляторiв двох типiв:

1. випадково збурюється лише друга компонента фазової швидкостi, тобто розглядається
система вигляду ⎧⎨⎩ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2x1 + ξ(t)
(тип I); (2)

2. випадкове збурення вiдбувається пiд певним кутом α до вектора фазової швидкостi,
тобто розглядається система⎧⎨⎩ẋ1 = x2 + ξ(t) cosα,

ẋ2 = −ω2x1 + ξ(t) sinα
(тип II), (3)

у випадках: 1) ξ(t) — стацiонарний процес; 2) ξ(t) — одномiрний вiнерiвський процес.

Теорема 1. Нехай (x1(t), x2(t)) — розв’язок рiвняння (2), в якому ξ(t) — стацiонарний
в широкому розумiннi неперервний з ймовiрнiстю 1 випадковий процес iз E[ξ(t)] = 0 i
кореляцiйною функцiєю

R(t) =
∞∑︂
n=1

c2ncosνn(t).

(ν1, ν2, ... — спектр процесу ξ(t) ).
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1. Якщо ω ̸= νi для всiх i = 1, 2, ... i

∞∑︂
n=1

c2n

(︂ 1

(ν + ω)2
+

1

(ν − ω)2

)︂
= l <∞,

то E[E(t)] ≤ l для всiх t ≥ 0, де l > 0 –стала.

2. Якщо при певному n0 k = νk0 i

∞∑︂
n=1

c2n

(︂ 1

(ν + ω)2
+

1

(ν − ω)2

)︂
<∞,

то lim
t→∞

1
t2
E[E(t)] =

C2
n0

4
(випадок резонансу).

Теорема 2. Нехай (x1(t), x2(t)) — розв’язок рiвняння (2), в якому ξ(t) = W (t), де W (t) —
вiнерiвський процес. Тодi

lim
t→∞

1

t
E[E(t)] =

1

ω2
. (4)

Теорема 3. Нехай (x1(t), x2(t)) — розв’язок рiвняння (3), в якому ξ(t) — неперервний з
ймовiрнiстю 1 випадковий процес. Тодi

E(t) = E(0) exp−2ω sinα

∫︂ t

0

ξ(s)ds

з ймовiрнiстю 1 для всiх t ≥ 0.
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Полiномiальне керування для однiєї нелiнiйної

некерованої системи

Вiктор РУСАКОВ, Свiтлана IГНАТОВИЧ
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна, Харкiв, Україна

viktor.rusakov@student.karazin.ua, s.ignatovich@karazin.ua

Розглянемо наступну нелiнiйну некеровану систему:

ẋ1 = u,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = x21,

x(0) = x0, x(θ) = 0,

(1)

Ця система не є керованою через те, що ẋ3 ≥ 0, але при цьому вона є досяжною.
Можна показати [1], що множина усiх ненульових точок, з яких можна потрапити у початок
координат за довiльний час, має вигляд:

R = {x ∈ R3 : x3 < 0}.

Але виникає питання: як для довiльної точки x0 ∈ R побудувати керування, яке пере-
веде її у початок координат за час θ?

У цiй роботi ми презентуємо один iз можливих варiантiв побудови такого керування, а
саме полiномiального керування. Вiдомо, що для деяких класiв нелiнiйних систем полiномi-
альне керування може бути дуже ефективним [2, 3]. Ми використовуємо полiноми Лежандра
на вiдрiзку [0, θ]:

P0(t) = 1, P1(t) =
2

θ
t− 1,

Pi+1(t) =
2i+ 1

i+ 1

(︃
2

θ
t− 1

)︃
Pi(t)−

i

i+ 1
Pi−1(t), i ⩾ 1.

Припустимо, що u(t) це полiном степеня n − 1. Тодi x1(t) це полiном степеня n, який
може бути записаний як

x1(t) =
n∑︂
i=0

aiPi(t). (2)

Справедлива наступна теорема.

Теорема. Розглянемо систему (1) та припустимо, що θ > 0 фiксоване.
1. Множина усiх точок x0, якi полiномiальне керування степеня не бiльше за n− 1,

де n ≥ 3, може перевести у початок координат за час θ, має вигляд

Rn(θ) =

{︃
x0 ∈ R3 : x03 ⩽ −(x02)

2

θ
− (θx01 + 2x02)

2

4θAn
− (x01)

2

4Bn

θ

}︃
,
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де

An =
1

2

n∑︂
i=1

((−1)i + 1)(2i+ 1), Bn = −1

2

n∑︂
i=1

((−1)i − 1)(2i+ 1).

Керування може бути знайдено наступним чином:
(a) якщо виконується рiвнiсть

x03 = −(x02)
2

θ
− (θx01 + 2x02)

2

4θAn
− (x01)

2

4Bn

θ,

тодi

u(t) =
d

dt

n∑︂
i=0

aiPi(t), (3)

де ai мають наступний вигляд:

ai =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x01θ + 2x02
2θAn

(2i+ 1), коли i парне,

− x01
2Bn

(2i+ 1), коли i непарне.
(4)

В цьому випадку керування є єдиним.
(b) У випадку, коли

x03 < −(x02)
2

θ
− (θx01 + 2x02)

2

4θAn
− (x01)

2

4Bn

θ,

спочатку знайдемо R = x03+
(x02)

2

θ
+

(θx01+2x02)
2

4θAn
+

(x01)
2

4Bn
θ та визначимо µ, яке задовiльняє рiвнiсть

R = −10θµ2

21
. Тодi u(t) може бути обрано у виглядi (3), де усi ai визначаються формулами

(4) окрiм a1 та a3, котрi визначаються наступним чином:

a1 = − 3x01
2Bn

− µ, a3 = − 7x01
2Bn

+ µ.

2. Множина усiх ненульових точок x0, якi полiномiальне керування довiльного сте-
пеня може перевести у початок координат за час θ, має вигляд

R(θ) =

{︃
x0 ∈ R3 : x03 < −(x02)

2

θ

}︃
.

Для того, щоб знайти керування, спочатку треба знайти n, для котрого x0 ∈ Rn(θ),
i потiм дiяти за описаним вище алгоритмом.
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Метод двобiчних наближень в аналiзi задачi про

статичний прогин балки мiкроелектромеханiчної системи

iз сегментованим електродом

Антон САВЧЕНКО
Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки, Харкiв, Україна

anton.savchenko@nure.ua

При математичному моделюваннi статичного прогину пружної консольної балки (лi-
вий кiнець жорстко закрiплений, правий вiльний) мiкроелектромеханiчної системи, у якiй
нерухомий електрод складається зi скiнченної кiлькостi сегментiв, виникає крайова задача
для напiвлiнiйного диференцiального рiвняння четвертого порядку [1]. Пiсля переходу до
безрозмiрних величин приходимо до такої моделi:

uIV (x) = f(u)
(︁
H(x− x1)−H(x− x2) +H(x− x3)

)︁
, x ∈ (0, 1), (1)

u(0) = u′(0) = 0, u′′(1) = u′′′(1) = 0, (2)

де u(x) — безрозмiрний прогин балки, H — функцiя Хевiсайда, 0 < x1 < x2 < x3 < 1 — межi
сегментiв електрода, а

f(u) =
λ(︁

1− u
)︁2 , (3)

де λ > 0 — коефiцiєнт, пропорцiйний квадрату прикладеної до системи напруги. Комбiнацiя
функцiй Хевiсайда у правiй частинi (1) вiдповiдає тому, що електростатична сила дiє лише
на множинi E = [x1, x2] ∪ [x3, 1], породжуючи розривнiсть правої частини за x.

Функцiю Грiна цiєї крайової задачi побудовано у [2], де розглядався випадок суцiльного
електрода. Функцiя Грiна G(x, s) невiд’ємна i має вигляд

G(x, s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s x2

2
− x3

6
, 0 ≤ x ≤ s,

x s2

2
− s3

6
, s ≤ x ≤ 1.

(4)

Тодi задача (1)–(2) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню Гаммерштейна u = Tu з операто-
ром

(Tu)(x) =

∫︂
E

G(x, s) f
(︁
u(s)

)︁
ds. (5)

До розв’язання рiвняння (5) застосуємо метод двобiчних наближень, теоретичним пiд-
ґрунтям якого є теорiя нелiнiйних операторiв у напiвупорядкованих банахових просторах [3].
Рiвняння (5) розглядатимемо у банаховому просторi C[0, 1] з нормою ∥u∥ = maxx∈[0,1]|u(x)|,
у якому видiлимо конус невiд’ємних функцiй K+ = {u ∈ C[0, 1] : u(x) ≥ 0}. Функцiя f(u) не-
перервна i додатна при 0 ≤ u < 1 та монотонно зростає за u, а тому iнтегральний оператор T
є цiлком неперервним, додатним та iзотонним, тобто залишає iнварiантним конус K+.
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Для оператора T побудуємо iнварiантний конусний вiдрiзок ⟨0, β⟩, який є апрiорною
оцiнкою невiдомого розв’язку. Оскiльки f(0) = λ > 0, умова iнварiантностi T ⟨0, β⟩ ⊂ ⟨0, β⟩
зводиться до нерiвностi λM(1− β)−2 ≤ β, де

M = max
x∈[0,1]

∫︂
E

G(x, s) ds. (6)

Звiдси число β ∈ (0, 1) iснує як найменший додатний корiнь рiвняння λM = β(1 − β)2 за
умови

λ ≤ 4

27M
. (7)

Iтерацiйний процес двобiчних наближень означимо схемою

v(k+1)(x) =

∫︂
E

G(x, s) f
(︁
v(k)(s)

)︁
ds,

w(k+1)(x) =

∫︂
E

G(x, s) f
(︁
w(k)(s)

)︁
ds,

(8)

з початковими наближеннями v(0)(x) = 0, w(0)(x) = β. На вiдрiзку 0 ≤ u ≤ β функцiя f

задовольняє умову Лiпшиця зi сталою L = 2λ(1−β)−3, звiдки ∥w(k+1)−v(k+1)∥ ≤ q ∥w(k)−v(k)∥
з коефiцiєнтом стиску q = LM . Це доводить наступне твердження.

Теорема 1. Нехай виконано умову (7) i

q =
2λM

(1− β)3
< 1.

Тодi крайова задача (1)–(2) має єдиний додатний розв’язок u∗ ∈ ⟨0, β⟩, до якого двобiчно
збiгається iтерацiйний процес (8).

За наближений розв’язок на k-й iтерацiї слiд взяти

u(k)(x) = 1
2

(︁
v(k)(x) + w(k)(x)

)︁
.

Тодi справджується апостерiорна оцiнка похибки⃦⃦
u∗ − u(k)

⃦⃦
≤ 1

2

⃦⃦
w(k) − v(k)

⃦⃦
.

Величина M монотонно залежить вiд множини E: оскiльки G(x, s) ≥ 0, звуження E

зменшує M i, вiдповiдно до (7), розширює дiапазон допустимих λ. Так, для суцiльного ви-
падку E = [0, 1] маємо M = 1

8
, а для сегментованого E = [0,08; 0,26]∪ [0,76; 1] — M ≈ 0,0684,

звiдки λmax ≈ 2,166. При λ ≈ 0,598 маємо β ≈ 0,0448, q ≈ 0,094 < 1, i iтерацiйний процес (8)
збiгається iз точнiстю 10−4 за три iтерацiї, гарантовано локалiзуючи точний розв’язок.
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Асимптотичне iнтегрування крайових задач для

сингулярно збурених слабо нелiнiйних

диференцiально-алгебраїчних систем

Петро САМУСЕНКО
КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна

psamusenko@ukr.net

Дослiджується двоточкова крайова задача

εA(t, ε)
dx

dt
= B(t, ε)x+ εf(x, t, ε), t ∈ [0;T ], ε ∈ (0; ε0], (1)

Mx(0, ε) +Nx(T, ε) = d(ε), (2)

де x(t, ε) – шуканий n-вимiрний вектор, A(t, ε), B(t, ε), M та N – квадратнi матрицi порядку
n, f(x, t, ε) та d(ε) – n-вимiрнi вектори, ε – малий параметр.

Крайова задача (1), (2) розглядається за рiзних умов щодо структури кронекерової
в’язки матриць B(t, 0)− λA(t, 0).

Формальний розв’язок крайової задачi (1), (2) шукається у виглядi

x(t, ε) = x(t, ε) + Πx(τ, ε) +Qx(ξ, ε),

де x(t, ε) =
∞∑︁
k=0

εkxk(t) – регулярна частина асимптотики, а Πx(τ, ε) =
∞∑︁
k=0

εkΠkx(τ), τ = t
ε
, та

Qx(ξ, ε) =
∞∑︁
k=0

εkQkx(ξ), ξ = t−T
ε

, – сингулярна частина асимптотики.

Наявнiсть примежевих рядiв дозволяє побудувати рiвномiрну асимптотику розв’язку
заданої крайової задачi на вiдрiзку [0;T ].

Члени регулярної частини асимптотики визначаються з певних алгебраїчних систем, а
члени сингулярної частини асимптотики – розв’язки лiнiйних диференцiально-алгебраїчних
систем зi сталими коефiцiєнтами.

У роботi побудовано асимптотичне розвинення розв’язку крайової задачi (1), (2) та
доведено його асимптотичний характер.

Лiтература

[1] Chang K.W., Howes F.A., Nonlinear singular perturbation phenomena: theory and appli-
cations, Springer Science & Business Media, 2012. 180 p.

[2] Vasileva A.B., Butuzov V.F., Kalachev L.V. The Boundary Function Method for Singular
Perturbation, Philadelphia: SIAM, 1995. 221 p.

[3] Самусенко П.Ф. Асимптотичне iнтегрування сингулярно збурених диференцiально-
алгебраїчних систем, Київ, Полiтехнiка, 2003. 202 с.



321

Властивостi станiв рiвноваги дискретних динамiчних

систем iз притягальною взаємодiєю типу середнього поля

Оксана САТУР
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Розглядається дискретна динамiчна система, яка описує перерозподiл обмеженого ре-
сурсу мiж компонентами скiнченного простору станiв Ω = {ω1, . . . , ωn}, n > 1. Частку ре-
сурсу в станi ωi у момент часу t позначимо через pti ≥ 0,

∑︁n
i=1 p

t
i = 1, так що pt = (pt1, . . . , p

t
n)

є стохастичним вектором. Кожна компонента взаємодiє не з iншими компонентами окремо,
а iз середнiм полем — стохастичним вектором rt = (rt1, . . . , r

t
n) з координатами

rti =
1− pti
n− 1

, i = 1, . . . , n, (1)

тобто з усередненим розподiлом ресурсу по множинi Ω \ {ωi}. Динамiка системи задається
конфлiктним перетворенням

pt+1
i =

pti
(︁
1 + cir

t
i

)︁
zt

, zt =
n∑︂
j=1

ptj
(︁
1 + cjr

t
j

)︁
, (2)

де сталi ci ∈ (0, 1] описують сприятливiсть умов, пов’язаних зi станом ωi. Побудова (2)
походить вiд теореми про конфлiкт для пари стохастичних векторiв [1]; на вiдмiну вiд «гри
за владу» [2] з вiдштовхувальною взаємодiєю, тут взаємодiя притягальна. Виключаючи rt

за допомогою (1), дiстаємо зручнiшу для аналiзу форму

pt+1
i = pti ·

n− 1 + ci
(︁
1− pti

)︁
n− 1 + Ltc

, Ltc =
n∑︂
k=1

ckp
t
k

(︁
1− ptk

)︁
. (3)

Для монотонних траєкторiй система (3) збiгається до єдиної нерухомої точки p∞ [3].
Її координати визначаються множиною активних iндексiв M∗ = {k : p∞k > 0}, γ(M∗) = |M∗|,
i пороговим значенням

Λ(M∗) =
γ(M∗)− 1∑︁
k∈M∗

1

ck

,

а саме

p∞i =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− Λ(M∗)

ci
, ci > Λ(M∗),

0, ci ≤ Λ(M∗).

Сама множина M∗ самоузгоджена й знаходиться скiнченною процедурою послiдовного вiд-
сiювання iндексiв, для яких умова виживання порушується. Отже, асимптотика системи
повнiстю визначається набором сталих ci, а якiсна перебудова рiвноваги вiдбувається тодi,
коли змiнюється потужнiсть множини M∗.
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Це спостереження робить бiфуркацiйний аналiз природною частиною дослiдження си-
стеми: сталi ci виступають параметрами, а рiвнiсть

ci = Λ(M∗)

є бiфуркацiйною умовою. Одночасне занулення всiх n координат неможливе, оскiльки умова∑︁n
i=1 p

t
i = 1 зберiгається при всiх t; найбiльша можлива перебудова — занулення n − 1

координат, коли атрактор потрапляє у вершину симплекса, p∞ = ek, що вiдповiдає повнiй
агрегацiї ресурсу в однiй компонентi.

У прикладних термiнах перетин критичного значення означає повне вичерпання ресур-
су в i-му станi та витiснення вiдповiдної компоненти iз системи. Оскiльки пороги вираженi
явно через сталi ci, останнi вiдiграють роль керування, що переводить систему в наперед
задану конфiгурацiю рiвноваги. Повнi доведення та аналiз стiйкостi наведено в [3].

Роботу частково пiдтримано грантом Simons Foundation SFI-PD-Ukraine-00014586
та проєктом «Математичне моделювання складних систем i процесiв, пов’язаних з без-
пекою» (№ 0125U000299).
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Найкращi наближення класiв згорток, породжуваних

лiнiйними комбiнацiями аналiтичних ядер з

синхронiзованими фазовими зсувами

Анатолiй СЕРДЮК
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Розглянемо такi простори 2π-перiодичних функцiй: C — неперервних, L = L1 — су-
мовних на (0, 2π) i L∞ — вимiрних iстотно обмежених функцiй φ зi стандартними нормами:
∥φ∥C , ∥φ∥L = ∥φ∥1 i ∥φ∥∞, вiдповiдно.

Через K ∗ M позначимо клас функцiй f , якi можна представити у виглядi згортки
фiксованого ядра K ∈ L1 iз всеможливими функцiями φ з множини M ⊂ L1, тобто

f(x) =
a0
2

+ (K ∗ φ) (x) = a0
2

+
1

π

2π∫︂
0

K(t)φ(x− t)dt, φ ∈ M, a0 ∈ R. (1)

В якостi M виступатимуть множини U0
∞ =

{︃
φ ∈ L∞ : ∥φ∥∞ ≤ 1,

2π∫︁
0

φ(t)dt = 0

}︃
, U0

1 =

{︃
φ ∈ L1 : ∥φ∥1 ≤ 1,

2π∫︁
0

φ(t)dt = 0

}︃
,

а в ролi твiрних ядер K — нетривiальнi лiнiйнi комбiнацiї

K(t) = Ψᾱ
m,β(t) =

m∑︂
i=1

αiΨi,β(t), αi ∈ R, αi ̸= 0, i = 1,m, (2)

функцiй Ψi,β(t) з однаковим (синхронiзованим) фазовим зсувом βπ
2

вигляду

Ψi,β(t) =
∞∑︂
k=1

ψi(k) cos

(︃
kt− βπ

2

)︃
, ψi(k) > 0, i = 1,m, β ∈ R, (3)

послiдовностi коефiцiєнтiв ψi(k) яких задовольняють граничнi умови Даламбера Dq :

lim
k→∞

ψi(k + 1)

ψi(k)
= qi, qi ∈ [0, 1), i = 1,m,

з рiзними показниками qi (в такому випадку записуватимемо коротко ψi ∈ Dqi).
За вказаних умов класи згорток K ∗ M складаються з аналiтичних функцiй f , що

допускають регулярне продовження у смугу Imz < min{ln 1/qi}mi=1 комплексної площини.
Дослiджується задача про знаходження найкращих наближень в середньому ядер

Ψᾱ
m,β(t) вигляду (2), тобто величин

En
(︁
Ψᾱ
m,β

)︁
L
= inf

tn−1∈T2n−1

⃦⃦⃦⃦
⃦

m∑︂
i=1

αiΨi,β − tn−1

⃦⃦⃦⃦
⃦
1

, (4)

а також задача про обчислення точних значень величин

En
(︁
Ψᾱ
m,β ∗ U0

∞
)︁
C
= sup

f∈Ψᾱm,β∗U0
∞

inf
tn−1∈T2n−1

∥f − tn−1∥C , (5)
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En
(︁
Ψᾱ
m,β ∗ U0

1

)︁
L
= sup

f∈Ψᾱm,β∗U
0
1

inf
tn−1∈T2n−1

∥f − tn−1∥1 , (6)

де T2n−1 — пiдпростiр усiх тригонометричних полiномiв порядку не вищого за n− 1.

Теорема 1. Для будь–яких фiксованих m ∈ N, β ∈ R, αi ∈ R \ {0} ядро Ψᾱ
m,β вигляду (2) за

виконання умов ψi ∈ Dqi , i = 1,m, 0 < qm < qm−1 < . . . < q2 < q1 < 1, задовольняє умову
Надя N∗

n (див. означення 2 iз [1]) для всiх значень n ∈ N, починаючи з деякого номера n0, i,
як наслiдок, мають мiсце рiвностi

En
(︁
Ψᾱ
m,β ∗ U0

∞
)︁
C
= En

(︁
Ψᾱ
m,β ∗ U0

1

)︁
L
= En

(︁
Ψᾱ
m,β

)︁
L
=

=
⃦⃦
Ψᾱ
m,β ∗ sign sinn(·)

⃦⃦
C
=

4

π

⃓⃓⃓⃓
⃓
m∑︂
i=1

αi

∞∑︂
k=0

ψ((2k + 1)n)

2k + 1
sin

(︃
(2k + 1)θnπ − βπ

2

)︃⃓⃓⃓⃓
⃓ , (7)

де θn — єдиний на [0, 1) корiнь рiвняння
m∑︁
i=1

αi
∞∑︁
k=0

ψ((2k+1)n) cos
(︁
(2k+1)θnπ−βπ

2

)︁
=0.

У частинному випадку, коли в ролi ядер K виступають нетривiальнi лiнiйнi комбiна-
цiї гармонiчних ядер Пуассона Ψi,β(t) = Pqi,β(t) =

∞∑︁
k=1

qki cos
(︁
kt− βπ

2

)︁
, i = 1,m, рiвностi

(7) встановлено у роботi [1]. Теорема 1 дозволяє розповсюдити результати зазначеної робо-
ти [1] на випадок нетривiальних лiнiйних комбiнацiй ядер Неймана, полiгармонiчних ядер
Пуассона та багатьох iнших аналiтичних ядер.

Наведемо наслiдок з теореми 1 для випадку нетривiальних лiнiйних комбiнацiй бiгар-
монiчних ядер Пуассона (β = 2ν, ν ∈ Z) та спряжених до них (β = 2ν + 1, ν ∈ Z):

Bᾱ
m,β(t)=

m∑︂
i=1

αi

∞∑︂
k=1

(︃
1+

k

2
(1−q2)

)︃
qki cos

(︃
kt−βπ

2

)︃
, β ∈ Z, αi ∈ R \ {0},m ∈ N, (8)

з рiзними показниками qi ∈ (0, 1).

Теорема 2. За виконання умови 0 < qm < qm−1 < . . . < q2 < q1 < 1 для будь-якого ядра
Bᾱ
m,β(t) вигляду (8) знайдеться номер n0, починаючи з якого при β ∈ Z

En
(︁
Bᾱ
m,β ∗ U0

∞
)︁
C
= En

(︁
Bᾱ
m,β ∗ U0

1

)︁
L
= En

(︁
Bᾱ
m,β

)︁
L
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4

π

⃓⃓⃓⃓
m∑︁
i=1

αi

(︂
arctg qni +

n(1−q2i )
2

qni
1+q2ni

)︂⃓⃓⃓⃓
, β = 2ν, ν ∈ Z,

4

π

⃓⃓⃓⃓
m∑︁
i=1

αi

(︂
1
2
ln

1+qni
1−qni

+
n(1−q2i )

2

qni
1+q2ni

)︂⃓⃓⃓⃓
, β = 2ν + 1, ν ∈ Z.

Робота частково пiдтримана грантом Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-00014586, AS).
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Сучасна математична освiта розвивається в умовах цифрової трансформацiї суспiль-
ства, що зумовлює оновлення змiсту, методiв i форм органiзацiї навчання. Одним iз клю-
чових завдань учителя математики є створення освiтнього середовища, у якому цифровi
технологiї не замiнюють традицiйне навчання, а пiдсилюють його дидактичнi можливостi.
Використання цифрових ресурсiв сприяє розвитку математичної, цифрової та дослiдницької
компетентностей учнiв, забезпечує вiзуалiзацiю абстрактних понять, iндивiдуалiзацiю навча-
ння й оперативний зворотний зв’язок [1].

Професiйна дiяльнiсть сучасного вчителя математики передбачає не лише володiння
цифровими iнструментами, а й умiння iнтегрувати їх у педагогiчнi стратегiї вiдповiдно до
навчальної мети. О. Коношевський пiдкреслює, що цифрова компетентнiсть педагога охо-
плює здатнiсть добирати математичне програмне забезпечення, створювати власнi цифровi
освiтнi матерiали та органiзовувати ефективну взаємодiю учнiв у цифровому середовищi[2].
Саме тому цифровi технологiї слiд розглядати як важливий компонент методичної системи
навчання математики, а не лише як технiчний засiб проведення уроку.

Вiдповiдно до сучасних пiдходiв до навчання математики, цифровi технологiї реалiзу-
ються через кiлька взаємопов’язаних стратегiй. Когнiтивнi стратегiї спрямованi на засвоєння
нових математичних знань, формування понять i розвиток логiчного мислення. Їх основною
метою є допомога учням у розумiннi складних тем шляхом вiзуалiзацiї та математичного
моделювання. Ефективним прикладом є використання GeoGebra – iнтерактивного безко-
штовного середовища для вивчення геометрiї, алгебри, функцiй, статистики та елементiв
математичного аналiзу. Завдяки динамiчним побудовам учнi можуть дослiджувати власти-
востi геометричних фiгур, спостерiгати змiну графiкiв функцiй пiд час варiювання пара-
метрiв, перевiряти математичнi припущення та встановлювати причинно-наслiдковi зв’язки
мiж величинами [1]. Подiбний пiдхiд забезпечує перехiд вiд пасивного сприйняття iнформа-
цiї до активного пiзнання.

Не менш важливими є органiзацiйнi стратегiї, якi орiєнтованi на практичне застосу-
вання знань, їх систематизацiю та узагальнення. У дiяльностi вчителя математики вони
реалiзуються через використання цифрових сервiсiв для створення таблиць, схем, дiаграм,
iнтерактивних вправ i тестових завдань. Такi iнструменти, як Canva, Desmos, Kahoot, Google
Forms або LearningApps, дозволяють урiзноманiтнювати форми роботи, органiзовувати гру-
пову взаємодiю, здiйснювати формувальне оцiнювання та оперативно аналiзувати результа-
ти навчання. Використання подiбних ресурсiв сприяє розвитку навичок аналiзу, порiвняння,
класифiкацiї та узагальнення математичної iнформацiї, що є важливими складниками ма-
тематичної компетентностi учнiв.
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Особливе мiсце посiдають метакогнiтивнi стратегiї, якi передбачають розвиток умi-
ння самостiйно планувати, контролювати й оцiнювати власну навчальну дiяльнiсть. Такi
стратегiї найбiльш ефективно реалiзуються пiд час дослiдницького та проєктного навчання,
виконання STEM-завдань, моделювання практичних ситуацiй i створення iндивiдуальних
освiтнiх траєкторiй. Використання цифрових платформ, електронних освiтнiх середовищ,
математичних тренажерiв та iнтелектуальних цифрових помiчникiв дає можливiсть учите-
лю органiзовувати диференцiйоване навчання вiдповiдно до рiвня пiдготовки кожного учня.
При цьому цифровi технологiї поєднують кiлька педагогiчних стратегiй одночасно, забезпе-
чуючи навчання через дослiдження, спiвпрацю та рефлексiю [1].

Важливою складовою професiйної дiяльностi вчителя є також мотивацiйна страте-
гiя, спрямована на створення позитивного психологiчного клiмату та пiдвищення iнтересу
до вивчення математики. Iнтерактивнi демонстрацiї, математичнi симуляцiї, геймiфiкованi
освiтнi застосунки, навчальнi вiдео та цифровi вiзуалiзацiї роблять абстрактний математи-
чний матерiал бiльш доступним i зрозумiлим для учнiв. Крiм того, сучаснi системи штучного
iнтелекту можуть використовуватися для добору прикладiв, створення варiативних задач,
генерацiї тестових завдань i пояснення окремих математичних понять рiзними способами.
Водночас вирiшальна роль у навчальному процесi залишається за вчителем, який здiйснює
критичний вiдбiр цифрового контенту та забезпечує академiчну доброчеснiсть.

Ефективнiсть використання цифрових технологiй визначається не кiлькiстю застосо-
ваних сервiсiв, а їх педагогiчною доцiльнiстю. Учитель математики повинен враховувати
змiст навчальної теми, вiковi особливостi учнiв, рiвень сформованостi їхнiх компетентно-
стей та очiкуванi результати навчання. Саме поєднання традицiйних методiв навчання з
цифровими iнструментами створює умови для формування стiйкої навчальної мотивацiї,
розвитку критичного мислення та пiдвищення якостi математичної освiти.

Отже, цифровi технологiї є невiд’ємною складовою професiйної дiяльностi сучасного
вчителя математики. Їх iнтеграцiя в когнiтивнi, органiзацiйнi, метакогнiтивнi та мотивацiйнi
стратегiї навчання забезпечує реалiзацiю компетентнiсного пiдходу, активiзує пiзнавальну
дiяльнiсть учнiв i сприяє формуванню математичної та цифрової компетентностей. Подаль-
ший розвиток математичної освiти пов’язаний iз удосконаленням цифрової компетентностi
педагогiв та методично обґрунтованим використанням iнновацiйних цифрових засобiв.
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Вплив випадкових факторiв є невiддiльною складовою багатьох сучасних процесiв, то-
му їхнє врахування пiд час моделювання та розв’язання задач математичної фiзики набуває
все бiльшої актуальностi. Класичним представником гiперболiчних рiвнянь математичної
фiзики є рiвняння коливання струни [1], яке широко використовується для опису рiзноманi-
тних коливальних процесiв у середовищах iз випадковими характеристиками або зовнiшнiми
збуреннями. Дослiдження таких моделей дозволяє глибше зрозумiти поведiнку динамiчних
систем пiд дiєю випадкових факторiв.

У роботi розглядається задача Кошi для неоднорiдного рiвняння коливання струни на
площинi з сталими коефiцiєнтами [2]:

∂2u(x, y, t)

∂t2
= a2

(︃
∂2u(x, y, t)

∂x2
+
∂2u(x, y, t)

∂y2

)︃
+ ξ(x, y, t),

за нульових початкових умов, де права частина ξ(x, y, t) є вибiрково неперервним з iмовiр-
нiстю одиниця випадковим полем iз простору Орлiча LU(Ω) [3].

Основну увагу зосереджено на дослiдженнi умов iснування з iмовiрнiстю одиниця кла-
сичного та узагальненого розв’язкiв задачi. За допомогою методу iнтегральних перетворень
Фур’є побудовано подання розв’язку через iнтеграли з використанням кореляцiйної функцiї
випадкового поля.

Доведено леми та теореми про iснування з iмовiрнiстю одиниця вiдповiдних iнтегралiв,
а також встановлено умови рiвномiрної збiжностi за iмовiрнiстю послiдовностей iнтегралiв,
що визначають розв’язок та його похiднi до другого порядку включно.

Отримано оцiнки норм у просторi LU(Ω) для рiзниць розв’язку та його похiдних у
парах точок, що дозволяє гарантувати виконання умов гладкостi й iснування класичного
розв’язку задачi Кошi для випадку, коли функцiя генератора простору Орлiча дорiвнює
U(x) = |x|p при p > 3.
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За наявностi iмпульсної дiї поведiнка розв’язкiв диференцiальних рiвнянь може бу-
ти суттєво нелiнiйною i значно вiдрiзнятися вiд поведiнки таких систем за вiдсутностi iм-
пульсiв [4]. Особливе ускладнення динамiки виникає у випадку iмпульсної дiї у нефiксованi
моменти часу, що призводить до появи багатоперiодичних та хаотичних режимiв. У цьому
контекстi ключове значення має порядок Шарковського, який встановлює iєрархiю iснува-
ння перiодичних точок для одновимiрних вiдображень [3].

Розглядається задача про iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння Лiєнара з iмпуль-
сною дiєю у нефiксованi моменти часу

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0, ∆ẋ
⃓⃓
x=x∗

= I(ẋ), (1)

де iмпульс вiдбувається у моменти проходження рухомою точкою фiксованого положення
x = x∗, а неперервна функцiя I визначає прирiст кiлькостi руху, що залежить вiд швидкостi
точки в момент проходження. Покладемо G(x) =

∫︁ x
0
g(s) ds та y∗ =

√︁
2G(x∗).

Означення. Рiвняння (1), для якого xg(x) > 0 при x ̸= 0 та f(−x) = −f(x), g(−x) = −g(x),
згiдно з класифiкацiєю Опяля належить до класу S.

Надалi вважаємо, що рiвняння (1) є рiвнянням типу S i задовольняє умови iснування
та єдиностi розв’язку, пряма x = x∗ трансверсальна потоку всюди, крiм траєкторiї, для якої
вона є дотичною (тодi I(0) = 0), а оператор iмпульсної дiї неперервний за своїми змiнними.

Вiдображення Пуанкаре для прямої x = x∗ зводить задачу про перiодичнi розв’язки
задачi (1) до задачi про перiодичнi та нерухомi точки вiдображення вiдрiзка в себе φ(y) =
−y + I(−y), y = ẋ [1, 2]. Для кусково-лiнiйної iмпульсної дiї I(y) = (λ− 1)y + λy∗ при y ≤ 0

та I(y) = −(λ+ 1)y + λy∗ при y > 0 воно набуває вигляду

φ(y) =

⎧⎨⎩λ(y∗ − y), y ≥ 0,

λ(y∗ + y), y < 0,
0 < λ ≤ supG(x). (2)

Вiдображення (2) неперервне на R; при 0 < λ < 1 воно має єдину нерухому точку, яка є
стiйкою, а при 1 < λ ≤ supG(x) — нерухомi точки λ

1−λy
∗, λ

1+λ
y∗ та точку перiоду 2.

Теорема 1. Для довiльного n ∈ N та для всiх y ∈ R

φn(y) = Pn(λ) y
∗ ± λny, P1(λ) = λ, Pn(λ) = λ± λPn−1(λ), n ≥ 2, (3)

де знак «±» вiдповiдає тiй гiлцi (2), у яку потрапляє точка на вiдповiдному кроцi iтеру-
вання.
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Твердження 1. Нехай Pn — множина всiх многочленiв, породжених рекурентною фор-
мулою з (3) при фiксованому n ≥ 2 i всеможливих виборах знакiв, а P∗

n — множина всiх
многочленiв вигляду anλn + · · ·+ a2λ

2 + λ, ai = ±1, i = 2, n. Тодi Pn = P∗
n.

Оскiльки n-перiодична точка φ є нерухомою точкою φn, з (3) дiстаємо (1 ∓ λn)y =

Pn(λ)y
∗.

Наслiдок 1. При 1 < λ ≤ supG(x) задача (1) має T (n)-перiодичнi розв’язки, для яких
фазова точка за перiод зазнає рiвно n iмпульсних дiй, а точки дiї iмпульсних сил мають

вигляд y =
Pn(λ)

1± λn
y∗, де Pn ∈ P∗

n.

Послiдовне iтерування точки y = λ−λ2−···−λn
1±λn y∗ дає явний вигляд чисельникiв усiх точок

циклу та систему нерiвностей на λ, з якої достатньою є одна нерiвнiсть λ+λ2+· · ·+λn−1−λn <
0. Отже, зi зростанням n промiжок допустимих значень параметра λ звужується.

Теорема 2. Точки, що визначають цикл перiоду n вiдображення (2) на промiжку (1, supG(x)),
мають вигляд

λ− λ2 − · · · − λn−1 − λn

1± λn
та

λ+ λ2 + · · ·+ λn−1 − λn

1± λn
,

причому λ ∈ (αn, supG(x)), де αn — єдиний додатний корiнь рiвняння r+r2+· · ·+rn−1−rn =

0; α2 = 1, αn ∈ (1, 2) при n ≥ 3 та αn → 2 при n→ ∞.

Приклад. Нехай y∗ = 1, λ = 17
10

. Тодi α3 = 1+
√
5

2
< λ < α4, i за теоремою 2 точки циклу

(випадок зi знаменником 1 + λ3) дорiвнюють y1 = −6103
5913

, y2 = − 323
5913

, y3 = 9503
5913

. Безпосереднє
iтерування дає φ(y1) = y2, φ(y2) = y3, φ(y3) = y1, причому y1, y2 ̸= y3, тобто це справдi цикл
найменшого перiоду 3. За порядком Шарковського [3] звiдси випливає iснування циклiв усiх
натуральних перiодiв.
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Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних функцiй зi стандартними норма-
ми ∥·∥C та ∥·∥p, вiдповiдно. Позначимо через Cψ

β̄,p
, 1 ≤ p ≤ ∞, множину всiх 2π-перiодичних

функцiй f , якi зображуються за допомогою згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫︂
−π

φ(x− t)Ψβ̄(t)dt, a0 ∈ R, φ ∈ B0
p = {h ∈ Lp : ∥h∥p ≤ 1, φ ⊥ 1}, (1)

iз фiксованим твiрним ядром Ψβ̄ ∈ Lp′ , 1/p+ 1/p′ = 1, ряд Фур’є якого має вигляд

Ψβ̄(t) ∼
∞∑︂
k=1

ψ(k) cos

(︃
kt− βkπ

2

)︃
,

де ψ = ψ(k) i β̄ = βk, k = 1, 2, . . . , — довiльнi послiдовностi дiйсних чисел. Якщо ψ(k) ̸=
0, k ∈ N, то функцiю φ у зображеннi (1) називають (ψ, β̄)-похiдною функцiї f i позначають
fψ
β̄
. Поняття (ψ, β̄)-похiдної введено О. I. Степанцем. Оскiльки φ ∈ Lp, a Ψβ̄ ∈ Lp′ , то згортка

(1) є неперервною функцiєю, тобто Cψ

β̄,p
⊂ C. Зрозумiло, що при p = 2 умова включення

Ψβ̄ ∈ L2 еквiвалентна виконанню умови

∞∑︂
k=1

ψ2(k) <∞. (2)

Нехай f(x) — довiльна 2π-перiодична неперервна функцiя,N i n— довiльнi натуральнi
числа такi, що N ≥ 2n+ 1. Покладемо x(N)

k = 2kπ
N
, k = 0,±1,±2, . . . .

Вiдомо, що серед всiх тригонометричних полiномiв Tn(x) порядку не вищого нiж n

найменше значення суми
N−1∑︂
k=0

⃓⃓⃓
f
(︂
x
(N)
k

)︂
− Tn

(︂
x
(N)
k

)︂⃓⃓⃓2
реалiзує тригонометричний полiном

T (N)
n (f ;x) =

a
(N)
0

2
+

n∑︂
k=1

(a
(N)
k cos kx+ b

(N)
k sin kx),
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де

a
(N)
k =

2

N

N−1∑︂
i=0

f(x
(N)
i ) cos kx

(N)
i , b

(N)
k =

2

N

N−1∑︂
i=0

f(x
(N)
i ) sin kx

(N)
i , k = 0, 1, 2, . . . , n. (3)

При N = 2n + 1 полiном TNn (f ;x) = T 2n+1
n (f ;x) є iнтерполяцiйним тригонометричним

полiномом n–го порядку функцiї f(x). Тобто T 2n+1
n (f ;x) iнтерполює f(x) у з рiвновiдда-

лених вузлах x(N)
k = x

(2n+1)
k = 2kπ

2n+1
, k = 0, 1, . . . , 2n:

T 2n+1
n (f ;x

(2n+1)
k ) = f(x

(2n+1)
k ), k = 0, 1, . . . , 2n.

Розглянемо лiнiйнi полiномiальнi методи наближення функцiй f з класiв Cψ

β̄,2
, якi по-

будованi на основi їх коефiцiєнтiв a(N)
k i b(N)

k . Нехай Λ = ∥λ(n)k ∥ i M = ∥µ(n)
k ∥, n = 0, 1, . . . ,

k = 0, 1, . . . , — нескiнченнi трикутнi матрицi дiйсних чисел такi, що

λ
(n)
0 = 1, µ

(n)
0 = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

λ
(n)
k = 0, µ

(n)
k = 0, k = n+ 1, n+ 2, . . . ,

lim
n→∞

λ
(n)
k = 1, lim

n→∞
µ
(n)
k = 0, k = 1, 2, . . .

(4)

Позначимо через ˜︁Un = ˜︁Un(Λ;M) лiнiйний оператор, який кожнiй функцiї f ∈ C ставить у
вiдповiднiсть тригонометричний полiном вигляду

˜︁Un(f ;x) = ˜︁Un(f ; Λ;M; x) =
a
(N)
0

2
+

n∑︂
k=1

(︂
λ
(n)
k (a

(N)
k cos kx+ b

(N)
k sin kx)+

+µ
(n)
k (−b(N)

k cos kx+ a
(N)
k sin kx)

)︂
,

де a(N)
k i b(N)

k — коефiцiєнти, що визначаються рiвностями (3).

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть дiйсних чисел ψ(k) задовольняє умову (2), а Λ = ∥λ(n)k ∥ i
M = ∥µ(n)

k ∥ — умови (4). Тодi для довiльної послiдовностi β̄ = βk, βk ∈ R, i довiльного n ∈ N
у кожнiй точцi x ∈ R виконується рiвнiсть

˜︁En(Cψ

β̄,2
; Λ;M; x) = sup

f∈Cψ
β̄,2

|f(x)− ˜︁Un(f ;x)| = 1√
π

(︄
n∑︂
k=1

(︂
(1− λ

(n)
k )2 + (µ

(n)
k )2

)︂
ψ2(k)+

+
N−n−1∑︂
k=n+1

ψ2(k) +
∞∑︂
m=1

(︄
mN+n∑︂

k=mN−n

(︃(︂
cosmNx− λ

(n)
|k−mN |

)︂2
+

+
(︂
sinmNx+ µ

(n)
|k−mN |

)︂2)︃
ψ2(k) +

(m+1)N−n−1∑︂
k=mN+n+1

ψ2(k)

)︄1/2

.

При N = 2n+ 1 теорему 1 доведено в [1].
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Нехай довiльно вибрано числа a, b ∈ R, a < b, натуральнi числа m, l, r та цiле число
n ≥ 0. На скiнченному iнтервалi (a, b) ⊂ R розглянемо лiнiйну крайову задачу для системи
m диф. рiвнянь порядку r ≥ 1:

(Ly)(t) := y(r)(t) +
r∑︂
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), t ∈ (a, b), (1)

By = c. (2)

Тут довiльно задано Ar−j ∈ (C(n))m×m, де 1 ≤ j ≤ r, f ∈ (C(n))m, c ∈ Cl i лiнiйний неперерв-
ний оператор B : (C(n+r))m → Cl.

Крайова умова (2) задає l скалярних крайових умов для системи m диференцiальних
рiвнянь порядку r. У випадку l > rm ця крайова умова є перевизначеною, а у випадку
l < rm вона є недовизначеною щодо диференцiальної системи (1).

Запишемо крайову задачу (1), (2) у виглядi рiвняння (L,B)y = (f, c) з допомогою
лiнiйного неперервного оператора

(L,B) : (C(n+r))m → (C(n))m × Cl. (3)

Теорема 1. Оператор (3) є фредгольмовим з iндексом rm− l.

Означення 1. Блочну числову матрицю M(L,B) :=
(︁
[BY1] , . . . , [BYr]

)︁
∈ Cl×rm

розмiру l×rm, утворену iз r прямокутних блокiв [BYi] ∈ Cm×l, називаємо характеристичною
матрицею крайової задачi (1), (2).

Тут [BYi] позначає комплексну числову матрицю розмiру l × m, кожен j-й стовпець
якої отримується в результатi дiї оператора B на j-й стовпець матричної функцiї Yi(·) ∈
(C(n+r))m×m, яка для кожного номера i ∈ {1, . . . , r}, є єдиним розв’язком сiм’ї задач Кошi

Y
(r)
i (t) +

∑︂r

j=1
Ar−j(t)Y

(r−j)
i (t) = Om, t ∈ (a, b), (4)

Y
(j−1)
i (a) = δi,jIm, j ∈ {1, . . . , r}, (5)

де Om i Im позначають нульову i одиничну матрицi розмiру m×m, а δi,j — символ Кронекера.
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Теорема 2. Для d-характеристик фредгольмового оператора (3) правильнi формули

dimker(L,B) = dimkerM(L,B), (6)

dim coker(L,B) = dim cokerM(L,B). (7)

Звiдси випливає така необхiдна i достатня умова оборотностi оператора (3):

Наслiдок 1. Оператор (3) є оборотним (тобто топологiчним iзоморфiзмом) тодi й лише
тодi, коли l = rm i квадратна матриця M(L,B) є невиродженою.

Поряд iз (1), (2), розглянемо послiдовнiсть задач

L(k)y(t, k) := y(r)(t, k) +
r∑︂
j=1

Ar−j(t, k)y
(r−j)(t, k) = f(t, k), t ∈ (a, b), (8)

B(k)y(·, k) = c(k), (9)

Тут k ∈ N, Ar−j(·, k) ∈ (C(n))m×m, f(·, k) ∈ (C(n))m, c(·, k) ∈ Cl, а B(k) — лiнiйний непе-
рервний оператор на парi просторiв (C(n+r))m i Cl. З (8), (9) пов’яжемо такi послiдовностi їх
операторiв i характеристичних матриць

(L(k), B(k)) : (C(n+r))m → (C(n))m × Cl (10)

M
(︁
L(k), B(k)

)︁
:=
(︁
[B(k)Y1(k)] , . . . , [B(k)Yr(k)]

)︁
⊂ Cl×rm.

Теорема 3. Якщо (L(k), B(k))
s−→ (L,B), то M(L(k), B(k)) →M(L,B).

Теорема 4. Припустимо, що

(L(k), B(k))
s−→ (L,B). (11)

Тодi

dimker(L(k), B(k)) ≤ dimker(L,B) для всiх k ≫ 1,

dim coker(L(k), B(k)) ≤ dim coker(L,B) для всiх k ≫ 1.

(∗) s−→ (∗∗) позначає збiжнiсть послiдовностi операторiв у сильнiй операторнiй топологiї. Всi границi розгля-

даємо при k → ∞.

У наступних наслiдках останньої теореми припустимо, що виконується умова (11).

Наслiдок 2. Якщо оператор (3) є оборотним, то оператори (10) є оборотними для всiх
k ≫ 1.

Наслiдок 3. Якщо крайова задача (1), (2) має розв’язок для кожних зазначених правих
частин, то це правильно i для крайових задач (8), (9) для всiх k ≫ 1.

Наслiдок 4. Якщо крайова задача (1), (2) має лише тривiальний розв’язок у випадку ну-
льових правих частин, то це правильно i для крайових задач (8), (9) для всiх k ≫ 1.

Представленi результати було опублiковано в роботi [1].
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9803.

https://doi.org/10.3842/umzh.v78i9-10.9803
https://doi.org/10.3842/umzh.v78i9-10.9803
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1Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна
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Нехай E – польський простiр, Bb(E) (вiдповiдно Cb(E)) – множини дiйсних, обмеже-
них борелiвських функцiй (вiдповiдно обмежених неперервних функцiй) на E, а M(E) –
множина всiх ймовiрнiсних мiр, визначених на вимiрному просторi (E,Θ).

Через Pt(x,Γ), t ≥ 0, x ∈ E, Γ ∈ Θ позначимо марковську перехiдну функцiю на E. Iз
перехiдною функцiєю пов’язанi двi сiм’ї напiвгруп лiнiйних операторiв Pt i P ∗

t , одна з яких
дiє на просторi Bb(E) за формулою

Ptφ(x) =

∫︂
E

Pt(x, dy)φ(y),

а iнша — на ймовiрнiснi мiри

P ∗
t µ(Γ) =

∫︂
E

Pt(x,Γ)µ(dx).

Ймовiрнiсна мiра називається iнварiантною, якщо

P ∗
t µ = µ, t ≥ 0.

Ми обговорюємо умови iснування iнварiантних мiр для марковських динамiчних си-
стем, приводимо абстрактну теорему Крилова–Боголюбова та наслiдки з неї.

Для динамiчних систем, породжених стохастичними диференцiальними рiвняннями у
гiльбертовому просторi H

dx = (Ax+ f(x)) dt+ g(x) dW (t), (1)

де A – замкнутий в H лiнiйний оператор, f : H → H, g : H → L0
2 – спецiальний простiр опе-

раторiв Гiльберта–Шмiдта, W–Q-ядерний процес Вiнера, ми описуємо пiдхiд компактностi
для дослiдження iнварiантних мiр, що базується на теоремi Крилова–Боголюбова.

Для стохастичних рiвнянь у частинних похiдних приведенi коефiцiєнтнi умови iснува-
ння iнварiантних мiр.

Дослiдження О. Станжицького виконанi за пiдтримки НФДУ, проєкт №23.03/0074 «Нескiн-
ченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багатозначною та стохастичною динамiкою».
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Стiйкiсть стану здорового органiзму в моделi iмунної

вiдповiдi пiд впливом екологiчного фактору

Олег УКРАЇНЕЦЬ
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
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Базова модель iмунної вiдповiдi Г. I. Марчука [1] описує динамiку антигена V , плазмо-
клiтин C, антитiл F та мiри ураження органу-мiшенi m. Якiсний аналiз для даної моделi
розвинено, зокрема, у [2]. У цих запропоновано врахувати екологiчний фактор, як зважену
суму забруднень довкiлля та соцiально-психологiчних чинникiв, якi послаблюють iмунну
вiдповiдь.

Нехай E(t) ∈ [0, 1] — узагальнений показник забруднення, E(t) =
∑︁ℓ

ν=1 aνEν(t), aν ≥ 0,∑︁
aν = 1. Динамiку E(t) пропонується моделювати узагальненим рiвнянням Гатчiнсона [3]

вигляду
dE

dt
= r
(︂
1−

(︂E(t−∆)

K

)︂n)︂
E(t), t > 0, (1)

де r > 0, ∆ > 0 — час вiдновлення екологiчної рiвноваги, 0 < K < 1 — нормативний
рiвень, n ∈ N. Дослiджено, що розв’язок E = 0 нестiйкий при r > 0; E = K локально
асимптотично стiйкий тодi й лише тодi, коли 0 < rn∆ < π/2. При rn∆ = π/2 виникає
перiодичний розв’язок i вiдповiднi йому коливання факторiв.

Вплив E(t) враховано лiнiйно щодо iнших факторiв: зменшенням швидкостi формува-
ння плазмоклiтин (εc ≥ 0) та збiльшенням швидкостi ураження органу (εm ≥ 0). Нейтралi-
зацiю антигена описуємо добутком V F k, k ∈ N. Одержуємо систему [4, 5]

dV

dt
= (β − γF k(t))V (t),

dC

dt
= αξ(m(t))V (t− τ)F (t− τ)− µc

(︁
C(t)− C∗)︁− εcE(t),

dF

dt
= ρC(t)− µfF (t)− ηγV (t)F k(t),

dm

dt
= σV (t)− µmm(t) + εmE(t),

(2)

де коефiцiєнти невiд’ємнi, τ > 0 — час формування iмунної вiдповiдi, ξ(m) = 1 при 0 ≤ m ≤
m∗ ∈ (0, 1) i лiнiйно спадає до нуля при m∗ ≤ m ≤ 1; V (t) = 0 на [−τ, 0), V (0) = V0 ≥ 0,
решта початкових даних невiд’ємна.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти (1), (2) i початковi значення невiд’ємнi, C0 ≥ C∗ та εc <
µcC

∗. Тодi iснує єдиний невiд’ємний неперервний розв’язок при t > 0, диференцiйований при
t > τ .
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Якщо ξ(m) = 1 i E = K, стан здорового органiзму має вигляд

V1 = 0, C1 = C∗ − εcK

µc
, F1 =

ρC1

µf
, m1 =

εmK

µm
. (3)

Вiн невiд’ємний i m1 ≤ m∗, якщо

εc ≤
µcC

∗

K
, εm ≤ µmm

∗

K
. (4)

На вiдмiну вiд моделi представленої в [1], C1 < C∗ i m1 > 0 навiть за вiдсутностi антигена.
За допомогою лiнеаризацiї (2) в околi (3) при ξ ≡ 1 отримуємо характеристичне

рiвняння (β − γF k
1 − λ)(µc + λ)(µf + λ)(µm + λ) = 0. Коренi −µc, −µf , −µm вiд’ємнi; λ1 =

β − γF k
1 < 0 тодi й лише тодi, коли

β < γF k
1 . (5)

Теорема 2. Якщо 0 < rn∆ < π/2 i виконано (4), (5), то розв’язки E = K та (3) локально
асимптотично стiйкi.

Наслiдок. Умову (5) можна записати у виглядi

β < γ
ρk

µkf

(︂
C∗ − εcK

µc

)︂k
.

Зростання εc звужує область стiйкостi: захворювання не розвивається при досить малiй
швидкостi розмноження антигена β або при достатнiй концентрацiї C∗ (зокрема пiсля
вакцинацiї).

Теорема 3. Нехай виконано (4), (5) та 2e−µcτ < 1. Якщо 0 < V0 < V ∗, де

V ∗ =
1

ηβ

(︂
ρC∗ − µf

k

√︄
β

γ

)︂
+

εcρ

ηβµc

(︁
2e−µcτ − 1

)︁
, (6)

то захворювання не розвивається у гострiй чи хронiчнiй формi i limt→∞ V (t) = 0.

Властивостi розв’язку (6) вiдображають, що екологiчний вплив знижує iмунологiчний
бар’єр V ∗. Числове моделювання в програмному середовищi Mathematica [6] показує: за
наявностi E(t) зростає пiк антигена, C i F прямують до нижчих значень (3), зберiгається
m1 > 0; якщо rn∆ > π/2, розв’язки (2) осцилюють.

Лiтература

[1] Marchuk G.I. Mathematical Modelling of Immune Response in Infectious Diseases.
Dordrecht: Springer, 1997. 350 p.
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Слабко нелiнiйна крайова задача для двочленного

диференцiального рiвняння дробового порядку з
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Дослiджується питання iснування i побудови розв’язкiв

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]

слабко нелiнiйної крайової задачi для двочленного диференцiального рiвняння дробового
порядку

CDα
a+

(︂
CDβ

a+ + λ(t)
)︂
x(t, ε) = f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε), (1)

lx(·, ε) = q + εJ(x(·, ε), ε), (2)

де 0 < α < 1, 0 < β ≤ 1, CDα
a+, CDβ

a+ — лiвостороннi похiднi Капуто, λ(t) ∈ C[a, b], f(t) ∈
C[a, b], l = col

(︂
l1, l2, . . . , lp

)︂
: C[a, b] → Rp — обмежений лiнiйний векторний функцiонал,

lν : C[a, b] → R, ν = 1, p, q = col
(︂
q1, q2, . . . , qp

)︂
∈ Rp, Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна за першою

компонентою функцiя така, що

Z(·, t, ε) ∈ C1[∥x− x0∥ ≤ µ],

Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ C[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0],

J(x(·, ε), ε) — нелiнiйний обмежений p-вимiрний вектор-функцiонал, неперервно диференцi-
йовний за x у розумiннi Фреше i неперервний за ε в околi породжувального розв’язку, µ, ε0
— достатньо малi константи, ε — малий параметр.

У роботi [1] доведено критерiй розв’язностi лiнiйної крайової задачi (ε = 0) i побудо-
вано загальний вигляд розв’язку цiєї задачi за припущення, що кiлькiсть крайових умов (2)
може не спiвпадати з розмiрнiстю системи дробових диференцiальних рiвнянь (1). У [2]
отримано необхiднi й достатнi умови iснування розв’язкiв крайової задачi (1), (2) (ε ̸= 0) та
запропоновано iтерацiйний алгоритм їх побудови.

Цю роботу пiдтримано грантом вiд Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, В.Ф.).
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Контекстуальна марковська модель дискретної

кооперативної гри
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Розглядається дослiдження теорiї iгор в роздiлi дискретних динамiчних кооператив-
них iгор. Група гравцiв виконуючи послiдовно дiї прагнуть досягнути максимального ре-
зультату за обмежену кiлькiсть крокiв. В попереднiх дослiдженнях, використовуючи зiбранi
статистичнi данi та сформованi по них матрицi результату, як iнструмент формування по-
чаткових стохастичних даних для динамiчної кооперативної гри, побудовано Маркiвську
модель (MDP) переходiв мiж станами гри та сформульовано алгоритм визначення опти-
мальної стратегiї [1].

В данiй роботi розглядається розширення iснуючої MDP до контекстуальної Марков-
ської моделi, де контекстом виступатиме якiсть виконання дiй. Вiдповiдно, в отриманiй мо-
делi, динамiка середовища та функцiя винагороди змiнюється залежно вiд контексту.

Побудова стохастичної моделi у виглядi Марковського процесу прийняття рiшень для
дискретної динамiчної кооперативної гри розглядалася авторами в [2], а пiдхiд до обчислення
ймовiрностей виграшу та знаходження оптимальних стратегiй запропоновано в [3].

Контекстуальний Марковський процес (cMDP) прийняття рiшень визначаємо як кор-
теж:

( C, S, A, M )

де: C - простiр контекстiв, S - множина станiв, A – спiльний простiр дiй, M( c ) –
функцiя, яка вiдображає контекст c ∈ C у конкретнiй MDP.

M(c) = (S,A, Pc, Rc, γ)

Тут ймовiрностi переходу P
(︁
s
′ ⃓⃓
s, a
)︁

та винагороди R
(︁
s, a, s

′)︁ явно залежать вiд контексту
с:

P
(︁
s
′ ⃓⃓
s, a
)︁
= P(St+1 = s

′ | St = s, At = a, C = c).
В постановцi кооперативної динамiчної дискретної гри iгрова поверхня дискретизована

у виглядi матрицi розмiрностi m × n.Кожна клiтина цiєї матрицi однозначно вiдповiдає
конкретнiй просторовiй позицiї.

Множина клiтин: X = { xij | i ∈ 1, . . . ,m, j ∈ 1, . . . , n }
Для кожного гравця k ∈ 1, . . . , N задано матрицi результатiв:
матриця виграшу W (k) =

[︂
w

(k)
ij

]︂
, w

(k)
ij = P

(k)
win (xij, t) ,

матриця програшу L(k) =
[︂
l
(k)
ij

]︂
, l

(k)
ij = P

(k)
loss (xij, t), при чому w(k)

ij + l
(k)
ij ≤ 1.

Таким чином, кожна клiтина iгрової поверхнi несе повну iнформацiю про результатив-
нiсть усiх гравцiв.
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Потрiбно обчислити ймовiрнiсть виграшу команди на будь-якому етапi при виконаннi
дiї, що передбачає врахування всiх можливих рiшень гравцiв на попереднiх етапах. Вибрати
стратегiю для кожного гравця на кожному з етапiв та побудувати оптимальну полiтику для
отримання максимальної ймовiрностi виграшу команди.

При використаннi Марковського процесу прийняття рiшень в результатi ми отримали
оптимальну полiтику для гравцiв.

Тому для стану (k, t, xij):

π∗ (k, t, xij) =

{︄
act, P

(k)
win (xij, t) ≥ maxl ̸=k

∑︁
xi′j′

P (xi′j′ |xij)W (l, t+ 1, xi′j′),

pass(l∗), i,

де l∗ = argmaxl ̸=k
∑︁

xi′j′
P (xi′j′|xij)W (l, t+ 1, xi′j′).

Таким чином:
P(виграш команди| k, t, xij ) = W (k, t, xij).
А ймовiрнiсть того, що саме на етапi t буде виграшна дiя:
P(виграш команди на етапi t) =

∑︁
k,xi′j′

P(st = ( k, xij))•1{π∗ (k, t, xij) = act}•P (k)
win (xij, t).

Для контекстуальної MDP оптимальна стратегiя з урахуванням поточного контексту
ct приймає вигляд:

π∗ (k, t, xij,ct) =

{︄
act, P

(k)
win (xij, t,ct) ≥ maxl ̸=k

∑︁
xi′j′

P (xi′j′|xij,ct)W (l, t+ 1, xi′j′ ,ct+1),

pass(l∗), i,

де l∗ визначається як дiя/передача iншому агенту l, що максимiзує очiкуваний виграш
з урахуванням контексту:

l∗ = argmaxl ̸=k
∑︁

xi′j′
P (xi′j′ |xij, ct)W (l, t+ 1, xi′j′ , ct+1).

А ймовiрнiсть того, що саме на етапi t буде виграшна дiя:
P(виграш команди на етапi t) =

∑︁
ct∈ C P(ct)

∑︁
k,xi′j′

P(st = ( k, xij)|ct)•I{π∗ (k, t, xij, ct) =

act} • P (k)
win (xij, t, ct)

де I{π∗ (k, t, xij, ct) = act} - iндикаторна функцiя 1{π∗ (k, t, xij, ct) = act}, яка дорiвнює
1, якщо контекстуально-адаптивна оптимальна стратегiя обирає виконання дiї act, i 0 — в
iншому випадку.

Отже, розглянуто використання даної гри для побудови стохастичної математичної мо-
делi на основi контекстуального Марковського процесу, що дає змогу регулювати результат
в залежностi вiд контексту. При умовi що ймовiрнiснi данi формуються базуючись на аналi-
зi дiй гравцiв протягом попереднiх аналогiчних iгор, вони будуть чiтко задавати початковi
умови для гри [5].
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′′ = α0p(t)y| ln |y||σ, (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, σ ∈ R, p : [a, ω[−→]0,+∞[ - неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞.
Диференцiальне рiвняння (1) є частковим випадком диференцiального рiвняння ви-

гляду
y′′′ = α0p(t)φ(y), (2)

де функцiя φ(y) неперервна в деякому околi особливої точки.
Коли функцiя φ(y) = y рiвняння (2) набуває вигляду

y′′′ = α0p(t) y, (3)

та є лiнiйним диференцiального рiвнянням. Проблема отримання для таких класiв дифе-
ренцiальних рiвнянь третього порядку розв’язкiв, що вiдповiдають певним властивостям,
неодноразво пiднiмалась у роботах дослiдникiв у галузi якiсноi теорiї звичайних диференцi-
альних рiвнянь. Основнi результати дослiджень понад три десятилiття назад сформульовано
у монографiї I. Кiгурадзе та Т. Чантурiя [1].

Зважаючи на рiзноманiтнiсть пiдходiв до проблеми пошуку умов iснування розв’язкiв
та чисельнi практичнi застосування, дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь тре-
тього порядку не втратило актуальностi i в наш час.

Розв’язок рiвняння (1), який заданий та вiдмiнний вiд нуля на промiжку [ty, ω[⊂ [a, ω[,
будемо називати Pω(λ0)-розв’язком, якщо вiн задовольняє умовам:

lim
t↑ω

y(k)(t) =

{︄
або 0,

або ±∞
(k = 0, 1, 2), lim

t↑ω

(y′′(t))2

y′′′(t)y′(t)
= λ0.

В роботi В. Євтухова [2] отримано асимптотичнi властивостi Pω(λ0)-розв’язкiв та до-
ведено, що вони розподiляться на класи в залежностi вiд значення λ0 (можливо скiнченного
або нескiнченного).

В роботах [3], [4] для рiвняння (1) було встановлено умови iснування Pω(λ0)-розв’язкiв
у випадку, якщо λ0 ∈ R, а також λ0 = ±∞. Були отриманi асимптотичнi зображення для
таких розв’язкiв та їх похiдних до другого порядку включно. Також у деяких випадках
встановлено точну кiлькiсть розв’язкiв iз знайденим асимптотичним зображенням.
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Наступним кроком є уточнення асимптотичних зображень та отримання нових умов
iснування Pω(λ0)-розв’язкiв у рiвняння (1). Для формулювання теореми введемо допомiжнi
функцii

P1(t) =

t∫︂
A1

p(τ) dτ, P2(t) =

t∫︂
A2

P1(τ) dτ,

JA(t) =

t∫︂
A

πω(τ)p(τ) |ln|πω(τ)||σdτ, I(t) =

t∫︂
a

JA(τ) dτ,

A1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a, якщо

ω∫︁
a

p(τ) dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫︁
a

p(τ) dτ < +∞,
A2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a, якщо

ω∫︁
a

|P1(τ)| dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫︁
a

|P1(τ)| dτ < +∞,

A =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a, якщо

ω∫︁
a

|πω(τ)|p(τ) |ln|πω(τ)||σdτ = +∞,

ω, якщо
ω∫︁
a

|πω(τ)|p(τ) |ln|πω(τ)||σdτ < +∞,

Теорема 1. Припустимо, що iснує скiнчена або нескiнена границя

lim
t↑ω

πω(t)J
′
A(t)

JA(t)

Диференцiальне рiвняння (1) має Pω(0) –розв’язки тiльки у тому випадку, коли виконую-
ться умови

lim
t↑ω

πω(t)JA(t) = 0, lim
t↑ω

πω(t)J
′
A(t)

JA(t)
= −1, lim

t↑ω
I(t) = ±∞..2)

При цьому кожен з таких розв’зкiв має наступнi асимптотичнi зображення коли t ↑ ω :

y(t)

y′(t)
= πω(t)[1 + o(1)], ln |y′(t)| = α0I(t)[1 + o(1)]

Зауважимо, що виконання умов теореми гарантує, що диференцiальне рiвняння (1) маe
дво-параметричну сiм’ю розв’язкiв, яка маe вказанi вище асимптотичнi розвинення при
t ↑ ω як у випадку скiнченого, так i нескiнченого значення ω.
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У данiй роботi дослiджується дробове стохастичне рiвняння тонких плiвок iз кольоро-
вим гауссiвським шумом Стратоновича. Еволюцiя висоти плiвки u(t, x) задається рiвнянням

du+ ∂x
(︁
u2∂xI(u)

)︁
dt = ∂x(u ◦ dW ), (t, x) ∈ [0, T )× TL, (1)

де T, L ∈ (0,∞), TL – одновимiрний тор довжини L. Нелокальний диференцiальний оператор
I, що дiє на u, визначається як вiд’ємний дробовий лапласiан порядку 2s: I(u) = −(−∆)su,
для s ∈

(︁
1
2
, 1
)︁
. Припускатимемо наявнiсть перiодичних крайових умов

∂ixu(t, L) = ∂ixu(t, 0), ∂xI(u(t, 0)) = ∂xI(u(t, L)) для всiх t ∈ (0, T ), i ∈ {0, 1, 2}

Рiвняння (1) описує еволюцiю висоти двовимiрної в’язкої тонкої плiвки пiд впливом тепло-
вого шуму в припущеннi умови ковзання Нав’є на пiдкладцi. Шум W задається у виглядi
W (t, x) :=

∑︁
k∈Z λkψk(x)β

k(t), де (βk)k∈Z – взаємно незалежнi стандартнi дiйснозначнi вiне-
рiвськi процеси, а (ψk)k∈Z – ортонормований базис власних функцiй перiодичного лапласi-
ана. Припускаємо, що коефiцiєнти шуму (λk)k∈Z є невiд’ємними та задовольняють умову∑︁

k∈Z λ
2
k <∞.

Означення 1 (Мартингальний розв’язок). Нехай початкова умова u0 ∈ Hs(TL) є невiд’ємною.
Набiр об’єктiв, що складається з:

1) ймовiрнiсного простору з фiльтрацiєю
(︁
Ω̃, F̃ , (F̃t)t∈[0,T ), P̃

)︁
, де (F̃t)t∈[0,T ) є повною та

неперервною справа фiльтрацiєю;
2) узгодженого з фiльтрацiєю (F̃t) обмеженого неперервного процесу ũ на промiжку

[0, T ) зi значеннями у просторi Hs
w(TL), такого, що узагальнена дробова похiдна ∂xI(ũ) є

узгодженою з (F̃t), причому ∂xI(ũ) ∈ L2({ũ > r}) для будь-якого r > 0, а також ũ2∂xI(ũ) ∈
L2({ũ > 0}), ũ ≥ 0 та ũ(0) = u0, P̃-майже напевно;

3) послiдовностi взаємно незалежних стандартних дiйсних (F̃t)-вiнерiвських процесiв
(β̃k)k∈Z,

називається мартингальним розв’язком дробового стохастичного рiвняння тонких плi-
вок (1), якщо для кожної тестової функцiї φ ∈ C∞(TL) та для всiх t ∈ [0, T ), P̃-майже напевно
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виконується наступна iнтегральна тотожнiсть:

(ũ(t, ·), φ)2 − (u0, φ)2 =

∫︂ t

0

∫︂
{ũ(t′,·)>0}

ũ2
(︁
∂xI(ũ)

)︁
(∂xφ) dx dt

′

− 1

2

∑︂
k∈Z

λ2k

∫︂ t

0

(︁
ψk∂x(ψkũ(t

′, ·)), ∂xφ
)︁
2
dt′

−
∑︂
k∈Z

λk

∫︂ t

0

(︁
ψkũ(t

′, ·), ∂xφ
)︁
2
dβ̃k(t′).

(2)

Основним результатом роботи є доведення iснування мартингального розв’язку рiв-
няння (1). Для цього використовується метод розщеплення (Trotter–Kato). Наближений
розв’язок будується шляхом розбиття задачi на детермiнований крок, який зберiгає масу
та задовольняє дробову енергетичну нерiвнiсть, i стохастичний крок.

На основi отриманих апрiорних оцiнок i нелокальних енергетичних нерiвностей вста-
новлюється вiдносна компактнiсть послiдовностi ймовiрнiсних мiр. За допомогою абстра-
ктної теореми Якубовського доводиться збiжнiсть майже напевно в сенсi Скорохода для
вiдповiдних пiдпослiдовностей.

Теорема 1. Нехай початкова умова u0 ∈ Hs(TL) є невiд’ємною. Тодi iснує мартингальний
розв’язок дробового стохастичного рiвняння тонких плiвок (1), який задовольняє слабке
формулювання P̃-майже напевно для кожної тестової функцiї φ ∈ C∞(TL).

Отриманий слабкий розв’язок ũ є невiд’ємним, зберiгає масу та належить простору
неперервних обмежених процесiв зi значеннями у слабкому просторi Соболєва Hs

w(TL).
Дослiдження А. Станжицького виконанi за пiдтримки Нацiонального фонду дослi-

джень України, проєкт 2023, 03/0074 «Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багато-
значною та стохастичною динамiкою».
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Нехай на ймовiрнiсному просторi

(Ω,F , {Ft, t ≥ 0;Ft1 ⊂ Ft2 , t1 < t2},P)

задана задача Кошi для системи стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь iз
частинними похiдними (СДФРЧП) дифузiйного типу другого порядку вiдносно

u(t, x, ω) : [0, T ]×X × Ω → Rn

[1, 2], а саме:

du(t, x, ω) = α1(t, ω)a(t, ut, Bxut, Bxxut) dt+ α2(t, ω)b(t, ut, Bxut, Bxxut) dw(t, ω), (1)

dBxu(t, x, ω) = α3(t, ω)a1(t, Bxu) dt+ α4(t, ω)b1(t, Bxu) dw1(t, ω), (2)

dBxxu(t, x, ω) = α5(t, ω)a2(t, Bxxu) dt+ α6(t, ω)b2(t, Bxxu) dw2(t, ω) (3)

за початковими умовами:

u|t=0 = u(t+ θ, x, ω)
⃓⃓⃓
t=0

= u0(θ), θ ∈ [−∆, 0], (4)

Bxu|t=0 ≡
∂u(t, x, ω)

∂x

⃓⃓⃓⃓
⃓
t=0

= u1(θ), Bxxu|t=0 ≡
∂2u(t, x, ω)

∂x2

⃓⃓⃓⃓
⃓
t=0

= u2(θ). (5)

Тут αj(t, ω)|t=0 = αj0, j = 1, 6,

αj(t, ω) : [0, T ]× Ω → Rn × Rn

є заданими дiагональними матрицями, якi складаються з неперервних попарно незалежних
випадкових процесiв зi своїми функцiями розподiлу Fαj(t, y), y ∈ Rn, при цьому цi процеси
попарно незалежнi вiд векторних вiнерових процесiв

wj(t, ω) : [0, T ]× Ω → Rn, j = 0, 6,
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w0(t, ω) ≡ w(t, ω).
Нехай

ai(t, ·, ·, ·) : [0, T ]× Rn × Rn × Rn → Rn, i = 0, 1, 2,

a0 ≡ a, та
bi(t, ·, ·, ·) : [0, T ]× Rn × Rn × Rn → Rn × Rn, i = 0, 1, 2,

b0 ≡ b; a, b є неперервними функцiоналами вiдносно 2-го–4-го аргументiв; ai, bi, i = 1, 2, —
неперервнi функцiї своїх аргументiв.

Bxu, Bxxu визначаються аналiтично за допомогою замiни Iто. Цi розв’язки пiдставля-
ються в СДФРЧП (1)–(5), яке буде рiвнянням з пiслядiєю вiдносно

ut ≡ u(t+ θ, x, ω) : [0, T ]×X × Ω → C(Rn).

Уведемо надалi такi пiдпростори:

Sr ≡ {φ ∈ Cn([−∆, 0]) | ∥φ∥ < r, r > 0} ,

∥φ∥ = sup
−∆≤θ≤0

{︁
|φ(θ)|2

}︁
, ∆ > 0;

S(0)
r ≡

{︁
φ ∈ Cn([−∆, 0]) | ∥φ∥20 < r

}︁
,

∥φ∥20 = |φ(0)|2 +
∫︂ 0

−∆

|φ(θ)|2 dθ;

S(G)
r ≡

{︁
φ ∈ Gs | E{∥φ∥20} < r, r > 0

}︁
,

де
Gs ≡ {φ ∈ Cn([−∆, 0])} ,

φ(s) є N s-вимiрною функцiєю для t ≥ s ≥ 0,∫︂ 0

−∆

E{|φ(θ)|2} dθ < +∞,

S(G)
r ≡

{︁
φ ∈ Gs | E

{︁
sup |φ(θ)|2

}︁
< r2

}︁
,

де φ(θ) ≡ u(θ, x, ω) для θ ∈ [−∆, 0], ∆ > 0, x ∈ X.
Для розв’язку задачi Кошi (1)–(5) уведемо позначення

u(t, s, x, ω) : [0, T ]× R+ × R+ ×X × Ω → Rn

для t ≥ s ≥ 0.

Лема. Нехай виконуються такi умови:
1) на ймовiрнiсному просторi

(Ω,F , {Ft, t ≥ 0},Ft1 ⊂ Ft2 , t1 < t2,P)

задана система СДФРЧП (1)–(5);
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2) коефiцiєнти-функцiонали a(t, ·, ·, ·), b(t, ·, ·, ·) та aj(t, ·), bj(t, ·), j = 1, 2, неперервнi
за всiма аргументами;

3) виконана глобальна умова Лiпшиця:

|a(t, φ, φ1, φ2)− a(t, ψ, ψ1, ψ2)|2

+ ∥b(t, φ, φ1, φ2)− b(t, ψ, ψ1, ψ2)∥2

≤ L1

∫︂ 0

−∆

(︂
|φ(θ)− ψ(θ)|2 + |φ1(θ)− ψ1(θ)|2 + |φ2(θ)− ψ2(θ)|2

)︂
β(dθ)

≤ L

∫︂ 0

−∆

|φ(θ)− ψ(θ)|2 β(dθ),

де β — функцiя обмеженої варiацiї,

φ ≡ u0(θ, x, ω), φ1 =
∂u0(θ, x, ω)

∂x
, φ2 =

∂2u0(θ, x, ω)

∂x2
;

ψ ≡ u1(θ, x, ω), ψ1 =
∂u1(θ, x, ω)

∂x
, ψ2 =

∂2u1(θ, x, ω)

∂x2
;

L≫ L1 > 0;
4) a(t, 0, 0, 0) = 0, b(t, 0, 0, 0) = 0;
5) αj(t, ω) < lj, j = 1, 6, за умови, що αj(t, ω) заданi своїми функцiями розподiлу

Fαj(y) ≡ P {ω : αj(t, ω) < y} , y ∈ R.

Тодi для довiльних p > 0, lj ∈ R, j = 1, 6, T > 0 iснує стала K(L, T, p, lj), така, що
для всiх s ∈ R+, t ∈ [0, T ] та

{φ, φ1, φ2} ⊂ Cn([−∆, 0])

виконується нерiвнiсть
E {∥ut(s, φ, φ1, φ2)∥p} ≤ K∥φ∥p,

де
∥ut(s, φ, φ1, φ2)∥p ≡ |us(s, φ, φ1, φ2)|p

+

∫︂ t+s

t+s−∆

|us1(s1, φ, φ1, φ2)|p ds1,

а
ut(s, φ, φ1, φ2) ≡ u(t+ s+ θ, φ, φ1, φ2).

Теорема. Нехай виконано умови леми для СДФРЧП (1)–(5). Тодi для довiльного p > 0

нульовий розв’язок u ≡ 0 СДФРЧП є експоненцiально p-стiйким (p ≥ 1) в цiлому тодi i
тiльки тодi, коли:

1) iснує функцiонал Ляпунова–Красовського–Царькова [3]

v ∈ D(L+);

2) знайдуться k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0, такi, що для довiльних s ∈ R+ та φ ∈ Dn([−∆, 0])

виконуються нерiвностi
k1∥φ∥p ≤ v(s, φ) ≤ k2∥φ∥p,

(L+v)(s, φ) ≤ −k3∥φ∥p,

де D(L+) — область значень слабкого iнфiнiтезимального оператора.
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Ключову роль при дослiдженнi якiсної поведiнки розв’язкiв нескiнченновимiрних диси-
пативних динамiчних систем вiдiграє вивчення глобального атрактора – компактної iнварi-
антної пiдмножити фазового простору, що притягує всi траєкторiї рiвномiрно по обмежених
початкових даних [1].

Серед характеристик атрактора важливою є його напiвнеперервна зверху залежнiсть
вiд розмiрностi скiнченновимiрних апроксимацiй, побудованих за певним базисом в фазово-
му просторi. Тобто, якщо VN(t, uN0 ) – це розв’язок вiдповiдної N -вимiрної апроксимацiйної
системи диференцiальних рiвнянь з початковим даним uN0 , то при досить загальних умо-
вах [2] для атрактора ΘN напвiгрупи VN справедливо:

якщо uN0 → u0, VN(t, u
N
0 ) → V (t, u0) (1)

то dist(ΘN ,Θ) → 0, N → ∞, (2)

де Θ – це глобальний атрактор напiвгрупи V , породженої розв’язками вихiдної нескiнчен-
новимiрної системи, dist – напiвметрика Хаусдорфа.

Метою даної роботи є одержати виконання (2) у випадку iмпульсних нескiнченнови-
мiрних динамiчних систем, тобто коли траєкторiї еволюцiйної системи зазнають iмпульсно-
го збурення при досягненнi ними фiксованої гiперповерхнi M в фазовому просторi. Основи
якiсної теорiї таких розривних динамiчних ситем було закладено в роботах видатних мате-
матикiв А.М. Самойленка i М.О. Перестюка [3].

Важливим моментом стало перенесення основних положень теорiї атракторiв на роз-
ривнi системи. Це стало можливим завдяки введенню нової концепцiї рiвномiрного атракто-
ра, де властивiсть iнварiантностi замiнюється на властивiсть мiнiмальностi [4]. В подальших
роботах М.О. Перестюка i О.В. Капустяна [5] було запропоновано низку умов на параме-
три iмпульсної динамiчної системи V , якi є адаптацiєю умови неперервностi по початковим
даним i забезпечують для рiвномiрного атрактора Θ рiвностi:

∀t ≥ 0 V (t, Θ \M) = Θ \M i Θ \M = Θ. (3)

В данiй роботi ми використовуємо цей пiдхiд для встановлення збiжностi (2) для атра-
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кторiв гальоркiнських апроксимацiй параболiчної задачi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂y(t,x)
∂t

= ∆y(t, x)− f(y(t, x)), (t, x) ∈ (0,+∞)× Ω,

y(t, x)|x∈∂Ω = 0,

y(t, x)|t=0 = y0(x)

(4)

з малою гладкою нелiнiйнiстю f в фазовому просторi X = L2(Ω) з iмпульсною множиною

M = {y ∈ X|
∫︂
Ω

y(x)ψ(x)dx = a}, де ψ ∈ X, a > 0 – фiксованi. (5)
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Синтез структурної матрицi мiнiмальної висоти
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Множення матриць є базовим алгоритмом, що широко використовується в чисельних
методах, математичному моделюваннi, аналiзi даних та високопродуктивних обчисленнях
машинного навчання. Актуальною задачею залишається покращення ефективностi пара-
лельного виконання цього алгоритму, оскiльки продуктивнiсть багатьох прикладних про-
грам безпосередньо залежить вiд його швидкодiї.

Бiльшiсть високооптимiзованих реалiзацiй цього алгоритму використовують класичне
множення матриць, що має асимптотичну складнiсть Θ(n3) [2]. Алгоритм множення ма-
триць, що має меншу асимптотичну складнiсть Θ(nlog2 7), вперше показаний в роботi Штрас-
сена [3]. У роботi [2], показана паралельна реалiзацiя алгоритму Штрассена в альтерна-
тивному базисi, яка подiляється на декiлька послiдовних етапiв виконання: перетворення
базису φopt початкових матриць, бiлiнiйну фазу алгоритму та зворотне перетворення v−1

opt

результату в перетвореному базисi.
На вiдмiну вiд iснуючих дослiджень [1, 2], де дослiджується можливiсть оптимiзацiї

комунiкацiйних витрат, обсягу необхiдної пам’ятi та арифметичної складностi, у данiй роботi
основна увага придiлена зменшенню кiлькостi ярусiв структурної матрицi (СМ) вiдповiдних
етапiв виконання алгоритму множення матриць Штрассена в альтернативному базисi.

В загальному випадку ⟨n0,m0, k0; t⟩ - бiлiнiйний алгоритм множення матриць, який
рекурсивно виконується над матрицями A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×k розмiрiв n×m та m× k

вiдповiдно, використовуючи t скалярних множень t ∈ N, де n = nl0, m = ml
0, k = kl0 для

деяких n0,m0, k0 ∈ N [2]. Алгоритм застосовується до n0 ×m0 та m0 × k0 блокiв, розмiрiв
n
n0

× m
m0

, m
m0

× k
k0

вiдповiдно та отримується результуюча матриця C ∈ Rn×k. Розглянемо
алгоритм ⟨2, 2, 2; 7⟩ описаний в [2], де A,B,C ∈ Rn×n, n = 2l, l ∈ N. Виходячи з цього
порядок виконання алгоритму наступний:

1) початкове рекурсивне перетворення базису Ã = φopt(A⃗) (1), (б), B̃ = φopt(B⃗) поча-
ткових матриць A та B, де Ã та B̃ матрицi в перетвореному базисi, а A⃗, B⃗, C⃗ векторизоване
представлення блокiв матриць;

2) рекурсивне виконання бiлiнiйної фази алгоритму множення матриць в альтернатив-
ному базисi;

3) зворотне перетворення базису C⃗ = v−1
opt(C̃) (1), (в), де C̃ результуюча матриця в

альтернативному базисi.
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φopt =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(а)

φopt(A⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
A1,1

A1,2

A2,1

A1,2 − A2,1 + A2,2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(б)

v−1
opt(C⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
C1,1

C1,2 − C2,2

−C2,1 + C2,2

C2,2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(в)

(1)

На кожному з етапiв виконання алгоритму початковi матрицi рекурсивно подiляються
на блоки розмiру n

2
× n

2
над якими виконуються операцiї. Далi наведено порядок виконання

рекурсивної бiлiнiйної фази алгоритму, де temp1, та temp2 тимчасовi змiннi, а операцiя · =
означає рекурсивне виконання цiєї бiлiнiйної фази над блоками, якi є операндами операцiї:
1. temp1 = −A1,1 + A2,2 6. B1,2 = A2,1 + A2,2 11. A1,2 · = B2,1 16. A2,2 = −A1,2 − A2,2

2. temp2 = −B1,1 +B2,2 7. A2,1 · = temp2 12. A2,2 · = B2,2 17. A2,2 += B1,2

3. A1,1 · = B1,1 8. temp2 = B2,1 +B2,2 13. temp2 · = B1,1 18. A2,2 += temp2

4. B1,1 = −B1,2 +B2,2 9. B1,2 · = temp2 14. A1,1 += A1,2 19. A1,2 = B1,2 − temp1

5. temp1 · = B1,2 10. temp2 = −A1,2 + A2,2 15. A2,1 += temp2

Для аналiзу можливостi паралельного виконання операцiй алгоритму, було побудовано
потоковi графи (ПГА) початкового перетворення базису Ã = φopt(A⃗), B̃ = φopt(B⃗), бiлiнiйної
фази алгоритму та зворотного перетворення базису C⃗ = v−1

opt(C̃) результуючої матрицi C̃.

A11 A12 A21 A22 B11 B12 B21 B22 T1 T2

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 0 0 2 0 2
3 0 0 0 3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 4 0 4 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0 5 0
0 0 6 6 0 6 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0 8 8 0 8
0 0 0 0 0 9 0 0 0 9
0 10 0 10 0 0 0 0 0 10
0 11 0 0 0 0 11 0 0 0
0 0 0 12 0 0 0 12 0 0
0 0 0 0 13 0 0 0 0 13
14 14 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 15 0 0 0 0 0 0 15
0 16 0 16 * 0 * * 0 0
0 0 0 17 * 17 * * 0 0
0 0 0 18 * 0 * * 0 18
0 19 0 0 * 19 * * 19 *

A11 A12 A21 A22 B11 B12 B21 B22 T1 T2

1 0 0 1 2 0 0 2 1 2
3 0 0 0 3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 4 0 4 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0 5 0
0 0 6 6 0 6 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0 8 8 0 8
0 0 0 0 0 9 0 0 0 9
0 10 0 10 0 0 0 0 0 10
0 11 0 12 13 0 11 12 0 13
14 14 15 0 * 0 0 0 0 15
0 16 0 16 * 0 0 0 0 0
0 0 0 17 * 17 * * 0 0
0 19 0 18 * 19 * * 19 18

(а) (б)

Рис. 1: СМ бiлiнiйної фази алгоритму (а), СМ мiнiмальної висоти бiлiнiйної фази алгоритму
(б)

Для подальшого аналiзу, було використано метод запису ПГА структурною матрицею
[4]. В результатi було отримано, що СМ початкового перетворення базису Ã = φopt(A⃗), B̃ =
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φopt(B⃗) та зворотного перетворення C⃗ = v−1
opt(C̃) є оптимальними, так як операцiї кожного

з ярусiв СМ залежать вiд операцiй попереднього ярусу, тому їх вiдображати не будемо.
Застосувавши метод синтезу СМ мiнiмальної висоти до СМ бiлiнiйної фази алгоритму рис.
1, (а), була отримана оптимiзована СМ рис. 1, (б).

СМ мiнiмальної висоти отримується перенесенням операцiй на попереднi яруси, якщо
над операндами операцiї, яку переносять не здiйснюються операцiї на одному чи декiлькох
попереднiх ярусах. Такий метод оптимiзацiї СМ бiлiнiйної фази алгоритму рис. 1, (а) до-
зволив зменшити кiлькiсть ярусiв з l = 19 до l = 14, що становить приблизно 26.3% вiд
початкової кiлькостi ярусiв.

Лiтература

[1] Al-Mouhamed M., Fatayer A., Mohammad N., ul Hassan Khan A. Optimizing the matrix
multiplication using Strassen and Winograd algorithms with limited recursions on many-
core. International Journal of Parallel Programming. 2016. 44(4). P. 801–830. https://doi.
org/10.1007/s10766-015-0378-1.

[2] Schwartz O., Vaknin N. Pebbling game and alternative basis for high performance matrix
multiplication. SIAM Journal on Scientific Computing. 2023. 45(6). P. C277–C303. https:
//doi.org/10.1137/22M1502719.

[3] Strassen V. Gaussian elimination is not optimal. Numerische Mathematik. 1969. 13(4). P.
354–356. https://doi.org/10.1007/BF02165411.

[4] Мельник А.О., Яковлєва I.Д. Подання потокового графа алгоритму структурною ма-
трицею. Вiсник Хмельницького нацiонального унiверситету. 2008. 4. С. 124–129.

https://doi.org/10.1007/s10766-015-0378-1
https://doi.org/10.1007/s10766-015-0378-1
https://doi.org/10.1137/22M1502719
https://doi.org/10.1137/22M1502719
https://doi.org/10.1007/BF02165411


360

Дослiдження просторових термохiмiчних процесiв
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При дослiдженнi стацiонарних просторових термохiмiчних процесiв виникає наступна
перша крайова задача для напiвлiнiйного елiптичного рiвняння:

−∆u+ κ2u = λf(x, u), x ∈ Ω, (1)

u
⃓⃓
∂Ω

= 0, (2)

де u — безрозмiрна температура або концентрацiя, u(x) > 0, x ∈ Ω; Ω — обмежена просто-
рова область, де вiдбувається термохiмiчний процес; x = (x1, x2, x3); ∂Ω — кусково-гладка
поверхня, що є межею областi Ω; κ > 0, λ > 0 — числовi параметри; f(x, u) — функцiя, що
вiдповiдає нелiнiйним джерелам.

Якщо термохiмiчний процес описується вiдповiдно до кiнетики Арренiуса, то у (1)
використовуються монотоннi нелiнiйностi f(x, u) = eu або f(x, u) = e

u
1+βu (β > 0 — параметр

насичення). Параметр λ визначає спiввiдношення мiж швидкiстю генерацiї тепла та його
вiдведенням у середовище та є узагальненою характеристикою iнтенсивностi тепловидiлення
внаслiдок хiмiчної реакцiї, а член κ2u описує втрати тепла через охолодження, радiацiю,
теплообмiн тощо.

Нехай геометрiю областi Ω можна описати методом R-функцiй [1], тобто побудувати
таку елементарну функцiю ω(x), що ω(x) > 0 у Ω, ω(x) = 0 на ∂Ω i |∇ω(x)| ̸= 0 на ∂Ω.

Введемо наступнi функцiї:

Q(κ)(x, s) =
1

4π
·
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s) e−κr − re−κ

√
r2+4ω(x)ω(s)

r
√︁
r2 + 4ω(x)ω(s)

— квазiфункцiя Грiна–Рвачова для оператора Гельмгольца −∆u+ κ2u у просторi R3;

K(κ)(x, s) = − ∂2

∂s21
g̃(κ)(x, s)− ∂2

∂s22
g̃(κ)(x, s)− ∂2

∂s23
g̃(κ)(x, s) + κ2g̃(κ)(x, s),

g̃(κ)(x, s) =
1

4π
· e−κ

√
r2+4ω(x)ω(s)√︁

r2 + 4ω(x)ω(s)
,

де x = (x1, x2, x3), s = (s1, s2, s3), r = |x− s| =
√︁

(x1 − s1)2 + (x2 − s2)2 + (x3 − s3)2.
Тодi вiдповiдно до методу квазiфункцiй Грiна–Рвачова [2] крайова задача (1), (2) еквi-

валентна iнтегральному рiвнянню Урисона

u(x) =

∫︂
Ω

K(κ)(x, s)u(s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(κ)(x, s)f(s, u(s)) ds. (3)
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Узагальненим розв’язком u∗ крайової задачi (1), (2) назвемо невiд’ємну функцiю з про-
стору C(Ω), що є розв’язком iнтегрального рiвняння (3). Для знаходження цього розв’язку
побудуємо двобiчний iтерацiйний процес за схемою

v(k+1)(x) =

∫︂
Ω

K
(κ)
+ (x, s)v(k)(s) ds−

∫︂
Ω

K
(κ)
− (x, s)w(k)(s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(κ)(x, s)f(s, v(k)(s)) ds,

w(k+1)(x) =

∫︂
Ω

K
(κ)
+ (x, s)w(k)(s) ds−

∫︂
Ω

K
(κ)
− (x, s)v(k)(s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(κ)(x, s)f(s, w(k)(s)) ds,

k = 0, 1, 2, . . . ,

v(0)(x) = v0(x), w(0)(x) = w0(x),

де
K

(κ)
+ (x, s) = max{0, K(κ)(x, s)}, K

(κ)
− (x, s) = max{0,−K(κ)(x, s)}.

Якщо за початковi наближення v(0)(x), w(0)(x) обрати кiнцi конусного вiдрiзка< v0, w0 >,
що є сильно iнварiантним для гетеротонного оператора

(Tu)(x) =

∫︂
Ω

K
(κ)
+ (x, s)u(s) ds−

∫︂
Ω

K
(κ)
− (x, s)u(s) ds+ λ

∫︂
Ω

Q(κ)(x, s)f(x, u(s)) ds,

то записаний iтерацiйний процес за певних додаткових обмежень двобiчно збiгатиметься у
нормi простору C(Ω) до єдиного на конусному вiдрiзку < v0, w0 > розв’язку крайової задачi
(1), (2).

Двобiчна збiжнiсть iтерацiй розумiється у сенсi виконання ланцюга нерiвностей

v0(x) = v(0)(x) ≤ v(1)(x) ≤ . . . ≤ v(k)(x) ≤ . . . ≤ u∗(x) ≤

≤ . . . ≤ w(k)(x) ≤ . . . ≤ w(1)(x) ≤ w(0)(x) = w0(x) для всiх x ∈ Ω.
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	БІЛОЗЕРОВА Марія, ЧЕПОК Ольга Асимптотичні властивості розв'язків диференціальних рівнянь другого порядку з експоненціальною нелінійністю
	БОБИЛЄВ Дмитро Чисельне оцiнювання регулярностi фрактальних функцiй на скiнченних масштабах
	БОЙКО Петро, ЛОПУШАНСЬКА Галина, ПУКАЧ Петро Обернена задача з невiдомим джерелом у просторах беселевих потенцiалiв
	БОМБА Андрій, БАРАНОВСЬКИЙ Сергій Моделювання процесу інфекційного захворювання з урахуванням стану організму в умовах імунологічної і фармакологічної терапії
	БОНДАРЕНКО Кирило, КІЧМАРЕНКО Ольга, ДАШКОВСЬКИЙ Cергій Наближений розв'язок задачі оптимального керування для рівняння з похідною Хукухари зі швидкоколивними коефіцієнтами на півосі
	БОНДАРЕНКО Ольга , ПРАЦЬОВИТИЙ Микола , РАТУШНЯК Софія Один клас самоафінних функцій, асоційованих з мультиосновним зображенням чисел одиничного проміжка
	БУРТНЯК Iван, МАЛИЦЬКА Ганна Системи iнерцiйного переносу
	ВАСИЛИШИН Костянтин Метод двобiчних наближень на основi використання квазiфункцiї Грiна-Рвачова у аналiзi задачi Дiрiхле для тривимiрного нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi
	ВІННИЧУК Олена, ГОТИНЧАН Тетяна, ІВАСЮК Галина, ФРАТАВЧАН Тоня Застосування апарату нечіткої логіки Мамдані для моделювання ризику банкрутства виробничих підприємств в умовах воєнного стану
	ВОРОНЕНКО Микита, ГИБКІНА Надія Дослідження крайових задач стаціонарної дифузії із лінійним розпадом методом двобічних наближень
	ГВОЗДЄВ Микита Чисельний аналіз однієї математичної моделі мікроелектромеханічної системи методом двобічних наближень з використанням квазіфункції Гріна-Рвачова
	ГЕМБАРСЬКА Світлана Найкращі наближення класів типу Нікольського-Бєсова періодичних функцій багатьох змінних у підпросторах Лебега
	ГЕСЕЛЕВА Катерина Застосування колокаційно-ітеративного методу для відшукання розв'язку інтегро-функціональних рівнянь з малою нелінійністю та обмеженнями
	ГЛАДУН Володимир Множини стійкості до збурень модифікованих регулярних C-дробів
	ГОРОДНІЙ Михайло, ТИХА Єлизавета Про обмежені розв'язки різницевого рівняння з необмеженими операторними коефіцієнтами
	ГРАБОВЕЦЬ Анастасія, БУРИЛКО Олександр Мультистабільність та оптимізація енергії в градієнтній моделі типу Курамото
	ГРИГОРЧУК Любомир, ГРИГОРЧУК Галина Про межі застосовності апарату обмеженого L-індексу до регуляризації нейронних мереж: спектральна константа Ліпшиця для безпеки soft-sensor'ів
	ГРОД Іван, ГРОД Інна Знакозмінні функції Ляпунова для розширень динаміних систем на многовидах
	ГРОМИК Андрій, КОНЕТ Іван, ПИЛИПЮК Тетяна Гіперболічні крайові задачі в кусково-однорідному клиновидному порожнистому циліндрі
	ГРУШКА Ярослав Посилений варіант теореми про неповернення
	ДМИТРИШИН Мар'ян, ШАРИН Сергій Спектральні апроксимації для наборів еліптичних диференціальних операторів на компактних многовидах
	ДОМНІЦАК Максим Обґрунтування методу усереднення для багаточастотних систем диференціальних рівнянь із сталим запізненням
	ДОРОШ Андрій, ЖОЛТОВСЬКИЙ Олексій Апроксимація розв'язків лінійних крайових задач із запізненням методом сплайн-функцій
	ДОРОШЕНКО Ірина Асимптотичний аналіз та усереднення для стохастичних диференціально-функціональних систем із малим параметром за наявності зовнішніх випадкових збурень
	ЄВТУХОВ В'ячеслав , МАКСИМОВ Олександр Асимптотична поведінка розв'язків циклічних систем зі швидко змінними нелінійностями
	ЖУК Тетяна, КРАСНЄЄВА Анна, ПАНЬКОВ Андрiй Стiйкiсть щодо граничних i зовнiшнiх збурень для атракторiв параболiчних багатокомпонентних систем
	ЖУРАВЛЬОВ Валерій Критерій керованості лінійних інтегральних рівнянь з невиродженим ядром у гільбертових просторах
	ЗАВОРОТИНСЬКИЙ Андрiй, МУРАЧ Олександр Сингулярно збурена математична модель MEMS-дiафрагми з ротацiйно податливим краєм
	ЗАХАРЕНКО Володимир Асимптотичнi властивостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв з нелiнiйностями близькими до правильно змiнних
	ЗАШКОЛЬНИЙ Давид Самовідтворювальні степені кристалографічних груп
	ЗЕЛЕНСЬКА Ірина, ЛЕБЕДЄВА Ірина Особливості асимптотичного інтегрування систем сингулярно збурених диференціальних рівнянь 3-го порядку з точкою звороту для конкретних матричних коефіцієнтів
	ЗРАЖЕВСЬКИЙ Григорій, ЗРАЖЕВСЬКА Віра Класифікація високоенергетичних хаотичних та ергодичних траєкторій системи Генона–Гейліса з використанням нейронних мереж
	КАСІМОВА Ніна, ГОРБАЧ Валентина Змішане оптимальне керування виродженим параболічним рівнянням
	КЛIМЧУК Тарас Рiвняння рiвноваги Ламе для середовища з функцiонально-градiєнтного матерiалу
	КОЛIСНИК Руслана, МАРТИНЮК Ольга Про розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для такого рiвняння з початковою узагальненою функцiєю, яка є елементом простору типу W'
	КОПИТКО Богдан, ШЕВЧУК Роман Про склеювання дифузійних процесів на прямій із заданими у рухомих точках нелокальними умовами спряження типу Феллера-Вентцеля
	КОСОВИЧ Iгор, КОСОВАН Василь, ШКIЛЬНЮК Дмитро Iмiтацiйне моделювання SIR моделей методом клiтинних автоматiв
	КРАВЦОВ Кирило, МЕЛЬНИК Галина, МЕЛЬНИК Василь Комбінування ансамблевих методів машинного навчання з аналізом текстових даних для прогнозування медичних станів
	КРАСНОКУТСЬКИЙ Олександр, ЧЕРЕВКО Iгор Оцiнка впливу запiзнення на стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь
	КУШНIРЧУК Василь, КУШНIРЧУК Володимир Динамiчна двокритерiальна модель оптимiзацiї вартостi портфеля активiв
	КУШНIРЧУК Володимир Асимптотика в l.i.m. розв'язку стохастичного диференціально-різницевого рівняння з fBm для H(12,1)
	КУШНІР Роман, ТОКОВИЙ Юрій, ЮЗВ'ЯК Микола Пряме інтегрування диференціальних рівнянь теорії пружності з використанням функцій Вігака
	ЛАХВА Роксолана, МОГИЛЬОВА Вiкторiя, КРАВЕЦЬ Василь Асимптотичний аналіз нелінійних за керуванням інтегро-диференціальних систем зі швидкими осциляціями
	ЛЕНЮК Олег, НІКІТІНА Ольга, ШИНКАРИК Микола Моделювання фізичних процесів методом гібридних інтегральних перетворень Ейлера-Фур'є-Ейлера на сегменті
	ЛИСЕНКО Ірина, ПЛАКИДА Віктор, ПРАЦЬОВИТИЙ Олександр Канторівська двоосновна система числення в задачах теорії локально складних функцій
	ЛІТОВЧЕНКО Владислав, ЛЕКА Максим Про спряжену задачу Коші для рінянь з дисипативною параболічністю, змінними коефіцієнтами та від'ємним родом
	МАЙКО Ілля, КІЗІЛОВА Наталія Математичне моделювання процесів переноcу забруднень в атмосфері за допомогою сучасних статистичних методів та алгоритмів машинного навчання
	МАЛИК Ігор, ІВАСЮК Роман Про стаціонарні розподіли ієрархічних прихованих напівмарковських моделей
	МАЛИК Ігор, НЕСТЕРЕНКО Володимир Уніфіковане середовище для відтворюваного порівняння динамічних нейронних мереж
	МАРТИНЮК Петро, МІЧУТА Ольга, УЛЯНЬЧУК-МАРТИНЮК Оксана Про умови спряження для напорів в математичній моделі нелінійної фільтраційної консолідації при наявності композитного геобар'єра
	МАРТИНЮК Сергій, СИДОРА Михайло Координація рою дронів у задачі truck-and-multi-UAV доставки з гнучкими точками запуску та повернення
	МАР'ЯНЧУК Олександр Схеми апроксимації початкових задач для диференціально-різницевих рівнянь та їх числове моделювання
	МАЦЕНКО Василь Аналiз узагальнень моделi Скеллама
	МИХАЛЬЦОВ Кирило, КРЕНЕВИЧ Андрiй Порiвняльний аналiз ефективностi iнструментарiю Python для моделювання процесiв гiдродинамiки методом ґраткових рiвнянь Больцмана на гетерогенних архiтектурах 
	МІНКОВ Костянтин Стійкий критерій відбору зразків для активного напівкерованого навчання при обмеженому маркуванні
	НАЗАРЕНКО Олег, СТЕХУН Анжела, ВАСИЛЬЄВ Олександр Задача дифракції ударної хвилі на жорсткому напівсферичному включенні
	НЕСТЕРЕНКО Василь, ФОТІЙ Олена Характеризація многозначних відображень в термінах замикання
	НІКОРАК Олена Модифіковане ланцюгове A2-зображення чисел
	ОСИПЧУК Михайло Третя початково-крайова задача для параболічного псевдодиференціального рівняння порядку (1,2)
	ПІЧКУР Володимир, ГАГУРІН Євгеній Про достатнi умови оптимальної стабiлiзацiї дискретних систем з фазовими обмеженнями
	ПАРХОМЕНКО Владислав, СИДОРОВ Максим Метод двобічних наближень знаходження додатного аксіально-симетричного розв’язку першої крайової задачі для рівняння Гельмгольца з гетеротонною нелінінійстю
	ПЕРЕГУДА Олег, КУШНІРЕНКО Світлана Апроксимація оптимального керування функціонально-диференціальних рівнянь нейтрального типу оптимальним керуванням рівнянь без запізнення у банахових просторах
	ПЕРЕСТЮК Микола, КОРОЛЬ Iгор, КОРОЛЬ Юрiй Дослiдження диференцiально-алгебраїчних систем з iмпульсною дiєю та багатоточковими крайовими умовами
	ПЕТРУЛЯ Валентин, ШАТИРКО Андрій Стійкість розв'язків систем «прямого» регулювання з запізнюванням та стохастичною невизначеністю
	ПРАВДИВИЙ Олександр, ХАЛЕЦЬКА Зоя Існування обмеженого на всій прямій розв'язку стохастичного диференціального рівняння нейтрального типу в гільбертових просторах
	ПРАЦЬОВИТИЙ Микола Нескінченносимвольні системи зображення чисел у задачах теорії функцій з фрактальними властивостями
	ПУКАЛЬСЬКИЙ Іван, ЯШАН Богдан Нелокальна загальна крайова задача для нерівномірно 2b-параболічних рівнянь зі степеневими особливостями
	ПУКАЧ Петро, ЧЕРНУХА Юрій Комп'ютерне моделювання дифузійних потоків домішки в шарі із системою випадкових точкових внутрішніх джерел маси
	РАДЧИН Євгеній, КІЧМАРЕНКО Ольга Задача оптимального керування для інтегро-диференціального рівняння в Банахових просторах
	РАТУШНЯК Софія Циліндричні дроби ланцюгових As-дробів
	РИХЛІК Антон Асимптотичний аналіз математичного сподівання повної енергії гармонічного осцилятора збуреного випадковим процесом
	РУСАКОВ Віктор, ІГНАТОВИЧ Світлана Поліноміальне керування для однієї нелінійної некерованої системи
	САВЧЕНКО Антон Метод двобічних наближень в аналізі задачі про статичний прогин балки мікроелектромеханічної системи із сегментованим електродом
	САМУСЕНКО Петро Асимптотичне iнтегрування крайових задач для сингулярно збурених слабо нелінійних диференцiально-алгебраїчних систем
	САТУР Оксана Властивості станів рівноваги дискретних динамічних систем із притягальною взаємодією типу середнього поля
	СЕРДЮК Анатолій Найкращі наближення класів згорток, породжуваних лінійними комбінаціями аналітичних ядер з синхронізованими фазовими зсувами
	СКОРОЛІТНЯ Аліна, ПАЛАМАРЮК Іванна Цифрові технології в діяльності вчителя математики
	СЛИВКА-ТИЛИЩАК Ганна, ГЛЕБЕНА Мирослава  Задача Коші для рівняння коливань струни на площині з випадковими збуреннями у просторі Орліча
	СОБЧУК Валентин, РУДИК Єлизавета, НЕСТЕРЕНКО Олексій Існування циклів порядку Шарковського для імпульсної системи Лієнара
	СОКОЛЕНКО Iгор Наближення класів згорток періодичних функцій за допомогою лінійних поліноміальних методів, побудованих на основі коефіцієнтів Фур'є-Лагранжа
	СОЛДАТОВ Віталій Про d-характеристики крайових задач для диференціальних систем вищих порядків із найбільш загальними крайовими умовами
	СТАНЖИЦЬКИЙ Олександр, МАРТИНЮК Ольга, ПЕРЕСТЮК Юрій Інваріантні міри для нескінченновимірних стохастичних рівнянь
	УКРАЇНЕЦЬ Олег Стійкість стану здорового організму в моделі імунної відповіді під впливом екологічного фактору
	ФЕРУК Віктор Слабко нелінійна крайова задача для двочленного диференціального рівняння дробового порядку з секвенціальною похідною
	ЦУРКАН Вячеслав Контекстуальна марковська модель дискретної кооперативної гри
	ШИНКАРЕНКО Володимир, ШАРАЙ Наталія Асимптотика розв'язків диференціального рівняння третього порядку
	ШТЕФАН Дмитро, СТАНЖИЦЬКИЙ Андрій Існування мартингального розв'язку дробового стохастичного рівняння тонких плівок
	ЮРЧЕНКО Ігор, ЯСИНСЬКИЙ Володимир Про стійкість розв'язків стохастичних диференціально-функціональних рівнянь із частинними похідними спеціального вигляду
	ЮСИПІВ Тарас, ЗИСКО Артем, ДЕНИСЕНКО Наталія Збіжність атракторів гальоркінських апроксимацій параболічної імпульсної системи
	ЯКОВЛЄВА Інна, ЦУРИК Вадим Синтез структурної матриці мінімальної висоти паралельного алгоритму множення матриць Штрассена в альтернативному базисі
	ЯНБЕКОВ Равiль Дослiдження просторових термохiмiчних процесiв методом двобiчних наближень з використанням квазiфункцiї Грiна-Рвачова
	АЛФАВІТНИЙ ПОКАЖЧИК АВТОРІВ

