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ПРО ТОПОЛОГIЗАЦIЮ РОЗШИРЕНОЇ БIЦИКЛIЧНОЇ НАПIВГРУПИ

На розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ побудовано такi недискретнi T1-топологiї:
(i) напiвгрупова iнверсна; (ii) берiвська лiвонеперервна [правонеперервна]; (iii) локально
компактна лiвонеперервна [правонеперервна]. Доведено, що на CZ не iснує злiченно компа-
ктної лiвонеперервної [правонеперервної] T1-топологiї. Вказано умови за яких T1-топологiя
на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ дискретна, Зокрема, (i) лiвонеперервна [право-
неперервна] T1-топологiя τ на CZ дискретна тодi i лише тодi, коли iснує послiдовнiсть
{(in, jn)}n∈N iзольованих точок простору (CZ, τ) така, що послiдовнiсть {in}n∈N [{jn}n∈N]

строго монотонно зростаюча; (ii) трансляцiйно-неперервна T1-топологiя τ на CZ дискре-
тна тодi i лише тодi, коли простiр (CZ, τ) мiстить iзольовану точку; (iii) якщо T1-простiр
топологiчної iнверсної напiвгрупи (CZ, τ) мiстить точку в якiй вiн квазiрегулярний, то
топологiя τ дискретна.
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1 Вступ

У цiй працi ми користуємося термiнологiєю з монографiй [7, 8, 24, 27]. Надалi у текстi мно-
жини натуральних, невiд’ємних цiлих i цiлих чисел позначатимемо через N, ω i Z, вiдповiдно.
Надалi, якщо X – топологiчний простiр i Y – пiдпростiр у X, то через clY (A) й intY (A) будемо
позначати замикання та внутрiшнiсть, вiдповiдно, множини A ⊆ Y у топологiчному просторi
Y .

Якщо S — напiвгрупа, то її пiдмножину iдемпотентiв позначатимемо через E(S). Напiвгру-
па S називається iнверсною, якщо для довiльного її елемента x iснує єдиний елемент x−1 ∈ S

такий, що xx−1x = x та x−1xx−1 = x−1 [27, 33]. В iнверснiй напiвгрупi S вище означений еле-
мент x−1 називається iнверсним до x, а вiдображення S → S, яке ставить кожному елементовi
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напiвгрупи S iнверсний до нього, називається iнверсiєю. В’язка – це напiвгрупа iдемпотентiв,
а напiвґратка — це комутативна в’язка.

Якщо S — напiвгрупа, то на E(S) визначено частковий порядок: e 4 f тодi i лише тодi,
коли ef = fe = e. Так означений частковий порядок на E(S) називається природним.

Означимо вiдношення 4 на iнверснiй напiвгрупi S так: s 4 t тодi i лише тодi, коли s =

te, для деякого iдемпотента e ∈ S. Так означений частковий порядок називається природ-
ним частковим порядком на iнверснiй напiвгрупi S [33]. Очевидно, що звуження природного
часткового порядку 4 на iнверснiй напiвгрупi S на її в’язку E(S) є природним частковим
порядком на E(S).

Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення f : X × Y → Z, (x, y) 7→ f(x, y),
називається:

(i) правонеперервним [лiвонеперервним], якщо f неперервне стосовно правої [лiвої] змiнної;
тобто для кожної фiксованої точки x0 ∈ X [y0 ∈ Y ] вiдображення Y → Z, y 7→ f(x0, y)

[X → Z, x 7→ f(x, y0)] неперервне;

(ii) нарiзно неперервним, якщо f одночасно правонеперервне та лiвонеперервне;

(iii) неперервним, якщо f неперервне як вiдображення з добутку просторiв X × Y у простiр
Z.

Означення 1 ([4, 30]). Нехай S – топологiчний простiр з визначеною на ньому напiвгруповою
операцiєю µ : S × S → S, (x, y) 7→ µ(x, y) = xy. Тодi пара (S, µ) називається:

(i) правою [лiвою] топологiчною напiвгрупою, якщо вiдображення µ правонеперервне [лi-
вонеперервне], тобто всi внутрiшнi лiвi [правi] зсуви λs : S → S, x 7→ sx [ρs : S → S,
x 7→ xs], є неперервними вiдображеннями, s ∈ S;

(ii) напiвтопологiчною напiвгрупою, якщо вiдображення µ нарiзно неперервне;

(iii) топологiчною напiвгрупою, якщо вiдображення µ неперервне.

Зазвичай ми опускаємо запис µ i пишемо просто S замiсть (S, µ). Очевидно, що кожна
топологiчна напiвгрупа також є напiвтопологiчною, i кожна напiвтопологiчна напiвгрупа є
одночасно правою та лiвою топологiчною напiвгрупою.

Топологiя τ на напiвгрупi S називається:

• напiвгруповою, якщо (S, τ) – топологiчна напiвгрупа;

• iнверсною, якщо iнверсiя в (S, τ) неперевна;

• трансляцiйно-неперервною, якщо (S, τ) – напiвтопологiчна напiвгрупа;

• лiвонеперервною [правонеперервною], якщо (S, τ) – лiва [права] топологiчна напiвгрупа.

Нагадаємо (див. [7, §1.12], що бiциклiчною напiвгрупою (або бiциклiчним моноїдом) C (a, b)

називається напiвгрупа з одиницею , породжена двоелементною множиною {a, b} i визначена
єдиним спiввiдношенням ab = 1. Кожний елемент бiциклiчної напiвгрупи C (a, b) єдиним чи-
ном зображається у виглядi biaj , i, j ∈ ω, а напiвгрупова операцiя на C (a, b) визначається за
формулою

biaj · bkal =


bi−j+kal, якщо j < k;

bial, якщо j = k;

biaj−k+l, якщо j > k,
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i, j, k, l ∈ ω. Зауважимо, що елемент b0a0 = 1 є одиницею бiциклiчного моноїда C (a, b).
Бiциклiчна напiвгрупа вiдiграє важливу роль у теорiї напiвгруп. Так, зокрема, класична

теорема О. Андерсена [1] стверджує, що (0-)проста напiвгрупа з (ненульовим) iдемпотентом
є цiлком (0-)простою тодi i лише тодi, коли вона не мiстить iзоморфну копiю бiциклiчного
моноїда. Рiзнi розширення та узагальнення бiциклiчного моноїда вводилися ранiше багатьма
авторами [21, 13, 14, 15, 22, 35]. Такими, зокрема, є конструкцiї Брука та Брука–Рейлi занурен-
ня напiвгруп у простi та описання iнверсних бiпростих i 0-бiпростих ω-напiвгруп [3, 29, 34, 17].

Зауваження 1. Легко бачити, що бiциклiчний моноїд C (a, b) iзоморфний напiвгрупi, заданiй
на множинi Bω = ω × ω з напiвгруповою операцiєю

(i, j) · (k, l) =

{
(i− j + k, l), якщо j 6 k;

(i, j − k + l), якщо j > k
= (i+ k −min{j, k}, j + l −min{j, k}) (1)

стосовно вiдображення I : C (a, b) → Bω, biaj 7→ (i, j), i, j ∈ ω.

Загальновiдомо, що топологiчна алгебра вивчає вплив топологiчних властивостей своїх
об’єктiв на їхнi алгебраїчнi властивостi та вплив алгебраїчних властивостей своїх об’єктiв на
їхнi топологiчнi властивостi. У топологiчнiй алгебрi є двi основнi задачi: задача недискретної
топологiзацiї та задача вкладення в об’єкти з деякими топологiчно-алгебраїчними властиво-
стями.

У математичнiй лiтературi питання про недискретну (гаусдорфову) топологiзацiю було
поставлене Марковим [25]. Понтрягiн навiв добре вiдомi умови бази в одиницi групи для її
недискретної топологiзацiї (див. теорему 3.9 у [28]). Рiзнi автори уточнили питання Маркова:
чи можна iзоморфно занурити задану нескiнченну групу G, надiлену недискретною груповою
топологiєю, у компактну топологiчну групу? Знову ж таки, для довiльної абелевої групи G

вiдповiдь ствердна, але iснує неабелева топологiчна група, яку не можна iзоморфно занурити
в жодну компактну топологiчну групу (див. роздiл 9 у [9]).

Також, Ольшанський [26] побудував нескiнченну злiченну групу G таку, що кожна групова
гаусдорфова топологiя на G дискретна. Тайманов у 1973 роцi побудував комутативну напiв-
групу T, яка допускає лише дискретну напiвгрупову гаусдорфову топологiю [31], та вказав у
[32] достатнi умови на комутативну напiвгрупу, щоб на нiй iснувала недискретна гаусдорфова
напiвгрупова топологiя. У [16] доведено, що кожна T1-топологiя з неперервними зсувами на T

є дискретною. Однак, вперше напiвгрупу на якiй кожна гаусдорфова напiвгрупова топологiя
є дискретною було опублiковано в працi Ебергарта та Селдена [10], i нею виявилась бiци-
клiчна напвгрупа C (a, b). Бертман i Вест у [2] довели, що кожна гаусдорфова трансляцiйно-
неперервна топологiя на C (a, b) дискретна. У [5] побудовано приклади недискретних iнверсних
напiвгрупових i трансляцiйно-неперервних T1-топологiй на бiциклiчному моноїдi C (a, b) та вка-
зано умови за виконання яких напiвгрупова (трансляцiйно-неперервна) T1-топологiя на C (a, b)

є дискретною. Недискретна топологiзацiя пiднапiвгруп бiциклiчного моноїда дослiджувалася
в працi [6]. У [18] доведено, що кожна лiвонеперервна (правонеперервна) гаусдорфова топо-
логiя на верхнiй пiднапiвгрупi C+(a, b) (нижнiй пiднапiвгрупi C−(a, b)) бiциклiчного моноїда
дискретна, а також побудовано на C+(a, b) (C−(a, b)) правонеперервну (лiвонеперервну) гаус-
дорфову топологiю. Крiм того в [19] доведено, що напiвгрупа C+(a, b) (C−(a, b)) мiстить кон-
тинуум неiзоморфних пiднапiвгруп Sα (α ∈ c) з такими властивостями: (i) кожна гаусдорфова
лiвонеперервна (правонеперервна) топологiя на Sα дискретна; (ii) на Sα iснує недискретна
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гаусдорфова правонеперервна (лiвонеперервна) топологiя; (iii) iснує компактна гаусдофова
топологiчна напiвгрупа, яка мiстить напiвгрупу C+(a, b) (C−(a, b)).

Ворн у [35], дослiджуючи структуру бiпростих iнверсних напiвгруп, пiднапiвгрупа iдемпо-
тентiв яких iзоморфна напiвґратцi (Z,max), ввiв розширену бiциклiчну напiвгрупу як множину
CZ = Z× Z з напiвгруповою операцiєю, визначеною за формулою (1).

Очевидно, що бiциклiчний напiвгрупа C (a, b) i розширена бiциклiчна напiвгрупа CZ є неi-
зоморфними, хоча б тому, що C (a, b) є моноїдом, а CZ – нi. Проте напiвгрупи C (a, b) i CZ мають
багато спiльних алгебричних властивостей. Зокрема вони бiпростi й iнверснi, а їхна пiднапiв-
групи iдемпотентiв є лiнiйно впорядкованими нещiльними множинами стосовно природного
часткового порядку. Тому виникає природне запитання: якi топологiчнi властивостi схожi
до бiциклiчного моноїда має розширена бiциклiчна напiвгрупа як тополого-алгебрична стру-
ктура? Перший результат у цьому напрямку було отримано в працi [12], де було доведено, що
кожна транслцiйно-неперервна гаусдорфова топологiя на CZ дискретна.

Ця праця частково вiдповiдає на поставлене вище запитання. На CZ побудовано недискре-
тну локально компактну T1-топологiю, а також лiвонеперервну (правонеперервну) берiвську
T1-топологiю. Також вказано умови, за виконання яких T1-топологiя на напiвгрупi CZ є дис-
кретною.

2 Приклади недискретних топологiй на CZ

Приклад 1. Визначимо топологiю τ1 на CZ так. Нехай (i, j) – довiльний елемент напiвгрупи
CZ. Для кожного натурального числа n позначимо Un(i, j) = {(i, j)} ∪ {(s, t) ∈ CZ : s, t > n} i
B1(i, j) = {Un(i, j) : n ∈ N}. Тодi сiм’я B1 =

∪
i,j∈Z B1(i, j) задовольняє умови (BP1)–(BP3) з

[11], а отже, породжує деяку топологiю на CZ. Позначимо цю топологiю через τ1.
Очевидно, що τ1 – недискретна T1-топологiя на CZ.

Твердження 1. (CZ, τ1) – топологiчна iнверсна напiвгрупа.

Доведення. Зафiксуємо довiльне натуральне число n. З визначення напiвгрупової операцiї
на CZ випливає, що для довiльних елементiв (i1, j1) та (i2, j2) напiвгрупи CZ виконуються
включення

Um(i1, j1) · Um(i2, j2) ⊆ Un(k, l) i (Un(i1, j1))
−1 ⊆ Un(j1, i1),

де (k, l) = (i1, j1) · (i2, j2) i m > 2n + |i1| + |j1| + |i2| + |j2|. Отже, напiвгрупова операцiя та
iнверсiя неперервнi в (CZ, τ1).

Для природного часткового порядку 4 на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ i для
довiльного елемента (i, j) ∈ CZ означимо:

↑4(i, j) = {(s, t) ∈ CZ : (i, j) 4 (s, t)} ;
↓4(i, j) = {(s, t) ∈ CZ : (s, t) 4 (i, j)} ;
↕4(i, j) = ↑4(i, j) ∪ ↓4(i, j);
↓◦4(i, j) = ↓4(i, j) \ {(i, j)} .

Наступне твердження описує природний частковий порядок 4 на розширенiй бiциклiчнiй
напiвгрупi CZ i випливає з означення вiдношення 4 i твердження 2.1(vi) з працi [12].
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Твердження 2. Для елементiв (i, j) i (s, t) розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ такi умови
еквiвалентнi:

(i) (i, j) 4 (s, t);

(ii) i > s та i− j = s− t;

(iii) j > t та i− j = s− t.

Надалi нам часто буде потрiбний такий простий результат:

Лема 1. Нехай S – iнверсна лiва (права) T1-топологiчна напiвгрупа. Тодi для довiльного
елемента x напiвгрупи S множина ↑4x є замкненою в просторi S .

Доведення. З леми 1.4.6 з [24] випливає, що

↑4x = {s ∈ S : s · xx−1 = x} = {s ∈ S : xx−1 · s = x},

а отже, ↑4x = ρ−1
xx−1(x) = λ−1

xx−1(x). Позаяк правi (лiвi) зсуви в S неперервнi i S – T1-простiр,
то множина ↑4x = ρ−1

xx−1(x) (↑4x = λ−1
xx−1(x)) – замкнена в S.

Приклад 2. Визначимо топологiю τ2 на CZ так. Для довiльного елемента (i, j) напiвгрупи CZ
i для довiльного невiд’ємного цiлого числа n позначимо Vn(i, j) = {(i, j)} ∪ ↓◦4(i + n, j + n) i
B2(i, j) = {Vn(i, j) : n ∈ N}. Тодi сiм’я B2 =

∪
i,j∈Z B2(i, j) задовольняє умови (BP1)–(BP3) з

[11], а отже, породжує деяку топологiю на CZ. Позначимо цю топологiю через τ2.
Iз побудови топологiї τ2 на CZ випливає, що (CZ, τ2) – T1-простiр. Очевидно, що кожний

елемент Vn(i, j) сiм’ї B2(i, j) є компактною множиною в (CZ, τ2).

Твердження 3. (CZ, τ2) – топологiчна iнверсна напiвгрупа.

Доведення. З визначення напiвгрупової операцiї на напiвгрупi CZ випливає, що для довiль-
них елементiв (i1, j1) та (i2, j2) напiвгрупи CZ, для довiльного невiд’ємного цiлого числа n i
натурального числа m > 2n+ |j1|+ |i2| виконуються включення

Vm(i1, j1) · Vm(i2, j2) ⊆ Vn(k, l) i (Vn(i1, j1))
−1 ⊆ Vn(j1, i1),

де (k, l) = (i1, j1) · (i2, j2). Отже, (CZ, τ2) – топологiчна iнверсна напiвгрупа.

Нагадаємо [11], що топологiчний простiрX називається злiченно компактним, якщо кожне
злiченне вiдкрите покриття простору X мiстить скiнченне пiдпокриття.

У [5] доведено, що на бiциклiчнiй напiвгрупi C (a, b) коскiнченна топологiя є трансляцiйно-
неперервною та iнверсiя стосовно неї на C (a, b) також є неперервною, а отже, на бiциклiчнiй
напiвгрупi iснує компактна трансляцiйно-неперервна T1-топологiя. З твердження 4 випливає,
що аналогiчне твердження не виконується для розширеної бiциклiчної напiвгрупи.

Твердження 4. Не iснує злiченно компактної лiвонеперервної (правонеперервної) T1-топологiї
на CZ.

Доведення. Нехай τ – лiвонеперервна T1-топологiя на CZ. Для довiльного елемента (i, j) на-
пiвгрупи CZ позначимо через ρ(i,j) правий внутрiшнiй зсув у напiвгрупi CZ на елемент (i, j),
тобто ρ(i,j)(x, y) = (x, y) ·(i, j) для всiх (x, y) ∈ CZ. Оскiльки (CZ, τ) – T1-простiр, то за лемою 1,
↑4(i, i) = ρ−1

(i,i)(i, i) – замкнена множина в (CZ, τ), для довiльного iдемпотента (i, i) напiвгрупи
CZ. Тодi U = {Ui = CZ \ ↑4(i, i) : i ∈ Z} – злiченне вiдкрите покриття простору (CZ, τ), яке не
мiстить скiнченного пiдпокриття.

У випадку правонеперервної топологiї на CZ доведення аналогiчне.
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Лема 2. Для довiльних елементiв (i, j) i (k, l) розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ викону-
ються такi включення

↑4(i, j) · (k, l) ⊆ ↑4(m,n) i (i, j) · ↑4(k, l) ⊆ ↑4(m,n),

де (m,n) = (i, j) · (k, l).

Доведення. З твердження 2 випливає рiвнiсть

↑4(a, b) = {(p− s, q − s) ∈ CZ : s ∈ ω}, (2)

для довiльного елемента (a, b) ∈ CZ.
Зафiксуємо довiльнi елементи (i, j) i (k, l) напiвгрупи CZ.
Розглянемо можливi випадки.
Якщо k > j, то (i, j) · (k, l) = (i − j + k, l) i для довiльного невiд’ємного цiлого числа s

маємо, що

(i− s, j − s) · (k, l) = (i− s− (j − s) + k, l) =

= (i− j + k, l) = (m,n),

а отже, з рiвностi (2) випливає, що ↑4(i, j) · (k, l) ⊆ ↑4(m,n).
Якщо k < j, то (i, j) · (k, l) = (i, j − k + l) i для довiльного невiд’ємного цiлого числа s

маємо, що

(i− s, j − s) · (k, l) =

{
(i− s− (j − s) + k, l), якщо j − s 6 k;

(i− s, j − s− k + l), якщо j − s > k
=

=

{
(i− j + k, l), якщо j − s 6 k;

(i− s, j − s− k + l), якщо j − s > k.

Тодi

(i− j + k, l) · (j − k + l, j − k + l) = (i− j + k − l + (j − k + l), j − k + l) =

= (i− j + k − l + j − k + l, j − k + l) =

= (i, j − k + l)

i

(i− s, j − s− k + l)·(j − k + l, j − k + l) = (i−s−(j−s−k + l) + j−k + l, j−k + l) =

= (i− s− j + s+ k − l + j − k + l, j − k + l) =

= (i, j − k + l)

для довiльного невiд’ємного числа s. З леми 1.4.6 з [24] випливає, що (i − s, j − s) · (k, l) ∈
↑4(m,n), а отже, скориставшись рiвнiстю (2), отримуємо включення ↑4(i, j) · (k, l) ⊆ ↑4(m,n).

Доведення включення (i, j) · ↑4(k, l) ⊆ ↑4(m,n) аналогiчне.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається берiвським, якщо для довiльної послi-

довностi A1, A2, . . . , Ai, . . . щiльних вiдкритих пiдмножин простору X перетин
∞∩
i=1

Ai є щiльною

пiдмножиною простору X [23].
У працi [6] доведено, що кожна лiвонеперевна (правонеперервна) гаусдорфова топологiя

на бiциклiчний напiвгрупi дискретна. З прикладу 3 випливає, що для розширеної бiциклiчної
напiвгрупи аналогiчне твердження не виконується.
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Приклад 3. Топологiя τB на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ породжується передбазою
PB = P0 ∪ P1 ∪ P2 ∪ P3, де:

• P0 = {{(i, j)} : i ∈ Z \ N, j ∈ Z};

• P1 = {CZ \ {(i, j)} : i, j ∈ Z};

• P2 = {CZ \ ↑4(i, j) : i, j ∈ Z};

• P3 =
{
O(i, j) =

∪
k∈ω ↑4(i+ k, j) : i, j ∈ Z

}
.

Очевидно, що τB – недискретна топологiя на CZ. Також усi точки множини

IZ = {(i, j) : i ∈ Z \ N, j ∈ Z}

є iзольованими в просторi (CZ, τB), а оскiльки P1 ⊆ PB, то τB – T1-топологiя. З визначення
передбази PB випливає, що для довiльних i ∈ Z \ N i j ∈ Z сiм’я BB(i, j) = {Up(i, j) : p ∈ N},
де Up(i, j) = {(i, j)} ∪

∪∞
s=p ↑4(i + s, j), визначає базу топологiї τB у точцi (i, j). За тверджен-

ням 1.3.5 з [11], IZ – вiдкрита, щiльна пiдмножина в просторi (CZ, τB), а отже, за тверджен-
ням 1.18 i теоремою 1.15 з монографiї [23] цей топологiчний простiр є берiвським.

Твердження 5. (CZ, τB) – лiва топологiчна напiвгрупа.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi елементи (i, j) i (k, l) напiвгрупи CZ. З визначення топологiї
τB випливає, що достатньо розглянути елементи вигляду (i, j) · (k, l), де i ∈ N.

Зафiксуємо довiльний вiдкритий базовий окiл Up(m,n) точки

(m,n) = (i, j) · (k, l) =

{
(i− j + k, l), якщо j 6 k;

(i, j − k + l), якщо j > k

у топологiчному просторi (CZ, τB). Оскiльки для довiльного натурального числа s виконується
рiвнiсть

(i+ s, j) · (k, l) =

{
(i+ s− j + k, l), якщо j 6 k;

(i+ s, j − k + l), якщо j > k
=

= (m+ s, n),

то з леми 2 випливає, що ↑4(i+s, j) ·(k, l) ⊆ ↑4(m+s, n). Звiдси отримуємо, що для довiльного
натурального числа p виконується включення Up(i, j) · (k, l) ⊆ Up(m,n), а отже, правi зсуви в
(CZ, τB) неперервнi.

Приклад 4. Визначимо топологiю τlc на CZ так. Для довiльного елемента (i, j) напiвгрупи CZ
i для довiльного невiд’ємного цiлого числа n позначимо Wn(i, j) = {(i, j)}∪{(i, j+ p) : |p| > n}
i Blc(i, j) = {Wn(i, j) : n ∈ N}. Тодi сiм’я Blc =

∪
i,j∈Z Blc(i, j) задовольняє умови (BP1)–(BP3)

з [11], а отже, породжує деяку топологiю на CZ. Позначимо цю топологiю через τlc.
Iз побудови топологiї τlc на CZ випливає, що (CZ, τlc) – T1-простiр. Очевидно, що кожний

елемент Wn(i, j) сiм’ї Blc(i, j) є компактною пiдмножиною в (CZ, τlc). Бiльше того замикання
множини Wn(i, j) у просторi (CZ, τlc) збiгається з множиною W (i, j) = {(i, j + p) : p ∈ Z}, яка
очевидно є компактною множиною в (CZ, τlc). Отже, топологiчний простiр (CZ, τlc) локально
компактний.
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Твердження 6. (CZ, τlc) – права топологiчна напiвгрупа.

Доведення. З рiвностi (1) випливає, що

(i, j) ·Wn(k, l) =

{
Wn(i− j + k, l), якщо j 6 k;

Wn(i, j − k + l), якщо j > k,

для кожного натурального числа n i довiльних (i, j), (k, l) ∈ CZ, а отже, напiвгрупова операцiя
правонеперервна в (CZ, τlc).

Будемо говорити, що простiр X є квазiрегулярним у точцi x ∈ X, якщо для довiльно-
го вiдкритого околу U(x) точки x у просторi X iснує вiдкрита непорожна пiдмножина V у
X така, що clX(V ) ⊆ U(x). Топологiчний простiр X називається квазiрегуляним, якщо X –
квазiрегулярний у кожнiй своїй точцi.

Зауваження 2. 1. За твердженням 1.30 з [23] кожний злiченний берiвський T1-простiр
мiстить нескiченну пiдмножину iзольованих у ньому точок, а отже, є квазiрегулярним.
Iз вище сказаного випливає, що топологiчний простiр (CZ, τB) є квазiрегулярним.

2. Кожна лiвонеперервна iнверсна T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ є
правонеперервною, а отже, за теоремою 1 з [20] є дискретною.

3. Оскiльки iнверсiя inv : CZ → CZ, (i, j) 7→ (j, i) є антиiзоморфiзмом розширеної бiци-
клiчної напiвгрупи, то дуальна топологiя τdB = {U ⊆ CZ : inv(U) ∈ τB} до топологiї
τB є правонеперервною берiвською T1-топологiєю на CZ, а також дуальна топологiя
τdlc = {U ⊆ CZ : inv(U) ∈ τlc} до топологiї τlc є лiвонеперервною локально компактною
T1-топологiєю на CZ,.

3 Коли топологiя на CZ дискретна?

Лема 3. (i) Для довiльних елементiв (i, j), (k, l), (m,n) i (a, b) напiвгрупи CZ з умови
(a, b) = (i, j) · (k, l) · (m,n) випливає рiвнiсть p− q = i− j + k − l +m− n.

(ii) Елементи (i, j) i (k, l) напiвгрупи CZ порiвняльнi стосовно природного часткового поряд-
ку на CZ тодi i лише тодi, коли i− j = k − l.

(iii) Якщо (i0, i1), (j1, j0) та (i0, j0) – фiксованi елементи напiвгрупи CZ, то (x, y) ∈ CZ є
розв’язком рiвняння

(i0, i1) · (x, y) · (j1, j0) = (i0, j0) (3)

тодi i лише тодi, коли (x, y) ∈ ↑4(i1, j1).

(iv) Якщо (j1, j0) та (i0, j0) – фiксованi елементи напiвгрупи CZ, то (x, y) ∈ CZ є розв’язком
рiвняння (x, y) · (j1, j0) = (i0, j0) тодi i лише тодi, коли (x, y) ∈ ↑4(i0, j1).

(v) Якщо (i0, i1) та (i0, j0) – фiксованi елементи напiвгрупи CZ, то (x, y) ∈ CZ є розв’язком
рiвняння (i0, i1) · (x, y) = (i0, j0) тодi i лише тодi, коли (x, y) ∈ ↑4(i1, j0).
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Доведення. (i) За твердженням 2.1(iv) з [12] з умови (a, b) = (k, l) · (m,n) випливає рiвнiсть
a− b = k− l+m− n. Оскiльки (a, b) = (i, j) · (a, b), то за твердженням 2.1(iv) з [12] маємо, що

p− q = i− j + a− b = i− j + k − l +m− n.

(ii) випливає з твердження 2.
(iii) (⇐) Припустимо, що (x, y) ∈ ↑4(i1, j1). За твердженням 2 iснує невiд’ємне цiле число

a таке, що (x, y) = (i1 − a, j1 − a). Тодi

(i0, i1) · (i1 − a, j1 − a) · (j1, j0) = (i0, i1 − (i1 − a) + (j1 − a)) · (j1, j0) =
= (i0, i1 − i1 + a+ j1 − a) · (j1, j0) =
= (i0, j1) · (j1, j0) =
= (i0, j0),

а отже, (x, y) є розв’язком рiвняння (3).
(⇒) Припустимо, що (x, y) є розв’язком рiвняння (3). З твердження (i) випливає, що

i0 − j0 = i0 − i1 + x− y + j1 − j0,

а отже, x− y = i1 − j1. Тодi за твердженням (ii) елементи (x, y) i (i1, j1) порiвняльнi стосовно
природного часткового порядку 4 на напiвгрупi CZ. Отже, виконується хоча б одна з умов:
(x, y) 4 (i1, j1) або (i1, j1) 4 (x, y). Якщо (x, y) 4 (i1, j1), то за твердженням 2 iснує невiд’ємне
цiле число a таке, що (x, y) = (i1 + a, j1 + a). Тодi

(i0, i1) · (i1 + a, j1 + a) · (j1, j0) = (i0 − i1 + (i1 + a), j1 + a) · (j1, j0) =
= (i0 − i1 + i1 + a, j1 + a) · (j1, j0) =
= (i0 + a, j1 + a) · (j1, j0) =
= (i0 + a, j0 + a),

а отже, a = 0 i (x, y) = (i1, j1) ∈ ↑4(i1, j1). Якщо (i1, j1) 4 (x, y), то (x, y) ∈ ↑4(i1, j1).
Доведення тверджень (iv) i (v) аналогiчнi доведенню твердження (iii).

Множину iзольованих точок лiвої (правої) топологiчної напiвгрупи CZ з iзольованою то-
чкою описує наступне твердження.

Твердження 7. Нехай τ – лiвонеперервна (правонерерервна) T1-топологiя на розширенiй
бiциклiчнiй напiвгрупi CZ. Якщо (i0, j0) – iзольована точка в просторi (CZ, τ), то кожна точка
множини IZi0 = {(i, j) ∈ CZ : i 6 i0} (вiдповiдно IZj0 = {(i, j) ∈ CZ : j 6 j0}) є iзольованою в
просторi (CZ, τ).

Доведення. Оскiльки правi зсуви в (CZ, τ) неперервнi та (i0, j0) – iзольована точка в (CZ, τ),
то повний прообраз ρ−1

(j0,j0)
(i0, j0) правого зсуву ρ(j0,j0) : CZ → CZ, (k, l) 7→ (k, l) · (j0, j0) одното-

чкової множини {(i0, j0)} є вiдкрито-замкненою множиною в просторi (CZ, τ), адже (CZ, τ) –
T1-простiр.

З твердження 2 випливає, що

ρ−1
(j0,j0)

(i0, j0) = ↑4(i0, j0) = {(i0 − k, j0 − k) : k ∈ ω}.
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З того, що (CZ, τ) – T1-простiр, то з вищесказаного випливає, що кожна точка вигляду (i0 −
k, j0 − k) є iзольованою в (CZ, τ), оскiльки

{(i0 − k, j0 − k)} = ↑4(i0, j0) \ (↑4(i0−k−1, j0−k−1) ∪ {(i0, j0), . . . , (i0−k+1, j0−k+1)}) .

Зафiксуємо довiльний елемент (i, j) напiвгрупи CZ такий, що i 6 i0, тобто i = i0 − k для
деякого числа k ∈ ω. Тодi

(i0 − k, j0 − k) = (i0 − k, j0) · (j0, j0 − k) = ρ(j0,j0−k)(i0 − k, j0).

З припущення твердження та вище наведених мiркувань випливає, що повний прообраз

ρ−1
(j0,j0−k)(i0 − k, j0 − k) = ↑4(i0 − k, j0) = {(i0 − k − p, j0 − p) : p ∈ ω}

є вiдкрито-замненою пiдмножиною в топологiчному просторi (CZ, τ), яка складається з iзольо-
ваних у (CZ, τ) точок. Звiдси випливає твердження.

Доведення дуального твердження аналогiчне.

Наступна теорема дає необхiднi та достанi умови, за виконання яких лiвонеперервна (пра-
вонеперервна) T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ дискретна.

Теорема 1. Лiвонеперервна (правонеперервна) T1-топологiя τ на розширенiй бiциклiчнiй на-
пiвгрупi CZ дискретна тодi i лише тодi, коли iснує послiдовнiсть {(in, jn)}n∈N iзольованих точок
простору (CZ, τ) така, що послiдовнiсть {in}n∈N ({jn}n∈N) строго монотонно зростаюча.

Доведення. Iмплiкацiя (⇒) очевидна.
(⇐) Припустимо, що iснує послiдовнiсть {(in, jn)}n∈N iзольованих точок простору (CZ, τ)

така, що послiдовнiсть {in}n∈N ({jn}n∈N) строго монотонно зростаюча. Зафiксуємо довiльний
елемент (i, j) напiвгрупи CZ. Тодi iснує елмент (ik, jk), k ∈ N, послiдовностi {(in, jn)}n∈N такий,
що i < ik (j < jk). За твердженням 7, (i, j) – iзольована точка в топологiчному просторi (CZ, τ).
З вибору точки (i, j) випливає, що топологiя τ дискретна.

Зауваження 3. З прикладу 3 випливає, що умова теореми 1 про iснування послiдовностi
{(in, jn)}n∈N iзольованих точок простору (CZ, τ) суттєва навiть у випадку, коли напiвгрупа CZ
берiвський.

У випадку T1-напiвтопологiчних напiвгруп твердження теореми 1 послаблюється до такої
теореми.

Теорема 2. Трансляцiйно-неперервна T1-топологiя τ на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi
CZ дискретна тодi i лише тодi, коли простiр (CZ, τ) мiстить iзольвану точку.

Доведення. Iмплiкацiя (⇒) очевидна.
(⇐) Припустимо, що простiр (CZ, τ) мiстить iзольвану точку (i0, j0). Зафiксуємо довiльну

точку (i, j) ∈ CZ. Тодi (i0, i)·(i, j)·(j, j0) = (i0, j0). За лемою 3(iii) множина розв’язкiв рiвняння
(i0, i) · (x, y) · (j, j0) = (i0, j0) збiгається з множиною ↑4(i, j). Оскiльки зсуви в (CZ, τ) непервнi,
то множина ↑4(i, j) є вiдкритою в просторi (CZ, τ), як повний прообраз вiдкритої множини
{(i0, j0)} стосовно неперервного вiдображення, яке є композицiєю правого ρ(j,j0) та лiвого λ(i0,i)
зсувiв. За твердженням 2, (i, j) 4 (i − 1, j − 1) i ↑4(i, j) \ ↑4(i − 1, j − 1) = {(i, j)}. Оскiльки
τ — T1-топологiя на CZ, то за лемою 1 множина ↑4(i − 1, j − 1) замкнена в просторi (CZ, τ).
Отже, (i, j) – iзольована точка в просторi (CZ, τ). Iз вищевикладеного випливає, що (CZ, τ) –
дискретний простiр.
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За твердженням 1.30 з [23] кожний злiченний берiвський T1-простiр мiстить нескiченну
пiдмножину iзольових у ньому точок, а отже, з теореми 2 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Трансляцiйно-неперервна берiвська T1-топологiя τ на розширенiй бiциклiчнiй
напiвгрупi CZ дискретна.

Лема 4. Нехай τ – трансляцiйно-неперервна T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiв-
групi CZ така, що вiдображення φ : CZ → E(CZ), x 7→ xx−1 i ψ : CZ → E(CZ), x 7→ x−1x

неперервнi. Якщо для деякого iдемпотента (i, i) ∈ CZ iснує вiдкритий окiл U(i, i) точки (i, i) у
просторi (CZ, τ) такий, що множина U(i, i) ∩ E(CZ) скiнченна, то τ – дискретна топологiя.

Доведення. Позаяк τ – T1-топологiя на CZ, то не зменшуючи загальностi можемо вважати, що
iснує вiдкритий окiл точки (i, i) у топологiчному просторi (CZ, τ) такий, що U(i, i) ∩ E(CZ) =

{(i, i)}. З того, що τ – трансляцiйно-неперервна топологiя випливає, що для довiльного iдем-
потента (j, j) напiвгрупи CZ iснує його вiдкритий окiл V (j, j) у просторi (CZ, τ) такий, що

(i, j) · V (j, j) · (j, i) ⊆ U(i, i).

З леми 3(iii) випливає, що V (j, j) ∩ E(CZ) ⊆ ↑4(j, j), оскiльки окiл U(i, i) мiстить єдиний
iдемпотент (i, i). Позаяк τ – трансляцiйно-неперервна T1-топологiя, то за лемою 1 множина
↑4(j − 1, j − 1) замкнена в топологiчному просторi (CZ, τ). Отже, вiдкритий окiл W (j, j) =

V (j, j)\↑4(j−1, j−1) мiстить єдиний iдемпотент напiвгрупи CZ. Iз вищедоведеного випливає,
що кожний iдемпотент (k, k) напiвгрупи CZ має окiл W (k, k), який мiстить єдиний iдемпотент
.

Нехай (m,n) – довiльний елемент напiвгрупи CZ. Позаяк вiдображення φ : CZ → E(CZ),
x 7→ xx−1 i ψ : CZ → E(CZ), x 7→ x−1x неперервнi, то з вищевикладеного випливає, що iснує
вiдкритий окiл O(m,n) точки (m,n) у топологiчному просторi (CZ, τ) такий, що

(m1, n1) · (m1, n1)
−1 = (m1,m1) ∈ {(m,m)}

i
(m1, n1)

−1 · (m1, n1) = (n1, n1) ∈ {(n, n)}

для всiх (m1, n1) ∈ O(m,n). Звiдси випливає, що множина O(m,n) мiстить лише елемент
(m,n), а отже, виконується твердження леми.

Лема 5. Нехай τ – трансляцiйно-неперервна T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiв-
групi CZ. Якщо iснує елемент (i, j) ∈ CZ такий, що простiр ↕4(i, j) – квазiрегулярний у точцi
(i, j), то для кожного елемента (m,n) напiвгрупи CZ простiр ↕4(m,n) – квазiрегулярний у
точцi (m,n).

Доведення. Позаяк (CZ, τ) – T1-простiр, то для довiльного елемента (k, l) ∈ CZ множина
↓4(k, l) – вiдкрита в пiдпросторi ↕4(k, l), бо за лемою 1 множина ↑4(k − 1, l − 1) замкнена
в (CZ, τ). Вiдображення f

(m,n)
(i,j) : CZ → CZ, (a, b) 7→ (i,m) · (a, b) · (n, j) неперервне як композицiя

лiвого та правого зсувiв. За твердженням 2, (m+ k, n+ k) ∈ ↑4(m,n) для довiльного k ∈ ω, i
з визначення напiвгрупової операцiї на CZ випливає, що

f
(m,n)
(i,j) (m+ k, n+ k) = (i,m) · (m+ k, n+ k) · (n, j) =

= (i−m+m+ k, n+ k) · (n, j) =
= (i+ k, n+ k − n+ j) =

= (i+ k, j + k)



Про топологiзацiю розширеної бiциклiчної напiвгрупи 145

для довiльного k ∈ ω. Отже, звуження f
(m,n)
(i,j) |↓4(m,n) : ↓4(m,n) → ↓4(i, j) i f(i,j)(m,n)|↓4(i,j) : ↓4(i, j) →

↓4(m,n) вiдображень f
(m,n)
(i,j) i f(i,j)(m,n), вiдповiдно, є взаємно оберненими вiдображеннями, а з не-

перервностi зсувiв у (CZ, τ) випливає, що f
(m,n)
(i,j) |↓4(m,n) i f(i,j)(m,n)|↓4(i,j) є гомеоморфiзмами просто-

рiв ↓4(i, j) i ↓4(m,n). Позаяк для довiльного елемента (a, b) напiвгрупи CZ множина ↓4(a, b)
вiдкрита в просторi ↕4(a, b), то отримуємо твердження леми.

Лема 6. Нехай τ – iнверсна напiвгрупова T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi
CZ. Якщо iснує iдемпотент (i, i) ∈ CZ такий, що топологiчний простiр E(CZ) квазiрегулярний
у точцi (i, i), то τ – дискретна топологiя.

Доведення. Нехай U(i, i) – вiдкритий окiл точки (i, i) в просторi E(CZ). Якщо τ – недискретна
топологiя на CZ, то з леми 4 випливає, що U(i, i) – нескiнченна множина. Позаяк τ – T1-
топологiя, то U(i,i) = U(i, i) \ {(i, i)} – вiдкрита непорожня пiдмножина в просторi E(CZ). Тодi
iснує непорожня вiдкрита пiдмножина W(i,i) ⊆ U(i,i) така, що clE(CZ)(W(i,i)) ⊆ U(i,i). Очевидно,
що O(i, j) = U(i, j)\clE(CZ)(W(i,i)) – вiдкритий окiл точки (i, i) в просторi E(CZ). Не зменшуючи
загальностi можемо вважати, що множинаW(i,i) нескiченна. Справдi, у протилежному випадку
iснує iдемпотент (j, j) ∈ CZ, який має вiдкритий окiл U(j, j), що задовольняє умову U(j, j) ∩
E(CZ) = {(j, j)}, а тодi, за лемою 4, τ – дискретна топологiя.

За лемою 1 множина ↑4(i, i) замкнена в топологiчному просторi (CZ, τ), а отже, i в просторi
E(CZ). Звiдси випливає, що iснує iдемпотент (j, j) ∈ W(i,i) такий, що (j, j) ∈ ↓◦4(i, i). Тодi
(i, i) · (j, j) = (j, j) i з неперервностi напiвгрупової операцiї в (CZ, τ) випливає, що iснують
вiдкритi околи W1(i, i) й W1(j, j) точок (i, i) та (j, j), вiдповiдно, в просторi (CZ, τ) такi, що

(W1(i, i) ∩ E(CZ)) · (W1(j, j) ∩ E(CZ)) ⊆W(i,i), (4)

W1(i, i) ∩ E(CZ) ⊆ O(i, i),

W1(j, j) ∩ E(CZ) ⊆W)i,i),

i множини W1(i, i)∩E(CZ) та W1(j, j)∩E(CZ) нескiнченнi. Отже, для довiльного iдемпотента
(k, k) ∈ W1(j, j) iснує iдемпотент (l, l) ∈ W1(i, i) такий, що (k, k) · (l, l) = (l, l) · (k, k) = (l, l),
а це суперечить умовi (4). Звiдси випливає, що хоча б одна з множин W1(i, i) ∩ E(CZ) або
W1(j, j) ∩ E(CZ) скiнченна. Далi скористаємося лемою 4.

З лем 5 i 6 випливає теорема 3.

Теорема 3. Нехай τ – iнверсна напiвгрупова T1-топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгру-
пi CZ. Якщо iснує елемент (i, j) ∈ CZ такий, що топологiчний простiр ↕4(i, j) квазiрегулярний
у точцi (i, j), то τ – дискретна топологiя.

Подяка

Автори висловлюють щиру подяку рецензентовi за цiннi поради та зауваження.
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On the extended bicyclic semigroup CZ the following non-discrete T1-topologies are constructed:
(i) a semigroup inverse topology; (ii) a Baire left-continuous [right-continuous] topology; (iii) a
locally compact left-continuous [right-continuous] topology. We prove that, on CZ does not exist
a countably compact left-continuous [right-continuous] T1-topology. We give conditions under
which a T1-topology on CZ is discrete. In particular, (i) a left-continuous [right-continuous]
T1-topology τ on CZ is discrete if and only if there exists a sequence {(in, jn)}n∈N of isolated
points in (CZ, τ) such that the sequence {in}n∈N [{jn}n∈N] is strictly increasing; (ii) a shift-
continuous T1-topology τ on CZ is discrete if and only if the space (CZ, τ) contains an isolated
point; (iii) if the T1-space of a topological inverse semigroup (CZ, τ) has a point x such that
(CZ, τ) is quasi-regular at x, then τ is discrete.


