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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ У КРАЙОВIЙ ЗАДАЧI ДЛЯ 2B-ЕЛIПТИЧНИХ

РIВНЯНЬ

Дослiджується задача оптимального керування системою, що описується загальною
крайовою задачею для 2b-елiптичних рiвнянь. Розглянуто випадки обмеженого внутрi-
шнього i межового керування. Критерiй якостi задається сумою об’ємного та поверхне-
вого iнтегралiв. Використовуючи iнтегральне зображення, за допомогою функцiї Грiна,
розв’язкiв крайової задачi для 2b-елiптичних рiвнянь та формулу Тейлора, знайдено необ-
хiднi i достатнi умови iснування оптимального розв’язку системи, що описується загаль-
ною крайовою задачею для елiптичних рiвнянь.
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Вступ

Теорiя оптимального керування детермiнованими системами, що описуються рiвняннями з
частинними похiдними, багата результатами i активно розвивається в наш час. Її основи впер-
ше систематично описано в монографiї [1]. Популярнiсть такого роду дослiджень пов’язана з
їх активним використанням при вирiшеннi проблем природознавства, зокрема, гiдро- i газоди-
намiки, фiзики тепла, фiльтрацiї, дифузiї, теорiї бiологiчних популяцiй. Важливi результати
цiєї теорiї у випадку еволюцiйних рiвнянь отриманi, зокрема, у працях [2], [3], [4], [5], [6].

Вивченню задачi розподiлу ресурсiв, яка полягає у максимiзацiї чисельностi певного виду,
присвячена праця [7]. В нiй популяцiйна модель являє собою рiвняння для щiльностi популяцiї,
яка залежить вiд керування, що є ресурсним коефiцiєнтом. Доведено iснування та єдинiсть
оптимального розвитку, а також знайдено спiввiдношення, що його характеризують.

У [8] розглянуто задачу оптимального керування, яка регулюється напiвлiнiйним елiпти-
чним рiвнянням, причому керування пiдлягає обмеженням; обґрунтовано умови оптимальностi
першого та другого порядку; апроксимовано задачу керування дискретними задачами; дове-
дено збiжнiсть дискретизацiї та отримано деякi оцiнки похибок.
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Дослiдженню класичної векторної задачi неперервного граничного керування для нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних елiптичного типу з граничним керуванням
Неймана присвячено працю [9]. В нiй доведено iснування класичного неперервного граничного
вектора оптимального керування, керованими нелiнiйними диференцiальними рiвняннями в
частиних похiдних елiптичного типу з обмеженнями рiвностi та нерiвностi.

Замiнивши диференцiальне рiвняння в частиних похiдних на еквiвалентну задачу опти-
мального керування, у працi [10] обґрунтовано новий пiдхiд для знаходження чисельного
розв’язку лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

В [11] доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку вектора стану лiнiйних елiптичних
рiвнянь у частинних похiдних для фiксованого неперервного вектора оптимального керування.
Отримано похiдну Фреше вiд функцiї витрат, доведено теорему про необхiднi умови оптималь-
ностi розглянутої задачi.

Встановленню необхiдних i достатнiх умов iснування межового та внутрiшнього оптималь-
ного керування системами, що описуються крайовими задачами для елiптичних рiвнянь з
виродженням другого порядку, присвячено працi [12, 13]. Функцiонали якостi визначаються
об’ємними та поверхневими iнтегралами.

У цiй статтi розглядається задача вибору оптимального керування системи, що описується
загальною елiптичною крайовою задачею з обмеженим внутрiшнiм та межовим керуванням.
Критерiй якостi задається сумою об’ємного та поверхневого iнтегралiв. Використовуючи iнте-
гральне зображення, за допомогою функцiї Грiна розв’язкiв крайової задачi для 2b-елiптичних
рiвнянь та формулу Тейлора, встановлено необхiднi та достатнi умови iснування оптимального
розв’язку системи, що описується загальною крайовою задачею для елiптичних рiвнянь.

1 Постановка задачi та основний результат

Нехай D обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n. Розглянемо в областi D задачу
знаходження функцiй (u, p), p = (p1, p2), на яких функцiонал

I(p) =

∫
D

F1 (x;u; p1) dx+

∫
∂D

F2 (x;u; p2) dxS (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй p ∈ V =
{
p|p1 ∈ Cα(D), p2 ∈ C2b−r+α(∂D) ,

ν11(x) ≤ p1(x) ≤ ν12(x), ν21(x) ≤ p2(x) ≤ ν22(x)}, ri - порядки крайових операторiв, r = min
i

ri,

iз яких u (x; p1(x), p2(x)) задовольняє при x ∈ D рiвняння

L(u) ≡
∑

|k|≤2b

Ak(x)∂
k
xu− λu = f0 (x, p1(x)) , (2)

а на межi областi ∂D крайовi умови

lim
x→z∈∂D

 ∑
|k|≤ri

b
(i)
k (x)∂k

xu− fi (x, p2(x))

 = 0, (3)

∂k
x = ∂k1

x1
. . . ∂kn

xn
, |k| = k1 + k2 + . . .+ kn, λ – параметр, i ∈ {1, 2, . . . , b}.

Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:
a) коефiцiєнти рiвняння (1) Ak(x) ∈ C l+α(D), l = 4b − 2r + 1, 0 < α < 1, A0(x) < λ,

0 < λ < ∞ i оператор L0 =
∑

|k|=2b

Ak(x)∂
k
x – рiвномiрно елiптичний ([14], с. 10);
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б) коефiцiєнти крайових умов b
(i)
k (x) ∈ C2b+l−ri+α(∂D), ∂D ∈ C2b+l+α i для операторiв

Bi ≡
∑

|k|=ri

b
(i)
k (x)∂k

x виконуються умови доповняльностi ([14], с. 22), ri ≤ 2b− 1, i ∈ {1, . . . , b};

в) функцiї f0 (x, p1(x)) ∈ Cα(D), fi (x, p2(x)) ∈ C2b−ri+α(∂D) i мають похiднi другого по-
рядку за змiнними (p1, p2), якi належать як функцiї змiнних x вiдповiдно просторам Cα(D),
C2b−ri+α(∂D);

г) функцiї F1 (x;u, p1), F2 (x;u, p2) мають похiднi другого порядку за змiнними (u; p1, p2),
якi належать як функцiї змiнних x вiдповiдно просторам C(D), C(∂D), ν1m ∈ Cα(D), ν2m ∈
C2b−ri+α(∂D), m ∈ {1, 2}.

При виконаннi умов а)–в) iснує єдиний розв’язок задачi (2), (3) в просторi C2b+α(D) при
l ≥ 0 ([15], теорема 1.20, с. 120). Встановимо формулу зображення розв’язку задачi (2), (3) при
l = 4b− 2r + 1.

За умов, накладених на гладкiсть коефiцiєнтiв рiвняння (2), i крайових умов (3) iснує
функцiя Грiна (G0, G1, . . . , Gb) крайової задачi ([16], теорема 1)

∂v

∂t
−
∑

|k|≤2b

Ak(x)∂
k
xv = f0 (x, p1(x)) , v(0, x) = φ(x),

lim
x→z∈∂D

 ∑
|k|≤ri

b
(i)
k (x)∂k

xv − fi (x, p2(x))

 = 0, (4)

за допомогою якої розв’язок задачi (4) при φ(x) ∈ C2b+α(D), Q = [0, T ) × D визначається
формулою

v(t, x; p) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0 (t− τ, x; ξ) f0 (ξ, p1(ξ)) dξ +

∫
D

G0 (t, x; ξ)φ(ξ)dξ+

+
b∑

i=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gi (t− τ, x; ξ) fi (ξ, p2(ξ)) dξS. (5)

В областi (0,∞)×D розглянемо задачу знаходження функцiї u(t, x), яка задовольняє рiв-
няння

∂u

∂t
−
∑

|k|≤2b

Ak(x)∂
k
xu− λu = f0 (x, p1(x)) , (6)

початкову умову за змiнною t

u(0, x) = φ(x), x ∈ D, (7)

а на межi областi крайовi умови

lim
x→z∈∂D

 ∑
|k|≤ri

b
(i)
k (x)∂k

xu− fi (x, p2(x))

 = 0. (8)

Цiй задачi вiдповiдає елiптична задача ([15], с. 230)∑
|k|≤2b

Ak(x)∂
k
xu− λu = f0 (x, p1(x)) ,
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lim
x→z∈∂D

 ∑
|k|≤ri

b
(i)
k (x)∂k

xu− fi (x, p2(x))

 = 0.

Розв’язок задачi (6)–(8) з параметром λ згiдно з формулою (5) має вигляд

ω(t, x) =

∫
D

E0 (t, x; ξ;λ)φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

E0 (t− τ, x; ξ;λ) f0 (ξ, p1(ξ)) dξ+

+

b∑
i=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Ei (t− τ, x; ξ;λ) fi (ξ, p2(ξ)) dξS, (9)

де Ei (t, x; ξ;λ) = Gi (t, x; ξ) e
−λt, j ∈ {0, 1, . . . , b}.

Якщо у формулi (9) помiняти порядок iнтегування i перейти до границi при t → ∞, вва-
жаючи що λ > 0, то приходимо до формули зображення єдиного розв’язку задачi (2), (3)

u(x) =

∫
D

Z0 (x, ξ) f0 (ξ, p1(ξ)) dξ +

b∑
i=1

∫
∂D

Zi (x, ξ) fi (ξ, p2(ξ)) dξS, (10)

у якiй

Zj (x, ξ) =

∞∫
0

Gj(t, x; ξ)e
−λtdt.

При виконаннi умов a)–в) згiдно з теоремою 1 [17] iснує єдиний розв’язок задачi (2)–(3) в
просторi C2b+α(D) при довiльних p ∈ V i для нього правильна оцiнка

∥u∥C2b+α(D) ≤ c

(
∥f0∥Cα(D) +

b∑
i=1

∥fi∥C2b−ri+α(∂D)

)
.

2 Задача оптимального керування

В областi D розглянемо задачу (1)–(3). Будемо вважати, що виконанi умови а) – г).
Позначимо через

λ1(ξ) =

∫
D

∂F1(x;u; p1)

∂u
Z0(x, ξ)dx+

∫
∂D

∂F2(x;u; p2)

∂u
Z0(x, ξ)dxS,

µi(ξ) =

∫
D

∂F1(x;u; p1)

∂u
Zi(x, ξ)dx+

∫
∂D

∂F2(x;u; p2)

∂u
Zi(x, ξ)dxS,

H1(ξ, u, λ1, p1) = λ1(ξ)f0 (ξ; p1(ξ)) + F1(ξ;u; p1),

H2(ξ, u, µ, p2) =
b∑

i=1

µi(ξ)fi (ξ; q2(ξ)) + F2(ξ;u; p2),

p(0) =
(
p
(0)
1 , p

(0)
2

)
– оптимальне керування, u(x; p(0)) – оптимальний розв’язок задачi (1)–(3).

Правильна така теорема.
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Теорема 1. Нехай виконанi умови а)–в). Тодi для задачi (1) – (3)
1) якщо ∂pmHm > 0, m ∈ {1, 2}, то оптимальне керування p(0) = (ν11, ν21);
2) якщо ∂p1H1 < 0, Dp2H2 > 0, то оптимальне керування p(0) = (ν12, ν21);
3) якщо ∂p1H1 > 0, Dp2H2 < 0, то оптимальне керування p(0) = (ν11, ν22);
4) якщо ∂pmH < 0, m ∈ {1, 2}, то оптимальне керування p(0) = (ν12, ν22),

де pm ∈ {p1, p2}.

Доведення. Розглянемо випадок 1. Нехай ∆p = (∆p1,∆p2) – допустимий прирiст керування
p = (p1, p2). Через ∆u = ∆p1u + ∆p2u позначимо прирiст функцiї u(x; p1, p2). Тодi ∆pmu в
областi D будуть розв’язками вiдповiдних крайових задач

L (∆pmu) (x) = δ1m∆f0(x, p1),

Bi (∆pmu) (x)|∂D = δ2mfi(x, p2), (11)

де δim – символ Кронекера, m ∈ {1, 2}, i ∈ {1, 2}.
Використовуючи функцiю Грiна (Z0, Z1, . . . , Zb) задачi (2), (3) i формулу (10), одержимо

зображення приростiв ∆pmu формулами

∆p1u =

∫
D

Z0(x, ξ)∆p1f0 (ξ, p1(ξ)) dξ,

∆p2u =

b∑
i=1

∫
∂D

Zi(x, ξ)∆p2fi (ξ; p2(ξ)) dξS. (12)

Рoзглянемо прирiст функцiоналу:

∆I(p) = ∆p1I(p) + ∆p2I(p). (13)

Скориставшись формулою Тейлора, маємо

∆p1I =

∫
D

[
∂F1

∂u
∆p1u+O

(
|∆p1u|

2
)
+

∂F1

∂p1
∆p1 +O

(
|∆p1|2

)]
dx+

+

∫
∂D

[
∂F2

∂u
∆p1u+O

(
|∆p1|2

)]
dxS,

∆p2I =

∫
D

[
∂F1

∂u
∆p2u+O

(
|∆p2|2

)]
dx+

∫
∂D

[
∂F2

∂u
∆p2u+O

(
|∆p2|2

)
+

+
∂F2

∂p2
∆p2 +O

(
|∆p2|2

)]
dxS. (14)

Пiдставляючи (12), (14) у (13) i змiнюючи при цьому порядок iнтегрування, знаходимо

∆I(p) =

∫
D

[
∂p1H1(ξ, u, λ1, p1)∆p1 +O

(
|∆p1|2

)]
dξ+

+

∫
∂D

[
∂p2H2(ξ, u, µ, p2)∆p2 +O

(
|∆p2|2

)]
dξS.
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Якщо p1(x) = ν11(x), p2(x) = ν21(x) i ∂p1H1 > 0, ∂p2H2 > 0, то при досить малих ∆p1, ∆p2
маємо ∆I(p) > 0.

Нехай p(0) – оптимальне керування, тобто ∆I(q) > 0. Перевiримо виконання умови 1)
теореми 1. Якщо вирази ∂p1H1, ∂p2H2 – знакозмiннi величини, тобто ∂p1H1 > 0 в D1 ⊂ D,
∂p2H2 > 0 в ∂D2 ⊂ ∂D i ∂p1H1 < 0 в D\D1, ∂p2H2 < 0 в ∂D\∂D2, то, використовуючи теорему
про середнє значення, маємо

∆I(p) = ∂p1H1(x
+, u+, λ+

1 , p
+
1 )

∫
D1

∆p1dx−
∣∣∂p1H1(x

−, u−, λ−
1 , p

−
1 )
∣∣ ∫
D\D1

∆p1dx+

+∂p2H2(x
+, u+, µ+, p+2 )

∫
∂D2

∆p2dxS −
∣∣∂p2H2(x

−, u−, µ−, p−2 )
∣∣ ∫
∂D\∂D2

∆p2dxS+

+

∫
D

O
(
|∆p1|2

)
dx+

∫
∂D

O
(
|∆p2|2

)
dxS.

При досить малих ∆p1, ∆p2 знак ∆I(p) визначається першими чотирма доданками суми.
Рiзниця перших двох i наступної пари двох доданкiв змiнює знак ∆I(p) в залежностi вiд
величин mesD1, mesD \D1, mes∂D2, mes∂D \ ∂D2, ∆p1, ∆p2.

При досить малих величинах mesD1, mes∂D2, ∆p1 > 0, ∆p2 > 0 маємо ∆I(p) < 0 i навпаки
∆I(p) > 0, якщо малi величини mesD \D1, mes(∂D \ ∂D2) i ∆p1 > 0, ∆p2 > 0. Отже, функцiо-
нал I(p) не досягає мiнiмуму. Знаходження оптимального керування p(0) у iнших випадках,
якi залежать вiд знаку величин ∂p1H1, ∂p2H2 доводяться аналогiчно.

Нехай умови теореми 1 не виконанi.
Тодi правильна така теорема.

Теорема 2. Нехай виконанi умови а)–г). Для того, щоб керування p(0) =
(
p
(0)
1 , p

(0)
2

)
, для

задачi (1) – (3), було оптимальним, необхiдно i достатньо, щоб виконувались умови:
1) функцiї H1(ξ, u, λ1, p1), H2(ξ, u, µ, p2) за аргументами p1, p2 мають в точцi

(
p
(0)
1 , p

(0)
2

)
мiнiмальнi значення;

2) для довiльного вектора
(
l
(1)
m , l

(2)
m

)
̸= 0 виконувалась нерiвнiсть

∂2
uFm

(
x, u, p(0)m

)(
l(1)m

)2
− 2∂u∂pmFm

(
x, u, p(0)m

)
l(1)m l(2)m +

+∂2
pmFm

(
x, u, p(0)m

)(
l(2)m

)2
> 0, m ∈ {1, 2}.

Доведення теореми 2 проводиться за допомогою методики доведення теореми 2.14 [18].
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The problem of an optimal control system describing a general boundary value problem
for 2b-elliptic levels is investigated. The cases of constrained internal and boundary control are
considered. The quality criterion is given by the sum of the volume and surface integrals. Using
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the integral representation, with the help of the Green’s function, solutions of the boundary
value problem for 2b-elliptic levels and the Taylor formula, the provided and sufficient conditions
for ensuring the optimal solution of the system describing the general boundary value problem
for elliptic levels are found.


