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ГРАНИЧНА ПОВЕДIНКА IНВАРIАНТНИХ МIР СТОХАСТИЧНОГО

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ З

ЗАПIЗНЕННЯМ У ГIЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРI

У цiй роботi вивчаються iнварiантнi мiри для стохастичного еволюцiйного рiвняння
нейтрального типу з запiзненням у гiльбертовому просторi. Встановлено умови iснування
та єдиностi iнварiантних мiр, та вивчена їх гранична поведiнка при h −→ 0.
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1 Вступ

Основною метою цiєї роботи є дослiдження граничної поведiнки iнварiантної мiри для
стохастичних рiвнянь нейтрального типу з запiзненням у гiльбертовому просторi вигляду

d(u(t)− g(u(t− h))) = (Au(t) + f(u(t− h), u(t)))dt+ σ(u(t− h), u(t))dW (t), t ∈ [0, T ], (1)

u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0]. (2)

Тут A - необмежений оператор, що є генератором сильно неперервної напiвгрупи {S(t), t ≥
0} обмежених лiнiйних операторiв у сепарабельному гiльбертовому просторi H. Випадковий
шум W (t) є Q-вiнеровим процесом у сепарабельному гiльбертовому просторi K. Для деякого
h > 0 позначимо Ch := C([−h, 0],H) простiр неперервних H-значних функцiй φ : [−h, 0] −→ H

з нормою
||φ||Ch

:= sup
θ∈[−h,0]

||φ(θ)||H .
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Тут || · ||H - норма в просторi H. У цiй роботi || · ||H будемо позначати як || · ||. Розв’язок u(t)
рiвняння (1) розглядається у м’якому сенсi. Також позначимо ut := u(t + θ), де θ ∈ [−h, 0) .
Функцiї f, g вiдображають H×H в H, а σ : H −→ L0

2, де L0
2 = L(Q

1
2K,H) - простiр операторiв

Гiльберта-Шмiдта з Q
1
2K в H. Нарештi, φ : [−h, 0]×Ω −→ H - початкова функцiя, де (Ω,F , P )

повний ймовiрнiсний простiр.
Результати цiєї роботи базуються на результатах працi [5] щодо iснування

iнварiантної мiри µh для (1). Ми дослiджуємо граничну поведiнку сiм’ї iнварiантних мiр {µh}
при h −→ 0 у сенсi їх слабкої збiжностi. Зокрема, доведено, що за певних умов сiм’я {µh} є
компактною, а також показано, що будь-яка гранична точка сiм’ї {µh} є iнварiантною мiрою
вiдповiдної граничної системи (при h = 0)

d(u0(t)− g(u0(t))) = (Au0(t) + f(u0(t), u0(t)))dt+ σ(u0(t), u0(t))dW (t), t ∈ [0, T ], (3)

u0(0) = φ(0). (4)

Крiм того, якщо система (1)-(2) має єдину iнварiантну мiру, яка є стiйкою, тодi µhn −→ µ0

для довiльної послiдовностi hn −→ 0, n −→ ∞.
Стохастичнi функцiонально-диференцiальнi рiвняння нейтрального типу описують мате-

матичнi моделi рiзних складних процесiв, еволюцiя яких вiдбувається пiд дiєю випадкових сил,
причому ця еволюцiя залежить також вiд попереднiх станiв об’єкта. У випадку розподiлених
параметрiв такi процеси описуються рiвняннями з частинними похiдними або, у загальнiшому
випадку, еволюцiйними рiвняннями в
нескiнченновимiрних просторах.

Подiбнi ефекти пам’ятi виникають у моделi Ходкiна—Хакслi, моделi
Доусона—Флемiнга з популяцiйної генетики [12]. Аналогiчнi задачi з’являються при частково-
му розподiленому моделюваннi динамiки популяцiй та в iнших моделях.

Питання iснування та єдиностi розв’язкiв для рiвнянь типу (1) розглядалися в
роботах багатьох рiзних авторiв. У [13] автори розглядали iснування м’яких розв’язкiв за умо-
вами Лiпшиця та лiнiйного зростання коефiцiєнтiв. Цi умови були дещо
послабленi в [14]. Умови iснування локального сильного розв’язку були отриманi в [15]. У робо-
тi [20] автори розглядали питання iснування м’якого розв’язку для нейтральних стохастичних
диференцiальних рiвнянь з дробовою похiдною.

Для загального типу запiзнення в [14] автори отримали умови iснування та єдиностi м’яких
розв’язкiв. Крiм того, в цiй роботi було дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язкiв у сенсi
iснування iнварiантної мiри. Питання асимптотичної поведiнки
стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь з елiптичним оператором як в обме-
жених, так i в необмежених областях розглядалися в [16] i [17], а для
скiнченновимiрного випадку - в [18] i [19].

Наша робота узагальнює результати робiт [2] та [21] для рiвнянь нейтрального типу. У
цих роботах автори дослiджують поведiнку вище згаданї сiм’ї {µh} при h −→ 0 для звичай-
них стохастичних рiвнянь з запiзненням. У цьому випадку автори розглядали оператор A як
дискретний лапласiан або як p-лапласiан.

Слiд зазначити, що наявнiсть запiзнення пiд похiдною (нейтральний тип) значно ускладнює
дослiдження. Дiйсно, у означеннi м’якого розв’язку з’являються два
додатковi члени: g(uh(t−h)) i

∫ t
0 AS(t−s)g(u

h(t−s))ds. Напiвгрупа S(t) не дiє на перший член.
Ця напiвгрупа зазвичай компактна при t > 0, тому встановлення компактностi сiм’ї функцiй
g(uh(t − h, ω)) в просторi C([−h, 0], H) не є очевидним. Щодо iнтегрального члена, то слiд



Гранична поведiнка iнварiантних мiр 9

зазначити, що загалом кажучи, якщо g(φ) ∈ H, то цей член має неiнтегровну сингулярнiсть
при s = t. Ми долаємо цю складнiсть, вводячи дробовi степенi оператора (−A). Зокрема
показуємо, що якщо g достатньо регулярна, щоб g(uh(s−h)) ∈ D((−A)α), для α ∈ (0, 1), то ця
сингулярнiсть стає iнтегровною.

Робота органiзована наступним чином. В роздiлi 2 ми вводимо необхiднi позначення i по-
переднi результати. Роздiл 3 присвячений головному результату роботи: вивченню граничної
поведiнки сiм’ї iн- варiантних мiр {µh}, при h −→ 0. В роздiлi 4 розглядається приклад вико-
ристання головних результатiв роботи.

2 Попереднi вiдомостi

Нехай K,H, V дiйснi сепарабельнi гiльбертовi простори, i:

V ⊂ H ⊂ V
′
,

є трiйкою Гельфанда, де включення V ⊂ H щiльнi i компактнi, i V ′ є дуальним до V .
Норма в V позначається як || · ||V . Внутрiшнiй скалярний добуток в H позначається як

(·, ·) а ⟨·, ·⟩ означає спарку мiж V i V ′ .
Нехай (Ω,F , P ) - повний ймовiрнiсний простiр, оснащений нормальною

фiльтрацiєю {Ft; t ≥ 0} що попроджується Q-вiнерiвським процесом W на (Ω,F , P ) з лiнiйним
обмеженим оператором коварiацiї так, що trQ <∞.

Ми припускаємо iснування повної ортонормованої системи {ek} в K i послiдовностi не-
вiд’ємних дiйсних чисел λk таких, що Qek = λkek, k = 1, 2, ..., i

∞∑
k=1

λk <∞.

Тодi вiнерiвський процес допускає розвинення W (t) =
∑∞

k=1

√
λkβk(t)ek , де βk(t)

дiйснозначнi броунiвськi процеси, взаємно незалежнi на (Ω,F , P ).
Нехай U0 = Q

1
2 (K) i L0

2 = L2(U0, H) є простором всiх операторiв Гiльберта-Шмiдта з U0 в
H зi скалярним добутком (Φ,Ψ)L0

2
= tr[ΦQΨ∗] i нормою ||Φ||L0

2
, вiдповiдно.

A - необмежений лiнiйний оператор з D(A) → H, що є генератором аналiтичної напiвгрупи
операторiв S(t) = eAt - обмежених в H. З [1] це еквiвалентно тому, що (−A)
секторiальний оператор.

Ми припускаємо, що S(t) є напiвгрупою компактних операторiв, тому з Теореми 3.2 [3]
напiвгрупа є неперервною у рiвномiрнiй операторнiй топологiї.

З [3] також отримуємо, що для всiх α ∈ (0, 1) дробова степiнь оператора (−A) є замкненим
лiнiйним оператором в областi визначення D(−Aα).

Позначимо Hα гiльбертiв простiр D(−A)α оснащений нормою

∥u∥α := ∥(−A)αu∥

Для доведення iснування i єдиностi розв’язку накладемо наступнi умови на оператор A та
вiдображення f, σ, g.

1. Якщо σ(−A) це спектр оператора (−A), тодi маємо Reσ(−A) > δ > 0, i A утворює
напiвгрупу компактних операторiв S(t) в H.
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2. Для всiх u, v, u1, v1 ∈ H маємо

||f(u, v)− f(u1, v1)|| ≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||),

i
||σ(u, v)− σ(u1, v1)||L0

2
≤ L(||u− u1||+ ||v − v1||),

3. Для всiх u, v, u1, v1 ∈ H i для кожного α ∈ (0, 1) функцiя g задовольняє

||g(u, v)− g(u1, v1)||α ≤Mg(||u− u1||+ ||v − v1||)

для деякого Mg ∈ (0, 1)

Нескладно помiтити, що з умови 2 випливає лiнiйний рiст для f, σ в H а з умови 3 випливає
лiнiйний рiст в Hα.

Нам знадобиться наступне твердження з [1]:

Твердження 1. [1] [Th 1.4.3] Iснує Cα > 0 таке, що

||(−A)αS(t)|| ≤ Cαt
−αe−δt,

i
∥S(t)∥ ≤ C0e

δt,

для всiх t > 0.

Розв’язок задачi (1)-(2) будемо розумiти у м’якому сенсi:

Означення 1. Неперервний Ft-узгоджений стохастичний процес u : [−h, T ] × Ω −→ H нази-
вається м’яким розв’язком для (1)-(2) на t ∈ [0, T ] якщо вiн задовольняє наступне iнтегральне
рiвняння

u(t) = S(t)(φ(0)− g(φ(0))) + g(u(t− h))−
∫ t

0
AS(t− s)g(u(s− h))ds

+

∫ t

0
S(t− s)f(u(s), u(s− h))ds+

∫ t

0
S(t− s)σ(u(s), u(t− s))dW (s),

i u(t) = φ(t) майже напевно для t ∈ [−h, 0]

Нам знадобляться наступнi теореми, що є наслiдками вiдповiдних теорем з [5]:

Теорема 1. [5] [Th 2.6] (Iснування i єдинiсть м’якого розв’язку): За виконання умов 1-3, для
всiх T > 0 рiвняння (1) має єдиний м’який розв’язок u на [0, T ]

Теорема 2. [5] [Th 2.8] Нехай виконуються умови Теореми 1, та u(t, φ) i u(t, ψ) є двома
розв’язками рiвняння (1). Тодi

E sup
t∈[0,T ]

(
∥u(t, φ)− u(t, ψ)∥2

)
−→ 0,

при E∥φ− ψ∥2Ch
−→ 0.
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Позначимо Bb(Ch) - банахiв простiр обмежених дiйсних борелiвських функцiоналiв на Ch

а Cb(Ch) - простiр обмежених неперервних функцiоналiв на Ch. Оскiльки Теорема 1 гарантує
iснування та єдинiсть розв’язку для будь-якого t ≥ 0 то, замiнюючи
початковий iнтервал [−h, 0] на [−h + s, s] для будь-якого s ≥ 0 ми можемо гарантувати iсну-
вання та єдинiсть розв’язку на будь-якому iнтервалi [s, t] з початковою Fs вимiрною фун-
кцiєю φ, яка задовольняє умови на [s − h, s]. Такi розв’язки позначатимуться як u(t, s, φ).
Аналогiчно, позначимо ut(s, φ) = u(t + θ, s, φ), де θ ∈ [−h, 0] зсув розв’язку u(t, φ) такий, що
us(s, φ) = u(s+ θ, s, φ) = φ(θ).

Далi, аналогiчно до [10], визначимо сiм’ю операторiв зсуву

U t
sφ := u(t+ θ, s, φ) = ut(s, φ). (5)

Позначимо F t
s(dW ) як мiнiмальну σ-алгебру, що мiстить множини {W (τ) −W (s), τ ∈ [s, t]}

i Gt як мiнiмальну σ-алебру, що мiстить {W (τ) −W (t), τ ≥ t}. Для будь-якої невипадкової
функцiї φ ∈ Ch, при s ≥ 0 i t ≥ s розв’язок U t

sφ є F t
s(dW )-вимiрною випадковою функцiєю зi

значеннями в Ch. Зазначимо, що в цьому випадку, оскiльки φ є невипадковою, то ut(s, φ) не
залежить вiд σ-алгебри Gt. Наступне твердження було доведено в [11]:

Твердження 2. [11] Оператор (5) задовольняє рiвнiсть

U t
τU

τ
s φ = U t

sφ,

для всiх t ≥ τ ≥ s ≥ 0, i φ ∈ Ch.

Нехай D є σ-алгеброю борелевих пiдмножин Ch. Для кожного A ∈ D позначимо

µt(A) = P{ut(s, t) ∈ A} = P{U t
sφ ∈ A} = P (s, φ, t, A). (6)

Таким чином ut(s, φ) природно визначає мiру на D. Формула (6) визначає напiврупу перехi-
дних ймовiрностей, що вiдповiдає випадковому процесу ut(s, φ),t ≥ s ≥ 0.
Подiбно до скiнченновимiрного випадку [10], можна показати, що ця функцiя
задовольняє властивостi перехiдних ймовiрностей.
Таким чином, ми отримуємо теорему.

Теорема 3. За припущень Теореми 2, процес ut(s, φ) є процесом Маркова на Ch з перехiдною
функцiєю (6).

Твердження 3. [5] [Pr 2.11] Для будь-якого t ≥ s ≥ 0 i для будь-якого A ∈ D маємо

P (s, φ, t, A) = P (0, φ, t− s,A)

Для будь-якого g ∈ Bb(Ch), i для всiх φ ∈ Ch i t ≥ s ≥ 0 позначимо:

Ps,t(g) := Eg(ut(s, φ)).

З Твердження 3 тодi отримуємо, що Ps,t(g) = P0,t−s(g) i позначимо Pt(g) = P0,t(g). Наступне
твердження говорить про феллеровiсть цiєї напiвгрупи.

Твердження 4. [5] [Pr 2.12] За припущень Теореми 2 перехiдна напiврупа Pt,t ≥ 0 є стоха-
стично неперервною i феллеровою:

Pt : Cb(Ch) −→ Cb(Ch),

i
lim
t−→0

Ptg = g.



12 Правдивий О.А., Станжицький О.М., Станжицький А.О, Мартинюк О.В.

Теорема 4. [5] [Th 2.13] Припустимо, що умови Теореми 1 виконуються, а рiвняння (1) має
розв’язок u(t) обмежений за ймовiрнiстю для t ≥ 0 в Ch, тодi iснує iнварiантна мiра µ в Ch:∫

Ch

Ptg(x)dµ(x) =

∫
Ch

g(x)dµ(x),

для будь-яких t ≥ 0 i g ∈ Cb(Ch).

Вiдповiдно, для будь-яких h > 0 iснує iнварiантна мiра µh для (1).
Надалi будемо вважати початковi умови невипадковими. Щоб перейти до основних резуль-

татiв, нам знадобиться допомiжний результат з [2], адаптований до нашої задачi.
Ми розглядаємо граничну поведiнку iнварiнтних мiр рiвняння (1)-(2) коли h −→ 0 де h

запiзнення в (1).
Для кожного h ∈ (0, 1] i φ ∈ C([−h, 0],H), uh(t, φ) - розв’язок (1)-(2) i стохастичний процес в
фазовому просторi C([−h, 0], H). Аналогiчно, для кожного u0 ∈ H, u0(t, u0) - розв’язок (3)-(4),
такий, що u0(0, u0) = u0.

Для h ∈ (0, 1] визначимо оператор Th : C([−h, 0],H) −→ H як Th(φ) := φ(0) для φ ∈
C([−h, 0], H) i Th : C([−1, 0],H) −→ C([−h, 0],H) як Th(φ)(s) := φ(s) для φ ∈ C([−1, 0], H).

Далi, припускаємо виконання наступної властивостi

lim
h−→0

sup
φ∈ThK

P{∥uh(t, φ)− u0(t, Thφ)∥ ≥ η} = 0, (7)

для кожної компактної пiдмножини K з C([−1, 0],H) i для всiх η > 0 та t ≥ 0.

Теорема 5. [2] [Th 7.1] Нехай виконується умова (7) i hn ⊂ (0, 1]. Нехай µhn iнварiантна мiра
uhn в C([−hn, 0],H) для всiх n ∈ N. Припустимо, що {µhn}∞n=1 щiльна, тобто для кожного ε > 0

iснує компактна множина K1 ⊂ C([−1, 0], H), така, що для всiх n ∈ N

νhn(ThnK1) > 1− ε. (8)

Тодi:

1. Послiдовнiсть {µhn ◦ T−1
hn

}∞n=1 щiльна.

2. Якщо hn −→ 0 i µ ймовiрнiсна мiра в H така, що µhn ◦ T−1
hn

−→ µ слабко, то µ буде
iнварiантною мiрою для u0

3 Гранична поведiнка iнварiантних мiр

З Теореми 5 випливає, що для отримання збiжностi мiр нам потрiбно довести (7). Для того,
щоб показати, що (7) справджується у нашому випадку нам знадобиться наступна лема.

Лема 1. Нехай виконанi умови 1)-3). Тодi, для кожної компактної множини K ∈ C([−1, 0], H),
t > 0 i η > 0, iснує послiдовнiсть {hn|n ≥ 1}, hn −→ 0 при n −→ ∞ така, що:

lim
n−→∞

sup
ξ∈ThnK

P (||uhn(t, ξ)− u0(t, Thnξ)|| ≥ η) = 0. (9)
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Доведення. Маємо:

uh(t, ξ) = S(t)(ξ(0)− g(ξ(−h))) + g(uh(t− h, ξ))−
∫ t

0
AS(t− s)g(uh(s− h, ξ))ds+

∫ t

0
S(t− s)f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))ds+

∫ t

0
S(t− s)σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))dW (s), (10)

i

u0(t, Thξ) = S(t)(Thξ − g(Thξ)) + g(u0(t, Thξ))−
∫ t

0
AS(t− s)g(u0(s, Thξ))ds+∫ t

0
S(t− s)f(u0(s, Thξ), u

0(s, Thξ))ds+

∫ t

0
S(t− s)σ(u0(s, Thξ), u

0(s, Thξ))dW (s). (11)

Тому

uh(t, ξ)− u0(t, Thξ) = S(t)(g(Thξ)− g(ξ(−h))) + (g(uh(t− h, ξ))− g(u0(t, Thξ)))+∫ t

0
AS(t− s)(g(u0(s, Thξ))− g(uh(s− h, ξ)))ds+∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, Thξ), u

0(s, Thξ)))ds+∫ t

0
S(t− s)(σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, Thξ), u

0(s, Thξ)))dW (s).

Вiдповiдно

uh(t, ξ)− u0(t, ξ(0)) = S(t)(g(ξ(0))− g(ξ(−h))) + (g(uh(t− h, ξ))− g(u0(t, ξ(0))))+∫ t

0
AS(t− s)(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))ds+∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))ds+∫ t

0
S(t− s)(σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))dW (s).

Як наслiдок отримуємо

E∥uh(t, ξ)− u0(t, ξ(0))∥2 ≤ ∥S(t)(g(ξ(0))− g(ξ(−h)))∥2

+E∥S(t)(g(uh(t− h, ξ))− g(u0(t, ξ(0))))∥2

+E

∥∥∥∥∫ t

0
AS(t− s)(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))ds

∥∥∥∥2 (12)

+E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))ds

∥∥∥∥2
+E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))dW (s)

∥∥∥∥2 .
Оцiнимо всi доданки починаючи з останнього в (12).
Використавши [4] Теорему 6.10 отримуємо, що iснує K > 0 таке, що:

E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))dW (s)

∥∥∥∥2
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≤ EK

∫ t

0
||σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0)))||2L0

2
ds

≤ EKL2

∫ t

0
||uh(s− h, ξ)− u0(s, ξ(0))||2 + ||uh(s, ξ))− u0(s, ξ(0))||2ds.

Для оцiнки першого доданку, використаємо [2] (7.14):∫ t

0
||uh(s− h, ξ)− u0(s, ξ(0))||2ds ≤

2

∫ 0

−h
∥uh(s, ξ)− ξ(0)∥2ds+ 2

∫ h

0
∥u0(s, ξ(0))− ξ(0)∥2ds+ 2

∫ t

0
∥uh(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds (13)

+2

∫ t

0
∥u0(s, ξ(0))− u0(s+ h, ξ(0))∥2dt.

Тому, використовуючи (13) отримуємо:

E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(σ(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− σ(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))dW (s)

∥∥∥∥2

≤ EKL2
(
2

∫ 0

−h
∥uh(s, ξ)− ξ(0)∥2ds+ 2

∫ h

0
∥u0(s, ξ(0))− ξ(0)∥2ds (14)

+3

∫ t

0
∥uh(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds+ 2

∫ t

0
∥u0(s, ξ(0))− u0(s+ h, ξ(0))∥2dt

)
.

Далi оцiнюємо доданок:

E∥
∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))ds∥2,

наступним чином:

E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))ds

∥∥∥∥2

≤ E

∫ t

0
∥S(t− s)∥2ds ·

∫ t

0
∥f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0)))∥2ds

≤ EL2

∫ t

0
∥uh(s− h, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2 + ∥uh(s, ξ))− u0(s, ξ(0))∥2ds.

Також маємо:

E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)(f(uh(s− h, ξ), uh(s, ξ))− f(u0(s, ξ(0)), u0(s, ξ(0))))ds

∥∥∥∥2

≤ EL2
(
2

∫ 0

−h
∥uh(s, ξ)− ξ(0)∥2ds+ 2

∫ h

0
∥u0(s, ξ(0))− ξ(0)∥2ds (15)

+3

∫ t

0
∥uh(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds+ 2

∫ t

0
∥u0(s, ξ(0))− u0(s+ h, ξ(0))∥2dt

)
.

Далi, використавши нерiвнiсть Юнга для конволюцiй отримуємо:

E

∥∥∥∥∫ t

0
AS(t− s)(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))ds

∥∥∥∥2
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≤ E

∫ t

0
∥AS(t− s)(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))∥2ds

≤ E

∫ t

0
∥Aα−1S(t− s)∥ · ∥Aα(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))∥2ds

≤ E

∫ t

0
∥Aα−1S(τ)∥dτ ·

∫ t

0
∥Aα(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))∥2ds

≤ EMα

∫ t

0
∥(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))∥2αds

≤ EMα

∫ t

0
||uh(s− h, ξ)− u0(s, ξ(0))||2ds.

де Mα :=
∫ t
0 Cα−1(t− s)α−1eδ(t−s).

Тому:

E∥
∫ t

0
AS(t− s)(g(u0(s, ξ(0)))− g(uh(s− h, ξ)))ds∥2

≤ 2EMαL
2
(∫ 0

−h
∥uh(s, ξ)− ξ(0)∥2ds+

∫ h

0
∥u0(s, ξ(0))− ξ(0)∥2ds (16)

+

∫ t

0
∥uh(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds+

∫ t

0
∥u0(s, ξ(0))− u0(s+ h, ξ(0))∥2dt

)
.

Враховуючи те, що Thξ = ξ(0) маємо:

||S(t) · (g(ξ(0))− g(ξ(−h)))||2 ≤ ||S(t)||2 · ||L(ξ(0)− ξ(−h))||2.

Далi покажемо, що для всiх компактних множин K

lim
h−→0

sup
ξ∈ThK

||ξ(0)− ξ(−h)||2 = 0,

тут внутрiшнiй супремум iснує з теореми Асколi-Арцела. Прийнявши до уваги, що
функцiонал φ(ξ) := E∥ξ(0)− ξ(−h)∥2 неперервний можемо зробити висновок, що iснує деякий
ξhsup ∈ Ch на якому супремум досягається, але

lim
h−→0

∥ξhsup(0)− ξhsup(−h)∥2 = 0,

що випливає з неперервностi ξhsup.
Оцiнимо, нарештi, доданок E∥g(uh(t− h, ξ))− g(u0(t, ξ(0)))∥2. Маємо:

E∥g(uh(t− h, ξ))− g(u0(t, ξ(0)))∥2

≤ L2E∥uh(t− h, ξ)− u0(t, ξ(0))∥2

≤ L2E
(
∥uh(t, ξ)− u0(t, ξ)∥2 + ∥uh(t− h, ξ)− uh(t, ξ)∥2

)
≤ L2E

(
(∥uh(t, ξ)− u0(t, ξ)∥2

)
+ L2E

(
∥uh(t− h, ξ)− uh(t, ξ)∥2)

)
.

Перший доданок не перевищує ∥uh(t, ξ)− u0(t, ξ)∥2 з оцiнок на сталу L.
Покажемо що:

lim
h−→0

sup
ξ∈ThK

L2E
(
∥uh(t− h, ξ)− uh(t, ξ)∥2

)
−→ 0.
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Враховуючи те, що з Теореми 2 ми маємо неперервну залежнiсть вiд початкових даних для
м’якого розв’язку i ThK компакт, можемо зробити висновок, що iснує деякий ξhsup, залежний
вiд h, такий, що:

sup
ξ∈ThK

L2E
(
∥uh(t− h, ξ)− uh(t, ξ)∥2

)
= L2E

(
∥uh(t− h, ξhsup)− uh(t, ξhsup)∥2

)
З означення м’якого розв’язку випливає, що

uh(t, ξhsup)− uh(t− h, ξhsup) =

(S(t)− S(t− h))(ξhsup(0)− g(ξhsup(−h)))

+g(uh(t− h, ξhsup))− g(uh(t− 2h, ξhsup))

−
∫ t

0
(AS(t− s)−AS(t− h− s))g(uh(s− h, ξhsup))ds

+

∫ t

t−h
AS(t− h− s)g(uh(s− h, ξhsup))ds

+

∫ t

0
(S(t− s)− S(t− h− s))f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

+

∫ t

t−h
S(t− h− s)f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

+

∫ t

0
(S(t− s)− S(t− h− s))σ(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))dW (s)

+

∫ t

t−h
S(t− h− s)σ(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))dW (s),

Отже, пiсля N крокiв маємо

L2E∥uh(t, ξhsup)− uh(t− h, ξhsup)∥2 ≤

N−1∑
n=0

L2n∥(S(t− nh)− S(t− (n+ 1)h))(ξhsup(0)− g(ξhsup(−h))∥2

+L2nE∥g(uh(t− (N − 1)h, ξhsup))− g(uh(t−Nh, ξhsup))∥2

+

N−1∑
n=0

L2nE

∥∥∥∥∫ t−nh

0
(AS(t− nh− s)−AS(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))ds

∥∥∥∥2

+

N−1∑
n=0

LnE

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
AS(t− (n+ 1)h− s)g(uh(s− h, ξhsup))ds

∥∥∥∥∥
2

+
N−1∑
n=0

L2nE

∥∥∥∥∫ t−nh

0
(S(t− nh− s)− S(t− (n+ 1)h− s))f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

∥∥∥∥2

+

N−1∑
n=0

L2nE

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
S(t− (n+ 1)h− s)f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

∥∥∥∥∥
2
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+
N−1∑
n=0

L2nE
∥∥∥∫ t−nh

0
(S(t− nh− s)

−S(t− (n+ 1)h− s))σ(uh(s− h, ξhsup), u
h(s, ξhsup))dW (s)

∥∥∥2
+

N−1∑
n=0

L2nE

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
S(t− (n+ 1)h− s)σ(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))dW (s)

∥∥∥∥∥
2

.

Для того, щоб довести збiжнiсть до 0 потрiбно показати, що iснує C > 0 i деяка функцiя
ψ(h) −→ 0, при h −→ 0, такi, що наступнi нерiвностi справджуються:

∥(S(t− nh)− S(t− (n+ 1)h))(ξhsup(0)− g(ξhsup(−h))∥2 ≤ Cψ(h),

E

∥∥∥∥∫ t−nh

0
(AS(t− nh− s)−AS(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))ds

∥∥∥∥2 ≤ Cψ(h),

E

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
AS(t− (n+ 1)h− s)g(uh(s− h, ξhsup))ds

∥∥∥∥∥
2

≤ Cψ(h),

E

∣∣∣∣∫ t−nh

0
(S(t− nh− s)− S(t− (n+ 1)h− s))f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

∥∥∥∥2 ≤ Cψ(h), (17)

E

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
S(t− (n+ 1)h− s)f(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))ds

∥∥∥∥∥
2

≤ Cψ(h),

E
∥∥∥∫ t−nh

0
(S(t− nh− s)

−S(t− (n+ 1)h− s))σ(uh(s− h, ξhsup), u
h(s, ξhsup))dW (s)

∥∥∥2 ≤ Cψ(h),

E

∥∥∥∥∥
∫ t−nh

t−(n+1)h
S(t− (n+ 1)h− s)σ(uh(s− h, ξhsup), u

h(s, ξhsup))dW (s)

∥∥∥∥∥
2

≤ Cψ(h).

Беручи до уваги, що ξhsup ∈ ThK, з сюр’єктивностi Th iснує ξ̂hsup ∈ K таке, що

Thξ̂hsup = ξhsup.

Позначимо множину всiх таких ξ̂ для кожного h як ΞK ⊂ K. Iз компактностi K можна зро-
бити висновок, що iснує збiжна пiдпослiдовнiсть ξ̂n яка збiгається до деякого ξ̂0 ∈ ΞK в K.
Iз неперервностi оператора Th отримуємо, що limn−→∞ ∥ξhn

sup − g(ξhn
sup)∥2 iснує для деякої послi-

довностi hn −→ 0. Таким чином, нерiвнiсть 1 з (17) справджується для деякої послiдовностi
hn.
З того, що вiдображення f, g, σ i напiвгрупа S обмеженi, випливає, що (17) справжується для
нерiвностей 3,5,7.
З умов на напiвгрупу S можемо довести, що (17) справджуєтсья також для нерiвностей 1, 4,
6.
Розлянемо лiву частину нерiвностi 2 з (17) детальнiше:

E

∥∥∥∥∫ t−nh

0
(AS(t− nh− s)−AS(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))ds

∥∥∥∥2
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≤ E

∫ t−nh

0
∥(AS(t− nh− s)−AS(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

= E

∫ t−nh

0
∥A(S(t− nh− s)− S(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

= E

∫ t−nh

0
∥A(S(t− (n+ 1)h− s+ h)− S(t− (n+ 1)h− s))g(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

= E

∫ t−nh

0
∥A(S

(
t− (n+ 1)h− s

2
+ h

)
− S

(
t− (n+ 1)h− s

2
)

)
·S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
g(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

≤ E

∫ t−nh

0
∥S

(
t− (n+ 1)h− s

2
+ h

)
− S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2

·∥AS
(
t− (n+ 1)h− s

2

)
g(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

≤ E

∫ t−nh

0
∥S

(
t− (n+ 1)h− s

2
+ h

)
− S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2

·∥Aα−1S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2||Aαg(uh(s− h, ξhsup))∥2ds

≤ Cα,gE

∫ t−nh

0
∥S

(
t− (n+ 1)h− s

2
+ h

)
− S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2

·∥Aα−1S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2ds,

де Cα,g >
∫ t−nh
0 ∥g(uh(s− h, ξhsup))∥2αds, що випливає з лiнiйного росту g.

Позначимо t−(n+1)h−s
2 =: s1

Cα,gE

∫ t−nh

0
∥S

(
t− (n+ 1)h− s

2
+ h

)
− S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2

·∥Aα−1S

(
t− (n+ 1)h− s

2

)
∥2ds

= Cα,gE

∫ h

0
∥S (s1 + h)− S (s1) ∥2 · ∥Aα−1S (s1) ∥2ds1,

що збiгається до 0, коли h −→ 0.
Пiсля цього з (17) отримуємо, що E∥uhn(t−hn, ξ)−uhn(t, ξ)∥2 збiгається до 0, коли hn приямує
до 0.
Тому з (14), (15), (16), отримуємо, що:

E∥uhn(t, ξ)− u0(t, ξ(0))∥2 ≤ Cψ(hn)

+EL2∥uhn(t, ξ)− u0(t, ξ(0))∥2

+3E(2L2 +MαL
2 +KL2)

(∫ 0

−hn

∥uhn(s, ξ)− ξ(0)∥2ds+
∫ hn

0
∥u0(s, ξ(0))− ξ(0)∥2ds (18)
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+

∫ t

0
∥uhn(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds+

∫ t

0
∥u0(s, ξ(0))− u0(s+ hn, ξ(0))∥2dt

)
,

або, беручи до уваги, що hn −→ 0:

E∥uhn(t, ξ)− u0(t, ξ(0))∥2 ≤ CLCψ(hn)

+3ECL(2L
2 +MαL

2 +KL2)
(∫ t

0
∥uhn(s, ξ)− u0(s, ξ(0))∥2ds

)
,

де CL := 1
1−L2 .

Тому, з нерiвностi Гронуола отримуємо, що:

lim
n−→0

sup
ξ∈ThnK

E∥uhn(t, ξ)− u0(t, Thnξ)∥2 = 0.

Останнє, разом з нерiвнiстю Чебишева, доводить твердження теореми.

Використовуючи Лему 1 ми можемо провести аналогiчнi мiркування до [2] Теореми 7.3:

Теорема 6. Нехай умови на оператор A i на функцiї f, g, σ справджуються, тодi:

1. Об’єднання
⋃

h∈[0,1]Mh щiльне

2. Якщо hn −→ 0 i µhn ∈ Mhn , тодi iснує пiдпослiдовнiсть hn(k) i iнварiантна мiра µ0 ∈ M0

такi, що µhn(k) ◦ T−1
hn(k)

−→ µ0 слабко.

Для отримання наступного результату, нам знадобиться наступне означення:

Означення 2. Назвемо розв’язок (1)-(2) стiйким за розподiлом, якщо iснує K, γ > 0, таке,
що для всiх t0 ∈ R i для кожного t > t0 + h i для будь-якого iншого розв’язку рiвняння η(t)

такого, що E∥η(t0)∥2 <∞, маємо:

E∥ut − ηt∥2Ch
≤ Ke−γ(t−t0)E(∥u(t0)− η(t0)∥2 + ∥u(t0 − h)− η(t0 − h)∥2) (19)

Тодi, якщо ми маємо стiйкiсть за розподiлом i єдину iнварiантну мiру, то, як прямий на-
слiдок Теорем 1, 2, 4, 5, 6 отримуємо теорему.

Теорема 7. Нехай умови Теореми 5 справджуються i hn −→ 0. Тодi µhn −→ µ0 слабко.

4 Застосування

Нехай D обмежена область в Rd з ∂D що задовольняє умову Ляпунова, H = L2(D), i

Au =

d∑
i,j=1

(ai,j(x)uxi)xj = div(a(x)∇u).

Тут ai,j неперервнi за Гельдером коефiцiєнти показником Гельдера β ∈ (0, 1), що є симетри-
чними, обмеженими i задовольняють умову рiвномiрної елiптичностi:

d∑
i,j=1

ai,jηiηj ≥ C0∥η∥2, η ∈ Rd,
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для деякого C0 > 0. Нехай en(x) - ортонормований базис в H, такий, що en ∈ L∞(D). Введемо
оператор коварiацiї Q ∈ L(H), такий, що Q невiд’ємний, Tr(Q) <∞, i Qen = λnen. Це дозволяє
визначити випадковий процес

W (t) :=
∞∑
i=1

√
λiβi(t)ei(x), t ≥ 0,

що є Q-вiнерiвським процесом для t ≥ 0 зi значеннями в L2(D). Позначимо U := Q
1
2 (L2(D)). Iз

[6] Лема 2.2, випливає, що U ∈ L∞(D). Аналогiчно до [6] введемо мультиплiкативний оператор
Ψ : U −→ H наступним чином. Для фiксованого φ ∈ L2(D), Ψ(φ) := φ ·ψ при ψ ∈ U . Оскiльки
φ ∈ L2(D) i ψ ∈ L∞(D), оператор Ψ визначений, тому Ψ ◦ Q

1
2 : L2(D) −→ L2(D) визначає

оператор Гiльберта-Шмiдта з

∥Ψ ◦Q
1
2 ∥2L0

2
≤ Tr(Q) sup

n≥1
∥en∥2∞∥φ∥2L2(D).

Розглянемо наступне рiвняння з запiзненням:

d
[
u(t, x) +

∫
D
b(x, u(t− h, y), y)dy

]
=

[
div(a(x)∇u(t, x)) + f(u(t− h, x))

]
dt+ σ(u(t− h, x))dW (t),

(20)

для t > 0, з u(t, x) = φ(t, x) при t ∈ [−h, 0], i u(t, x) = 0 для x ∈ ∂D,t ≥ 0. Тут b(x, z, y) :

Rd × R× Rd −→ R, f : R −→ R i σ : R −→ R. Введемо вiдображення:

g(φ)(x) :=

∫
D
b(x, φ(−h), y)dy,

як вiдображення з C([−h, 0],R) в L2(D). Тодi рiвняння (20) можна записати в
абстрактнiй формi (1)-(2), зD(A) := H2(D)∩H1

0 (D). Припустимо, що виконанi наступнi умови:

1. Функцiї f, σ задовольняють умову Лiпшиця з константою Лiпшиця L.

2. Функцiя b неперервна вiдносно всiх її змiнних i iснує A > 0 таке, що

|b(x, 0, y)|+ |∇xb(x, z, y)| ≤ A,

i
|b(x, z1, y)− b(x, z2, y)|+ |∇xb(x, z1, y)−∇xb(x, z2, y)| ≤ L|z1 − z2|,

для всiх x, y ∈ D, z1, z2 ∈ R.

3. Нехай також
2L2(µ(D))2 < 1.

Перевiримо, що умови Теореми 1 справджуються. Для будь-якого φ ∈ Ch маємо:

∥f(φ)∥2 =
∫
D
|f(φ(−h, x))|2dx ≤

∫
D
L2|φ(−h, x)|2dx+

∫
D
|f(0, x)|2dx

≤ L2 sup
θ∈[−h,0]

∫
D
|φ(θ, x)|2dx+

∫
D
|f(0, x)|2dx <∞,
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i

∥σ(φ)∥2L0
2
≤

∞∑
k=1

λk sup
n

∥en∥2∞
∫
D
|σ(φ(−h, x))|2dx <∞.

Окрiм того:

∥f(φ1)− f(φ2)∥2 ≤ L2

∫
D
|φ1(−h, x)− φ2(−h, x)|2dx ≤ L2 sup

θ∈[−h,0]

∫
D
|φ1(θ, x)− φ2(θ, x)|2dx,

i

∥σ(φ1)− σ(φ2)∥2L0
2
≤ L2

∞∑
k=1

λk sup
n

∥en∥2∞ sup
θ∈[−h,0]

∫
D
|φ1(θ, x)− φ2(θ, x)|2dx.

Оскiльки (−A) секторiальний самоспряжений оператор, то з [7] ст.335, випливає, що σ(−A) >
δ > 0, i (−A)−1 компактний та утворює компактну напiвгрупу S(t). Далi, аналогiчно [8] введе-
мо iнтерполяцiйний простiр DA(

1
2 , 2) = H1

0 . Але, з Твердження A.17 [9] випливає, що DA(
1
2 , 2)

iзоморфний до D((−A)
1
2 ).

Нехай iснує C1/2 > 0, з Твердження 1, таке що:

2L2 + L2
∞∑
k=1

λk + L2C <
1

2
,

i

36L4(C1/2 + 1 +
∞∑
k=1

λk)
2 <

3

π
,

де C :=
C2

1/2

2δ2
.

Далi

∥g(φ)∥21
2

= ∥g(φ)∥2H1
0
=

∫
D
|g(φ(x))|2dx+

∫
D
|∇g(φ(x))|2dx.

Тому ∫
D
|g(φ(x))|2dx =

∫
D
dx

(∫
D
b(x, φ(−h, y), y)dy

)2

≤ L2µ(D)2
(∫

D
|φ(−h, y)|dy + 1

)
<∞.

З теореми Лебега про диференцiювання iнтеграла за параметром маємо, що

∇g(φ(x)) =
∫
D
∇xb(x, φ(−h, y), y)dy,

тому ∫
D
|∇g(φ(x))|2dx <∞.

Нарештi

∥g(φ1)− g(φ2)∥21
2

=

∫
D
|g(φ1(x))− g(φ2(x))|2dx+

∫
D
|∇xg(φ1(x))−∇xg(φ2(x))|2dx

≤
∫
D
dx

(∫
D
|b(x, φ1(−h, y), y)− b(x, φ2(−h, y), y)|2dy

)
+

∫
D
dx

(∫
D
|∇xb(x, φ1(−h, y), y)−∇xb(x, φ2(−h, y), y)|2dy

)
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≤ 2µ(D)2L2∥φ1 − φ2∥2Ch
.

Зазаначимо, що з спектральної умови на A випливає, що напiвгрупа експоненцiйно стискаюча

∥S(t)∥ ≤ Keδt, t ≥ 0.

Тепер, доведемо, що розв’язок глобально обмежений. Маємо:

E∥u(t)∥2 ≤ 2E∥S(0)(φ(0) + g(φ))∥2 + 2E∥g(ut)∥2 + 4E

∥∥∥∥∫ t

0
AS(t− s)g(us)ds

∥∥∥∥2

+4E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)f(us)ds

∥∥∥∥2 + 4E

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)σ(us)dW (s)

∥∥∥∥2
≤ 4K2e−2δtE∥φ(0) + g(φ)∥2 + C2µ(D)2

+E

(∫ t

0
∥A

1
2S(t− s)∥ · ∥g(us)∥ 1

2
ds

)2

+K2C +K2
∞∑
k=1

λk,

тому з ∥g(us)∥ 1
2
<∞, i з експоненцiйної оцiнки на напiвгрупу маємо глобальну

обмеженiсть.
Отже, з теореми 4 випливає iснування iнварiантної мiри.

Дослiдження частково пiдтримано грантом Вiддiлення цiльової пiдготовки
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при НАН України 3М-2024
"Якiсний аналiз та керування в нелiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвняннях iз iмпульсними
та стохастичними збуреннями державний реєстрацiйний номер:
0124U002140.
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In this work we consider invariant measures for neutral type stochastic delay evolution
equation in Hilbert space. Established conditions on existence and uniqueness of invariant
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