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ФУНКЦIОНАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ОПТИМАЛЬНИМ

КЕРУВАННЯМ РIВНЯНЬ БЕЗ ЗАПIЗНЕННЯ У НЕСКIНЧЕННОВИМIРНИХ

ПРОСТОРАХ

Вивчається задача оптимального керування функцiонально-диференцiальним рiвня-
нням параболiчного типу в банаховому просторi, шляхом його замiни апрксимацiйною
системою параболiчних рiвняннь без запiзнення.
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1 Вступ

Нехай X - банахiв простiр з нормою ∥ · ∥X , яку в подальшому будемо позначати ∥ · ∥. Через
Ch = C([−h, 0];X) позначимо простiр X-значних, неперервних функцiй φ : [−h, 0] 7→ X з
нормою

∥φ∥C = sup
t∈[−h,0]

∥φ(t)∥,

де h > 0 - величина запiзнення. Нехай L(X,X) - простiр лiнiйних обмежених операторiв, що
дiють з X в X.

Нехай A : X 7→ X необмежений, замкнутий, лiнiйний оператор i D(A) його область ви-
значення, щiльна в X. Також вважаємо, що A є генератором C0 напiвгрупи S(t) = etA, t ≥ 0

обмежених операторiв. S(t) є напiвгрупою компактних операторiв при t > 0.
Розглядається задача оптимального керування для нескiнченновимiрного функцiонально-

диференцiального рiвняння в банаховому просторi:{
dx(t)
dt = Ax(t) + f1(t, x(t), x(t− h)) + f2(t, x(t), x(t− h))u(t), t ∈ [0, T ],

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0]
(1)
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iз критерiєм якостi

J [u] =

∫ T

0
G(t, x(t), u(t))dt→ inf . (2)

Задачi (1)-(2) ставиться у вiдповiднiсть задача оптимального керування деякою системою рiв-
нянь без запiзнення (6)-(7) (див. нижче), що називається апроксимацiйною.

Основним результатом роботи є встановлення варiацiйних спiввiдношень мiж розв’язками
вихiдної задачi (1)-(2) та розв’язками апроксимацiйної задачi (6)-(7). А саме, якщо m число
рiвнянь у системi (6), а (x∗, u∗, J∗) та (z∗0m, u

∗
m, J

∗
m) розв’язки задач (1)-(2) та (6)-(7) вiдповiдно,

то:
1) J∗

m → J∗, m→ ∞,
2) по пiдпослiдовностi u∗mk

w→ u∗ в Lp(0, T ;X), z∗0m → x∗ в C([0, T ];X).
Теорiя оптимального керування такими рiвняннями стосовно задач у нескiнченновимiрних

просторах викладена у монографiї [4], де викладенi класичнi питання: принцип максимуму, ди-
намiчне програмування та iнше. Питання iснування розв’язкiв задач типу (1) i бiльш загальних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу вивчалось в роботi [7]. В роботi [3]
отримано достатнi коефiцiєнтнi умови iснування оптимальних керувань для функцiонально-
диференцiальних рiвнянь параболiчного типу, а для рiвнянь нейтрального типу в [6].

В даннiй роботi до дослiдження задач оптимального керування застосовано новий пiдхiд,
що дозволяє звести дослiдження задачi керування системою функцiонально-диференцiальних
рiвнянь до задачi керування рiвнянням без запiзнення, шляхом побудови спецiальної апрокси-
мацiйної системи.

Зазначимо, що метод дослiдження функцiонально-диференцiальних рiвнянь шляхом по-
будови апроксимацiйної системи рiвнянь без запiзнення застосовувався в роботах [1], [5] при
дослiдженнi стiйкостi та крайових задач у скiнченновимiрному випадку.

Робота складається з п’яти роздiлiв. Перший роздiл присвячений вступу. В 2 роздiлi ми
даємо строгу постановку задачi та формулювання основного результату. Третiй роздiл мiстить
деякi допомiжнi результати. Доведення основного результату наведено в роздiлi 4. В роздiлi
5 ми демонструємо застосування отриманих теоретичних результатiв.

2 Постановка задачi i основний результат

Стосовно задачi (1)-(2) припускаємо виконання наступних умов.
Умови на напiвгрупу.
H1) Напiвгрупа S(t) є компактною при t > 0.
Тодi з Теореми 3.2 [2] випливає, що S(t) є неперервною в рiвномiрнiй операторнiй топологiї

для t > 0.
Умови на нелiнiйнiсть.
A1) f1 : [0, T ]×X ×X 7→ X є неперервне за сукупнiстю змiнних;
f2 : [0, T ]×X ×X 7→ L(X,X) є неперервне за сукупнiстю змiнних;
A2) iснує стала K > 0 :

∥f1(t, x, y)∥+ ∥f2(t, x, y)∥ ≤ K(1 + ∥x∥+ ∥y∥),

для довiльних t, x, y з областi визначення;
A3) iснує стала K > 0:

∥f1(t, x1, y1)− f1(t, x2, y2)∥+ ∥f2(t, x1, y1)− f2(t, x2, y2)∥ ≤ K(∥x1 − x2∥+ ∥y1 − y2∥),
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для t ∈ [0, T ], t, x1, x2, y1, y2 з областi визначення;
A4) початкова функцiя φ : [−h, 0] 7→ X є неперервною;
A5) керування u(t) вважаються допустими, якщо u ∈ Lp(0, T ;X) (p > 1) i u(t) ∈ F м.с., де

F - опукла i замкнена множина в X. Множину допустимих керувань позначимо U при цьому

∥u∥p =
( ∫ T

0 ∥u∥pdt
) 1

p ;
A6) Функцiя G : [0, T ]×X ×X 7→ [0,∞) неперервна за сукупнiстю змiнних та опукла по u

при фiксованих x, t;
A7) iснують C0 > 0, C > 0, ν > 0, такi, що для довiльних x, x1, u ∈ X, t ∈ [0, T ] маємо

|G(t, x, u)−G(t, x1, u)| ≤ C0∥x− x1∥(1 + ∥x∥ν + ∥x1∥ν + ∥u∥p); (3)

G(t, x, u) ≥ C∥u∥p; (4)

A8) похiдна Фреше Lu неперервна за всiма змiнними i iснує додатнi константи C1, α такi,
що

∥Lu(t, x, u)∥∗ ≤ C1(1 + ∥x∥α + ∥u∥p−1),

де ∥ · ∥∗ - норма в спряженому просторi X∗.
Розв’язок початкової задачi (1) будемо розумiти у м’якому сенсi.

Означення 1. Неперервну функцiю x(t) ∈ X назвемо м’яким розв’язком початкової задачi
(1) на [0, T ] якщо:

1) x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0];
2) x(t) ∈ C([0, T ], X);
3) x(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

x(t) = S(t)φ(0) +

∫ t

0
S(t− s)f1(s, x(s), x(t− h))ds

+

∫ t

0
S(t− s)f2

(
s, x(s), x(t− h))u(s)ds. (5)

З роботи [9] випливає, що такий розв’язок iснує i єдиний.
За задачею (1) побудуємо наступну систему еволюцiйних рiвнянь без запiзнень, яку назвемо

апроксимацiйною.
Зафiксуємо m ∈ N i розiб’ємо iнтервал [−h, 0] точками − h

mj, j = 0,m на m частин. Визна-
чимо функцiї zj(t) ∈ X як розв’язки наступних задач Кошi:

dz0
dt = Az0 + f1(t, z0(t), zm(t)) + f2(t, z0(t), zm(t))u(t),
dzj(t)
dt ) = m

h (zj−1(t)− zj(t)), t ∈ [0, T ],

zj(0) = φ(−hj
m ), j = 0,m.

(6)

Тут z0(t) - розв’язок першого рiвняння розумiється у м’якому сенсi, а решта m рiвнянь -
у звичайному сенсi. Похiдна dzj(t)

dt розглядається як сильна похiдна за нормою простору X.
Очевидно, що (6) має єдиний розв’язок.

Означення 2. Система (6) називається апроксимуючою для (1), якщо

sup
t∈[0,T ]

∥x(t− h

m
j, u)− zj(t, u)∥ → 0, m→ ∞, j = 0,m.
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Для системи рiвнянь (6) розглянемо критерiї якостi

Jm[u] =

∫ T

0
G(t, z0(t), u(t))dt→ inf . (7)

Позначимо через J∗ = inf
u∈U

J [u], J∗
m = inf

u∈U
Jm[u].

Основним результатом є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови H1), A1)-A8). Тодi задачi оптимального керування (1)-
(2) i (6)-(7) мають розв’язки (x∗(t), u∗(t)) i (z∗0m(t), u∗m(t)) вiдповiдно. При цьому:

1)
J∗
m → J∗, m→ ∞; (8)

2) для будь-якого η > 0 iснує m0 таке, що для m > m0 маємо∣∣J∗ − J [u∗m]
∣∣ < η, (9)

тобто, оптимальне керування апрксимуючої системи є "майже оптимальним"для вихiдної;
3) iснує послiдовнiсть mk → ∞, k → ∞, така, що

z∗omk
(t) ⇒ x∗(t) (10)

рiвномiрно на [0, T ] i u∗m
w→ u∗ слабко в Lp(0, T ).

Якщо при цьому задача (1)-(2) має єдиний розв’язок, то збiжностi (9) i (10) мають мiсце
для всiх m→ ∞.

3 Допомiжнi твердження

В цьому роздiлi наведемо ряд допомiжних тверджень.
Позначимо через W множину допустимих керувань u, таких, що ∥u∥p ≤ B для деякої

B > 0. Нехай {um} - нескiнчена послiдовнiсть керувань, така, що um ∈ W для m = 1, 2, ....
x(t, um) та zj(t, um) - розв’язки задач (1) та (6) вiдповiдно. Зазначимо, що для кожного m um
у системi (6) рiзнi.

Теорема 2. За виконання умов H1), A1)-A5) система (6) є апроксимуючою для початкової
задачi (1) рiвномiрно по um ∈ A, тобто

sup
t∈[0,T ]

∥x(t− h

m
j, um)− zj(t, um)∥ → 0, m→ ∞ (11)

рiвномiрно по um ∈W .

Для доведення Теореми 2 необхiдна наступна лема.

Лема 1. За виконання умов Теореми 2 для розв’язку початкової задачi (1) справедлива не-
рiвнiсть

sup
|t1−t2|≤l,t1,t2∈[−h,T ]

∥x(t2, um)− x(t1, um)∥ ≤ C(T, ∥φ∥C , h, l, B) → 0, l → 0. (12)
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Доведення. В межах доведення x(t, um) i zj(t, um) будемо позначати через x(t) i zj(t) вiдпо-
вiдно.

В силу умов H1), A2) i нерiвностi Гельдера отримаємо, що

sup
s∈[0,T ]

∥x(s)∥q ≤ C1 + C2(B)

∫ t

0
sup

s∈[0,T ]
∥x(s)∥qds.

Отже, в силу нерiвностi Гронуолла отримуємо

sup
s∈[0,T ]

∥x(s)∥q ≤ C3(T, ∥φ∥C , h, B). (13)

рiвномiрно по um ∈W .
Нехай t2 = t1 + r, r ≤ l. Розглянемо випадок t1 ≥ 0.
Так як напiвгрупа S(t) є напiвгрупа класу C0 i застосовуючи умови A2), A5), теорему

Лебега про мажоровану збiжнiсть i нерiвнiсть Гельдера, отримаємо, що

sup
|t1−t2|<l

∥x(t2)− x(t1)∥q → 0, l → 0.

Якщо ж t1 та t1 + l належать [−h, 0], то в силу означення розв’язку отримуємо, що:

sup
|t2−t1|≤l

∥x(t2, u)− x(t1, u)∥ = sup
|t2−t1|≤l

∥φ(t2)− φ(t1)∥ → 0, l → 0

в силу рiвномiрної неперервностi φ(t) на [−h, 0].
Якщо ж t1 ∈ [−h, 0], а t2 > 0, то

∥x(t2, u)− x(t1, u)∥ ≤ ∥x(t2, u)− φ(0)∥+ ∥φ(0)− x(t1, u)∥. (14)

Очевидно, що якщо l → 0, то t1 → 0 i t2 → 0 i ∥x(t2, u)− x(t1, u)∥ → 0.
Враховуючи, що усi отриманi вище оцiнки рiвномiрнi по t1, маємо доведення Леми 1.

Перейдемо до доведення Теореми 2.

Доведення. Для будь-якого достатньо малого µ > 0 покладемо

xµ(t, u) =
1

µ

∫ t+µ

t
x(s)ds, t ∈ [−h, T ], (15)

де для t ≥ T продовжимо функцiю x(s) за неперервнiстю сталою величиною.
Очевидно, що xµ(t, u) є строго диференцiйовною i строга похiдна дорiвнює

ẋµ(t) =
1

µ
(x(t+ µ)− x(t)). (16)

Неважко показати, що

sup
t∈[−h,T ]

∥x(t)− xµ(t)∥ ≤ C(T, ∥φ∥C , µ,B) → 0, µ→ 0 (17)

в силу Леми 1.
Нехай yj(t) = x(t− h

mj) i введемо рiзницi Nj(t) = ∥yj(t)− zj(t)∥, j = 0,m.

Розкладемо систему (6) на двi системи та представимо її розв’язок у виглядi суми

zj(t) = z
(1)
j (t) + z

(2)
j (t),
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де z(1)j (t) - розв’язок системи
h
m ż

(1)
1 = x(t)− z

(1)
1 (t),

h
m ż

(1)
j = z

(1)
j−1(t)− z

(1)
j (t), j = 1,m,

z
(1)
j (0) = x(−hj

m ),

(18)

а z(2)j (t) - вiдповiдний розв’язок системи
h
m ż

(2)
1 = −z(2)1 (t) + (z0(t)− x(t)),

h
m ż

(2)
j = z

(2)
j−1(t)− z

(2)
j (t), j = 1,m,

z
(2)
j (0) = 0.

(19)

Тодi

sup
t∈[0,T ]

∥x(t− h

m
j)− zj(t)∥ ≤ sup

t∈[0,T ]
∥yj(t)− z

(1)
j (t)∥+ sup

t∈[0,T ]
∥z(2)j (t)∥. (20)

На наступному кроцi оцiнимо перший доданок у (20). Покажемо, що виконується нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

∥yj(t)− z
(1)
j (t)∥ ≤ C1(T, ∥φ∥, h,

h

m
,B) → 0,m→ 0. (21)

Подамо x(t) у виглядi

x(t) = xµ(t) + x(t)− xµ(t) = xµ(t)− x1(t),

yj(t) = y
(1)
j (t) + y

(2)
j (t).

Тут y(1)j (t) = xµ(t− h
mj), а y(2)j (t) = x1(t− h

mj).

Тодi система (18) для z
(1)
j (t) = φj(t) + vj(t) розкладається на двi пiдсистеми, а саме: на

пiдсистему 
h
m φ̇1 = −φ1 + xµ,
h
m φ̇j = −φj−1 − φj , j = 2,m,

φj(0) = y
(1)
j (0) = xµ(− h

mj),

(22)

з вiдповiдним розв’язком задачi Кошi φj(t, u) i пiдсистему
h
m v̇1 = −v1 + x1,
h
m v̇j = vj−1 − vj , j = 2,m,

vj(0) = y
(2)
j (0) = x1(−hj

m )− xµ(−hj
m ).

(23)

з вiдповiдним розв’язком задачi Кошi vj(t, u).
Тодi

sup
t∈[0,T ]

∥yj(t)− z
(1)
j (t)∥ ≤ sup

t∈[0,T ]
∥y(1)j (t)− φj(t)∥

+ sup
t∈[0,T ]

∥y(2)j (t)∥+ sup
t∈[0,T ]

∥vj(t)∥. (24)

Розглянемо кожен доданок у (24).
Оцiнимо перший доданок цiєї нерiвностi. Проведемо оцiнки при j = 1.
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Для цього позначимо ε1(t) = φ1(t)− y
(1)
1 (t), при цьому ε1(0) = 0.

Таким чином для ε1(t) отримуємо систему рiвнянь{
ε̇1 = −m

h ε1 + ψ(t),

ε1(0) = 0,
(25)

де ψ(t) = h
m(xµ − y

(1)
1 )− ẏ

(1)
1 .

Для оцiнки ψ(t) використаємо властивiсть сильної диференцiйовностi функцiї xµ(t) i отри-
маємо, що для будь якого ε > 0

sup
t∈[0,T ]

∥ψ(t, um)∥ → 0, m→ ∞.

Таким чином для ε1(t) справедлива нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

∥ε1(t)∥ ≤ h

m
C(T, ∥φ∥C ,

h

m
,B).

Далi оцiнимо y(2)1 (t). З (17) маємо, що

sup
t∈[0,T ]

∥y(2)1 (t)∥ = sup
t∈[0,T ]

∥x(t− h

m
)− xµ(t−

h

m
)∥ ≤ C(T, ∥φ∥C , µ,B|).

Для оцiнки v1(t) у системi (23) маємо:

sup
t∈[0,T ]

∥v1(t)∥ ≤ C(T, ∥φ∥, µ,B).

Тодi

sup
t∈[0,T ]

∥y1(t)− z
(1)
1 (t)∥ ≤ h

mµ
C(T, ∥φ∥, h

m
,B) + C(T, ∥φ∥, µ,B).

Провiвши аналогiчну оцiнку при j = 2, маємо нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

∥yj(t)− z
(1)
j (t)∥ ≤ C1(T, ∥φ∥, h,

h

m
,B) → 0, m→ ∞.

Таким чином доведено виконання нерiвностi (21).
Для оцiнки другого доданку в (20) застосуємо метод варiацiї сталих. Отримаємо, що

∥z(2)j (t)∥ ≤ sup
t∈[0,T ]

N0(t).

Для оцiнки ∥z0(t)− x(t)∥ скористаємося умовою A3) i нерiвнiстю Гельдера.
Застосовуючи лему Гронуолла до оцiнки рiзницi ∥z0(t)− x(t)∥q, отримуємо, що

sup
t∈[0,T ]

∥z0(t)− x(t)∥q ≤ C∗
2 (
h

m
) exp(C∗

1T ) → 0, m→ ∞,

що i завершує доведення Теореми 2.
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Лема 2. Нехай виконуються умови H1) та A1) - A5). Тодi якщо послiдовнiсть um
w→ u0 в

Lp(0, T ) при m → ∞, то розв’язок задачi Кошi (1) з u(t) = um(t) збiгається рiвномiрно на
[0, T ] до розв’язку задачi Кошi (1) з керуванням u(t) = u0(t), тобто

x(t, um) ⇒ x(t, u0), m→ ∞. (26)

Доведення. Вiдзначимо, що згiдно (13), маємо рiвномiрну обмеженiсть розв’язкiв x(t, um) на
вiдрiзку [0, T ]. Для спрощення викладок позначимо xm(t) = x(t, um). Лема 1 гарантує рiвно-
степеневу неперервнiсть сiм’ї {xm(t)} на [0, T ].

Застосовуючи умови A2), A5) i наслiдок [[8], Prop. 8.1] отримаємо компактнiсть {x(t, um)}
при кожному t ∈ [0, T ] i можемо видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть xmk

(t), що збiгається до
функцiї x0(t) в C([0, T ], X).

Здiйснивши граничний перехiд при mk → ∞, отримаємо, що

x0(t) = S(t)φ(0) +

∫ t

0
S(t− s)f1(s, x0(s), x0(s− h))ds

+

∫ t

0
S(t− s)f2(s, x0(s), x0(s− h))ds. (27)

Так як розв’язок (27) єдиний, то вся послiдовнiсть xm прямує до x0.

Лема 3. Нехай виконуються умови A1)-A5). Тодi якщо послiдовнiсть um
w→ u0 в Lp(0, T ;X)

при m → ∞, то розв’язок задачi Кошi (6) z0(t, um) з u(t) = um(t) збiгається рiвномiрно на
[0, T ] до розв’язку задачi Кошi x(t, u0) з керуванням u(t) = u0(t), тобто

z0(t, um) ⇒ x(t, u0), m→ ∞.

Доведення Леми 3 випливає з результату твердження Теореми 2 та Леми 1.

4 Доведення основного результату

Iснування оптимального розв’язку (z∗0m, u
∗
m) для кожного m здiйснюється стандартним

способом з видiленням слабко збiжної мiнiмiзуючої послiдовностi u(n)m (t) до u∗m(t) з наступним
граничним переходом. При цьому використовуються умови А6)-А8).

Доведення. Належнiсть u∗m до множини F для кожного t ∈ [0, T ] випливає з леми Мазура, а
також iз опуклостi i замкненостi множини F .

Iснування оптимальної пари (x∗(t), u∗(t)) задачi (1)-(2) випливає, наприклад з [3].
Отже,

J∗
m = Jm(u∗m) =

∫ T

0
G(t, z∗0m(t), u∗m(t))dt.

Нехай u- довiльний сталий вектор з U . Очевидно, що керування u(t) ≡ u є допустимим для
задачi (6)-(7). Тодi

J∗
m = Jm(u∗m) ≤ Jm(u). (28)

Отже, для довiльного m маємо:∫ T

0
G(t, z∗0m(t), u∗m(t))dt ≤

∫ T

0
G(t, z0m(t, u), u(t))dt,
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де z0m(t, u) - розв’язок першого рiвняння в (6) з керуванням u.
Але з Теореми 2 маємо, що

sup
t∈[0,T ]

|z0m(t, u)− x(t, u)| → 0,m→ ∞.

Тодi з (3) отримуємо

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣G(t, z0m(t, u), u)−G(t, x(t, u), u)
∣∣∣ → 0,m→ ∞.

Отже, iснує константа γ > 0, що не залежить вiд m така, що∫ T

0
G(t, z∗0m(t), u∗m)dt ≤ γ.

Тодi з (3) маємо
∥u∗m∥pp ≤

γ

C
. (29)

Тодi множина u∗m є слабко компактною в Lp(0, T,X).
Нехай u∗mn

- пiдпослiдовнiсть оптимальних керувань, яка слабко збiжна до u0. Не обмежу-
ючи загальностi, будемо вважати, що u∗m є послiдовнiстю оптимальних керувань, що слабко
збiжна до u0(t). З леми Мазура випливає, що u0(t) ∈ U при t ∈ [0, T ], а отже u0(t) - допустиме
керування.

Нехай x0(t) - розв’язок задачi Кошi (1)-(2) з керуванням u(t) = u0(t). З Леми 2 випливає, що
розв’язок задачi Кошi (6)-(7) z0m(t) рiвномiрно за t ∈ [0, T ] збiгається до x(t, u0) при m→ ∞.

Доведемо, що J∗
m → J∗ при m→ ∞. З (3) маємо, що при m→ ∞∣∣∣Jm(u∗)− J(u∗)

∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∣∣∣G(t, z0m(t, u∗), u∗)−G(t, x∗(t, u∗), u∗))
∣∣∣dt→ 0.

Отже, для довiльного η > 0 iснує m0 таке, що якщо m > m0, то∣∣∣Jm(u∗)− J(u∗)
∣∣∣ < η. (30)

Звiдки маємо, що для m > m0.
Jm(u∗) < J(u∗) + η. (31)

З iншої сторони маємо, що

J∗ ≤ J(u∗m) = J∗
m + J(u∗m)− Jm(u∗m). (32)

Розглянемо наступний вираз∣∣∣Jm(u∗m)− J(u∗m)
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ T

0
G(t, z∗0m(t, u∗m), u∗m)dt−

∫ T

0
G(t, x(t, u∗m), u∗m)dt

∣∣∣
≤

∫ T

0

∣∣∣G(t, z∗0m(t, u∗m), u∗m)dt−G(t, x(t, u∗m), u∗m)
∣∣∣dt→ 0,m→ ∞ (33)

в наслiдок Теореми 2, умови (3) та (29).
Отже, для довiльного η > 0 з (33) випливає iснуванняm0 такого, що приm > m0 отримуємо∣∣∣Jm(u∗m)− J(u∗m)

∣∣∣ < η. (34)
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Тодi J∗ ≤ J∗
m + η. Тому з урахуванням нерiвностi (31) для m > m0 маємо∣∣∣J∗

m − J∗
∣∣∣ < η. (35)

Отже, отримуємо
J∗
m → J∗, m→ ∞, (36)

що доводить твердження 1 Теореми 1.
Доведемо твердження 2). Ми маємо, що∣∣∣J∗ − J(u∗m)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣J∗
m − J∗

∣∣∣+ ∣∣∣Jm(u∗m)− J(u∗m)
∣∣∣.

З (34) i (36) отримуємо тепер твердження 2) теореми 1.
Для доведення твердження 3) покажемо, що (x0(t), u0(t)) - оптимальний розв’язок задачi

(1) - (2).
Так як J∗

m =
∫ T
0 G(t, z∗0m(t), u∗m(t))dt, то в силу (36), маємо

J∗
0 = lim

n→∞
inf

∫ T

0
G(t, z∗0m(t), u∗m)dt. (37)

Покажемо iнтегровнiсть G(t, x0(t), u∗m). Нехай a є константа i a ∈ U . Використовуючи умову
A8), отримуємо

|G(t, x0(t), u∗m)−G(t, x0(t), a)|
≤ sup

λ∈(0,1)
∥Lu(t, x0(t), a+ λ(u∗m(t)− a))∥∗∥u∗m(t)− a∥.

Тодi, знову враховуючи умову A8), маємо

G(t, x0(t), u
∗
m(t)) ≤ G(t, x0(t), a)

C1(1 + ∥x0(t)∥α + ∥u∗m(t)− a∥p−1)∥u∗m(t)− a∥.

З умови A8) випливає iнтегрованiсть G(t, x0(t), u∗m).
Нехай χR буде iндикаторна функцiя множини {t ∈ [0, T ] : ∥u0(t)∥ ≤ R}.
З опуклостi G(t, x, u) по u i гладкостi, отримаємо∫ T

0
G(t, x0(t), u

∗
m(t))χR(t)dt

≥
∫ T

0
G(t, x0(t), u0(t))χR(t)dt+

∫ T

0
Gu(t, x0(t), (u

∗
m(t)− u0(t)))χR(t)dt. (38)

Так як другий вираз в (38) прямує до нуля, то маємо

lim
n→∞

inf

∫ T

0
G(t, x0(t), u

∗
m(t))χR(t)dt ≥

∫ T

0
G(t, x0(t), u

∗
m(t))χR(t)dt. (39)

З того, що G ≥ 0, χR ≤ 1, χR(t) → 1, R→ ∞ i (39), отримуємо∫ T

0
G(t, x0(t), u0(t))dt ≤ lim

m→∞
inf

∫ T

0
G(t, x0(t), u

∗
m(t))dt. (40)

Отже, пара (x0(t), u0(t)) є оптимальною.
Якщо задача (1) - (2) має єдиний розв’язок, то з доведенного вище маємо, що довiльна

збiжна послiдовнiсть (z∗0m(t), u∗m(t)) збiгається до однiєї i тiєї ж границi. Це доводить останнє
твердження Теореми 1.
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5 Приклад застосування

Нехай Q - обмежена область в Rd з ∂Q, що задовольняє умову Ляпунова. В заданiй областi
розглянемо елiптичний оператор A

Ax = A(y)x =

d∑
i,j=1

∂yj (aij(y))∂yi(x(y)) = div(a(y),∇x(y)),

де aij(y) є неперервними за Гельдером з показником степеня β ∈ (0, 1), симетричнi та задо-
вольняють умову елiптичностi

∑d
i,j=1 aij(y)ηiηj ≥ C0|η|2, η ∈ Rd, для де якої C0 > 0, де | · |

евклiдова норма у Rd.
Позначимо X = L2(D) = H з нормою ∥x∥2 =

∫
Q x

2(y)dy, D(A) = H2(Q)
∩
H1

0 (Q).
Розглянемо задачу оптимального керування

∂x(t, y)

∂t
=

d∑
i,j=1

∂yj ((aij)∂yix(t, y)) + f1(t, x(t, y), x(t− h, y)

+ f2(t, x(t, y), x(t− h, y))u(t, y),

x(t, y) = φ(t, y), t ∈ [−h, 0], y ∈ Q,

x(t, y) = 0, y ∈ ∂Q, t ∈ [0, T ), (41)

J [u] =

∫ T

0

[( ∫
Q
x2(t, y)dy

) p
2
+
(∫

Q
u2(t, y)dy

) p
2
]
dt→ inf, (42)

де p ≥ 2, p ∈ Z. Допустимими керуваннями є функцiї u ∈ L2(QT ), QT = (0, T ) × Q, такi, що
u(t, ·) ∈ F м.с. для t ∈ (0, T ), F є опуклою та замкненою множиною в L2(Q).

Дiйснозначнi Функцiї f1 : [0, T ]×R1 ×R1 7→ R1, f2 : [0, T ]×R1 ×R1 7→ R1 є неперервними
за сукупнiстю аргументiв та задовольняють за другою i третьою змiнною глобальну умову
Лiпшиця i умову лiнiйного росту. Очевидно оператор A є генератором компактної напiвгрупи
операторiв S(t) : X 7→ X.

Вiдповiдна апроксимацiйна система рiвнянь без запiзнення для (41) має вигляд

∂z0(t, y)

∂t
=

d∑
i,j=1

∂yj ((aij)∂yiz0(t, y)) + f1(t, z0(t, y), zm(t, y))

+ f2(t, z0(t, y), zm(t, y))u(t, y),

∂zj(t, y)

∂t
=
m

h
(zj−1(t, y)− zj(t, y));

zj(0, y) = φ(
−ht
m

, y), y ∈ Q;

zj(t, y) = 0, y ∈ ∂Q, j = 0,m.

Неважко бачити, що умови H1), A1-A8) для рiвняння (41) виконанi, а тому для задачi
(41)-(42) i вiдповiдної апрксимуючої системи справедливе твердження Теореми 1.
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