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ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЩОДО ЗОВНIШНIХ ЗБУРЕНЬ

В роботi доводиться робастна оцiнка типу Asymptotic Gain, що характеризує вiдхиле-
ння розв’язкiв нелiнiйної параболiчної задачi зi збуреннями на межi просторової областi
вiд глобалььного атрактору незбуреної системи в термiнах величини збурень.
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Вступ

Добре вiдомо, що глобально асимптотично стiйкий стан рiвноваги лiнiйної системи є ро-
бастним в тому сенсi, що для будь-яких обмежених збурень розв’язок з часом опиняється в
околi точки рiвноваги i розмiр цього околу залежить лише вiд норми збурень. В нелiнiйних
системах це, взагалi кажучи, не так [1] i є предметом вивчення в межах теорiї ISS (Input
to State Stability) [2]. Основним iнструментом як в скiнченновимiрному, так i в нескiнченно-
вимiрному випадку виступає ISS функцiя Ляпунова, в термiнах якої i одержуються шуканi
робастнi оцiнки [2, 3]. Проте для багатьох нескiнченновимiрних дисипативних динамiчних си-
стем характерною властивiстю є наявнiсть в фазовому просторi нетривiальної притягуючої
множини – глобального атрактору [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Перенесення основних конструкцiй ISS
на параболiчнi та гiперболiчнi системи з нетривiальним атрактором було здiйснено в роботах
[11, 12, 13]. При цьому для доведення властивостi AG (Asymptotic Gain) виявився продуктив-
ним пiдхiд, пов’язаний з аналiзом рiвномiрних атракторiв неавтономних динамiчних систем
(напiвпроцесiв) i їх залежнiстю вiд збурень.

В данiй роботi цей пiдхiд застосовується до нелiнiйного параболiчного рiвняння зi збу-
ренням на межi просторової областi. Побудовано вiдповiдну сiм’ю напiвпроцесiв, доведено
iснування рiвномiрного атрактору, i на основi факту його збiжностi до атрактору незбуреної
системи встановлено робастну оцiнку типу AG.
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1 Постановка задачi та основний результат

Розглянемо наступну задачу
∂y(t,x)

∂t − ∂2y(t,x)
∂x2 = f(y(t, x)), (t, x) ∈ Q = (0,+∞)× (0, l),

y(t, 0) = d1(t), y(t, l) = d2(t),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, l),

(1)

де функцiя d := {d1, d2} ∈ U ⊂
(
L∞(0,+∞)

)2 визначає збурення, початкова функцiя y0 на-
лежить фазовому простору X = L2(0, l) з нормою ∥.∥, задана нелiнiйна функцiя f : R → R
задовольняє умови:

f ∈ C1(R), f(0) = 0, ∃C ≥ 0, α1, α2 > 0, p ≥ 2, λ ∈ R,

−C − α1|s|p ≤ f(s) · s ≤ C − α2|s|p,

f ′(s) ≤ λ.
(2)

Позначимо y(t, y0, d) розв’язок (1) в момент часу t ≥ 0 (точне означення розв’язку буде дано
в частинi 3 роботи). Вiдомо [4], що при d1 ≡ 0, d2 ≡ 0 слабкi розвязки (1) породжують
дисипативну динамiчну систему {S(t) : X 7−→ X}t≥0;S(t)y0 = y(t, y0, 0), що має у фазовому
просторi X глобальний атрактор Θ - компактну iнварiантну множину, що притягує S(t)y0 при
t → ∞. При цьому, наприклад, для рiвняння Чафе-Iнфанте з f(s) = λ(s − s3) при великих
λ > 0 атрактор Θ є нетривiальною зв’язною пiдмножиною L2(0, l) зi складною структурою
[4]. За наявностi неавтономних збурень d(t) ми не можемо стверджувати, що точка y(t, y0, d)

притягується до Θ при t → ∞. Проте виявляється, що оцiнка вiдхилення y(t, y0, d) вiд Θ

залежить лише вiд ∥d∥∞ = max{∥d1∥∞ , ∥d2∥∞}.
Ранiше, в роботi [14] для задачi (1) за даних додаткових умов на f та y0 була одержана

властивiсть local ISS:

∃β ∈ KL, ∃γ ∈ K, ∃r > 0, ∀y0 ∈ X, ∥y0∥Θ ≤ r,

∀t ≥ 0 ∥y(t, y0, d)∥Θ ≤ β(∥y0∥Θ, t) + γ(∥d∥∞),
(3)

де класи функцiй порiвняння K i KL визначаються рiвностями [1]

K = {γ ∈ C(R1)|γ(0) = 0, γ строго зростає},

KL = {β ∈ C(R+ · R+)|β(·, t) ∈ K,β(s, ·) ↘ 0}.

Тут i надалi позначаємо для A,B,Θ ⊂ X

dist(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥, ∥A∥Θ = dist(A,Θ).

Оцiнка (3) була виведена шляхом побудови в околi Θ ISS функцiї Ляпунова i носить ло-
кальний характер.

В данiй роботi ми лише за умов (2) встановимо нелокальну властивiсть AG:

∃γ ∈ K, ∀y0 ∈ X

lim
t→∞

∥y(t, y0, d)∥Θ ≤ γ(∥d∥∞).
(4)
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Для доведення (4) ми використаємо технiку напiвпроцесiв: погрузимо задачу (1) в сiм’ю
задач {(1)σ}σ∈Σ, де (1){0} = (1), Σ - спецiально побудований простiр параметрiв, який залежить
вiд збурення d. Далi ми доведемо, що сiм’я напiвпроцесiв {(1)σ}σ∈Σ має рiвномiрний атрактор
ΘΣ, причому

dist(ΘΣ,Θ) → 0, ∥d∥∞ → 0.

Остання збiжнiсть дозволить нам довести оцiнку (4).

2 Напiвпроцеси та їх атрактори

Нехай Σ - деяка транскрипцiйно-iнварiантна множина функцiональних параметрiв, тобто

∀h ≥ 0,∀σ(·) ∈ Σ, σ(·+ h) ∈ Σ.

Нехай задано сiм’ю Sσ(t, τ, x), де σ ∈ Σ, t ≥ τ ≥ 0, x ∈ X.

Означення 1. Сiм’я {Sσ}σ∈Σ називається сiм’єю напiвпроцесiв, якщо для всiх σ ∈ Σ, x ∈ X

виконуються наступнi властивостi:

Sσ(τ, τ, x) = x, ∀τ ≥ 0,

Sσ(t, s, Sσ(s, τ, x)) = Sσ(t, τ, x),∀t ≥ s ≥ τ ≥ 0,

Sσ(t+ h, τ + h, x) = Sσ(·+h)(t, τ, x), ∀t ≥ τ ≥ 0, ∀h ≥ 0.

Зауваження 1. При σ = 0 (незбурений випадок) ми маємо

S0(t1 + t2, 0, x) = S0(t1, 0, S0(t2, 0, x)).

Тобто S0 задовольняє напiвгрупову властивiсть.
Покладемо

SΣ(t, 0, x) := ∪
σ∈Σ

Sσ(t, 0, x).

Означення 2. Компактна множина ΘΣ ⊂ X називається рiвномiрним атрактором {Sσ}σ ∈Σ,
якщо для довiльного обмеженого B ⊂ X

dist(SΣ(t, 0, B),ΘΣ) → 0, t → ∞,

i ΘΣ є мiнiмальною замкненою множиною, що задовольняє цю властивiсть.

Лема 1. Нехай Σ є компактною множиною i виконуються властивостi:
1) iснує обмежена B0 ⊂ X така, що для ∀ обмеженої B ⊂ X

∃T = T (B), ∀t ≥ T, SΣ(t, 0, B) ⊂ B0;

2) для будь-яких {σn} ⊂ Σ, обмеженої {xn} ⊂ X, {tn ↗ ∞}

послiдовнiсть {Sσn(t, 0, xn)} є предкомпактною в X.

Тодi {Sσ}σ∈Σ має рiвномiрний атрактор ΘΣ ⊂ B0.
Якщо, крiм того виконується умова:
3) ∀t > 0 вiдображення (x, σ) → Sσ(t, 0, x) є неперервним,
то ΘΣ є iнварiантним в наступному сенсi:

ΘΣ ⊂ SΣ(t, 0,ΘΣ), ∀t ≥ 0.
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Зауваження 2. Для Σ = {0} умови 1)-3) гарантують iснування глобального атрактора Θ у
напiгрупи S0.

Лема 2. [13] Нехай Σ = Σ(ω), ∥ω∥∞ ≤ R задовольняє умови Леми 1 з однiєю i тiєю самою
множиною B0, Σ(0) = {0}, ω ∈ Σ(ω) i виконуються наступнi умови:

1) ∀∥ωn∥∞ → 0,∀{xn} ⊂ B0, ∀tn ↗ ∞, ∀σn ⊂ Σ(ωn)

послiдовнiсть {Sσn(tn, 0, xn)} - предкомпактна в X;

2) ∀t > 0, ∀∥ω∥∞ → 0, ∀σn ∈ Σ(ωn), ∀xn → x по пiдпослiдовностi

Sσn(t, 0, xn) → S0(t, 0, x).

Тодi ∃γ ∈ K, ∀x ∈ X, ∀∥ω∥∞ ≤ R

lim
t→∞

dist(SΣ(ω)(t, 0, x),Θ) ≤ γ(∥ω∥∞). (5)

Зауваження 3. Оскiльки ω ∈ Σ(ω), то з (5) випливає

lim
t→∞

∥Sω(t, 0, x)∥Θ ≤ γ(∥ω∥∞). (6)

3 Основнi результати

Бедемо розглядати задачу (1) для наступного класу збурень U : множина U складається
з тих d = d{d1, d2} ∈ (L∞(R+))

2, для яких d1, d2 є абсолютно неперервними d1(0) = d2(0) =

0,
·
d1,

·
d2 ∈ L∞(R+) i

∥d∥∞ = max{∥d1∥∞, ∥d2∥∞} ≤ R. (7)

Тодi U є трансляцiйно iнварiантною:

∀h ≥ 0 ∥d(·+ h)∥∞ ≤ ∥d∥∞ ≤ R. (8)

Нехай ω є розв’язком задачi
∂w(t,x)

∂t − ∂2w(t,x)
∂x2 = 0, (t, x) ∈ Q,

w(t, 0) = d1(t), w(t, l) = d2(t), t > 0,

w(0, x) = 0.

(9)

В силу принципу максимуму [16] w ∈ L∞(Q) i

∥w∥∞ ≤ ∥d∥∞. (10)

Бiльше того, переходячи замiною w = w − x
l d2(t) −

l−x
l d1(t) до задачi з нульовими поча-

тковими i крайовими умовами i правою частиною −x
l

·
d2 − l−x

l

·
d1 з класу L∞(Q), ми в силу [5]

одержуємо, що w ∈ C(R+;H
1
0 (0, l)) i iснує L = L(

·
d) > 0:

sup
t≥0

∥w(t)∥H1
0
≤ L; (11)
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∥w(t1)− w(t2)∥ ≤ L|t1 − t2|. (12)

Розв’язком (1) на (0, T ) будемо називати y = v+w, де w - розв’язок (9), v = v(t, x) - слабкий
розв’язок задачi 

∂v(t,x)
∂t − ∂2v(t,x)

∂x2 = f(v(t, x)) + w(t, x)), (t, x) ∈ Q,

v(t, 0) = 0, v(t, l) = 0, t > 0,

v(0, x) = y0(x), x ∈ (0, l).

(13)

Тобто ∀T > 0, v ∈ L2(0, T ;H1
0 (0, l)),

∂v
∂t ∈ L2(0, T ;H−1(0, l))

v|t=0 = y0 i ∀η ∈ C∞
0 (0, l), ∀θ ∈ C∞

0 (0, T ),

−
∫ T

0
(v, η)θt +

∫ T

0
(vx, ηx)θ =

∫ T

0
(f(v + w), η)θ. (14)

Зауважимо, що для будь-якої функцiї w ∈ L∞(Q), що задовольняє (10), зокрема i для
розв’язку (9), функцiя f(t, x, s) := f(s+w(t, x)) задовольняє (2) з додатними сталими α1, α2, C,
що залежать лише вiд R. Тому згiдно з [4], [15] маємо, що ∀y0 ∈ X задача (13) має єдиний
слабкий розв’язок v ∈ C([0,∞) : X i ∀t ≥ τ ≥ 0 виконуються оцiнки

∥v(t)∥2 ≤ ∥v(τ)∥2e−δ(t−τ) +K, (15)

∥v(t)∥2 +
∫ t

τ
∥vx(s)∥2ds+

∫ t

τ
∥v(s)∥pLpds ≤ ∥v(τ)∥2 +K(t− τ), (16)

де додатнi константи δ,K залежать лише вiд R.
Зафiксуємо функцiю w ∈ C([0,+∞),H1

0 (0, l)), що задовольняє оцiнки (10)–(12) i розглянемо
множину

Σ(w) = clC(R+;X){w(·+ h)|h ≥ 0},

де збiжнiсть в C(R;X) – це рiвномiрна збiжнiсть на кожному [a, b] ⊂ [0,+∞).
В силу компактностi вкладення H1

0 (0, l) ⊂ X з [15] виводимо, що Σ(w) –
трансляцiйно-iнварiантна, компактна в C(R+;X), w ∈ Σ(w),Σ(0) = {0}.

Бiльше того, оскiльки ∀σ ∈ Σ(w), ∃hn ≥ 0 таке, що

∀T > 0, max
t∈[0,T ]

∥w(t+ hn)− σ(t)∥ → 0, n → ∞,

то
∥σ∥∞ ≤ ∥w∥∞ ≤ ∥d∥∞. (17)

Тепер для фiксованого w ∈ C([0,+∞);H1
0 (0, l)), що задовольняє (10)-(12), для t ≥ τ ≥ 0

i yτ ∈ X розглядаємо сукупнiсть {Sσ(t, τ, yτ )}, σ ∈ Σ(w), де v(0) = Sσ(0, τ, yτ ) – це розв’язок
задачi (13) на [τ,+∞) з правою частиною

f(v(t, x) + σ(t, x)) (18)

i початковими умовами v|t=τ = yτ .
Легко показати, що {Sσ}σ∈Σ(w) є сiм’єю напiвпроцесiв.
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Тодi для розв’язку (1) маємо

y(t, y0, d) = Sω(t, 0, y0) + ω(t), (19)

де ω - розв’язок (9) зi збуренням d.
Основним результатом роботи є

Теорема 1. Нехай для задачi (1) виконуються умови (2), збурення d належать класу U i
виконуються спiввiдношення (7). Нехай Θ ⊂ X = L2(0, l) є глобальним атрактором незбуреної
задачi (d ≡ 0). Тодi ∃γ ∈ K така, що для довiльних y0 ∈ X, d ∈ U для розв’язку (1) y(t, y0, d)

виконується оцiнка
lim
t→∞

∥y(t, y0, d)∥Θ ≤ γ(∥d∥∞). (20)

Доведення. Достатньо довести (20) для Sω з (19). Дiйсно, якщо для деякого γ ∈ K ∀y0 ∈ X

∀d ∈ U

lim
t→∞

∥Sω(t, 0, y0)∥Θ ≤ γ(∥d∥∞), (21)

то з (20) виводимо
∥y(t, y0, d)∥Θ = dist(Sω(t, 0, y0) + ω(t),Θ) ≤

dist(Sω(t, 0, y0),Θ) + ∥ω(t)∥ ≤ ∥Sω(t, 0, y0)∥+ l
1
2 ∥ω∥∞ ≤ γ(∥d∥∞),

де γ(s) = γ(s) + l
1
2 s.

Якщо ми покажемо, що для {Sσ}σ∈Σ(ω) з (18) виконуються умови лем 1, 2 то одержимо,
що ∃γ ∈ K lim

t→∞
∥Sω(t, 0, y0)∥Θ ≤ γ(∥ω∥∞) i з (17) одержимо шукану оцiнку (21).

Отже, перевiримо умови Леми 1 та Леми 2.
Умова 1) леми 1 випливає з оцiнок (15), (17) з множиною

B0 = {v ∈ X | ∥v∥ ≤
√
K + 1}.

Далi для ∀∥ωn∥∞ ≤ R , ∀σn ∈ Σ(ωn) , ∀∥yn∥ ≤ r, ∀tn → ∞ для достатньо великих n маємо:

ξn = Sσn(tn, 0, yn) = Sσn(tn − t+ t, tn − t, Sσn(tn − t, 0, yn)) =

= Sσn(tn−t+·)(t, 0, Sσn(tn − t, 0, yn)) = Sσn(t, 0, yn),

де {yn} ⊂ B0, σn ⊂ Σ(ωn). Вважаємо, що по пiдпослiдовностi yn → y слабо в X. Розглянемо
два випадки, що вiдповiдають умовi 2) леми 1 та умовi 1) леми 2.

I) ωn ≡ ω. Тодi з компактностi Σ(ω) в C([0,+∞);X) маємо, що σn → σ ∈ Σ(ω) i ξn = vn(t),
де vn розв’язок задачi (13) з правою частиною f(v + σn) i початковим даним yn.

З оцiнки(16) виводимо, що ∀T ≥ t

{vn} - обмежена в L∞(0, T ;X) ∩ L2(0, T ;H1
0 (0, l)) ∩ Lp(QT ),

∂vn
∂t

- обмежена в L2(0, T ;H−1(0, l)) + Lq(QT ),

де 1
p+

1
q = 1. Тодi згiдно з теоремою про компактнiсть [2] по послiдовностi одержуємо збiжностi

vn → v слабо в L2(0, T ;H1
0 (0, l)),

vn → v сильно в L2(0, T,X) i м.с. в QT ,

vn(t) → v(t) слабо в X ∀t ∈ [0, T ].

(22)
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Тодi f(vn(t, x) + σn(t, x)) → f(v(t, x) + σ(t, x)) майже скрiзь в QT .
Оскiльки

∥f(vn(t, x) + σn(t, x))∥ ≤ C(R)(1 + |vn(t, x)|p−1),

то з обмеженостi {vn} в LP (QT ) i леми Лiонса виводимо, що f(vn + σn) → f(v + σ) слабо в
Lq(QT ).

Цей факт i збiжностi (22) дозволяють перейти до границi в рiвностi (14), записанiй для
vn, σn i одержати, що v ∈ C([0,+∞);X) – розв’язок (13) з правою частиною f(v + σ) i поча-
тковим даним y.

Для доведення сильної збiжностi

vn(t) → v(t) в X (23)

зауважимо, що в силу (16) функцiя

Jn(t) = ∥vn(t)∥2 −Kt, J(t) = ∥v(t)∥2 −Kt

є монотонною, неперервною на [0, T ] i в силу (22) збiгається майже скрiзь на [0, T ].
Тодi з теореми Дiнi [6] маємо, що

∀ε > 0, ∀t ∈ [ε, T ] Jn(t) → J(t).

Звiдси i зi слабкої поточкової збiжностi vn до v в X (див. (22)) випливає, що

ξn = vn(t) → ξ := v(t) = Sσ(t, 0, y). (24)

Це, зокрема, означає виконнання умови 2) Леми 1.
II) ∥wn∥∞ → 0. Тодi ∀σn ∈ Σ(wn) в силу (17)

∥σn∥∞ → 0, n → ∞. (25)

Тодi для σn(·) = σn(tn − t + ·) маємо σn → 0 в C([0,+∞);X) i, повторюючи мiркування
пункту I) з σ = 0, одержуємо виконання умови 1) Леми 2.

Тепер перевiримо умови 3) Леми 1 i умови 2) Леми 2. Нехай ||ωn||∞ ≤ R, σn ∈ Σ(ωn)

yn → y, t > 0, i розглянемо ξn = Sσn(t, 0, yn).
Знову маємо два випадки: або ωn ≡ ω i σn → σ ∈ Σ(ω), або ||ωn||∞ → 0 i σn → σ = 0.
В обох випадках ми можемо повторити мiркування (22)-(25)), i стверджувати, що при-

наймнi по пiдпослiдовностi ξn → ξ = Sσ(t, 0, y).
Звiдси ми одержуємо виконання умов Леми 1 i Леми 2, що i доводить теорему.

Роботу виконано за пiдтримки Нацiонального фонду дослiджень України, проєкт № 2023.03/0074
“Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багатозначною та стохастичною динамiкою”.
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Kapustyan O.V., Krasnieieva A.O. Robust stability of the global attractor of a nonlinear
parabolic equation with respect to external disturbances., Bukovinian Math. Journal. 13, 1
(2025), 25–33.

In the paper we prove a robust estimate of the Asymptotic Gain type, which characterizes
the deviation of solutions of a nonlinear parabolic problem with perturbations on the boundary
of the spatial domain from the global attractor of the unperturbed system in terms of the
magnitude of the perturbations.


