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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 185 с., 3 табл., 17 рис., 157 джерел.

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI, ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНI,

ПАРАБОЛIЧНI, СТОХАСТИЧНI РIВНЯННЯ, СИНГУЛЯРНI ЗБУРЕННЯ,

ДЕКОМПОЗИЦIЯ, IНТЕГРАЛЬНИЙ МНОГОВИД, ПРИНЦИП ЗВЕДЕН-

НЯ, СТIЙКIСТЬ, ОБЛАСТЬ СТIЙКОСТI, СХЕМА АПРОКСИМАЦIЇ, ЗА-

ДАЧА КОШI, КРАЙОВА ЗАДАЧА, КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ, ФУН-

ДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК, МЕТОДМОНТЕ-КАРЛО, БIФУРКАЦIЯ,

ОПТИМАЛЬНЕКЕРУВАННЯ, МАРКОВСЬКI ПЕРЕМИКАННЯ, МАШИН-

НЕ НАВЧАННЯ, IМIТАЦIЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ, SIR МОДЕЛI.

Об’єкт дослiдження – багатотемповi сингулярно збуренi системи дифе-

ренцiальних рiвнянь, диференцiально-рiзницевi та диференцiально-функцiо-

нальнi рiвняння, стохастичнi диференцiальнi рiвняння з частинними похiдни-

ми, ультрапараболiчнi рiвняння з необмежено зростаючими коефiцiєнтами i

виродженнями на початковiй гiперплощинi, математичнi моделi екологiчних

систем, SIR-моделi iнфекцiйних захворювань.

Мета роботи – асимптотичне розщеплення лiнiйних сингулярно збурених

диференцiальних рiвнянь, новий пiдхiд до наближеного розв’язання крайо-

вих задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням, дослiджен-

ня властивостей сильних розв’язкiв стохастичних диференцiально-функцiо-

нальних рiвнянь з частинними похiдними пiд дiєю рiзних типiв випадкових

збурень, вивчення фундаментальних розв’язкiв задачi Кошi для нових кла-

сiв ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова, бiфуркацiя циклiв та

торiв для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними,

обґрунтування методiв математичного та комп’ютерного моделювання задач

з пiслядiєю та випадковостями, екологiчних, економiчних та фiнансових про-

цесiв, iмiтацiйне моделювання поширення епiдемiй.

Здiйснено обгрунтування методу декомпозицiї системи лiнiйних сингу-

лярно збурених рiвнянь з багатьма малими параметрами до сукупностi не-
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залежних пiдсистем. Розщеплююче перетворення будується iз довiльною то-

чнiстю у виглядi асимптотичних розкладiв за степенями малих параметрiв.

Запропоновано новий пiдхiд наближеного розв’язання крайових задач

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням, що базується на схемах

апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням системами звичайних

диференцiальних рiвнянь.

Дослiджено iснування, єдиностi, стiйкостi та асимптотичнi властивостi

сильних розв’язкiв широкого класу стохастичних диференцiально-функцiо-

нальних рiвнянь з частинними похiдними пiд дiєю рiзних типiв випадкових

збурень.

Для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова другого порядку

з коефiцiєнтами, якi можуть зростати при |x| → ∞ i не залежать вiд гру-

пи змiнних виродження рiвняння, дослiджено властивостi фундаментального

розв’язку, здiйснено аналiз коректностi задачi Кошi. Дослiджено бiфуркацiю

циклiв та торiв для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними.

Розглянуто алгоритми дослiдження на стiйкiсть систем лiнiйних дифе-

ренцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями та запропоновано

схему побудови областi стiйкостi рiвнянь iз багатьма запiзненнями. Дослi-

джено методи математичного моделювання, машинного навчання та обробки

природної мови для аналiзу економiчних процесiв, розглянуто два пiдходи до

моделювання поширення iнфекцiй: SIR моделi та навчання з пiдкрiпленням.

Усi наведенi в звiтi результати є новими. Вони можуть бути використанi

як в теоретичних дослiдженнях так i при обґрунтуваннi методик розв’язання

та наближенiй побудовi розв’язкiв конкретних прикладних задач.
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ВСТУП

У звiтi наведенi результати, якi одержанi протягом 2021-2025 рр. спiвро-

бiтниками кафедри математичного моделювання ЧНУ при виконаннi НДР

”Математичне та комп’ютерне моделювання динамiчних процесiв, що опису-

ються детермiнованими i стохастичними диференцiально-функцiональними

та еволюцiйними рiвняннями, i їх застосування”. Цi дослiдження є продовже-

нням виконаної в 2016-2020 рр. кафедрою математичного моделювання НДР

”Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiально-функцiо-

нальних та еволюцiйних рiвнянь i моделювання детермiнованих та стохасти-

чних прикладних процесiв”. Звiт складається з 5 роздiлiв.

Результати, що представленi в першому роздiлi, стосуються методу де-

композицiї системи лiнiйних сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь

з багатьма малими параметрами до сукупностi незалежних пiдсистем. Такий

пiдхiд є результативним, якщо вдається знайти коефiцiєнти розщеплюючого

перетворення. Запропонована в роботi методика поєднує в собi як асимпто-

тичнi, так i якiснi методи аналiзу. Розщеплююче перетворення будується iз

довiльною точнiстю у виглядi асимптотичних розкладiв за степенями малих

параметрiв.

Другий роздiл мiстить результати про дослiдження крайових задач для

iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Вiдомо, що не iснyє унiвер-

сальних методiв побудови їх точних розв’язкiв. У даному роздiлi запропо-

новано новий пiдхiд наближеного розв’язання крайових задач для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням, що базується на схемах апроксима-

цiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням системами звичайних диферен-

цiальних рiвнянь.

Отриманi результати третього роздiлу охоплюють питання iснування,

єдиностi та стiйкостi розв’язкiв широкого класу стохастичних диференцiально-

функцiональних рiвнянь з частинними похiдними пiд дiєю рiзних типiв ви-

падкових збурень, запропоновано iнструменти для аналiзу складних стоха-

стичних моделей та продемонстровано практичну реалiзацiю стохастичних
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процесiв у виглядi чисельних алгоритмiв i симуляцiй.

У четвертому роздiлi розглядаються ультрапараболiчнi рiвняння типу

Колмогорова другого порядку зi зростаючими при |x| → ∞ коефiцiєнта-

ми. Дослiджено властивостi фундаментального розв’язку задачi Кошi для

ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова та розглядається питання

iснування i єдиностi класичного розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного пара-

болiчного рiвняння другого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами лiнiйної

частини. Для систем нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь дослiджено iснування

злiченного числа циклiв, а у системах параболiчних рiвнянь з малою дифу-

зiєю вивчено бiфуркацiю циклiв (феномен буферностi).

Пятий роздiлi мiстить результати математичного та комп’ютерного мо-

делювання ряду прикладних задач. Зокрема запропонована ефективна мето-

дика дослiдження стiйкостi роз’язкiв лiнiйних стацiонарних систем iз сталим

запiзненням, а також розроблено конструктивнi алгоритми побудови обла-

стей стiйкостi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями. Дослiджено iнте-

грацiю методiв обробки природної мови та розроблено алгоритм автомати-

чного виявлення емоцiйного контексту. Здiйснено математичне моделювання

екологiчних ризикiв i прогнозування екстремальних явищ у природному сере-

довищi пiд дiєю антропогенних i природних факторiв. Розглянуто iмiтацiйне

моделювання за допомогою мультиагентного методу для моделювання про-

цесiв у епiдемiологiї.

Дослiдження, результати яких увiйшли до звiту, використовуються при

виконаннi студентами курсових i квалiфiкацiйних робiт. За їх матерiалами

захищенi кандидатська дисертацiя О.В. Осипової (2021 р., науковий керiвник

I.М. Черевко) [1] та двi дисертацiї на здобуття наукового ступеня доктора

фiлософiї зi спецiальностi 113 Прикладна математика I.I. Вiзiнської (2023 р.,

науковий керiвник I.М. Черевко) [2], I.Т. Косовича (2023 р., науковий керiвник

I.М. Черевко) [3].

Виконавцi НДР брали активну участь у роботi мiжнародних та всеукра-

їнських наукових конференцiй. Ними зроблено 108 доповiдей.
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1 ДОСЛIДЖЕННЯ БАГАТОТЕМПОВИХ СИНГУЛЯРНО

ЗБУРЕНИХ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ МЕТОДОМ IНТЕГРАЛЬНИХ МНОГОВИДIВ

1.1 Вступ

Теорiя сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь iнтенсивно

розвивається, а її методи широко використовуються для рiзних задач науки

i технiки. Сингулярно збуренi моделi описують динамiчнi процеси у фiзицi,

хiмiчнiй кiнетицi, теорiї автоматичного керування, гiроскопiчних системах,

економiчних та бiологiчних процесах [4, 5]. Сингулярно збуреним системам

притаманна наявнiсть примежового шару та властивiсть жорсткостi при чи-

сельних обчисленнях. У зв’язку з цим, основнi результати дослiдження си-

стем високої розмiрностi iз швидкими та повiльними змiнними зводились до

побудови асимптотичних розкладiв початкових та крайових задач. Вiдзначи-

мо огляди [6]-[8], де проаналiзовано значну кiлькiсть праць, що присвяченi

данiй тематицi.

Для якiсного дослiдження не окремих траєкторiй, а всiєї системи, до-

цiльно застосовувати декомпозицiйнi алгоритми. Ефективнi методи декомпо-

зицiї сингулярно збурених систем, що базуються на iдеях методу iнтегральних

многовидiв, запропоновано в роботах [9, 10]. Для лiнiйних сингулярно збуре-

них систем такий пiдхiд дозволяє здiйснити розщеплення вихiдної системи

на незалежнi швидку i повiльну пiдсистеми [11, 12].

Лiнiйнi неавтономнi трьохтемповi та багатотемповi системи вивчались в

працях [13]-[17].

У даному роздiлi здiйснено обгрунтування методу декомпозицiї систе-

ми лiнiйних сингулярно збурених рiвнянь з багатьма малими параметрами

до сукупностi незалежних пiдсистем. Такий пiдхiд є результативним, якщо

вдається знайти коефiцiєнти розщеплюючого перетворення. Запропонований

в роботi пiдхiд поєднує в собi як асимптотичнi, так i якiснi методи аналi-

зу. Розщеплююче перетворення будується iз довiльною точнiстю у виглядi

асимптотичних розкладiв за степенями малих параметрiв.
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1.2 Схема розщеплення системи з багатьма малими

параметрами.

Розглянемо лiнiйну сингулярно збурену систему
i∏

j=0

εjẋi =
k∑
j=0

Aijxj, i = 0, k, (1.1)

де t ∈ R, xi ∈ Rni, i = 0, k, Aij = Aij(t), i, j = 0, k, – матрицi розмiрностей

ni × nj, ε0 = 1, ε1, ε2, . . . , εk – малi додатнi параметри.

Припустимо, що:

1) матрицi Aij(t), i, j = 0, k, неперервнi та рiвномiрно обмеженi для t ∈
R;

2) власнi значення λi = λi(t), i = 1, nk, матрицi Akk(t) задовольняють

нерiвнiсть

Reλi ≤ −2β < 0, t ∈ R.

Розщеплення системи (1.1) буде здiйснюватися за k рокiв. Здiйснимо в

системi (1.1) замiну змiнних
xi = y1

i +
k∏

j=i+1

εjH
1
i y

1
k, i = 0, k − 1,

xk = y1
k +

k−1∑
j=0

P 1
j xj,

(1.2)

де H1
i , P

1
j , i, j = 0, k − 1 – матричнi функцiї вiдповiдних розмiрностей.

В результатi система (1.1) набуде вигляду
i∏

j=0

εj ẏ
1
i =

k−1∑
j=0

(
Aij + AikP

1
j −H1

i

(
Akj + AkkP

1
j−

−
k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εnP
1
m

(
Amj + AmkP

1
j

)
−

k∏
m=1

εmṖ
1
j

))
y1
j+

+

(
Aik −H1

i

(
Akk −

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk+

+
k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εm

(
Akj + AkkP

1
j −

k∏
m=1

εmṖ
1
j−
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−
k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εnP
1
m

(
Amj + AmkP

1
j

))
H1
j

)
−

k∏
m=1

εmḢ
1
i +

+
k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εn
(
Aim + AikP

1
m

)
H1
m

)
y1
k, i = 0, k − 1, (1.3)

k∏
j=0

εj ẏ
1
k =

k−1∑
j=0

(
Akj + AkkP

1
j −

k∏
m=1

εmṖ
1
j−

−
k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εnP
1
m

(
Amj + AmkP

1
j

))
y1
i + (Akk−

−
k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk +

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εm
(
Akj + AkkP

1
j−

−
k∏

m=1

εmṖ
1
j −

k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εnP
1
m

(
Amj + AmkP

1
j

))
H1
j

)
y1
k.

Якщо матрицi H1
i , P

1
j , i, j = 0, k − 1 вибрати як обмеженi розв’язки

вiдповiдних систем
k∏

m=1

εmṖ
1
j =Akj + AkkP

1
j −

k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εnP
1
m

(
Amj + AmkP

1
j

)
, (1.4)

k∏
m=1

εmḢ
1
i =Aik −H1

i

(
Akk −

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk

)
+

+
k−1∑
m=0

k∏
n=m+1

εn
(
Aim + AikP

1
m

)
H1
m, (1.5)

тодi система (1.1) набуде вигляду:
i∏

j=0

εj ẏ
1
i =

k−1∑
j=0

B1
ijy

1
j , i = 0, k − 1,

k∏
j=0

εj ẏ
1
k = B1

kky
1
k,

(1.6)

де B1
ij = Aij + AikP

1
j , i, j = 0, k − 1, B1

kk = Akk −
k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk.

Щоб здiйснити другий крок розщеплення, зробимо наступне припущен-

ня:
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3) власнi значення матрицi B1
k−1,k−1 задовольняють нерiвнiсть

Reλi
(
B1
k−1,k−1

)
≤ −2γ < 0, t ∈ R.

Тодi за допомогою замiни змiнних
y1
i = y2

i +
k−1∏
j=i+1

εjH
2
i y

2
k−1, i = 0, k − 2,

y1
k−1 = y2

k−1 +
k−2∑
j=0

P 2
j y

1
j

(1.7)

одержуємо двi незалежнi пiдсистеми iз системи (1.6)

i∏
j=0

εj ẏ
2
i =

k−2∑
j=0

B2
ijy

2
j , i = 0, k − 2,

k∏
j=0

εj ẏ
2
k−1 = B2

k−1,k−1y
2
k−1,

(1.8)

деB2
ij = B1

ij+B
1
i,k−1P

2
j , i, j = 0, k − 2,B2

k−1,k−1 = B1
k−1,k−1−

k−2∑
j=0

k−1∏
m=j+1

εmP
2
j Bj,k−1.

Матрицi P 2
i , H

2
i , i = 0, k − 2, є рiвномiрно обмеженими розв’язками си-

стем
k−1∏
m=1

εmṖ
2
j =B1

k−1,j +B1
k−1,k−1P

2
j−

−
k−2∑
m=0

k−1∏
n=m+1

εnP
2
m

(
B1
mj +B1

m,k−1P
2
j

)
,

k∏
m=1

εmḢ
2
i =B1

i,k−1 +
k−2∑
m=0

k−1∏
n=m+1

εn
(
B1
im +B1

i,k−1P
2
m

)
H2
m−

−H2
i

(
Bk−1,k−1 −

k−2∑
j=0

k−1∏
m=j+1

εmP
2
j B

1
j,k−1

)
.

(1.9)

Продовжуючи цей процес, на (k − 1)-ому кроцi отримаємо систему

ẏk−1
0 = Bk−1

00 yk−1
0 +Bk−1

01 yk−1
1 ,

ε1ẏ
k−1
1 = Bk−1

10 yk−1
0 +Bk−1

11 yk−1
1 ,

i∏
j=0

εj ẏ
k+1−i
i = Bk+1−i

ii yk+1−i
i , i = 2, k,

(1.10)
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де Bk−1
ij = Bk−2

ij + Bk−2
i2 P k−1

j , i, j = 0, 1, Bk−1
22 = Bk−2

22 − ε1ε2P
k−1
0 Bk−2

02 −
ε2P

k−1
1 Bk−2

12 .

Тепер за допомогою замiни змiнних у системi (1.10){
yk−1

0 = yk0 + ε1H
k
0 y

k
1 ,

yk−1
1 = yk1 + P k

0 y
k−1
0 ,

(1.11)

отримаємо ”блочно-дiагональну” систему

ẏk0 = Bk
00y

k
0 ,

ε1ẏ
k
1 = Bk

11y
k
1 ,

i∏
j=0

εj ẏ
k+1−i
i = Bk+1−i

ii yk+1−i
i , i = 2, k,

(1.12)

де Bk
00 = Bk−1

00 +Bk−1
01 P , Bk

11 = Bk−1
11 − ε1PB

k−1
01 .

Тут Hk
0 , P

k
0 − матричнi функцiї, якi задовольняють рiвняння

ε1Ṗ
k
0 = Bk−1

10 +Bk−1
11 P k

0 − ε1P
k
0

(
Bk−1

00 +Bk−1
02 P k

0

)
, (1.13)

ε1Ḣ
k
0 = Bk−1

01 −Hk
0 (Bk−1

11 − ε1P
k
0B

k−1
01 ) + ε1

(
Bk−1

00 +Bk−1
02 P k

0

)
Hk

0 . (1.14)

На кожному кроцi декомпозицiї ми припускаємо, що:

3i) власнi значення матрицi Bii, i = 1, k − 1, задовольняють нерiвнiсть

Reλj (Bii) ≤ −2γ < 0.

1.3 Невироджена розщеплююча замiна змiнних системи

лiнiйних сингулярно збурених рiвнянь з багатьма малими

параметрами

1.3.1 Iснування розв’язкiв допомiжних систем iнтегральних

рiвнянь

Покажемо, що iснує невироджена замiна змiнних, яка приводить вихiдну

систему (1.1) до ”блочно-дiагональної” системи (1.9).

Позначимо Q(t, s, ε) фундаментальну матрицю рiвняння
k∏
j=0

εjẋk = Akkxk. (1.15)
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Рiвномiрна обмеженiсть матрицi Akk i умова 2) забезпечує оцiнку:

‖Q(t, s, ε)‖ ≤ Ke

− 3β

2
k∏
j=0

εj

(t−s)

, (1.16)

для деякого K > 0 при будь-яких −∞ < s ≤ t <∞.
Запишемо систему (1.4) в еквiвалентнiй формi системи iнтегральних рiв-

нянь:

Pi(t, s, ε) =
1
k∏
j=0

εj

t∫
−∞

Q(t, s, ε)(Aki(s, ε)−
k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmPj(s, ε)×

× (Aji(s, ε) + Ajk(s, ε)Pi(s, ε)))ds, i = 0, k − 1, (1.17)

За допомогою принципу стискаючих вiдображень покажемо, що система

(1.17) має єдиний обмежений на всiй числовiй осi розв’язок. Будемо шукати

розв’язок системи (1.17) методом послiдовних наближень:

P n+1
i =

1
k∏
j=0

εj

t∫
−∞

Q
(
Aki −

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
n
j (Aji + AjkP

n
i )
)
ds, (1.18)

i = 0, k − 1, n = 0, 1, 2, . . .

Покладемо P 0
i = 0, i = 0, k − 1. Використовуючи нерiвнiсть (1.16) i умо-

ви 1)-2), легко по казати, що iснує ε∗k > 0 таке, що для всiх εk ∈ (0, ε∗k)

послiдовностi P n
i (t, ε), i = 0, k − 1, є рiвномiрно збiжними при n→∞ i обме-

женими для t ∈ R.

Покладемо Pi(t, ε) = lim
n→∞

P n
i (t, ε), i = 0, k − 1.

Перепишемо систему (1.5), враховуючи позначення для матриць Bij,

i, j = 0, k у виглядi
k∏
j=1

εjḢ
1
i = Aik +

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmBijH
1
j −H1

iBkk, i = 0, k − 1. (1.19)

Позначимо через QHi
(t, s, ε) фундаментальнi матрицi рiвнянь

i∏
j=0

εjẋi = Bij(t, ε)xi, i = 0, k − 1,
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а через Q̄(t, s, ε) – фундаментальну матрицю рiвняння

k∏
i=1

εiẏ
1
k =

(
Akk −

k−1∑
i=0

k∏
j=i+1

εjP
1
i Aik

)
y1
k. (1.20)

Систему (1.19) можна представити у виглядi системи iнтегральних рiв-

нянь

H1
i = − 1

k∏
j=1

εj

t∫
−∞

Q̄

Aik +
k−1∑

j=0,j 6=i

k∏
m=j+1

εmBijH
1
j

QHi
ds, (1.21)

i = 0, k − 1.

Якщо виконуються умови 1)-2) i параметр εk достатньо малий, то для

фундаментальної матрицi Q̄(t, s, ε) справедлива оцiнка

|Q̄(t, s, ε)| ≤ Ke

− β
k∏
i=1

zi

(t−s)

. (1.22)

Використовуючинерiвнiсть (1.23) можна довести iснування обмеженого

для t ∈ R розв’язку системи (1.21) аналогiчно як i для (1.17).

Наведенi вище мiркування запишемо у виглядi твердження.

Лема 1.1. Нехай виконуються умови 1) i 2). Тодi iснує ε∗k > 0 таке, що

при 0 < εk < ε∗k система (1.4)-(1.5) має єдиний обмежений розв’язок при

t ∈ R.

Аналогiчним чином обгрунтовуються твердження, про iснування для на-

ступних крокiв розщеплюючих перетворень.

1.3.2 Iснування невиродженої розщеплюючої замiни змiнних

Виражаючи старi змiннi xi, i = 0, k через новi yk0 , y
k+1−i
i , i = 1, k, одер-

жуємо наступну теорему.

Теорема 1.1. Нехай виконуються умови 1)-3). Тодi для достатньо малих

εi, i = 1, k, iснує невироджена замiна змiнних
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

x0

x1

x2

...

xk


= Φ



yk0

yk1

yk−1
2
...

y1
k


, (1.23)

за допомогою якої система (1.1) зводиться до послiдовностi незалежних

пiдсистем 
ẏk0 = Bk

00y
k
0 ,

i∏
j=0

εj ẏ
k+1−i
i = Bk+1−i

ii yk+1−i
i , i = 1, k.

Вигляд розщеплюючого перетворення

Φ [i, j] =



Rk−j
j +

j−1∑
m=0

j∏
n=m+1

εnR
k−j+1
m Hk−j+1

m , (i ≥ j) ∧ (i > 1),

Rk−i
i = E, Rk−i+1

m = P k−i+1
m ,

Rn+1
m = Rn

m +Rn
k−nP

n+1
m ,

j∏
m=i+1

εmH
k+1−j
i yk+1−j

j , (i < j) ∧ (j > 1),

E, i = j = 0,

ε1H
k
0 , i = 0, j = 1,

P k
0 , i = 1, j = 0,

E + ε1P
k
0H

k
0 , i = j = 1.

випливає iз структури замiн змiнних на кожному кроцi. Для доведення теоре-

ми треба показати, що перетворення Φ невироджене, тобто iснує обернене пе-

ретворення Φ−1. Виразимо змiннi yk0 , y
k+1−i
i , i = 1, k через змiннi xi, i = 0, k.

З рiвностей (1.2) випливає
y1
i = xi −

k∏
j=i+1

εjH
1
i y

1
k, i = 0, k − 1,

y1
k = xk −

k−1∑
j=0

P 1
j xj,
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З цiєї та наступних замiн дiстаємо, що yk0 , y
k+1−i
i , i = 1, k, можна вира-

зити через змiннi xi, i = 0, k за такими формулами

yk0 =
k∑
j=0

Dk+1
0j xj,

yk+1−i
i =

k∑
j=0

Dk+1−i
ij xj,

де для n = 0, k − 1, j = 0, k

Dn+1
k−n,j = Dn

k−n,j −
k−n−1∑
m=0

P n+1
m Dn+1

k−n,j,

Dn+1
ij = Dn

ij −
k−n∏

m=i+1

εmH
n+1
i Dn+1

k−n,j, i = 0, k − n− 1,

D0
ij = 0, i 6= j,

D0
ii = E,

Dk+1
0j =

(
E + ε1H

k
0P

k
0

)
Dk−1

0j − ε1H
k
0D

k−1
1j .

Отже, обернена матриця iснує

Φ−1[i, j] = Dk+1−i
ij , i = 0, k,

що пiдтверджує iстиннiсть теореми 1.1.

Зауваження 1.1. Умова 3i) є складною для перевiрки, тому що матрицi P i
j

та H i
j можна знайти лише у найпростiших випадках. Легко переконатися,

що умова 3i) буде виконуватись для малих параметрiв ε1, ε2, . . . , εk−1, якщо

система (1.1) має наступний вигляд
ẋ0 =

k∑
j=0

A0jxj,

i∏
j=0

εjẋi =
k∑

j=0,j 6=i+1

Aijxj + εiAi,i+1xi+1, i = 1, k,

(1.24)

i власнi значення матриць Aii, i = 1, k, задовольняють нерiвнiсть

Reλj (Aii) ≤ −2γ < 0.
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1.4 Асимптотичнi розклади розщеплюючого перетворення

Точний вигляд коефiцiєнтiв розщеплюючого перетворення вдається зна-

йти тiльки у найпростiших випадках, тому представляє iнтерес виписати вiд-

повiднi розщепленi системи при наближеному знаходженнi асимптотичних

розкладiв цих коефiцiєнтiв.

Нехай виконується умова:

4) матрицi Aij(t), i, j = 0, k, A−1
kk рiвномiрно обмеженi для t ∈ R разом

зi своїми похiдними до (n+ 1) порядку включно.

Розглянемо диференцiальний вираз

T 0(u) =
k−1∑
i=0

Akixi + Akku−
k∏
i=0

εi
d

dt
u. (1.25)

Покажемо, що iснує функцiя u (t, x0(t), x1(t), . . . , xk−1(t), εk) , яку можна

представити у виглядi

u =
k−1∑
i=0

P
1
i (t, εk) =

k−1∑
i=0

(
k−1∑
j=0

εjkP
1
i,j(t)

)
xi, (1.26)

де матрицi P 1
i,j(t), j = 0, n, i = 0, k − 1, – рiвномiрно обмеженi разом зi своїми

(n− j + 1) похiдними, така, що на обмежених розв’язках системи (1.1)

T (u) = o
(
εn+1
k

)
Пiдставимо спiввiдношення (1.26) у рiвнiсть (1.25) i пiдберемо функцiї

P 1
i,j(t), j = 0, n, i = 0, k − 1, так, щоб в рiвностi (1.25) перетворились в нуль

всi члени, що мiстять εk в степенi меншiй, нiж (n+1). Обгрунтування можли-

востi такого вибору неважко провести методом математичної iндукцiї. Для

коефiцiєнтiв у представленнi (1.26) одержуємо такi алгебраїчнi спiввiдноше-

ння

P 1
i,0(t) =− A−1

kk (t)Aki(t),

P 1
i,j(t) =A−1

kk (t)

(
k−1∏
m=1

εmṖ
1
i,j−1(t) +

k−1∑
m=0

k−1∏
l=m+1

εlP
1
m,j−1Ami+ (1.27)

+
k−1∑
m=0

k−1∏
l=m+1

εl

j−1∑
l=0

P 1
m,lAmkP

1
i,j−l−1

)
, j = 1, 2, . . . , n.
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Обмеженiсть P 1
i,j, i = 0, k − 1, j = 0, n, та їх частинних похiдних до (n−

j+1) порядку випливає iз умови 4). Якщо функцiї P 1
i,j вибранi за формулами

(1.27), то диференцiальне спiввiдношення (1.25) набуде вигляду

T 0
(
u0
)

= εn+1
k

(
k−1∑
i=0

η0
i (t, ε1, . . . , εk−1)xi

)
,

де η0
i , i = 0, k − 1, –рiвномiрно обмеженi функцiї.

Якщо у вихiднiй системi (1.1) зробити замiну

xk =
k−1∑
i=0

P
1
ixi + εn+1

k z,

то для змiнних x0, x1, . . . , xk−1, z одержимо систему

i∏
j=0

εjẋi =
k−1∑
j=0

(
Aij + AikP

1
j

)
xj + εn+1

k Aikz, i = 0, k − 1,

k∏
j=0

εj ż =
k−1∑
j=0

η0
j (t, ε1, . . . , εk−1)xj + Akkz.

(1.28)

Система (1.28) – це система типу (1.1), для якої iснує iнтегральний мно-

говид [14]

z =
k−1∑
i=0

P 1
i,∗ (t, εk)xi, (1.29)

де P 1
i,∗, i = 0, k − 1, – рiвномiрно обмеженi функцiї.

Якщо система (1.28) має iнтегральний многовид (1.29), тодi система (1.1)

має iнтегральний многовид

xk =
k−1∑
i=0

(
P

1
i + εn+1

k P 1
i,∗

)
xi =

k−1∑
i=0

Pixi,

для якого справедливий асимптотичний розклад

xk =
k−1∑
i=0

(
n∑
j=0

εjkP
1
i,j + εn+1

k P 1
i,∗

)
xi. (1.30)

Здiйснимо в системi (1.1) замiну змiнних

xk =
k−1∑
i=0

Pixi + y1
k,
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одержимо систему

i∏
j=0

εjẋi =
k−1∑
j=0

(
Aij + AikP

1
j

)
xj + Aiky

1
k, i = 0, k − 1,

k∏
j=0

εj ẏ
1
k =

(
Akk −

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk

)
y1
k.

(1.31)

Розглянемо тепер диференцiальнi вирази

T 0
i

(
u0

0, u
0
1, . . . , u

0
k−1

)
=

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εm
(
A0j + A0kP

1
j

)
u0
j−

−
k∏
j=1

εj
d

dt
u0
i + Aiky

1
k, i = 0, k − 1.

(1.32)

Покажемо, що iснують функцiї u0
i , i = 0, k − 1, якi можна представити

у виглядi

u0
i = H

1
iy

1
k =

n∑
j=0

εjkH
1
i,jy

1
k, i = 0, k − 1, (1.33)

де матрицi H1
i,j, j = 0, n, – рiвномiрно обмеженi разом зi своїми (n − j + 1)

похiдними, такi, що

T 0
i

(
u0

0, u
0
1, . . . , u

0
k−1

)
= o

(
εn+1
k

)
, i = 0, k − 1.

Пiдставимо спiввiдношення (1.33) у рiвностi (1.32) i пiдберемо функцiї

H1
i,j, j = 0, n, так, щоб в рiвностях (1.32) перетворились в нуль всi члени, що

мiстять εk в степенi меншiй, нiж (n + 1). Для коефiцiєнтiв H1
i,j одержуємо

алгебраїчнi спiввiдношення

H1
i,0(t) =AikA

−1
kk ,

H1
i,j(t) =

(
k−1∑
m=0

k−1∏
l=m+1

εlAimH
1
m,j−1 +

k−1∑
m=0

k−1∏
l=m+1

εlAik

j−1∑
l=0

P 1
m,lH

1
m,j−l−1+ (1.34)

+
k−1∑
m=0

(
k−1∏

l=m+1

εl

)
j−1∑
l=0

H1
i,lP

1
m,j−l−1Amk −

k−1∏
m=0

εmḢ
1
i,j−1

)
A−1
kk ,

j = 1, 2, . . . , n.
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ОбмеженiстьH1
i,j та їх частинних похiдних випливає iз умови 4). У цьому

випадку диференцiальнi вирази (1.32) набувають вигляду

T 0
i

(
u0

0, u
0
1, . . . , u

0
k−1

)
= εn+1

k µ0
i (t, ε1, ε2, . . . , εk) y

1
k,

де µ0
i , i = 0, k − 1, – рiвномiрно обмеженi функцiї.

Якщо тепер у системi (1.31) зробити замiну

xi = εn+1
k y1

i +
k∏

j=i+1

εjH
1
iy

1
k, i = 0, k − 1,

то для змiнних y1
i , i = 0, k, одержимо систему

i∏
j=0

εj ẏ
1
i =

k−1∑
j=0

(
Aij + AikP

1
j

)
y1
j + µ0

iy
1
k, i = 0, k − 1,

k∏
j=0

εj ẏ
1
k =

(
Akk −

k−1∑
j=0

k∏
m=j+1

εmP
1
j Ajk

)
y1
k,

(1.35)

типу (1.1), для якої iснують iнтегральнi многовиди

y1
i =

k∏
j=i+1

εjH
1
i,∗y

1
k, i = 0, k − 1. (1.36)

Якщо система (1.35) має iнтегральнi многовиди (1.36), тодi система (1.31)

має iнтегральнi многовиди

xi =
k∏

j=i+1

εj

(
H

1
i + εn+1

k H1
i,∗

)
y1
k =

k∏
j=i+1

εjH
1
i y

1
k, i = 0, k − 1,

для яких справедливi асимптотичнi розклади

xi =
k∏

j=i+1

εj

(
n∑
j=0

εjkH
1
i,j + εn+1

k H1
i,∗

)
y1
k, i = 0, k − 1.

Здiйснивши в системi (1.31) замiну змiнних

xi = y1
i +

k∏
j=i+1

εjHiy
1
k,

одержимо систему (1.6) i завершуємо перший етап розщеплення системи (1.1).
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Теорема 1.2. Нехай виконуються умови 1), 2) i 4). Тодi для достатньо

малих εk iснує замiна змiнних (1.2), за допомогою якої система (1.1) зво-

диться до вигляду (1.6), i коефiцiєнти асимптотичних розкладiв перетво-

рення (1.3) можна однозначно знайти iз алгебраїчних спiввiдношень (1.27),

(1.34).

Розглянемо тепер l + 1 (l ≥ 1) крок розщеплення системи

i∏
j=0

εj ẏ
l
i =

k−l∑
j=0

Bl
ijy

l
j, i = 0, k − l, (1.37)

i∏
j=0

εj ẏ
k−i+1
l = Bk−i+1

ii yk−i+1
i , i = k − l + 1, k. (1.38)

Припустимо, що виконується наступна умова:

5l) матрицi Bl
ij(i, j = 0, k − l),

(
Bl
k−l,k−l

)−1 разом з їх (n + 1) похiдними

є рiвномiрно обмеженими для t ∈ R.

Розглянемо диференцiальний вираз

T l
(
ul
)

=
k−l−1∑
i=0

Bl
k−l,iy

l
i +Bk−l,k−lu

l −
k−l∏
i=0

εi
d

dt
ul. (1.39)

Покажемо, що функцiя ul
(
t, yl0(t), y

l
1(t), . . . , y

l
k−l−1(t), εk−l

)
, яка може бу-

ти представлена у виглядi

ul =
k−l−1∑
i=0

P̄ l+1
i (t, εk−l) =

k−l−1∑
i=0

(
n∑
j=0

εjk−lP
l+1
i,j (t)

)
yli, (1.40)

де матрицi P l+1
i,j (t), j = 0, n, i = 0, k − l − 1, є рiвномiрно обмеженими разом

зi своїми (n−j+1) похiдними, є такою, що для обмеженого розв’язка системи

(1.37) маємо

T l
(
ul
)

= o
(
εn+1
k−l
)
.

Пiдставимо (1.40) в (1.39) i виберемо функцiї P l+1
i,j (t), j = 0, n, i =

0, k − l − 1, так, щоб в (1.39) всi доданки, якi мiстять степенi малого пара-

метра εk−l меншi, нiж (n + 1), перетворюються в нуль. Для коефiцiєнтiв у
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представленнi (1.26) одержуємо

P l+1
i,0 (t) = −

(
Bl
k−l,k−l

)−1
(t)Bl

k−l,i(t),

P l+1
i,j (t) =

(
Bl
k−l,k−l

)−1
(t)

(
k−l−1∏
m=1

εmṖ
l+1
i,j−1(t)+

+
k−l−1∑
m=0

k−l−1∏
s=m+1

εs

j−1∑
s=0

P l+1
m,sB

l
m,k−lP

l+1
i,j−s−1+

+
k−l−1∑
m=0

k−l−1∏
s=m+1

εsP
l+1
m,j−1B

l
mi

)
, j = 1, n.

(1.41)

Зазначимо, що 5l) означає, що P l+1
i,j (t), j = 0, n, i = 0, k − l − 1, є обме-

женими разом зi своїми похiдними до (n− j+1) порядку. Якщо функцiї P l+1
i,j

вибирати за формулами (1.41), тодi (1.39) буде мати вигляд

T l
(
ul
)

= εn+1
k−l

(
k−l−1∑
i=0

ηli (t, ε1, . . . , εk−l−1) y
l
i

)
,

де ηli, i = 0, k − l − 1, – рiвномiрно обмеженi функцiї.

Якщо ми зробимо у вихiднiй системi (1.37) замiну

ylk−l =
k−l−1∑
i=0

P̄ l+1
i yli + εn+1

k−l z,

тодi для змiнних yl0, yl1, . . . , ylk−l−1, z одержимо систему

i∏
j=0

εj ẏ
l
i =

k−l−1∑
j=0

(
Bl
ij +Bl

i,k−lP̄
l+1
j

)
ylj + εn+1

k−lB
l
i,k−lz,

i = 0, k − l − 1,
k−l∏
j=0

εj ż =
k−l−1∑
j=0

ηlj (t, ε1, . . . , εk−l−1) y
l
j +Bl

k−l,k−lz.

(1.42)

Система (1.42) – це система типу (1.37), для якої iснує iнтегральний

многовид

z =
k−l−1∑
i=0

P l+1
i,∗ (t, εk−l) y

l
i, (1.43)

де P l+1
i,∗ , i = 0, k − l − 1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
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Якщо система (1.42) має iнтегральний многовид (1.43), тодi система

(1.37) має iнтегральний многовид

ylk−l =
k−l−1∑
i=0

(
P̄ l+1
i + εn+1

k−l P
l+1
i,∗
)
yli =

k−l−1∑
i=0

P l+1
i yli,

для якого справедливий асимптотичний розклад

ylk−l =
k−l−1∑
i=0

(
k−l−1∑
i=0

εjk−lP
l+1
i,j + εn+1

k−l P
l+1
i,∗

)
yli. (1.44)

Зробивши в системi (1.37) замiну

ylk =
k−l−1∑
i=0

P l+1
i yli + yl+1

k−l, (1.45)

одержимо
i∏

j=0

εj ẏ
l
i =

k−l−1∑
j=0

(
Bl
ij +Bl

i,k−lP
l+1
j

)
ylj +Bi,k−ly

l+1
k−l,

i = 0, k − l − 1,

k−l∏
j=0

εj ẏ
l+1
k−l =

(
Bl
k−l,k−l −

k−l−1∑
j=0

k−l∏
m=j+1

εmP
l+1
j Bl

j,k−l

)
yl+1
k−l.

(1.46)

Розглянемо тепер диференцiальнi вирази

T li
(
ul0, u

l
1, . . . , u

l
k−l−1

)
= Bi,k−ly

l+1
k−l −

k−l∏
j=1

εj
d

dt
uli+

+
k−l−1∑
j=0

k−l∏
m=j+1

εm
(
Bl
ij +Bi,k−lP

l+1
j

)
ulj, i = 0, k − l − 1. (1.47)

Покажемо, що iснують функцiї uli, i = 0, k − l − 1, якi можна предста-

вити у виглядi

uli = H̄ l+1
i yl+1

k−l =
n∑
j=0

εjk−lH
l+1
i,j y

l+1
k−l, i = 0, k − l − 1, (1.48)

де матрицi H l+1
i,j , j = 0, n, рiвномiрно обмеженi разом зi своїми (n − j + 1)

похiдними, такi, що

T li
(
ul0, u

l
1, . . . , u

l
k−l−1

)
= o

(
εn+1
k−l
)
, i = 0, k − l − 1.
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Пiдставимо (1.48) в (1.47) i виберемо функцiї H l+1
i,j , j = 0, n, так, що в

(1.47) всi члени, що мiстять степенi малого параметра εk−l меншi за (n + 1),

перетворюються в нуль. Для коефiцiєнтiв H l+1
i,j одержуємо

H l+1
i,0 = Bi,k−l

(
Bl
k−l,k−l

)−1

H l+1
i,j =

(
k−l−1∑
m=0

k−2∏
s=m+1

εsB
l
imH

l+1
m,j−1+

+
k−l−1∑
m=0

k−l−1∏
s=m+1

εs

j−1∑
s=0

H l+1
i,s P

l+1
m,j−s−lB

l
m,k−l+

+
k−l−1∑
m=0

k−l−1∏
s=m+1

εsB
l
i,k−l

j−1∑
s=0

P l+1
m,sH

l+1
m,j−1−s

−
k−l−1∏
m=0

εmḢ
l+1
i,j−1

)(
Bl
k−l,k−l

)−1
, j = 1, n

(1.49)

Умова 5l) означає, що H l+1
i,j i їх частиннi похiднi є обмеженими. У цьому

випадку диференцiальнi вирази (1.47) матимуть вигляд

T li
(
ul0, u

l
1, . . . , u

l
k−l−1

)
= εn+1

k−l µ
l
i (t, ε1, ε2, . . . , εk − l) yl+1

k−l,

де µli, i = 0, k − l − 1, – рiвномiрно обмеженi функцiї.

Якщо зробити замiну

yli = εn+1
k−l y

l+1
i +

k−l∏
j=i+1

εjH̄
l+1
i yl+1

k−l, i = 0, k − l − 1,

в системi (1.46), тодi для змiнних yl+1
i , i = 0, k − l, одержуємо систему

i∏
j=0

εj ẏ
l+1
i =

k−l−1∑
j=0

(
Bl
ij +Bl

i,k−lP
l+1
j

)
yl+1
j + µliy

l+1
k−l,

i = 0, k − l − 1,

k−l∏
j=0

εj ẏ
l+1
k−l =

(
Bl
k−l,k−l −

k−l−1∑
j=0

k−l∏
m=j+1

εmP
l+1
j Bj,k−l

)
yl+1
k−l

(1.50)

типу (1.37), для якої iснують iнтегральнi многовиди

yl+1
i =

k−l∏
j=i+1

εjH
l+1
i,∗ y

l+1
k−l, i = 0, k − l − 1. (1.51)
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Якщо система (1.50) має iнтегральнi многовиди (1.51), тодi система (1.46)

має iнтегральнi многовиди

yli =
k−l∏
j=i+1

(
H̄ l+1
i + εn+1

k−lH
l+1
i,?

)
yl+1
k−l =

k−l∏
j=i+1

H l+1
i yl+1

k−l, i = 0, k − l − 1,

для яких справедливий асимптотичний розклад

yli =
k−l∏
j=i+1

(
n∑
j=0

εjk−lH
l+1
i,j + εn+1

k−lH
l+1
i,?

)
yl+1
k−l, i = 0, k − l − 1.

Зробивши в системi (1.46) замiну

yli = yl+1
i +

k−l∏
j=i+1

εjH
l+1
i yl+1

k−l (1.52)

одержимо систему з l + 1 вiдщепленими змiнними i l + 1 етап розщеплення

системи (1.1) завершено.

Теорема 1.3. Нехай виконуються умови 1), 2) i 5l), l = 1, k − 1. Тодi для

достатньо малого εl iснуе замiна (1.45), (1.52), яка зводить систему (1.37)

до вигляду
i∏

j=0

εj ẏ
l+1
i =

k−l−1∑
j=0

Bl+1
ij yl+1

j , i = 0, k − l − 1,

k−l∏
j=0

εj ẏ
l+1
k−l = Bl+1

k−l,k−ly
l+1
k−l,

(1.53)

i коефiцiєнти асимптотичного розщеплюючого перетворення можуть бу-

ти однозначо знайденi з (1.41) та (1.49).

Зауваження 1.2. Пiсля k крокiв декомпозицiї системи (1.1) за описаною

вице схемою одержимо ”блочно-дiагональну” систему (1.12). Крiм того, ко-

ефiцiенти асимптотичного розщеплюючого перетворення можна знайти

за рекурентними алгебраїчними спiввiднощеннями аналогiчними до (1.41),

(1.49).
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2 АПРОКСИМАЦIЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ IНТЕГРО-

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

2.1 Вступ

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння iз запiзненням виникають при матема-

тичному моделюваннi поширення епiдемiй в задачах математичної бiологiї та

хiмiчної кiнетики [18]-[20].

Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є до-

статньо складним об’єктом дослiдження. Вiдомо, що не iснyє унiверсальних

методiв побудови їх точних розв’язкiв. Тому основними теоретичними питан-

нями при дослiдженнi таких задач є обгрунтування конструктивних пiдходiв

доведення iснування їх розв’язкiв та розробка ефективних методiв побудови

наближених розв’язкiв. Важливою також є задача одержання оцiнок похибок

для наближених розв’язкiв.

На даний час для знаходження розв’язкiв крайових задач iз запiзненням

використовуються методи послiдовних наближень, проекцiйно-iтерацiйнi ме-

тоди, методи сплайн-функцiй [21]–[27].

У даному роздiлi роботи буде запропоновано новий пiдхiд наближено-

го розв’язання крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запi-

зненням, що базується на схемах апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз

запiзненням системами звичайних диференцiальних рiвнянь [28]–[30].

2.2 Iснування та єдинiсть розв’язку

Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f (x, [y(x)], [y(x)]1) +

b∫
a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds, (2.1)

y(p)(x) = ϕ(p)(x), p = 0.1, x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (2.2)

де
[y(x)] = (y(x), y(x− τ1), . . . , y(x− τn)) ,
[y(x)]1 = (y′(x), y′(x− τ1), . . . , y

′(x− τn)) ,
(2.3)
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0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ , γ ∈ R, ϕ(x) ∈ C1[a− τ, a] – початкова функцiя.

Введемо множину точок, що визначається запiзненнями τi, i = 1, n

E =
{
xi ∈ [a, b] : xi = a+ τi, i = 1, n

}
.

Вiдзначимо, що в точках множини E розв’язок крайової задачi (2.1)–(2.2),

взагалi кажучи, має розривну другу похiдну.

Введемо позначення

P = sup

{
|f (x, [y(x)], [y(x)]1)|+

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds

∣∣∣∣∣∣ : |y(x)| < P1,

|y(x− τi)| < P1, |y′(x)| < P2, |y′(x− τi)| < P2, i = 1, n, x ∈ [a, b]

}
,

J = [a− τ, a], I = [a, b], I1 = [a, x1], I2 = [x1, x2], . . . , In = [xn−1, xn],

In+1 = [xn, b],

B =

{
y(x) : y(x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J) ∪ C1(I)

))
∩

(
n+1⋃
j=1

C2(Ij)

)
,

|y(x)| < P1, |y′(x)| < P2

}
, (2.4)

де P1, P2 – додатнi сталi.

Розв’язком крайової задачi (2.1)–(2.2) будемо вважати функцiю y = y(x)

iз простору B, яка задовольняє рiвняння (2.1), за можливим винятком точок

множини E та крайовi умови (2.2).

Введемо в просторi B норму

‖y‖B = max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′(x)|,max

x∈I
|y′(x)|

)}
,

iз цiєю нормою даний простiр є банаховим простором.

Крайова задача (2.1)–(2.2) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [31, 32]

y(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+ l(x),
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x ∈ J ∪ I, (2.5)

Ḡ(x, s) =

{
G(x, s), x, s ∈ I,
0, в iншому випадку,

l(x) =

 ϕ(x), x ∈ J,
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a), x ∈ I,

G(x, s) =


(s− a)(x− b)

b− a
, a ≤ s ≤ x ≤ b,

(x− a)(s− b)
b− a

, a ≤ x ≤ s ≤ b,
(2.6)

функцiя Грiна крайової задачi

y′′(x) = 0, x ∈ I, y(a) = y(b) = 0.

Визначимо оператор T в просторi B

(Ty)(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+l(s),

x ∈ J ∪ I. (2.7)

Звiдси

(Ty)′(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ′x(x, s)ds+
+
γ − ϕ(a)

b− a
, x ∈ J ∪ I. (2.8)

Нехай функцiя f (x, [y(x)], [y(x)]1) неперервна в областi G[a, b]×Gn+1
1 ×

Gn+1
2 , а функцiя g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) – неперервна в областi Q = [a, b]×G, де

G1 = {u ∈ R : |u| < P1}, G2 = {v ∈ R : |v| ≤ P2}, P1, P2 – додатнi сталi, що

входять в означення простору B та задовольняють за змiнними [y(x)], [y(x)]1

умову Лiпшиця зi сталими Li та L1
i , i = 0, 2n+ 1 вiдповiдно.

Має мiсце наступна теорема.
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Теорема 2.1. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, (b− a)2

8
P + max (|ϕ(a)|, |γ|)

}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′(x)|, b− a

2
P +

∣∣∣∣γ − ϕ(a)

b− a

∣∣∣∣} ≤ P2,

3)
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)
< 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок крайової задачi (2.1)–(2.2) в просторi B.

Для доведення теореми 2.1 використовується принцип стислих вiдобра-

жень у формi, що наведена в [33].

Для функцiї Грiна (2.6) вiдомi оцiнки [33]

b∫
a

|G(x, s)|ds ≤ (b− a)2

8
,

b∫
a

|G′(x, s)|ds ≤ b− a
2

. (2.9)

Якщо виконуються умови 1)-2) теореми та оцiнки (2.9), тодi нескладно

показати, що оператор T вiдображає простiр B в себе.

Iз означення норми простору B дiстаємо

‖(Ty1)(x)− (Ty2)(x)‖B ≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B . (2.10)

Нерiвнiсть (2.10) та умова теореми 3) забезпечують, що оператор T є

оператором стиску у просторi B, а значить вiн має єдину нерухому точку

[33]. Отже, крайова задача (2.1)–(2.2) має єдиний розв’язок y(x) ∈ B.

2.3 Схеми апроксимацiї крайових задач для

iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями

2.3.1 Апроксимацiя простiшої крайової задачi для

iнтегро-диференцiального рiвняння iз запiзненням

Розглянемо частинний випадок крайової задачi (2.1)–(2.2) у виглядi

y′′ = f (x, y(x), y (x− τ1) , . . . , y (x− τn)) +
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+

b∫
a

g (x, s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) ds, x ∈ [a, b], (2.11)

y(x) = ϕ(x), x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (2.12)

де 0 < τ1 < τ2 < . . . < τn = τ , ϕ(x) ∈ C[a− τ, a], γ ∈ R.
Нехай f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, s, u0, u1, . . . , un) неперервнi функцiї в обла-

стях: G1 = [a, b]×Gk, G2 = [a, b]× [a, b]×Gk, де G = {u ∈ R, |u| ≤ P1}, P1 –

додатня стала.

Вiдзначимо, що розв’язок крайової задачi (2.11)–(2.12) в точках xi =

a+ τi, i = 1, n, взагалi кажучи, має розривну другу похiдну.

Введемо позначення:

P = sup

{
(f (x, y(x), y (x− τ1) , . . . , y (x− τn)) +

+

b∫
a

g (x, s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) ds : |y(x)| ≤ P1, |y (x− τi)| ≤ P1,

i = 1, n, x, s ∈ [a, b]

}
,

J = [a− τ ], I = [a, b], I1 = [a, x1] , J2 = [x1, x2] , . . . , In+1 = [xn, b] . (2.13)

Розглянемо клас функцiй

B =

{
y(x) : y(x) ∈

(
C (J ∪ I) ∩ C1(I) ∩

(
n+1⋃
i=1

C2 (Ii)

))
, |y(x) < P1|

}
.

Розв’язком крайової задачi (2.11)–(2.12) будемо вважати функцiю y =

y(x) iз простору B, яка задовольняє рiвняння (2.11) (за можливим винятком

точок xi = a+ τi) та крайовi умови (2.12).

Введемо в класi функцiї B норму

‖y‖B =
9

(b− a)2
max
t∈J∪I

|y(x)|. (2.14)

Простiр B з цiєю нормою є банаховим простором. Крайова задача (2.11)–

(2.12) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [31].

y(x) =

b∫
a−τ

[
f (s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) +



36

+

b∫
a

g (x, ξ, y(ξ), y (ξ − τ1) , . . . , y (ξ − τn)) ds
]
Ḡ(x, s)ds+ l(x), (2.15)

x ∈ J ∪ I,

де

Ḡ(x, s) =

{
G(x, s), xns ∈ I,
0, в iншому випадку,

l(x) =

 ϕ(x), x ∈ J,
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a),

G(x, s) =


(s− a)(x− b)

b− a
, a ≤ s ≤ x ≤ b,

(x− a)(s− b)
b− a

, a ≤ x ≤ s ≤ b,
− функцiя Грiна крайової задачi

y′′(x) = 0, x ∈ I, y(a) = y(b) = 0.

Визначимо оператор T у просторi B наступним чином

(Ty)(x) =

b∫
a−τ

[
f (s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) +

+

b∫
a

g (x, ξ, y(ξ), y (ξ − τ1) , . . . , y (ξ − τn)) ds
]
Ḡ(x, s)ds+ l(x), x ∈ J ∪ I.

Має мiсце теорема, аналогiчна теоремi 2.1.

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови:

1. max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, (b− a)2

2
P + max{|ϕ(a)|, |ϕ|}

}
≤ P1;

2. Функцiї f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, u0, u1, . . . , un) задовольняють умову

Лiпшица в областi G за змiнними u0, u1, . . . , un зi сталими Li, Ri, i = 0, n

вiдповiдно;

3.
(b− a)2

8

n∑
i=0

(Li + (b− a)Ri) < 1.

Тодi iснує єдиний роз’язок крайової задачi (2.11)–(2.12) у просторi B.

Одним iз методiв дослiдження диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є

апроксимацiя елемента запiзнення y(x−τ), що входить в рiвняння. Нехай y(x)
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вхiдна функцiя елемента запiзнення, а v(x) – вихiдна функцiя, що зв’язанi

спiввiдношенням

v(x) = y(x− τ), a ≤ x ≤ b.

Поставимо елементу запiзнення у вiдповiднiсть аперiодичну ланку, що

описується рiвнянням [34, 35]

τz′(x) + z(x) = v(x).

Нескладно одержати, що рiзниця мiж вихiдним станом елемента запiзне-

ння v(x) i значенням аперiодичної ланки z(x) буде малою при малому τ . Для

покращення точностi апроксимацiї розглядаємо послiдовнiсть iз m елементiв

запiзнення, що послiдовно мiж собою зв’язанi

v1(x) = y
(
x− τ

m

)
, v2(x) = y1

(
x− τ

m

)
= y

(
x− 2τ

m

)
, . . . ,

vm(x) = ym−1

(
x− τ

m

)
= y(x− τ).

Поставимо їм у вiдповiднiсть послiдовнiсть аперiодичних ланок, що описую-

ться системою звичайних диференцiальних рiвнянь
τ

m
z′1(x) + z1(x) = y(x),

τ

m
z′i(x) + zi(x) = zi−1(x), i = 2,m, x ∈ [a, b],

(2.16)

zi(a) = y

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, (2.17)

де y(x) – вхiдна функцiя першого елемента запiзнення.

Зазначимо, що систему (2.16)-(2.17) дослiджено в роботах [35, 36]. У ви-

падку, коли функцiя y(x) задовольняє умову Лiпшиця або має обмежену ста-

лою M похiдну на [a− τ, b], маємо спiввiдношення

|zi(x)− vi(x)| ≤ 2Mτ√
m
, x ∈ [a, b], i = 1,m. (2.18)

Якщо y(x) ∈ C[a− τ, b], то в цьому випадку справджуються нерiвностi

|zi(x)− vi(x)| ≤ 2

(
Kτ√
m

+ ω
(
y,
τ

m

))
, x ∈ [a, b], i = 1,m, (2.19)
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де стала K > 0 не залежить вiд m, а

ω
(
y,
τ

m

)
= max
|x′−x|< τ

m ,x
′,x′′∈[a−τ,b]

|y (x′)− y (x′′)|

модуль неперервностi y(x) на [a− τ, b].
Розглянемо тепер застосування схеми апроксимацiї диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням [35]–[36] до крайової задачi (2.11)-(2.12). Поставимо у

вiдповiднiсть крайовiй задачi (2.11)-(2.12) крайову задачу для системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь вигляду

z′′0(x) = f (x, z0(x), zl1(x), . . . zln(x)) +

+

b∫
a

g (x, s, z0(s), zli(s), . . . , zln(s)) ds, li =
[mτi
τ

]
, (2.20)

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , j = 1,m, m ∈ N, x ∈ [a, b],

zj(a) = ϕ

(
a− jτ

m

)
, j = 0,m, z0(b) = γ.

(2.21)

Будемо говорити, що крайова задача (2.20)-(2.21) апроксимує крайову

задачу (1)-(2), якщо справджуються спiввiдношення∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣→ 0 (2.22)

при m→∞, t ∈ I, j = 0,m.

Зв’язок мiж розв’язками крайових задач (2.11)-(2.12) та (2.20)-(2.21)

встановлює наступна теорема.

Теорема 2.3. [28] Нехай функцiї f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, t, u0, u1, . . . , un) за-

довольняють умови теореми 2.2. Тодi крайова задача (2.20)-(2.21) апрокси-

мує крайову задачу (2.11)-(2.12) i справджуються спiввiдношення

max
x∈I

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ β2

( τ
m

)
,

де lim
m→∞

β2

( τ
m

)
= 0.
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2.3.2 Апроксимацiя загальної крайової задачi для

iнтегро-диференцiального рiвняння iз запiзненням

Розглянемо застосування схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих

рiвнянь до наближення крайової задачi (2.1)-(2.2).

Спочатку проаналiзуємо наближення елементiв iз запiзненням, що вхо-

дять в рiвняння (2.3).

Як i в попередньому пунктi, будемо розглядати m елементiв запiзнення,

що послiдовно мiж собою зв’язанi

v1(x) = y
(
x− τ

m

)
, v2(x) = y1

(
x− τ

m

)
= y

(
x− 2τ

m

)
, . . . ,

vm(x) = ym−1

(
x− τ

m

)
= y(x− τ),

та послiдовнiсть вiдповiдних їм аперiодичних ланок, що описуються системою

звичайних диференцiальних рiвнянь (2.16)-(2.17).

Якщо вхiдна функцiя y(x) першого елемента запiзнення в системi (2.16)

задовольняє умову y(x) ∈ C[a− τ, b], то справджуються нерiвностi (2.19)∣∣∣∣zi(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2

(
Kτ

m
+ ω

(
y,
τ

m

))
= α1

( τ
m

)
, (2.23)

де lim
m→∞

α1

( τ
m

)
= 0.

Розглянемо тепер випадок, коли y(x) належить простору кусково-непе-

рервних на [a− τ, b] функцiй. Продовжимо функцiю y(x) на iнтервал [−h +

a− τ, b+ h], h...., поклавши y(x) = 0, при x 6= [a− τ, b].
Введемо до розгляду функцiю

yh(x) =
1

2h

x+h∫
x−h

y(s)ds,

яка є неперервною на [a− τ, b].
Вiдомо [37], якщо y(x) ∈ Lp[a− τ, b], p ≥ 1, то

lim
h→∞

b∫
a−τ

|yh(x)− y(x)|p dx = 0. (2.24)
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Позначимо

β(h) =

b∫
a−τ

|yh(x)− y(x)| dx. (2.25)

Iз спiввiдношення (2.24) дiстаємо, що β(h) → 0 при h → 0. Представимо

функцiю y(x) у виглядi

y(x) = y1(x) + y2(x),

де y1(x) = yh(x), y2(x) = y(x)− yh(x).

Враховуючи лiнiйнiсть системи рiвнянь (2.16)-(2.17), її розв’язок буде

сумою функцiй, що є розв’язками таких систем
τ

m
z
′(1)
1 (x) + z

(1)
1 (x) = y1(x),

τ

m
z
′(1)
j (x) + z

(1)
j (x) = z

(1)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ [a, b],

z
(1)
j (a) = y

(
a− jτ

m

)
, j = 1,m,m ∈ N ;

(2.26)

τ

m
z
′(2)
1 (x) + z

(2)
1 (x) = y2(x),

τ

m
z
′(2)
j (x) + z

(2)
j (x) = z

(2)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ [a, b],

z
(2)
j (a) = 0, j = 1,m,m ∈ N.

(2.27)

Оцiнимо рiзницi zj(x)− y
(
x− jτ

m

)
. Маємо нерiвнiсть

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤
≤

b∫
a

(∣∣∣∣z(1)
j (x)− y(1)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣y(2)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣) dx. (2.28)

Для рiзницi
∣∣∣∣z(1)
j (x)− y(1)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ можна застосувати рiвнiсть (2.23),

оскiльки функцiя yh(x) є неперервною на [a− τ, b]. Згiдно позначення (2.25)

маємо
b∫

a

∣∣∣∣y(2)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ β(h). (2.29)
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Оцiнимо третiй доданок в правiй частинi (2.28). Iз першого рiвняння

системи (2.27) знаходимо

z
(2)
1 (x) =

m

τ

x∫
a

e−
m
τ (x−s)y2(s)ds.

Отже,
b∫

a

∣∣∣z(2)
1 (x)

∣∣∣ dx ≤ m

τ

b∫
a

b∫
s

e−
m
τ (x−s) |y2(s)| dxds =

=

b∫
a

(
1− e−

m
τ (τ−s)

)
|y2(s)| ds ≤ β(h). (2.30)

Аналогiчнi оцiнки справджуються i для z(2)
j (x), j = 2,m.

Пiдставляючи (2.29), (2.30) та (2.23) у спiввiдношення (2.28), одержуємо
b∫

a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ (b− a)α1

( τ
m

)
+ 2β(h).

Покладаючи h =
τ

m
, маємо

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ (b− a)α1

( τ
m

)
+ 2β

( τ
m

)
= α2

( τ
m

)
. (2.31)

Має мiсце наступне твердження.

Лема 2.1. Нехай вхiдна функцiя y(x) в системi (2.16) кусково-неперервна

на [a− τ, b], тодi має мiсце нерiвнiсть
b∫

a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ α2

( τ
m

)
,

де lim
m→∞

α2

( τ
m

)
= 0.

Поставимо у вiдповiднiсть крайовiй задачi (2.1)–(2.2) крайову задачу для

системи звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь вигляду

z′′0(x) = f (x, [z(x)], [w(x)]) +

b∫
a

g (x, s, [z(s)], [w(s)]) ds, (2.32)
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zj(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , j = 1,m,

zj(a) = ϕ

(
a− jτ

m

)
, j = 0,m, z0(b) = γ, (2.33)

w0(x) =

b∫
a

f (s, [z(s)], [w(s)]) +

b∫
a

g (s, ξ, [z(ξ)], [w(ξ)]) dξ

G′x(x, s)ds+
+
γ − ϕ(a)

b− a
, (2.34)

w′j(x) =
m

τ
(wj−1(x)− wj(x)) , j = 1,m,

wj(a) = ϕ′
(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (2.35)

де

[z(x)] = (z0(x), zl1(x), . . . , zln(x)) ,

[w(x)] = (w0(x), wl1(x), . . . , wln(x)) ,

а iндекси lj однозначно визначаються нерiвностями

τ lj
m
≤ τj <

τ(lj + 1)

m
. (2.36)

Зв’язок мiж розв’язками вихiдної крайової задачi (2.1)-(2.2) та апрокси-

муючої крайової задачi (2.32)-(2.35) встановлює така теорема.

Теорема 2.4. [30, 31] Нехай функцiї f (x, [y(x)], [y(x)]1) та g (x, s, [y(s)], [y(s)]1)

задовольняють умови теореми 1. Тодi крайова задача (2.32)–(2.35) апрокси-

мує крайову задачу (2.1)–(2.2) i мають мiсце спiввiдношення

max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣+ max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ Nγ
( τ
m

)
,

j = 0,m, x ∈ I.

2.4 Приклад

Розглянемо модельний приклад, який iлюструє наведену методику апро-

ксимацiї крайових задач iз запiзненням для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

y′′(x) = y(x) +

π
2∫

0

y
(
s− π

2

)
ds, x ∈

[
0,
π

2

]
, (2.37)
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y(x) = sinx, x ∈
[
−π

2
, 0
]
, y
(π

2

)
= 4. (2.38)

Точний розв’язок крайової задачi знаходимо безпосередньо методом крокiв

yt(x) = (3− π) cosx+ (5− π) sinx+ π − 1.

В цьому прикладi L1 = L1
1 = 1, L2 = L1

2 = 1. Сталi P та P1, що входять

в означення простору B, зв’язанi рiвнiстю

P =
(π

2
+ 1
)
P1.

Якщо тепер виберемо P1 >
256

64− π2(π + 2)
, тодi справджуються умови теорем

2.2 та 2.3. Це означає, що розв’язок крайової задачi (2.37)–(2.38) iснує та

єдиний i його можна наближати апроксимуючою системою (2.20)–(2.21), яка

матиме вигляд

z′′0(x) = −z0(x) +

π
2∫

0

zm(s)ds,

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , m ∈ N, j = 1,m, x ∈

[
0,
π

2

]
,

(2.39)

zj(0) = sin

(
−jτ
m

)
+ 2, j = 0,m, z0

(π
2

)
= 4. (2.40)

Згiдно теореми 2.3 матимемо

|z0(x)− y(x)| → 0 при m→∞, x ∈
[
0,
π

2

]
.

Розв’язок крайової задачi (2.39)–(2.40) будемо шукати в два етапи.

1) Спочатку розглядаємо задачу Кошi для системи

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) ,

zj(0) = z0
j , j = 1,m,

(2.41)

де згiдно (2.38) маємо

zj(0) = sin

(
− jπ

2m

)
+ 2, j = 0,m.

Застосовуючи деяку рiзницеву схему для знаходження наближеного розв’яз-

ку задачi Кошi, послiдовно для j = 1,m знаходимо значення

z1
m, z

2
m, ..., z

m
m. (2.42)
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Використовуючи значення (2.42), за допомогою квадратурної формули

правих прямокутникiв обчислюємо наближене значення iнтеграла в правiй

частинi рiвняння (2.39)
π
2∫

0

zm(s)ds =
π

2m

m∑
j=1

zjm = A. (2.43)

2) Розглядаємо тепер крайову задачу

z′′0(x) = −z0(x) + A,

z0(0) = 2, z0

(
π
2

)
= 4,

(2.44)

розв’язок якої знаходимо аналiтично

z0(x) = (4− A) sinx+ (2− A) cosx+ A. (2.45)

У таблицi 3.1 наведено результати числових експериментiв апроксимацiї

розвитку крайової задачi (2.37)–(2.38), де yt(x) – точний розв’язок, z0(x) –

розв’язок апроксимуючої крайової задачi (2.39)–(2.40) при m = 20.

Таблиця 2.1

Результати числових експериметнiв для крайової задачi

(2.37)–(2.38)

x Точний розв’язок yt(x) Наближений розв’язок Похибка

0 2 2 0

π/10 2.581209 2.570863 0.010346

π/5 3.119386 3.103599 0.015787

2π/5 3.865288 3.854941 0.010347

π/2 4 4 0
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3 ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ

РIВНЯНЬ В ЧАСТИННИХ ПОХIДНИХ СПЕЦIАЛЬНОГО

ТИПУ ТА ЇХ КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

3.1 Вступ

У даному роздiлi дослiджується задача Кошi для стохастичного дифе-

ренцiально-функцiонального рiвняння з частинними похiдними спецiального

вигляду, яке описує динамiчнi процеси з пам’яттю пiд впливом випадкових

збурень. Зокрема, вивчаються математичнi умови, що гарантують iснування

та єдинiсть розв’язку такого рiвняння. Теоретичнi результати базуються на

сучасному апаратi стохастичного аналiзу та функцiонального диференцiаль-

ного числення.

Оскiльки розв’язання подiбних рiвнянь у загальному випадку не може

бути отримано аналiтично, у роботi розглянуто пiдходи до їх наближено-

го чисельного розв’язання. Описано дискретизацiю простору та часу, а та-

кож способи апроксимацiї функцiональних членiв рiвняння з використанням

буфера пам’ятi. Розглянуто реалiзацiю шумового впливу через додавання

просторово-часового стохастичного збурення, змодельованого на основi вi-

нерового процесу.

Для перевiрки теоретичних результатiв i практичної iлюстрацiї динамi-

ки процесiв з пам’яттю розроблено комп’ютерну програму на мовi Python,

яка реалiзує алгоритм розв’язання з використанням методу наближених об-

числень Ейлера–Маруями. Розглянуто рiвняння, що описує еволюцiю систе-

ми з урахуванням просторового поширення (дифузiї), згасання, впливу iсто-

рiї станiв (ефект пам’ятi) та випадкових збурень (шуму). Для наближеного

розв’язання цього рiвняння використовується дискретизацiя простору i ча-

су та апроксимацiя iнтегралу пам’ятi як середнього по буферу попереднiх

значень. Побудовано графiчну вiзуалiзацiю змiни стану системи в просторi

та часi та теплову карту (heatmap), яка показує, як ”розливається” i коли-

вається функцiя у просторi та часi пiд впливом пам’ятi та шуму. Отриманi
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результати мають перспективу подальшого використання в теорiї та практицi

комп’ютерного моделювання складних динамiчних систем з ефектами пам’я-

тi та стохастичними збуреннями. Зокрема, розробленi пiдходи можуть бути

застосованi до моделювання процесiв у фiзицi (теплопровiднiсть iз запiзне-

нням, дифузiя в середовищах зi структурною пам’яттю), бiологiї та екологiї

(розповсюдження популяцiй або iнфекцiй з iнкубацiйними перiодами), фiнан-

совiй математицi (волатильнiсть iз залежнiстю вiд минулих станiв), а також у

технiчних та iнформацiйних системах керування зi стохастичними впливами

й запiзненням сигналу.

Дослiдженню детермiнованих рiвнянь у частинних похiдних присвяче-

но численну кiлькiсть робiт, зазначених у монографiях [38, 39] та не меншу

кiлькiсть опублiкованих робiт науковцiв наприкiнцi ХХ – початку ХХI ст. Пi-

сля введення поняття стохастичного диференцiалу та iнтеграла, замiни змiн-

них для стохастичного диференцiалу, визначення сильного розв’язку стоха-

стичного диференцiального рiвняння (СДР) у вiдомих роботах [40]-[43] та їх

подальше поширення на класи стохастичних диференцiально-функцiональних

рiвнянь з частинними похiдними (СДФРЧП) [44]-[47] (див. наведену бiблiо-

графiю в цих роботах) стало можливим дослiдження асимптотично сильного

розв’язку для СДФРЧП. Зокрема, у монографiї [48] доводиться теорема про

розв’язнiсть задачi Кошi для лiнiйного параболiчного стохастичного рiвнян-

ня з неперервними збуреннями, розв’язання якого в фiксованi моменти часу

зазнає iмпульсного впливу. Подальше дослiдження СДФРЧП йшло шляхом

створення математичних моделей складних реальних систем, якi вимагають

враховувати випадковi параметри у цих рiвняннях (див., наприклад, роботи

[49]-[51]).
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3.2 Iснування та єдинiсть розв’язку стохастичного

диференцiально-функцiонального рiвняння з частинними

похiдними спецiального вигляду та методи його

комп’ютерного моделювання

3.2.1 Постановка задачi

Нехай на ймовiрнiсному базисi

(Ω,F, {Ft, t ≥ 0} ,∀ {t1, t2} ⊂ [0, T ],Ft1 ⊂ Ft2, t1 < t2;P)

задано стохастичне диференцiально-функцiональне рiвняння з частинними

похiдними спецiального вигляду (СДФРЧПСВ) пiд дiєю випадкових процесiв

{α(t, ω), β(t, ω)} : [0, T ] ≡ T×Ω→ R1 з простору Скорохода D неперервних

праворуч процесiв, що мають лiвостороннi границi [40, 41]

du(t, x, ω) = a (t, ut, Bxut, . . . , Bmxut, α(t, ω)) dt+

+b (t, ut, Bxut, . . . , Bmxut, β(t, ω)) dw(t, ω) (3.1)

за початковими умовами

ut|t=0 ≡ u(t+ θ, x, ω)|t=0 = ϕ0(θ, ω)

Bkxut|t=0 ≡ Bkxu(t+ θ, x, ω)|t=0 = ϕk(θ, ω) (3.2)

де θ ∈ [−∆, 0], ∆ > 0; k = 1, 2, . . . ,m − 1; u(t, x, ω) : T × X × Ω → R1;

u(t + θ, x, ω) ≡ ut; x = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X ⊂ R1; неперервнi випадковi про-

цеси {α(t, ω), β(t, ω)} : T× Ω→ R1 та одновимiрний вiнерiв процес попарно

незалежнi, при цьому E {w (t2 − t1, ω)} = 0; E
{
w2 (t2 − t1, ω)

}
= t2 − t1,

t1 < t2 для довiльних {t1, t2} ⊂ T ≡ [0, T ], T > 0;

Bkxut ≡
∂ku(t+ θ, x, ω)

∂xγ1

1 . . . ∂xγnn
, γ1 + . . .+ γn = k (3.3)

k = 1,m, θ ∈ [−∆, 0]; a(t, ·, ·, . . . , α(t, ω)) та b(t, ·, ·, . . . , β(t, ω)) є неперервни-

ми функцiоналами вiд другого до передостаннього аргументу, а також непе-

рервнi по t ∈ T та α(t, ω) i β(t, ω).
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Зауважимо, що при θ = 0 матимемо стохастичне диференцiальне рiв-

няння з частинними похiдними; при θ = −∆, ∆ > 0 матимемо стохастичне

диференцiально-рiзницеве рiвняння за Беллманом i Куком [38].

Лема 3.1. При виконаннi вищенаведених умов iснує такий зв’язок оригiна-

ла u(t, x, ω) та зображення v(t, ω) перетворення Фур’є

‖u(t, x, ω)‖E1
= 2π‖v(t, σ, ω)‖2R+

, σ > 0. (3.4)

Якщо E
{
v2(t, ω)

}
≡ ϕ(t) є скалярною детермiнованою функцiєю ϕ(t) :

T→ R1, то маємо нерiвнiсть Гронуолла [40, 41, 44, 45].

Зауважимо, що рiвнiсть (3.4) можна посилити на σ-алгебри σ (E1) , σ (2R+):

‖u(t, x, ω)‖σ(E1) = 2π‖v(t, ω)‖σ(2R+).

Застосуємо перетворення Фур’є до (3.1)-(3.3), тодi матимемо СДФР ви-

гляду

dv(t, ω) = a
(
t, vt(ω), B̃1vt, . . . , B̃mvt, α(t, ω)

)
dt+

+b
(
t, vt(ω), B̃1vt, . . . , B̃mvt, β(t, ω)

)
dw(t, ω), (3.5)

vt(ω)|t=0 = v(t+ θ, ω)|t=0 = Φ (ut(ω))|t=0 = ϕ(θ) = ϕ0, (3.6)

де θ ∈ [−∆, 0],

B̃kvt

∣∣∣
t−0

= Φ (Bkx, ut) = ϕk(θ) ≡ ϕk, k = 1,m

Зауваження 3.1. Виконання рiвностi (3.4) леми 3.1 означатиме, що вла-

стивостi (та умови, що породжують цi властивостi) розв’язку v(t, ω) :

T × Ω → R1 задачi Кошi СДФР вигляду (3.5)-(3.6) збiгаються з власти-

востями розв’язку u(t, x, ω) : T×X × Ω → R1 СДФРЧПСВ (3.1)-(3.3) (як

перетворення Фур’є вiдповiдного розв’язку).

Надалi будемо вважати, що iснують пряме та обернене перетворення

Фур’є вiд коефiцiєнтiв a (t, x, ut, Bxut, . . . , Bmxut, α(t, ω)) та b (t, ut, Bxut, . . . ,

Bmxut, β(t, ω)), тобто пряме перетворення Фур’є Φ (a (t, x, ut, Bxut, . . . , Bmxut,
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α(t, ω))), Φ (b (t, ut, Bxut, . . . , Bmxut, β(t, ω))), де ut ≡ u(t+θ, x, ω), θ ∈ [−∆, 0],

x ∈ X ⊂ R1 та вiдповiдне обернене перетворення Фур’є Φ−1(·) такi, що

v(t, σ, ω) = Φ{u(t, x, ω)} =
1√
2π

∫
Ei

eiσxu(t, x, ω)dx, σ > 0

Φ−1{v(t, σ, ω)} =
1√
2π

+∞∫
0

e−iσxv(t, σ, ω)dσ.

Зауваження 3.2. Частинним випадком СДФРЧПСВ (3.1)-(3.3) є випадок

m = 2 та a(·) ≡ α(t, ω)a1(·), b(·) ≡ β(t, ω)b1(·), тобто

du(t, x, ω) = α(t, ω)a1 (t, ut, Bxut, Bxxut) dt+

+β(t, ω)b1 (t, ut, Bxut, Bxxut) dw(t, ω) (3.7)

за умов

ut|t=0 = ϕ(θ), Bxut|t=0 = ϕ1(θ). (3.8)

Таке представлення корисне при переходi вiд (3.7)-(3.8) до еквiвалентно-

го квазiлiнiйного СДФРЧП вигляду

du∗(t, x, ω) = [Au∗t (ω) + a∗ (t, u∗t , Bxu
∗
t , Bxxu

∗
t , α(t, ω))] dt+

+ [Bu∗t (ω) + b∗ (t, u∗t , Bxu
∗
t , Bxxu

∗
t , β(t, ω))] dw(t, ω), (3.9)

u∗t |t=0 = ϕ(θ),

Bxu
∗
t |t=0 = ϕ1(θ).

замiною

a (t, ut, Bxut, Bxxut, α(t, ω)) =
Au∗t (ω) + a∗ (t, u∗t , Bxu

∗
t , Bxxu

∗
t , α(t, ω))

a (t, u∗t , Bxu∗t , Bxxu∗t , α(t, ω))
,

b (t, ut, Bxut, Bxxut, β(t, ω)) =
Bu∗t (ω) + b∗ (t, u∗t , Bxu

∗
t , Bxxu

∗
t , β(t, ω))

b (t, u∗t , Bxu∗t , Bxxu∗t , β(t, ω))
.

Це дає можливiсть для слабонелiнiйних вихiдних СДФРЧП (3.1)-(3.3) зве-

сти дослiдження на асимптотичну стiйкiсть у середньому квадратичному до

дослiдження на асимптотичну стiйкiсть лiнiйного СДФРЧП вигляду [44, 45]

du∗(t, x, ω) = Au∗tdt+Bu∗tdw(t, ω),
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u∗t (x, ω)|t=0 = ψ(θ, ω).

Якщо (3.1)-(3.3) є сильно нелiнiйним СДФРЧП або нелiнiйним змiшано-

го типу, то дослiдження (3.1)-(3.3) на стiйкiсть у середньому квадратичному

проводиться другим методом Ляпунова–Красовського [44, 45].

Теорема 3.1. Нехай на ймовiрнiсному базисi задана задача Кошi для вихi-

дного СДФРЧП (3.1)-(3.3) та виконуються умови:

1) нелiнiйнi функцiонали a(t, ·, ·, ·, α(t, ω)) та b(t, ·, ·, ·, β(t, ω)) з iмовiр-

нiстю одиниця належать до класу неперервних функцiоналiв;

2) a(t, ·, ·, ·, α(t, ω)), b(t, ·, ·, ·, β(t, ω)) задовольняють умову Лiпшиця за

всiма аргументами вiд другого до m-го з iмовiрнiстю одиниця зi сталюю

L > 0 та при всiх α(t, ω), β(t, ω);

3) випадковi процеси {α(t, ω), β(t, ω)} : T× Ω → R1 i вiнеровий процес

w(t, ω) : T× Ω→ R1
(
E{w(t, ω)} = 0,E

{
w2(t, ω)

}
= t
)
попарно незалежнi;

4) функцiонали a та b задовольняють при t ∈ T умови обмеженостi

вигляду:

a(t, ·, ·, ·, α(t, ω)) ≤ a(0, ·, ·, ·, α(0, ω)),

b(t, ·, ·, ·, β(t, ω)) ≤ b(0, ·, ·, ·, β(0, ω)),

якщо

α(t, ω) ≤ α(0, ω), β(t, ω) ≤ β(0, ω), t ∈ T,

α(0, ω) = sup
0≤t≤T

sup
ω∈Ω

α(t, ω), β(0, ω) = sup
0≤t≤T

sup
ω∈Ω

β(t, ω).

Тодi зi ймовiрнiстю одиниця iснує розв’язок СДФРЧП (3.1)-(3.3).

Для доведення єдиностi розв’язку СДФРЧП (3.1)-(3.3) за modP сфор-

мулюємо узагальнену лему Гронуолла для випадкових процесiв.

Лема 3.2. Нехай v(t, ω) : T× Ω→ R1 задовольняе такi умови:

1) є Nt-вимiрною;

2) v(t, ω) ≥ 0;

3) обмежена дiйсним числом;

4) v(t, ω) ≡ 0 для довiльного t ∈ [−∆, 0];
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5) задовольняє для t > 0 нерiвнiсть

P

ω : v(t, ω) ≤ L

t∫
0

0∫
−∆

v(t+ s, ω)dβ(s)ds

 = 1.

Тодi виконується спiввiдношення

P{ω : v(t, ω) = 0} = 1 ∀t > 0.

3.2.2 Єдинiсть розв’язку задачi Кошi СДФРЧР (3.1)-(3.3)

Теорема 3.2. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F, {Ft, t ≥ 0} ,∀ {t1, t2} ⊂
[0, T ],Ft1 ⊂ Ft2, t1 < t2;P) задано задачу Кошi (3.1)-(3.3) та виконуються

такi умови:

1) коефiцiєнти α(t, ·, α) i β(t, ·, β) неперервнi за всiма аргументами;

2) одновимiрнi неперервнi випадковi процеси α(t, ω), β(t, ω) i вiнеровий

процес w(t, ω) попарно незалежнi, E{∆w(t, ω)} = 0,E
{

∆2w(t, ω)
}

= ∆t2;

3) коефiцiєнти a(t, ·, α) i β(t, ·, β) задовольняють умови обмеженостi

|a (t, ut, Bxut, . . . , Bmxut, α)|2 + |b (t, ut, Bxut, . . . , Bmxut, β)|2 ≤

≤ l
(
1 + ‖u(t+ θ, x, ω)‖2

)
, ut ≡ u(t+θ, x, ω), θ ∈ [−∆, 0], ∆ > 0, x ∈ X ⊂ R1;

4) виконується нерiвнiсть вигляду∣∣∣a(t, u(1)
t , Bxu

(1)
t , . . . , Bmxu

(1)
t , α

)
− a

(
t, u

(2)
t , Bxu

(2)
t , . . . , Bmxu

(2)
t , α

)∣∣∣2 +

+
∣∣∣b(t, u(1)

t , Bxu
(1)
t , . . . , Bmxu

(1)
t , β

)
− b
(
t, u

(2)
t , Bxu

(2)
t , . . . , Bmxu

(2)
t , β

)∣∣∣2 ≤
≤ lr

∥∥∥u(1)
t (x, ω)− u(2)

t (x, ω)
∥∥∥2

, lr > 0,

де u(j)
t (x, ω) ≡ u

(j)
t (t + θ, x, ω), j = 1, 2, θ ∈ [−∆, 0], ∆ > 0; Bkxu

(j)
t (x, ω) –

частиннi похiднi k-го порядку по x, k = 1,m,
∥∥∥u(j)

t

∥∥∥ ≡ ∥∥u(j)(t+ θ, x, ω)
∥∥ ≤ r,

j = 1, 2.

Тодi iснує єдиний розв’язок u(t, x, ω) : T ×X × Ω → R1 з iмовiрнiстю

одиниця (modP).
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3.2.3 Алгоритм побудови наближеного розв’язку для

СДФРЧП (3.1)-(3.3)

Алгоритм побудови наближеного розв’язку стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння в частинних похiдних зазвичай базується на методi Монте–

Карло та дискретизацiї рiвняння, наприклад, за допомогою методу Ейлера–

Маруями або диференцiальних схем (метод Мiлштейна [52, 53]).

Зокрема, якщо розглядати СДРЧП у виглядi

∂u

∂t
+ Lu+ f(u, x, t) = σ(u, x, t)Ẇ ,

де L – диференцiальний оператор, f(u, x, t) – детермiнована функцiя, а

σ(u, x, t)Ẇ – стохастичний шум (формальний запис просторово-часового бi-

лого шуму), тодi алгоритм побудови розв’язку складається з таких крокiв:

1) дiлимо область розв’язку на сiтку: xi = i∆x, tn = n∆t;

2) вибираємо часовий крок ∆t i просторовий крок ∆x;

3) використовуємо метод Монте–Карло разом зi стохастичними схемами:

– метод Ейлера–Маруями:

ui,n+1 = ui,n + ∆tLui,n + f (ui,n) ∆t+ σ (ui,n) ∆Wn,

де ∆Wn ∼ N
(

0,
√

∆t
)
– нормальний випадковий шум;

– метод Мiлштейна (точнiше враховує нелiнiйностi):

ui,n+1 = ui,n + ∆tLui,n + f (ui,n) ∆t+ σ (ui,n) ∆Wn+

+
1

2
σ′ (ui,n)σ (ui,n)

(
(∆Wn)

2 −∆t
)

;

– виконуємо числове моделювання, а саме, генеруємо випадковий шум

∆Wn, для кожної точки сiтки обчислюємо значення ui,n+1, повторюємо iте-

рацiї для всiх часових крокiв.

Розглянемо стохастичне диференцiально-функцiональне рiвняння в ча-

стинних похiдних вигляду

∂u

∂t
+ Lu+ f (u, x, t, uτ) = σ(u, x, t)Ẇ (x, t),
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де L – оператор диференцiювання (наприклад, лапласiан), f (u, x, t, uτ) нелi-

нiйний функцiонал, що залежить вiд стану uτ = u(x, t − τ), σ(u, x, t)Ẇ (x, t)

– формальний запис просторово-часового бiлого шуму.

Прикладами таких рiвнянь можуть бути стохастичне рiвняння реакцiї-

дифузiї зi запiзненням вигляду

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
+ f (u, uτ) + σẆ

чи стохастичне рiвняння моделi популяцiйної динамiки вигляду

∂u

∂t
= ru (1− uτ) +D

∂2u

∂x2
+ σẆ .

Для отримання наближеного розв’язку СДФРЧП можна розширити ме-

тоди, використанi для СДРЧП, додавши пам’ять для облiку затримки. Тодi

отримаємо такий вигляд алгоритму:

1) дискретизацiя простору та часу (як i ранiше, роздiляємо область на

сiтку xi, tn, з кроками ∆x, ∆t);

2) зберiгання iсторiї розв’язку (вводимо буфер для значень u(x, t − τ),

що зберiгає значення рiшення за попереднi моменти часу);

3) модифiкацiя схеми Ейлера–Маруями:

– для кожного вузла сiтки оновлюємо стан:

ui,n+1 = ui,n + ∆tLui,n + f (ui,n, ui,n−m) ∆t+ σdWn,

– затримане значення ui,n−m беретьсяз попереднiх крокiв.

Для стохастичного рiвняння теплопровiдностi зi затриманою реакцiєю

вигляду
∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
− βuτ + σẆ

при значеннях довжини областi L = 1.0, часу моделювання T = 0.5, кiлькостi

точок у просторi Nx = 50, кiлькостi часових крокiв Nt = 1000, коефiцiєнта

дифузiї α = 0.01, iнтенсивностi шуму σ = 0.1, впливу запiзнення β = 0.05

beta = 0.05 та затримки τ = 0.1 отримуємо графiк розподiлу температури зi

запiзненням, зображений на Рис. 3.1.
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Рис. 3.1 Розподiл температури зi запiзненням

Для отримання розв’язку використовувалася мова Python з бiблiотекою

deque для збереження минулих значень. При кожному кроцi алгоритму дода-

валося нове значення, а старе видалялося, значення оновлювалися з урахува-

нням запiзнення uτ . Вплив запiзнення призводить до осциляцiй i затриманої

реакцiї.

Розглянемо також стохастичне диференцiально-функцiональне рiвняння

з частинними похiдними у виглядi:

du(t, x) =

D∂2u(t, x)

∂x2
− αu(t, x) + β

0∫
−r

u(t+ θ, x)dθ

 dt+ σdW (t, x),

де u(t, x) – невiдома функцiя часу t i простору x; D – коефiцiєнт дифузiї;

α – коефiцiєнт згасання; β – коефiцiєнт впливу пам’ятi; r – глибина пам’я-

тi (iнтервал запiзнення); σ – амплiтуда шуму; W (t, x) – просторово-часовий

вiнерiв процес.

Дане рiвняння описує еволюцiю системи з урахуванням просторового по-

ширення (дифузii), згасання, впливу iсторiї станiв (ефект пам’ятi) та випад-

кових збурень (шуму). Для наближеного розв’язання цього рiвняння викори-

стовується дискретизацiя простору i часу та апроксимацiя iнтегралу пам’ятi

як середньюго по буферу попереднiх значень [52, 53]).
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Для значень параметрiв L = 1.0 (довжина простору), T = 1.0 (час моде-

лювання), D = 0.01 (коефiнiєнт дифузii), alpha = 1.0 (згасання), beta = 0.5

(пам’ять), sigma = 0.2 (шум), r = 0.1 (глибина пам’ятi), Nx = 50 (кiль-

кiсть точок у просторi), Nt = 1000 (кiлькiсть крокiв у часi) отримуємо при

моделюваннi з використанням бiблiотек Numpy та Matplotlib мови Python

теплову карту (heatmap), яка показує, як ”розливається” i коливається фун-

кцiя u(t, x) у просторi та часi пiд впливом пам’ятi та шуму (див. Рис. 3.2).

Кольорова шкала вiдображає iнтенсивнiсть значення функцiї u(t, x).

Рис. 3.2 Теплова карта для розв’язку СДРЧП

3.2.4 Вiзуалiзацiя траєкторiй розв’язкiв стохастичних

диференцiальних рiвнянь з пуассоновими збуреннями та

запiзненнями з аналiзом стiйкостi розв’язку з

використанням Python

За допомогою бiблiотек NumPy, Seaborn, Matplotlib мови Python проведе-

но моделювання розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь в частин-

них похiдних з використанням схеми Ейлера-Маруями [52, 53]. Використову-

ється класичний пiдхiд до дискретизацiї лапласiана та стохастичних збурень

(вiнеровий та пуассоновий процеси).
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Детальне доведення результатiв пункту 3.1 опублiковано у працях [51,

54].

Модель стохастичного диференцiального рiвняння:

du = D ∗ (d2u/dx2)dt+ σdW + JdN,

де: u(x, t) – шукане поле,

D – коефiцiєнт дифузiї,

σ – iнтенсивнiсть стохастичного шуму,

dW – вiнеровий процес,

J – амплiтуда пуассонових збурень,

dN – пуассоновий процес.

Наближений метод обчислення – схема Ейлера–Маруями зi скiнченними

рiзницями для лапласiана:

un+1 = un + dt ∗D ∗ (un+1 − 2un + un−1)/dx
2 + σ ∗ ξ ∗ sqrt(dt) + J ∗ η ∗ dN,

де: ξ ∼ N(0, 1) – випадковий шум,

η ∼ N(0, 1) – випадковий внесок пуассонового процесу,

dN ∼ Poisson(λdt) – прирiст пуассонового процесу з iнтенсивнiстю λ.

Графiк стiйкостi вiдображає максимальнi значення u(x, t) для кожно-

го з 10 експериментiв. Високi значення свiдчать про потенцiйну нестiйкiсть

розв’язку. Якщо хоча б один експеримент має значення вище критичного по-

рогу (наприклад, 10), система вважається нестiйкою.

Параметри

L = 1.0 # Довжина областi

Nx = 50 # Кiлькiсть вузлiв у просторi

T = 1.0 # Часова область

Nt = 1000 # Кiлькiсть крокiв у часi

dx = L / Nx # Крок по простору

dt = T / Nt # Крок по часу

Параметри рiвняння

diffusivity = 0.1 # Коєфiцiєнт дифузiї
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sigma = 0.1 # Iнтенсивнiсть шуму

J = 0.5 # Амплiтуда пуассонових збурень

lambda_poisson = 5.0 # Iнтенсивнiсть пуассонового процесу

Дискретизацiя простору i часу

x = np.linspace(0, L, Nx)

t = np.linspace(0, T, Nt)

Вiзуалiзацiя 10 розв’язкiв

plt.figure(figsize=(10, 5))

Рис. 3.3 Траєкторiї розв’язкiв СДР з пуассоновими стрибками та

запiзненням
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Рис. 3.4 Фазовi дiаграми СДР з пуассоновими стрибками та запiзненням

Рис. 3.5 Аналiз стiйкостi розв’язкiв СДР
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Рис. 3.6 Областi стiйкостi розв’язкiв СДР
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3.3 Про iснування розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного

стохастичного диференцiально-рiзницевого рiвняння

нейтрального типу в частинних похiдних

3.3.1 Постановка задачi

Питання iснування та єдиностi розв’язку стохастичних диференцальних

рiвнянь з деякими початковими та граничними умовами в рiзних функцiо-

нальних просторах, зокрема i рiвнянь у частинних похiдних, дослiджувалося

багатьма авторами [38]-[54]. У працях [55, 56] А.Н. Станжицький та А.О. Цу-

канова одержали теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для

стохастичного диференцiального рiвняння реакцiї-дифузiї нейтрального ти-

пу. У даному пунктi розглядається питання iснування розв’язку задачi Кошi

в класi нелiнiйних дифузiйних стохастичних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь нейтрального типу в частинних похiдних з урахуванням випадкових

зовнiшних збурень, незалежних вiд вiнерового процесу i продовжує дослi-

дження, розпочатi в роботах [55]-[57].

Детальне доведення результатiв пункту 3.3 опублiковано у працях [51,

58].

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ t0, 0} ,P) задано нелiнiй-

не дифузiйне стохастичне диференцiально-рiзницеве рiвняння нейтрального

типу (НДСДРРНТ) в частинних похiдних пiд дiєю випадкових зовнiшних

збурень, незалежних вiд вiнерового процесу

d

u(t, x) +

∫
R′

b(t, x, y)u(t− τ, y)dy

 =
r∑
j=1

∂2u(t, x)

∂x2
j

+

+σ(t, u(t− τ, x))dw(t, x) +

∫
Z

c(t, u(t− τ, x), z)ṽ(dz, dt), (3.10)

для t ∈ (0, T ], x ∈ Rr за початковими даними

u(t, x) = ψ(t, x), ∀t ∈ [−τ, 0], (3.11)

u(t, x) : [0, T ] × R1 → R1 – розв’язок задачi (3.10), (3.11); T ∈ (0,∞) –
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фiксований дiйсний час, τ > 0, r-вимiрний оператор Лапласа

∆x ≡
r∑
j=1

∂2u(t, x)

∂x2
j

, (3.12)

w(t, x)−L2 (Rr)-вимiрний Q-вiнеровий процес; ṽ(A, t) ≡ v(A, t)−E
{
v2(A, t)

}
– центрована пуассонова мiра [40], σ : [0, T ]×R1×Rr → R1 i b : [0, T ]×Rr×
Rr → R1, c : [0, T ] × Rr × R1 → R1 – деякi конкретнi функцiї, якi будуть

визначенi пiд час дослiдження; ψ : [−τ, 0]×Rr → R1 – функцiя початкових

даних.

3.3.2 Про попереднi результати та основнi означення

Наведемо декiлька тверджень з праць [55, 56, 57].

Лема 3.3. Оператор

S(t) : L2 (Rr)→ L2 (Rr) (3.13)

генерує розв’язок однорiдної задачi Кошi для рiвняння тепла з iмовiрнiстю

1

d(u(t, x)) +

∫
R′

b(t, x, z)u(t− τ, z)dz = ∆xu(t, x) (3.14)

за початковими даними (3.11) за правилом

u(t, x) = (s(t)g(·))(x) =

∫
R′

K(t, x− y)g(·)dy (3.15)

та утворює C0 – напiвгрупу операторiв, iнфiнiтезимальним оператором

якої ε випадковий лапласiан ∆x(ω) (3.12). А ця напiвгрупа S(t) є стискаю-

чою, тобто

‖(S(t)g(·))(x)‖2
L2(R′) ≤ ‖g(x)‖2

L2(R′). (3.16)

Побудуємо потiк (фiльтрацiю) σ-алгебр {Ft, t ≥ t0 ≥ 0}, який породже-

ний L2 (Rr)-значним Q-вiнеровим процесом

w(t, x) ≡
∞∑
n=1

√
λnen(x)βn(t) (3.17)



62

та центрованою пуассоновою мiрою ṽ(A, t) ≡ v(A, t)−E{v(A, t)}, де {βn(t) ≡
βn(t, ω)} ⊂ R1 – незалежнi стандартнi одновимiрнi вiнеровi процеси, а

∞∑
n=1

λn ≡ λ <∞. (3.18)

При цьому система векторiв en(x) ≡ ēn(x) утворює ортонормований базис у

L2 (Rr) такий, що

sup
n∈{1,2,...}

ess sup
x∈R′
|en(x)| ≤ 1. (3.19)

Уведемо простiр Банаха B2,T всiх L2 (Rr)-значних Ft-вимiрних та непе-

рервних з iмовiрнiстю одиниця випадкових процесiв ξ(·) ≡ ξ(t, ω) : [0, T ] ×
Ω→ L2 (Rr) з нормою

‖ξ(·)‖B2,r
≡
√

sup
0≤t≤T

E‖ξ(t, ω)‖2
L2(R′). (3.20)

Означення 3.1. Неперервну випадкову функцiю u ≡ u(t, x, ω) : [−τ, T ] ×
Rr×Ω→ D1([−τ, T ]) назвемо м’яким розв’язком задачi (3.10), (3.11), якщо

виконуються умови:

1) u ∈ FT -вимiрною для майже всiх t ∈ [−τ, T ] та фiксованих x ∈
Rr, ω ∈ Ω;

2) u задовольняє умову (iнтегральне рiвняння)

u(t, x, ω) =

∫
R′

K(t, x− y)

ψ(0) +

∫
R′

b(0, y, z)ψ(−τ, z)dz

 dy−

−
∫
R′

b(0, x, y)u(t− τ, y)dy+

+

∫
Z′

∫
R′

c (0, y, z, z1)ψ (−τ, z1) Π(dz)dz1dy−
∫
Z′

∫
R′

c(0, x, y, z)u(t−τ, y)Π(dz)dy−

−
t∫

0

∆x

∫
R′

K(t− s, x− y)×
∫
R′

b(s, y, z)u(s− τ, z)dzdy

 ds−

−
t∫

0

∫
Z

∆x

∫
R′

K(t− s, x− y)×
∫
R′

c (s, y, z1, z)u (s− τ, z1) Π(dz)dz1dy

 ds+
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+

t∫
0

∞∑
n=1

√
λn

∫
R′

K(t− s, x− y)× σ(s, u(s− τ), y)en(y)dy

 dβn(s) (3.21)

для t ∈ [0, T ], x ∈ Rr за початковою умовою (3.11);

3) iснує норма

E


T∫

0

‖u(t, x, ω)‖2
L2(R′)dt

 <∞. (3.22)

Лема 3.4. Математичне сподiвання вiд квадрату u(t, x, ω) (див. (3.22)) є

нормою.

3.3.3 Основне твердження

Будемо надалi вважати, що ймовiрнiсний базис (Ω, F, {Ft, t ≥ t0} ,P) по-

будований для задачi (3.10), (3.11), яка є предметом даного дослiдження.

Нехай для задачi (3.10), (3.11) виконано умови:

1) коефiцiєнти σ ≡ σ(t, u, x) та c(t, u, x, z) є:

1a) вимiрними за всiма аргументами;

1б) задовольняють умову Лiпшиця за другим аргументом

|σ(t, u, x)− σ(t, v, x)|+
∫
Z

|c(t, u, x, z)− c(t, v, x, z)|Π(dz) ≤ L|u− v|

для ∀t ∈ [0, T ], u, v ∈ R1, x ∈ Rr;

2) початкова функцiя ψ(t, x, ω) є:

2a) F0-вимiрною вiдносно аргумента t ∈ [0, T ];

2б) незалежною вiд вiнерового процесу w(t) ≡ w(t, ω) ∈ R1 для ∀t ∈ [0, T ] та

центрованої пуассонової мiри ṽ(t, x, z);

2в) має норму

sup
−τ≤t≤0

E‖ψ(t, x, ω)‖2
L2(R′) <∞; (3.23)

3) функцiї b ≡ b(t, x, y) та c(t, x, y, z) задовольняє умови:
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3a)

sup
0≤t≤T

∫
R′

√√√√∫
R′

b2(t, x, y)dydx+ sup
0≤t≤T

∫
ZR′

∫ √√√√∫
R

c2(t, x, y, z)Π(dz)dydx = K1 <∞;

(3.24)

3б)

sup
0≤t≤T

∫
R′

∫
R′

b2(t, x, y)dydx+ sup
0≤t≤T

∫
Z′

∫
R′

∫ ′
c2(t, x, y, z)Π(dz)dydx = K2 <∞;

(3.25)

3в) для кожної точки x ∈ Rr iснують частиннi похiднi ∂xib, ∂xixjb, де {i, j} ⊂
{1, 2, . . . , r};
3г) матриця Гессе D2

xb задовольняє умову

|∇xb(t, x, y)|+

∣∣∣∣∣∣∇x

∫
Z

c(t, x, y, z)Π(dz)

∣∣∣∣∣∣+
+
∥∥D2

xb(t, x, y)
∥∥+

∥∥∥∥∥∥D2
x

∫
Z

c(t, x, y, z)Π(dz)

∥∥∥∥∥∥ ≤ Φ(t, x, y), (3.26)

для ∀t ∈ [0, T ] ⊂ [0,∞), {x, y} ⊂ Rr, де функцiя Φ : [0, T ]×Rr×Rr → [0,∞)

задовольняє умову обмеженостi подвiйного просторового iнтегралу

sup
0≤t≤T

∫
R′

∫
R′

Φ(t, x, y)dxdy = K3 <∞; (3.27)

4) для функцiї Φ(t, x, y) виконується аналог умови Лiпшиця за другим

аргументом

|Φ(t, x, z)− Φ (t, x0, z)| ≤ ζ (t, z, x0, δ) |x− x0| ,

де для кожної точки x0 ∈ Rr iснує її окiл Bδ (x0) та невiд’ємна функцiя

ζ ≡ ζ (t, z, x0, δ) для ∀t ∈ [0, T ], |x− x0| < δ; z ∈ Rr, де

sup
0≤t≤T

ζ (t, ·, x0, δ) ∈ L2 (Rr) , δ ∈ R+ (3.28)

Тодi задача (3.10), (3.11) для НСДРНТ має єдиний м’який розв’язок

u ≡ u(t, x, ω) ∈ B2,T з iмовiрнiстю одиниця для ∀t ∈ [0, T ], якщо

sup
0≤±≤T

∫
R′

∫
R′
b2(t, x, y)dxdy ≡ K5 <

1

4
. (3.29)
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3.4 Критерiї стiйкостi та нестiйкостi в середньому

квадратичному дифузiйних стохастичних

диференцiально-функцiональних систем Гiхмана–Iто пiд

дiєю зовнiшних збурень типу випадкових величин

3.4.1 Постановка задачi

Пiсля введення поняття сильного розв’язку стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння, дослiдження його властивостей та подальше поширення цих

понять на класи стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь (див.

працi Кiйосi Iто, Й.I. Гiхмана, А.В. Скорохода, В.С. Королюка, Є.Ф. Царкова

та iн.) стало можливим дослiдження асимптотичної стiйкостi розв’язку для

стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь (див., наприклад, ро-

боти [38]-[51]).

У даному пунктi дослiджено асимптотичну стiйкiсть у середньому ква-

дратичному (в середньому) тривiального розв’язку дифузiйних стохастичних

диференцiально-функцiональних рiвнянь (СДФР) Гiхмана–Iто в термiнах вла-

сних значень матрицi B, яка побудована з коефiцiєнтiв цих рiвнянь.

Якшо максимальне власне значення матрицi BmaxλB < 1, то система

стiйка в середньому квадратичному (l.i.m.) (в середньому). Якщо λB > 1,

то система асимптотично нестiйка в 1.1.m. Дослiджено також випадок, коли

λB = 1, де maxλB – корiнь Перрона додатно визначеної матрицi B.

Детальне доведення результатiв пункту 3.4 опублiковано у працях [51,

59].

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0} ,P) задано ДСДФР ви-

гляду

dx(t, ω) = ϕ(ω)a (xt) dt+ ψ(ω)b (xt) dw(t, ω) (3.30)

за початковими умовами

xt|t=0 ≡ {x(t+ θ), θ ∈ [−r, 0]}|t=0 = α ∈ Rn, (3.31)

де x(t, ω) ∈ Rn; xt ∈ Dn([−r, 0]) – простiр Скорохода неперервних справа

функцiй, що мають лiвостороннi границi; ϕ(ω), ψ(ω) : Ω → R1 – заданi
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попарно незалежнi вiд n-вимiрного вiнерового процесу w(t, ω) : [0,∞)×Ω→
Rn випадковi величини, що мають обмеженi другi моменти

E
{
ϕ2(ω)

}
= K1 <∞; E

{
ψ2(ω)

}
= K2 <∞; (3.32)

a (xt) : Dn([−r, 0])→ Rn; b (xt) : Dn([−r, 0])→ Rn ×Rn.

Означення 3.2. Пiд сильним розв’язком задачi (3.30)-(3.31) будемо розу-

мiти сепарабельний випадковий процес x(t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn, який ви-

значений для довiльного t ∈ [−r, 0] спiввiдношенням (3.30)-(3.31), вимiрний

вiдносно σ-алгебри Ft×Bt (Bt – σ-алгебра борелевих множин вiдрiзка [−r, t])
та з iмовiрнiстю 1 задовольняє iнтегральне рiвняння

x(t, ω) = α(0) + ϕ(ω)

t∫
0

a (xt) dτ + ψ(ω)

t∫
0

b (xt) dw(τ, ω). (3.33)

Будемо вважати, що коефiцiєнти та функцiї ϕ(ω), ψ(ω) такi, що iснують

сильнi розв’язки задачi (3.30)-(3.31).

3.4.2 Перехiд до iнтегрального розв’язку задачi (3.30)-(3.31) за

допомогою фундаментального розв’язку скороченої

задачi

Позначимо через MT простiр n-вимiрних випадкових процесiв f(t, ω),

який є вимiрним для довiльного t ∈ [0, T ] вiдносно σ-алгебри Ft, t ≥ 0,

Ft ⊂ F i такий, що
T∫

0

E
{
f 2(t, ω)

}
dt <∞. (3.34)

Припущення 3.1. Нехай надалi задано n-вимiрний випадковий процес

z(t, ω) = ϕ(ω)

t∫
0

H(t, τ)dw(τ, ω)f(τ, ω)dτ, (3.35)

де ϕ(ω) – незалежна вiд w(t, ω), f(τ, ω), а елементи дiйсних матриць H(t, τ),
d

dt
H(t, τ) – визначенi та неперервнi за сукупнiстю аргументiв t ≥ τ ≥ 0.
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Припущення 3.2. Власнi значення λ(ω) ∈ R1 твiрного оператора на-

пiвгрупи розв’язкiв диференцiального рiвняння при кожному ω ∈ Ω

dy(t) = ϕ(ω)a (yt(θ)) dt (3.36)

лежать у лiвiй пiвплощинi Reλ(ω) < 0.

Лема 3.5. Нехай:

1) виконуються припущення 3.1, 3.2;

2) випадковий процес f(t, ω) : [0, T ] × Ω → Rn неперервний з iмовiр-

нiстю одиниця за змiнною t ∈ [0, T ] i для нього виконується нерiвнiсть

(3.34);

3) ϕ(ω), ψ(ω) попарно незалежнi вiд вiнерового процесу w(t, ω) : [0, T ]×
Ω→ Rn та виконуються умови (3.32).

Тодi випадковий процес z(t, ω) : [0, T ]× Ω→ Rn, який задано рiвнiстю

(3.35), матиме стохастичний диференцiал

dz(t, ω) = ψ(ω)

t∫
0

H(t, τ)dw(τ, ω)f(τ, ω)dτ+

+ψ(ω)H(t, t)dw(t, ω)f(t, ω). (3.37)

Як i ранiше, пiд фундаментальним розв’язком H(t, ω) диференцiального

рiвняння (3.36), побудованого за початковою умовою (3.31), назвемо H(t, ω)

для t > 0 вигляду

H(t, ω) =
1

2πi

∫
Π

eλtV −1(λ, ω)dλ, (3.38)

де

V (λ, ω) ≡ λ− ϕ(ω)a
(
eλθ
)

(3.39)

є квазiполiномом СДФР (3.36), а Π – контур, що охоплює всi коренi хара-

ктеристичного рiвняння detV (λ, ω) = 0, ω ∈ Ω. При цьому H(0, ω) = I –

одинична матриця, а для t < 0 маємо H(t, ω) = 0.
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Теорема 3.3. Нехай виконуються умови леми 3.5 та припущення 3.1, 3.2.

Тодi розв’язок задачi Кошi для СДФР (3.30), (3.31) x(t, ω) ∈ Rn за допомо-

гою фундаментального розв’язку H(t) можна подати у виглядi

x(t, ω) = y(t, ω) + ψ(ω)

t∫
0

H(t− τ, ω)dw(τ, ω)b (xτ(θ)) , (3.40)

де y(t) – розв’язок диференцiально-функцiонального рiвняння (3.36).

3.4.3 Необхiднi та достатнi умови належностi розв’язкiв

системи лiнiйних СДФР до простору сумовних за часом в

середньому квадратичному випадкових процесiв

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0} ,P) задано автономне лi-

нiйне СДФР (3.30), (3.31), коефiцiєнти якого задовольняють умови iснування

та єдиностi розв’язку з iмовiрнiстю одиниця.

Припущення 3.3. Власнi значення квазiполiнома V (λ) (3.39) розташо-

ванi в лiвiй пiвплощинi Reλ < 0 комплексної площини xO(iy).

Уведемо до розгляду матрицю B наступного вигляду

B ≡
∞∫

0

E
{

[b (Ht(θ, ω))]2+

}
dt. (3.41)

Тут i далi знак ”2” вгорi бiля матрицi (вектора) означає пiднесення до квадра-

ту кожного елемента матрицi (вектора), знак ”+” внизу означає, шо кожний

елемент матрицi (вектора) потрiбно брати за модулем.

Застосуємо b(·) до лiвої та правої частин рiвняння (3.40), в результатi

одержимо, що

b (xt(θ, ω)) = b (yt(θ, ω)) + ψ(ω)

t∫
0

b (Ht−τ(θ, ω)) dw(τ, ω)b (xτ(θ, ω)) . (3.42)

Пiднесемо до квадрату лiву та праву частини (3.42), застосуємо опера-

цiю математичного сподiвання та, використовуючи властивостi стохастичних
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iнтегралiв, одержимо

µb(t) = E
{
b2 (yt(θ, ω))

}
+ E

{
ψ2(ω)

} t∫
0

E
{
b2 (Ht−τ(θ, ω))µb(s)ds

}
, (3.43)

де µb(t) = E
{
b2 (xt(θ, ω))

}
. Далi iнтегруємо рiвняння (3.43) за аргументом t

вiд 0 до +∞ та, змiнюючи порядок iнтегрування у правiй частинi, матимемо
∞∫

0

µb(t)dt =

∞∫
0

E
{
b2 (yt(θ, ω))

}
dt+ E

{
ψ2(ω)

}
×

×
∞∫

0

E
{
b2 (Ht(θ, ω))

}
dt

∞∫
0

µb(s)ds. (3.44)

У рiвняннi (3.44) в якостi y(t) слiд брати стовпцi матрищiH(t) ≡ {hij(t)},
i, j = 1, n. Будемо позначати їх через yj(t), j = 1, n.

Для зручностi уведемо наступнi позначення:

Nj ≡
∞∫

0

b2 (ytj(θ)) dt; Mj ≡
∞∫

0

µbj(t)dt.

Тодi, аналогiчно до (3.43), можна записати рiвняння

Mj = Nj + E
{
ψ2(ω)

} ∞∫
0

E
{
b2 (Ht(θ, ω))

}
dt ·Mj, j = 1, n. (3.45)

За означенням матрицi B, одержимо

Mj = Nj + E
{
ψ2(ω)

}
B ·Mj, j = 1, n.

За побудовою, вектор Nj збiгається з j-им стовпчиком матрицi B, при цьому

B = {N1, N2, . . . , Nn}. Тодi позначимо M ≡ {M1,M2, . . . ,Mn} i подамо (3.45)

у виглядi матричного рiвняння

M = B + E
{
ψ2(ω)

}
·B ·M. (3.46)

Справджується таке твердження.
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Теорема 3.4. Нехай для лiнiйного СДФР (3.30), (3.31) виконуються всi

умови теореми 3.3 та припущень 3.1-3.3.

Тодi необхiдною та достатньюю умовою належностi простору M∞

довiльного лiнiйного функцiоналу f : Dn([−r, 0])→ Rn є умова ρ(B) < 1 або

|λmax(B)| < 1, де ρ(B) – спектральний радiус додатної матрицi B, λmax(B)

– корiнь Перрона додатної матрицi B.

3.4.4 Асимптотична стiйкiсть та нестiйкiсть в середньому

квадратичному (l.i.m.) розв’язкiв систем лiнiйних СДФР

За умови виконання накладених вище умов можна отримати наступнi

твердження про стiйкiсть та нестiйкiсть у l.i.m. розв’язкiв систем лiнiйних

СДФР (3.30)-(3.31).

Теорема 3.5. Нехай виконуються умови теореми 3.3 для лiнiйного авто-

номного СДФР (3.30)-(3.32), а також ρ(B) < 1 для матрицi B, яка задана

(3.41).

Тодi тривiальний розв’язок x(t) ≡ x(t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn задачi

(3.31), (3.32) асимптотично стiйкий у l.i.m.

Наслiдок 3.1. Якщо пiдставити вираз (3.38) для Hb(t) у вираз (3.41) для

матрицi B та застосувати теорему Планшереля, то формула для B набуде

вигляду

B =
1

π
E
{
ψ2(ω)

} ∞∫
0

∣∣b (eisθ)∣∣2 [V −1(is)
]2

+
ds, (3.47)

де i =
√
−1.

Теорема 3.6. Нехай тривiальний розв’язок y(t) ≡ 0 диференцiального рiв-

няння (3.36) експоненцiально стiйкий, при цьому

ρ(B) > 1. (3.48)

Тодi в околi нуля знайдеться така початкова функцiя d(t) ∈ Rn, що

розв’язок x(t, ω) ∈ Rn СДФР (3.30)-(3.31) поводить себе в l.i.m. як

lim
t→∞

E
{
|x(t, ω)|2

}
= +∞.
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Зауваження 3.3. Оскiльки умова ρ(B) > 1 вимагає знаходження найбiль-

шого за модулем власного значення матрицi B (3.47), для побудови якої

необхiдно знаходиги обернену матрицю
[
V −1( is )

]2
+
до матрицi [V ( is )]2+,

а потiм почленно iнтегрувати кожен елемент цiєї оберненої матрицi вiд 0

до +∞ за аргументом s, то постає питання, чи можна уникнути пробле-

ми знаходження власних значень та побудови оберненої матрицi, оскiльки

це приводить до великої кiлькостi додаткових обчислень i використання

значних обчислювальних ресурсiв комп’ютера при розв’язаннi прикладних

задач.

Знаходження max ρ(B) можна уникнути, якщо вiд системи (3.30), (3.31)

перейти до покоординатного запису

dxi(t, ω) =
n∑
j=1

ϕj(ω)aij (xijt(θ)) dt+
n∑
j=1

ψj(ω)bij (xijt(θ)) dwij(t, ω) (3.49)

за початковими умовами

xi(t) = αi(t), (3.50)

де aij(·), bij(·) : D → R1 – лiнiйнi неперервнi функцiонали, wij(t, ω), i, j =

1, n, – попарно незалежнi та Ft-вимiрнi для t ≥ 0.

Тодi в теоремi 3.6 потрiбно перевiряти таку умову:

n∑
i=1

n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
j=1

∞∫
0

E
{
b2
ij (Hkl(t+ θ))

}
dt < 1. (3.51)

При малих n ≤ 10 доцiльно обчислювати ρ(B), а при бiльших n можна

скористатися формулою (3.51).

3.4.5 Асимптотична поведiнка на безмежностi другого моменту

розв’язку систем лiнiйних СДФР загального вигляду пiд

дiєю зовнiшних збурень типу випадкових величин

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0} ,P) задано n-вимiрний

випадковий процес x(t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn, який є розв’язком СДФР ви-
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гляду

I · d
Nx(t, ω)

dtN
+

N−1∑
j=0

m∑
k=0

ϕjk(ω)Ajk
djx(t, ω)

dtj
=

=
N−1∑
j=0

m∑
k=0

ψjk(ω)Bjk
dwjk(t, ω)

dt

djx(t, ω)

dtj
(3.52)

за початковими умовами

djx(t, ω)

dtj

∣∣∣∣
t∈[−r,0]

= α(t), j = 1, N − 1, (3.53)

де x(t, ω) ∈ Rn, I – одинична матриця розмiрностi n×n; wjk(t, ω) ≡
{
wlq
jk(t, ω)

}
– незалежнi попарно вiнеровi процеси з нульовими зносами i матрицями па-

раметрiв дифузiї Sjk ≡
{
slqjk

}
, де l = 1,m; j = 1, N − 1; Ajk ≡

{
alqjk

}
,

Bjk ≡
{
blqjk

}
– матрицi з дiйсними елементами; ϕjk(ω) – попарно незалежнi

зовнiшнi випадковi величини, j = 1, N − 1; k = 0,m; l = 1, N ; q = 1, N − 1,

зi скiнченними першими та другими моментами E {ϕjk(ω)} ≤ K1 < ∞;

E
{
ϕ2
jk(ω)

}
≤ K2 <∞.

Позначимо через H(t, ω) матричний розв’язок з iмовiрнiстю 1 системи

I · d
Ny(t, ω)

dtN
+

N−1∑
j=0

m∑
k=0

ϕjk(ω)Ajk
djy(t+ θ, ω)

dtj
= 0 (3.54)

такий, що H(t, ω) = 0 для t < 0,

H(0, ω) =
dH(0, ω)

dt
= . . . =

dN−2H(0, ω)

dtN−2
= 0;

dN−1H(0, ω)

dtN−1
= I, (3.55)

а за умови t > 0

djH(t, ω)

dtj
=

1

2πi

∫
Γ

λjeλtV −1(λ, ω)dλ,

де контур Г охоплює всi нулi ймовiрнiсного квазiполiнома системи (3.54), а

саме

detV (λ, ω) = det

[
IλN +

N−1∑
j=0

m∑
k=0

ϕjk(ω)Ajkλ
je−λθ

]
(3.56)

з iмовiрнiстю одиниця.
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Використовуючи формулу (3.40), можна перейти вiд (3.52) до iнтеграль-

ної системи

xj(t, ω) = yj(t) +
N−1∑
j=0

m∑
k=0

t∫
0

[
djH(t− τ)

dtj
dwjk(t, ω)

]
Bjk

djx(t, ω)

dtj
, (3.57)

де j = 0, 1, . . . , N − 1, а y(t) – розв’язок (3.54) у детермiнованому випадку.

Теорема 3.7. Нехай на ймовiрнiсному базисi задана задача Кошi для СДФР

(3.52), (3.53), для якого виконано умови:

1) Ajk, Bjk – дiйснi матрицi;

2) ϕjk(ω), ψjk(ω), wjk(ω) – попарно незалежнi;

3) E {ϕjk(ω)} ≤ K1 <∞; E
{
ϕ2
jk(ω)

}
≤ K2 <∞;

4) E {ψjk(ω)} ≤ K3 <∞; E
{
ψ2
jk(ω)

}
≤ K4 <∞;

5) коренi квазiполiнома detV+(λ) лежать у лiвiй пiвплощинi Reλ < 0;

6) спектральний радiус ρ(B) < 1 для матрицi

B(ω) ≡ 1

π

N−1∑
j=0

m∑
k=0

∞∫
0

E
{
ψ2
jk(ω)

}
Sjk
∣∣(is)j∣∣2 · [V −1(is, ω)

]2
+
ds, ω ∈ Ω. (3.58)

Тодi тривiальний розв’язок СДФР (3.52), (3.53) є асимптотично стiй-

ким, а саме, lim
t→∞

E
{
|x(t, ω)|2

}
= 0, якщо ρ(B) < 1. Якщо ж ρ(B) > 1, тодi

lim
t→∞

E
{
|x(t, ω)|2

}
= +∞.

Нагадаємо, шо знак ”2” вгорi бiля матрицi (вектора) означає пiднесення

до квадрату кожного елемента матрицi (вектора), знак ”+” внизу означає, шо

кожний елемент матрицi (вектора) потрiбно брати за модулем.



74

3.4.6 Стохастична задача стабiлiзацiї курсу океанського

лайнера пiд дiєю зовнiшних збурень типу випадкових

величин

Розглянемо на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0} ,P) наступну си-

стему дифузiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь вигляду [48]:

ẍ(t, ω) + ϕ(ω)Hẋ(t, ω) + ψ(ω)Ky(t, ω) =

= γ1(ω)ẋ(t, ω)w1(t, ω) + γ2(ω)y(t, ω)w2(t, ω),

ẏ(t, ω) + ψ(ω)
1

T
y(t, ω) + ϕ(ω)[Bx(t, ω) + Lx(t− τ, ω)] =

= γ1(ω)x(t, ω)w3(t, ω) + γ2(ω)x(t− τ, ω)w4(t, ω),

(3.59)

за початковими даними 
ẋ(t, ω)|0≤t≤τ = α1(ω);

x(t, ω)|0≤t≤τ = α2(ω);

y(t, ω)|0≤t≤τ = β(ω),

(3.60)

де x(t, ω) – кут вiдхилення лайнера вiд теоретичного курсу при кутi повороту

керма y(t, ω); wj(t, ω) : [0, T ] × Ω → R1; j = 1, 4, – заданi вiнеровi процеси;

ϕ(ω), ψ(ω) : Ω → R1 – одновимiрнi заданi зовнiшнi збурення типу випадко-

вих величин (мiнливiсть морських течiй, нерiвномiрна iнтенсивнiсть потокiв);

γ1(ω), γ2(ω), α1(ω), α2(ω), β(ω) – одновимiрнi вiдомi зовнiшнi збурення типу

випадкових величин iз заданими законами розподiлу, якi визначаються серi-

єю вимiрювань методами математичної статистики [45]; H > 0,K > 0, T > 0,

B, L – сталi, що характеризують найпростiшу модель курсу лайнера.

Квазiполiном системи (3.59) має вигляд

detV (λ, ω) ≡ det

[
Rλ2 +

1∑
j=0

1∑
r=0

Ajr(ω)λje−∆,λ

]
, (3.61)

де матрицi

R ≡

[
1 0

0 0

]
; A00 ≡

[
0 ψ(ω)R

ϕ(ω)B T−1

]
; A01 ≡

[
0 0

ϕ(ω)L 0

]
;

A10 ≡

[
ϕ(ω)H 0

0 0

]
; A11 ≡

[
0 0

0 0

]
.
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Обчислимо квазiполiном

detV (λ, ω) ≡ λ2R +Hλϕ2(ω)
(
T−1 + λ

)
−

−Rψ2(ω)
[
−E

{
ϕ2(ω)

}
B + Le−τλE

{
ϕ2(ω)

}]
.

У просторi параметрiв H,T,K,B, L,R, τ при фiксованих ϕ(ω), ψ(ω) з

E
{
ϕ2(ω)

}
≤ K1 < ∞, E

{
ψ2(ω)

}
≤ K2 < ∞ можна побудувати межi D-

розбиття за Беллманом, а також областi, де коренi квазiполiнома мають вiд’-

ємнi дiйснi частини (Reλ < 0).

Отже,

V −1(is, ω) =
1

detV (is, ω)

[
−s2 + isϕ2(ω)H ψ2(ω)B + Lϕ2(ω)

ψ2(ω)K T−1 + is

]
,

де

| detV (is, ω)|2 =
[
(is)2 +

(
T−1 +Hϕ2(ω)

)
+H(is)

(
T−1 + is

)
ψ2(ω)−

−B2ψ2(ω) +Rϕ2(ω)ψ2(ω)L sin is
]2
.

Матриця B має вигляд

B(ω) =
1

π

∞∫
0

{
1∑
j=0

1∑
r=0

S+
jr

}
|is|2

[
V −1(is, ω)

]2
+
ds,

де

S+
00 ≡

(
0 1

1 0

)
; S+

01 ≡

(
0 0

1 0

)
; S+

10 ≡

(
0 0

0 0

)
; S+

11 ≡

(
0 0

0 0

)
.

Позначимо через I11(ω), I12(ω), I21(ω), I22(ω) вiдповiднi випадковi iнте-

грали у матрицi B(ω). Тодi власнi значення (як випадковi величини) матрицi

B(ω) дорiвнюють

λ1(ω) =
(
I11(ω) + I22(ω) +

√
D(ω)

)
; λ2(ω) =

(
I11(ω) + I22(ω)−

√
D(ω)

)
,

де D(ω) = (I11(ω) + I22(ω))2 − 4 (I11(ω)I22(ω) + I12(ω)I21(ω)).

Тривiальний розв’язок системи (3.59), (3.60) асимптотично стiйкий у

l.i.m., якщо |λi(ω)| < 1, i = 1, 2. Це i є умовою стабiлiзацiї курса лайнера.
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3.5 Про iснування оптимального керування для стохастичних

диференцiально-функцiональних рiвнянь пiд дiєю

зовнiшних збурень

3.5.1 Постановка задачi

У межах теорiї стохастичного керування дослiджується управлiння в си-

стемах з випадковими параметрами. Ця теорiя має широке застосування в

багатьох галузях, включаючи фiнанси, iнженерiю, економiку та iн.

Початки теорiї стохастичного керування пов’язанi з роботами, в яких

вивчаються розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь, що описують

еволюцiю системи в часi за умови випадкових збурень чи впливу випадкових

факторiв. Розвиток теорiї стохастичного керування вiдбувався вдосконален-

ням методiв розв’язання стохастичних диференцiальних рiвнянь, введенням

нових пiдходiв до аналiзу випадкових процесiв i застосуванням до таких обла-

стей, як фiнанси, оптимальне керування портфелями, ризик-менеджмент i

багато iнших (див. працi [38]-[51]).

Сучаснi дослiдження в теорiї стохастичного керування продовжують

розширювати її застосування в новi галузi, розробляти бiльш ефективнi ме-

тоди розв’язання складних проблем i поширювати її теоретичну базу.

У даному параграфi розглянуто теорему порiвняння для розв’язкiв сто-

хастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь (СДФР) пiд дiєю зовнi-

шних збурень та її застосування для однiєї задачi стохастичного керування,

що є розвитком результатiв, отриманих для одновимiрних процесiв Iто у пра-

цях [60]-[62] та для випадку наявностi пуассонових збурень [63].

Детальне доведення результатiв пункту 3.5 опублiковано у працях [51,

64].

3.5.2 Теорема порiвняння для розв’язкiв СДФР

Нехай (Ω, F, P ) – ймовiрнiсний простiр з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, D
простiр неперервних справа функцiй, що мають лiвостороннi границi (НПЛГ)

зi значеннями з R1 та з рiвномiрною метрикою.
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Теорема 3.8. Нехай заданi:

1) строго зростальна функцiя {ρ(x), x ∈ R+}така, що

ρ(0) = 0,

∞∫
0

ρ−2(x)dx =∞;

2) неперервнi функцiонали b : R+ × D → R1; c : R+ × D × V → R1,

V ⊂ R1 такi, що для довiльних ϕ, ψ ∈ D

|b(t, ϕ)− b(t, ψ)|+
∫
V

|c(t, ϕ, u)− c(t, ψ, u)|Π(du) ≤ ρ(‖ϕ− ψ‖), t ≥ 0;

3) два неперервних функцiонали ai : R+ ×D→ R1, i = 1, 2, такi, що

a1(t, ϕ) ≤ a2(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ D;

4) {xi(t) ≡ xi(t, ω), t ∈ R+, ω ∈ Ω, i = 1, 2} – неперервнi за t випадковi

процеси, {Ft}-вимiрнi за ω;
5) стандартний вiнерiв процес w(t) ≡ w(t, ω) : [0,∞)×Ω ⊂ R1 такий,

що w(0) = 0(modP);

6) {ṽ(t, A) = v(t, A)−Π(A)t, A ∈ V ⊂ R\{0}} – центрована пуассонова

мiра, при цьому {w(t)} i {ν̃(t, A)} незалежнi один вiд одного;

7) {αi(t) ≡ αi(t, ω), t ∈ R, ω ∈ Ω} – вимiрнi вiдносно {Ft, t ≥ 0} випад-

ковi процеси.

Нехай також випадковi процеси з пп. 4-7 даної теореми з iмовiрнiстю

1 задовольняють умови:

xi(t)− xi(0) =

t∫
0

αi(s)ds+

t∫
0

b (s, xsi ) dw(s) +

t∫
0

∫
V

c (s, xsi , ν) ν̃(ds, dν),

x1(θ) ≤ x2(θ), θ ∈ (−∞, 0],

α1(t) ≤ a1

(
t, xt1

)
, t ≥ 0, (3.62)

α2(t) ≤ a2

(
t, xt2

)
, t ≥ 0, (3.63)

де xt ≡ {x(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0]}.
Тодi з iмовiрнiстю 1 виконується нерiвнiсть

x1(t) ≤ x2(t) ∀t ≥ 0. (3.64)
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Якщо виконується умова єдиностi з iмовiрнiстю 1 сильних розв’язкiв

хоча б для одного з таких СДФР:

dxi(t) = ai
(
t, xt

)
dt+ b

(
t, xt

)
dw(t) +

∫
V

c
(
t, xt, ν

)
ν̃(dt, dν), i = 1, 2, (3.65)

тодi (3.64) виконується й за слабкiшої умови:

a1(t, ϕ) ≤ a2(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ D.

Зауваження 3.4. Теорема 3.8 має мiсце i для нелiнiйних СДФР вигляду

dx(t, ω) = x(θ) +
r∑
j=1

αj(t, ω)aj(t, x(t+ θ, ω))dt+

+
2r+1∑
j=r+1

αj(t, ω)bj(s, x(t+ θ, ω))dwj(t, ω)+

+
3r+2∑
j=2r+2

∫
V

αj(t, ω)cj(t, x(s+ θ, ω), ν)ν̃j(dt, dν, ω) (3.66)

за умови

x(t+ θ, ω)|t=0 = ϕ(θ); αj(t, ω)|t=0 = β(θ), j = 1, 3r + 2, (3.67)

де αj(t, ω) : [0, T ]×Ω→ Rn ×Rn – зовнiшнi попарно незалежнi мiж собою

та з вiнеровими процесами випадковi процеси; коефiцiєнти aj, bj, cj задо-

вольняють умови Лiпшиця та умови теореми 3.8.

3.5.3 Задача iснування оптимального керування розв’язкiв

СДФР серед допустимих керувань

Розглянемо задачу стохастичної оптимiзацiї, яку можна розв’язати за до-

помогою теореми 3.8. Ця оптимiзацiйна задача є прикладом доведення iсну-

вання стохастичного керування для класу СДФР пiд дiєю зовнiшних збурень

типу випадкових процесiв. Отриманi результати є розвитком дослiджень, про-

ведених у працях [60]-[63], на випадок дiї зовнiшних збурень типу випадкових

процесiв.

Нехай k(z) – неспадна невiд’ємна функцiя, визначена на [0,∞).
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Означення 3.3. Систему випадкових процесiв{
αj(t, ω), j = 1, 3r + 1, wl(t, ω), l = r + 1, 2r + 1, ν̃k(t, v, ω),

k = 2r + 2, 3r + 2, u(t, ω), t ≥ 0
}

(3.68)

назвемо допустимою системою або допустимим керуванням, якщо:

1) вона визначена на просторi (Ω, F, {Ft, t ≥ 0} ,Ny(Y), P ), де {Ft, t ≥ 0}
– потiк σ-алгебр, Ny(Y) – σ-алгебра множини Y ≡ {y1, y2, . . . , yr} ⊂ Rr;

2) αj(t, ω) : [0, T ]×Ω→ Rn×Rn – дiагональнi матрицi, вимiрнi вiдно-

сно мiнiмальної σ-алгебри Ft∩Ny(Y), попарно незалежнi одна вiд одної та

вiд n-вимiрних вiнерових процесiв wj(t, ω) i центрованих пуассонових мiр

ν̃j(t, v, ω), при цьому αj(t, ω) ∈ C([−∆,∞]);

3) u(t) – n-вимiрний Ft∩Ny(Y) випадковий процес такий, що |u(t, ω)| ≤
1 для всiх t ≥ 0 з iмовiрнiстю 1 (майже скрiзь);

4) x(t, ω) ∈ C([−∆,∞]) заданий та фiксований випадковий процес x(t, ω) :

[−∆,∞]× Ω→ Rn.

Для допустимої системи (3.68) та її коефiцiєнтiв виконано умови теоре-

ми 3.8 (теореми порiвняння). Ризик xu(t, ω) для (3.68) визначається рiвнiстю

xu(t, ω) = x(θ) +

t∫
0

2r+1∑
j=r+1

αj(s, ω)b (s, y, xu(s+ θ)) dwj(s)+

+

t∫
0

∫
V

3r+2∑
j=2r+2

αj(s, ω)c (s, xu(s+ θ, ω), v) ν̃(ds, dv, ω) +

t∫
0

u(s)ds, (3.69)

за початковими умовами

xu(t+ θ, ω)|t=0 = xu0(θ),

αj(t, ω)|t=0 = α0
j(ω), j = 1, 3r + 2. (3.70)

Далi для скорочення доведення будемо вважати, що αj(t, ω) ≡ 0, j =

1, r, xut ≡ {xu(t+ θ, ω), θ ∈ [−∆, 0],∆ > 0}.
Постановка задачi мiнiмiзацii математичного сподiвання E {k ‖xut ‖} ви-

конується за всiма можливими системами (3.68). Будемо розв’язувати цю за-

дачу згiдно з методикою, викладеною в [60, 63].
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Нехай U(l) визначено в такий спосiб:

U(l) =


−l
|l|
, l ∈ Rn\{0},

0, l = 0.

Розглянемо СДФР вигляду

dx(t, ω) =
2r+1∑
j=r+1

αj(t, ω)b (t, xt) dwj(t, ω)+

+

∫
V

3r+2∑
j=2r+1

αj(t, ω)c (t, xt, v) ν̃(dt, dv, ω) + U(x(t, ω))dt (3.71)

з початковими умовами

x(t+ θ, ω)|t=0 = ϕ(θ), θ ∈ [−∆, 0), ∆ > 0; (3.72)

x(t+ θ, ω)|t=0
θ=0

= x, αj(t, ω)|t=0 = αj, j = 1, 2. (3.73)

Вiдомо, що розв’язок (3.71)-(3.73) iснує та єдиний з iмовiрнiстю 1 за умовами

теореми 3.8.

Нехай u0(s) ≡ U 0(x(t, ω)), тодi допустима система{
α0
j(t, ω), j = 1, 3r + 1, w0

l (t, ω), l = r + 1, 2r + 1,

ν̃0
k(t, v, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, u0(t, ω), t ≥ 0

}
задає оптимальне керування, тобто для довiльної допустимої системи (3.68)

матимемо, що

E{k(|x(t, ω)|)} ≤ E {k (|xu(t, ω)|)} .

Лема 3.6. Нехай система (3.68) – сукупнiсть n-вимiрних {Ft,Ny(Y)}-узгод-
жених процесiв, визначених на модифiкованому просторi (Ω, F ∩ N, P ) з

потоком {Ft ∩N(x)}; подiбна сукупнiсть{
α̃j(t, ω), j = 1, 3r + 1, w̃l(t, ω), l = r + 1, 2r + 1,

˜̃νk(t, v, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, ũ(t, ω)
}
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визначена на iншому модифiкованому просторi
(

Ω̃, F̃ ∩ Ñ, P̃
)

з потоком{
F̃t ∩ Ñ(x)

}
.

Тодi iснує модифiкований простiр
(

Ω̂, F̂ ∩ N̂, P̂
)
з потоком

{
F̂t ∩ N̂(x)

}
i сукупнiсть {

α̂j(t, ω), j = 1, 3r + 1, ŵl(t, ω), l = r + 1, 2r + 1,

ˆ̃νk(t, v, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, û(t, ω)
}

n-вимiрних
{
F̃t ∩ T̃ (x)

}
-узгоджених процесiв таких, що:

1)
{
x(t, ω), αj(t, ω), j = 1, 3r + 1;wk(t, ω), k = r + 1, 2r + 1; ν̃l(t, A, ω),

l = 2r + 2, 3r + 2, A ∈ N
} L
≈
{
x̂(t, ω); α̂j(t, ω), j = 1, 3r + 1, ŵl(t, ω),

l = r + 1, 2r + 1, ˆ̃νk(t, A, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, A ∈ N̂
}

;

2)
{
x̃(t, ω), α̃j(t, ω), j = 1, 3r + 1; w̃k(t, ω), k = r + 1, 2r + 1; ˜̃νl(t, A, ω),

l = 2r + 2, 3r + 2, A ∈ Ñ
}

L
≈
{
x̂(t, ω); α̂j(t, ω), j = 1, 3r + 1,

ŵl(t, ω), l = r + 1, 2r + 1, ˆ̃νk(t, v, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, A ∈ N̂
}

;

3)
{
ŵk(t, ω), k = r + 1, 2r + 1

}
− n-вимiрнi вiнеровi процеси;

4)
{

ˆ̃νk(t, v, ω), k = 2r + 2, 3r + 2, A ∈ N̂
}
– n×n-вимiрнi центрованi пу-

ассоновi мiри.

Тут символ
L
≈ означає, що процеси мають однаковi закони розподiлу.

За наведеними припущеннями справджується наступна теорема.

Теорема 3.9. Нехай (3.68) – довiльна задана допустима система та для

заданого x ∈ Rn розв’язок {xu(t, ω)} визначається СДФР (3.69). Тодi на

деякому модифiкованому ймовiрнiсному просторi можна побудувати Rn-

вимiрнi процеси {x̃u(t, ω)} ,
{
x̃0(t, ω)

}
та

{
α̃uj (t, ω), j = 1, 3r + 2

}
,
{
α̃0
j(t, ω),

j = 1, 3r + 2
}
такi, що:

1) {xu(t, ω)}
L
≈ {x̃u(t, ω)};

2)
{
x0(t, ω)

} L
≈
{
x̃0(t, ω)

}
;

3)
∣∣x̃0(t, ω)

∣∣ ≤ |x̃u(t, ω)| для довiльного t ≥ 0 з iмовiрнiстю 1;

4)
{
α̃0
j(t, ω), j = 1, 3r + 2

} L
≈
{
α̃uj (t, ω), j = 1, 3r + 2

}
з iмовiрнiстю 1.
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Доведено [64]-[66], що для допустимих систем вигляду (3.68) iснує мiнi-

мальне значення математичного сподiвання E {k ‖xut ‖}. Розглянуто теорему

порiвняння для СДФР пiд дiєю зовнiшних збурень типу випадкових проце-

сiв, встановлено факт iснування оптимального керування для цього класу

систем.

Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 проведено дослiдження iснування, єдиностi, стiйкостi та асим-

птотичних властивостей сильних розв’язкiв широкого класу стохастичних

диференцiально-функцiональних рiвнянь у частинних похiдних пiд дiєю рi-

зних типiв випадкових збурень, а саме:

– дослiджено iснування та єдинiсть розв’язкiв стохастичних диференцiально-

функцiональних рiвнянь у частинних похiдних спецiального вигляду, а також

розроблено алгоритм чисельного моделювання. Показано, як методи стоха-

стичного аналiзу узгоджуються з комп’ютерними пiдходами до апроксимацiї

траєкторiй, що робить результати придатними для практичного використан-

ня;

– дослiджено iснування розв’язку задачi Кошi для нелiнiйних стохасти-

чних диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу. Отримано те-

орему iснування та надано її детальне доведення з використанням методiв

нерiвностей типу Гронуолла та компактних операторiв;

– запропоновано критерiї середньоквадратичної стiйкостi та нестiйкостi

дифузiйних стохастичних диференцiально-функцiональних систем Гiхмана–

Iто з випадковими збуреннями. Окремо проаналiзовано другi моменти розв’яз-

кiв та поведiнку систем на безмежностi. Практично важливим є також роз-

гляд задачi стабiлiзацiї курсу океанського лайнера;

– розв’язано задачу iснування оптимального керування для стохасти-

чних диференцiально-функцiональних рiвнянь iз зовнiшнiми збуреннями. На

основi теореми порiвняння побудовано умови, за яких iснує оптимальне керу-

вання серед множини допустимих стратегiй, що є вагомим внеском у теорiю

стохастичного контролю;
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– наведено реалiзацiї чисельного моделювання розв’язкiв стохастичних

рiвнянь iз пуассонiвськими збуреннями, iз запiзненнями та рiвнянь у частин-

них похiдних. Застосування Python дозволило вiзуалiзувати траєкторiї, оцi-

нити стабiльнiсть та експериментально пiдтвердити теоретичнi твердження.

Проведене дослiдження є внеском у теорiю стохастичних систем iз запi-

зненням та випадковими параметрами. Отриманi результати охоплюють пи-

тання iснування, єдностi та стiйкостi розв’язкiв, пропонують iнструменти для

аналiзу складних стохастичних моделей та демонструють практичну реалi-

зацiю стохастичних процесiв у виглядi чисельних алгоритмiв i симуляцiй.

Представленi методи та теоретичнi положення можуть бути використанi в

механiцi, математичнiй фiзицi, бiологiчних системах, фiнансовiй математицi

та iнженерiї.



84

4 ДОСЛIДЖЕННЯ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

УЛЬТРВПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ТИПУ

КОЛМОГОРОВА З ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

ТА БIФУРКАЦIЯ ЦИКЛIВ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ З

МАЛОЮ ДИФУЗIЄЮ

4.1 Вступ

Поняття фундаментального розв’язку задачi Кошi (ФРЗК) є основним

при дослiдження розв’язностi задачi Кошi. Найповнiшi результати про фун-

даментальний розв’язок задачi Кошi одержано для параболiчних за I.Г. Пе-

тровським та за С.Д. Ейдельманом рiвнянь та систем рiвнянь з обмеженими

i зростаючими при |x| → ∞ коефiцiєнтами [67, 68], для рiвняння типу Кол-

могорова з обмеженими коефiцiєнтами та окремих рiвнянь зi зростаючими

коефiцiєнтами коефiцiєнтами [69]. Результати побудови ФРЗК та його засто-

сування до дослiджень iснування та зображення розв’язку задачi Кошi для

ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова другого порядку зi зроста-

ючими при |x| → ∞ коефiцiєнтами за рiзних умов на коефiцiєнти рiвняння та

з можливим виродженням на початковiй гiперплощинi подаються у пунктах

4.2 – 4.4 [70]–[88], а для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку

– в пунктi 4.5 [89]. Такi задачi виникають при дослiдження поведiнки цiни

акцiй на азiйських опцiонах, в радiотехнiцi. ФРЗК для таких рiвнянь є гу-

стиною розподiлу вiдповiдного стохастичного рiвняння.

У пунктi 4.2 викладено результатам дослiдженню фундаментального

розв’язку задачi Кошi для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогоро-

ва другого порядку з коефiцiєнтами, якi можуть зростати при |x| → ∞ i не

залежать вiд групи змiнних виродження рiвняння. При цьому рiст коефiцiєн-

тiв залежить вiд деякої функцiї – характеристика дисипацiї, а на коефiцiєнти

рiвняння накладається двi серiї умов. Одна серiя умов вимагає гладкостi ко-

ефiцiєнтiв, а iнша – спецiальну гедьдеровiсть коефiцiєнтiв та ставляться до-

датковi умови на характеристику дисипацiї. Результати про ФРЗК у випадку

гельдерових коефiцiєнтiв отримано Пасiчник Г.С, а для гладких коефiцiєнтiв



85

– Пасiчник Г.С. спiльно з Мединським I.П. Цi результати викладено в працях

[78]–[88]. Розглядуванi в 4.2 рiвняння мiстять одну групу змiнних виродження

рiвняння, а коефiцiєнти при старшiй похiднiй є обмеженими функцiями.

У пунктi 4.3 наводяться теореми iнтегральне зображення розв’язкiв не-

однорiдного виродженого рiвняння типу Колмогорова з виродженням на по-

чатковiй гiперплощинi. Доводиться, що розв’язки як функцiї x можуть зро-

стати, а при t → 0 поводяться вiдповiдним способом залежно вiд типу ви-

родження рiвняння при t = 0. Рiвняння з 4.5 мiстять нескiнченно зростаючi

коефiцiєнти в групi молодших членiв рiвняння та виродження на початковiй

гiперплощинi. Крiм того, рiвняння мiстить двi групи змiнних виродження.

Для таких рiвняно знайдено в явному виглядi вираз для ФРЗК. Результати,

викладенi в 4.5 отримано Пасiчник Г.С спiльно з Iвасишеним С.Д. i опублi-

кованi в рацях [69]–[73].

Результати дослiдження властивостей гладкостi об’ємного потенцiалу,

породженого фундаментальним розв’язком задачi Кошi для виродженого па-

раболiчного рiвняння другого порядку типу Колмогорова зi сталими коефi-

цiєнтами в групi старших i зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших

членiв, за просторовими i часовою змiнними наведено в пунктi 4.4. Цi ре-

зультати отримано Пасiчник Г.С спiльно з Мединським I.П. i опублiкованi в

працях [74]–[77].

У пунктi 4.5 розглядається питання iснування та єдинiсть класичного

розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого по-

рядку з зростаючими при |x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiйної частини. Резуль-

тати отриманi Пасiчник Г.С. i опублiкованi в [89].

У пунктi 4.6 наводяться результати дослiджень, що доповнюють i розви-

вають результати з [90, 91] на випадок параболiчних за Ейдельманом систем

довiльного порядку.

У пунктi 4.7. дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого

скiнченного числа циклiв параболiчної системи iз малою дифузiєю.
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4.2 Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для

дисипативного ультрапараболiчного рiвняння типу

Колмогорова з коефiцiєнтами, якi не залежать вiд змiнних

виродження

Нехай n1, n2 – заданi натуральнi числа такi, що n2 ≤ n1; n := n1 + n2;

M := n1m1 + n2m2, Mkl := (|k1| + |l1|)m1 + (|k2| + |l2|)m2, де m1 := 1/2,

m2 := 3/2, {k, l} ⊂ Zn+; змiнна x ∈ Rn складається з двох груп змiнних

xl := (xl1, . . . , xlnl) ∈ Rnl, l ∈ {1, 2}, так що x := (x1, x2).

У цьому пунктi використовуються такi позначення: Π1
H := {(t, x1)| t ∈

H, x1 ∈ Rn1}, якщо H ⊂ Rn1; BR := {x ∈ Rn| |x| ≤ R}, B1
R := {x1 ∈

Rn1| |x1| ≤ R},R > 0; z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2); ∆zs
xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·),
s ∈ {1, 2}.

Розглядається в шарi Π(0,T ] := {(t, x)|t ∈ (0, T ], x ∈ Rn} скiнченної

товщини T > 0 рiвняння

Lu(t, x1, ∂t, ∂x) :=

(
S −

n1∑
j,s=1

ajs(t, x1)∂x1j
∂x1s
−

−
n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j
− a0(t, x1)

)
u(t, x) = 0, (4.1)

де

S := ∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j
.

Рiвняння (4.1) є виродженим рiвнянням Колмогорова другого порядку, його

коефiцiєнти ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, aj, j ∈ {1, ..., n1}, i a0 не залежать вiд

змiнних виродження x2j, j ∈ {1, ..., n2}.

Означення 4.1. [83] Рiвняння (4.1) називатимемо дисипативним ультра-

параболiчним рiвнянням типу Колмогорова в Π[0,T ], якщо iснує неперервна

функцiя D : Rn1 → [1,∞), яка задовольняє такi умови:

1) D(x1)→∞ при |x1| → ∞;

2) функцïı bjs(t, x1) ≡ ajs(t, x1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, x1) ≡ aj(t, x1)×
×D(x1)

−1, j ∈ {1, ..., n1}, b0(t, x1) ≡ a0(t, x1)D(x1)
−2, x1 ∈ Rn1, 0 ≤ t ≤ T ,

обмеженi;



87

3) для рiвняння(
S −

n1∑
j,s=1

bjs(t, x1)∂x1j
∂x1s
−

n1∑
j=1

bj(t, x1)∂x1j

(
−i∂xn+1

)
−

−b0(t, x1)
(
−i∂xn+1

)2
)
v(t, x) = 0,

з обмеженими коефiцiєнтами i додатковою просторовою змiнною xn+1 ви-

конується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 ∀µ ∈ R :

Re
(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, x1)σ1jσ1s −
n1∑
j=1

bj(t, x1)σ1jµ− b0(t, x1)µ
2
)
≥

≥ δ
(
|σ1|2 + µ2

)
. (4.2)

Функцiя D при цьому називається характеристикою дисипацiї рiвняння

(4.1).

Припускається, що виконуються наступнi умови на коефiцiєнти [83] рiв-

няння (4.1).

А1. Рiвняння (4.1) є дисипативним ультрапараболiчним рiвнянням типу

Колмогорова в Π[0,T ] з характеристикою дисипацiї D.

А2. Iснують неперервнi похiднi ∂k1
x1
ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, ∂k1

x1
aj, j ∈

{1, ..., n1}, ∂k1
x a0, |k1| ≤ 2, для яких справджуються оцiнки

|∂k1
x1
ajs(t, x1)| ≤ C(D(x1))

|k1|(1−ε),

|∂k1
x1
aj(t, x1)| ≤ C(D(x1))

1+|k1|(1−ε),

|∂k1
x1
a0(t, x1)| ≤ C(D(x1))

2+|k1|(1−ε), t ∈ [0, T ], x1 ∈ Rn1,

де C > 0, ε ∈ (0, 1); функцïı bjs(t, x1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, x1), j ∈
{1, ..., n1}, b0(t, x1) як функцiї t є неперервними рiвномiрно щодо x1 ∈ Rn1.

А3. Похiднi ∂k1
x1
ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n}, ∂k1

x1
aj, j ∈ {1, ..., n}, ∂k1

x1
a0, |k1| ≤

2, задовольняють локальну умову Гельдера за x з показником λ ∈ (0, 1)

рiвномiрно щодо t ∈ [0, T ], тобто

∀R> 0 ∃C> 0 ∀{x1,z1}⊂B1
R ∀t∈ [0, T ] : |∆z1

x1
∂k1
x1
a(t, x1)| ≤ C|x1−z1|λ,

де символ a позначає коефiцiєнти рiвняння.
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Можливий iнший набiр умов на коефiцiєнти [79, 84] рiвняння (4.1), який

не вимагає їх гладкостi.

B1. Рiвняння (4.1) є дисипативним ультрапараболiчним рiвнянням типу

Колмогорова в Π[0,T ] з характеристикою дисипацiї D.

B2. ∃C > 0 ∃λ ∈ (0, 1] ∀ {(t, x1), (t, y1)} ⊂ Π1
[0,T ] :

|∆y1
x1
ajs(t, x1)| ≤ C|x1 − y1|λ,

|∆y1
x1
aj(t, x1)| ≤ C|x1 − y1|λ(D(x1) +D(y1)),

|∆y1
x1
a0(t, x1)| ≤ C|x1 − y1|λ((D(x1))

2 + (D(y1))
2);

функцiї bjs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj, j ∈ {1, ..., n1}, b0 як функцi t, є неперерв-

ними рiвномiрно щодо x1 ∈ Rn1.

B3. Характеристика дисипацiї D задовольняє такi умови:

1) ∃C > 0 ∀ {x1, y1} ⊂ Rn1, |x1 − y1| ≤ 1 : D(x1) ≤ CD(y1);

2) ∃C > 0 ∀ {x1, y1} ⊂ Rn1, |x1 − y1| > 1 : D(x1) ≤ C exp{ε|x1 −
y1|D(y1)}, де ε – досить мале додатне число, вибором якого в конкретнiй

ситуацiї будемо розпоряджатись.

Нехай g : Rn1 → [1,∞) – функцiя, яка зв’язана з характеристикою ди-

сипацiї D однiєю з умовою

А4. g(x1) → ∞ при |x1| → ∞; iснують локально неперервнi за Гельде-

ром з показником λ з умови А3 похiднi ∂k1
x1
g, 0 < |k1| ≤ 4, якi пов’язанi з

характеристикою дисипацiї D умовою

|∂k1
x1
g(x1)| ≤ Cη(D(x1))

|k1|(1−ε), x1 ∈ Rn1, 0 < |k1| ≤ 4,

де C > 0, ε ∈ (0, 1), η – досить мале додатне число, вибором якого в кожнiй

конкретнiй ситуацiї будемо розпоряджатись.

B4. g(x1) → ∞ при |x1| → ∞, iснують похiднi ∂k1
x1
g, 0 < |k1| ≤ 2, для

яких справджуються нерiвностi

|∂k1
x1
g(x1)| ≤ Cη(D(x1))

|k1|, |∆y1
x1
∂k1
x1
g(x1)| ≤ Cη|x1−y1|λ((D(x1))

|k1|+(D(y1))
|k1|),

{x1, y1} ⊂ Rn1, 0 < |k1| ≤ 2,
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де C > 0, λ ∈ (0, 1] з умови B2, η – досить мале додатне число, вибором якого

в конкретнiй ситуацïı будемо розпоряджатись.

ФРЗК шукатимемо методом Левi. Важливими при цьому є властивостi

головного члена форули для ФРЗК. За головний член форули для ФРЗК G

беремо функцiю Ĝ(t, x; τ, ξ; y1), яка є ФРЗК для рiвняння

L(t, y1, ∂t, ∂x)v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (4.3)

для кожної фiксованої точки y1 ∈ Rn1.

Правильнi оцiнки∣∣∣∂kxĜ(t, x; τ, ξ; y1)
∣∣∣≤ Ck(t− τ)−M−Mk0Ec(t− τ, x, ξ) exp{−c(t− τ)(D(y1))

2},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ, y} ⊂ Rn, (4.4)

де

Ec(t, x, ξ) = exp
{
−c
( |X1(t)− ξ1|2

t
+
|X2(t)− ξ2|2

t3

)}
, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

k ∈ Zn+, Ck > 0, c > 0. При цьому функцiя

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = F−1
σ→X(t−τ)−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1,

в якiй V0(t, τ, σ, y1) є розв’язком рiвняння[
∂t −

(
−

n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)
(
[σ1j + (t− τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)(
[σ1s + (t− τ)σ2s]ς

′
s + σ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

aj(t, y1)
(
[σ1j + (t− τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)
+ a0(t, y1)

)]
V0(t, τ, σ, y1) = 0.

(4.5)

Зазначимо, що

|V0(t, τ, σ + iγ, y1)| ≤ C×

× exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)(t− τ) + (−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(t− τ)3 − δ(D(y1))
2(t− τ)},

0 ≤ τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1, (4.6)
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де C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0. Оцiнка (4.6) лежить в основi отримання

повного аналiтичного опису Ĝ.

Наведемо деякi властивостi ФРЗК для рiвняння (4.3).

Лема 4.1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.3) задовольняють умови А1 i А2.

Тодi справджуються оцiнки∣∣∣∂kx∂l1y1
Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣≤ C(t− τ)−(M+Mk0+|l1|(1−ε)/2)Ec(t− τ, x, ξ)×

× exp{−c(t− τ)(D(y1))
2},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1, k ∈ Zn+, l1 ∈ Zn1
+ , |l1| ≤ 2.

(4.7)

Зауваження 4.1. З оцiнок (4.7) випливають оцiнки∣∣∣∂k1
x1
Ĝ(t, x; τ, ξ;x1)

∣∣∣≤ C(t− τ)−(M+Mk10)Ec(t− τ, x, ξ)×

× exp{−c(t− τ)(D(x1))
2}, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| ≤ 2, (4.8)

Лема 4.2. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.3) задовольняють умови А1–А3.

Тодi справджуються оцiнки

∀R > 0 ∃C > 0 ∀{y1, z1} ⊂ B1
R :

|∆z1
y1
∂kx∂

l1
y1
Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣≤ C|y1 − z1|λ(t− τ)−(M+Mk0+|l1|(1−ε)/2)Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, k ∈ Zn+ l1 ∈ Zn1
+ , |l1| ≤ 2, (4.9)

де C > 0, c > 0, λ ∈ (0, 1] з умови А3, ε ∈ (0, 1) з умови А2.

Лема 4.3. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.3) задовольняють умови B1, B2.

Тодi справджуються оцiнки∣∣∣∆z1
y1
∂kxĜ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣≤ C|y1 − z1|λ(t− τ)−M−Mk0Ec(t− τ, x, ξ)×

×
(

exp{−c(t− τ)(D(y1))
2}+ exp{−c(t− τ)(D(z1))

2}
)(

(D(y1))
2 + (D(z1))

2

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {y1, z1} ⊂ Rn1, k ∈ Zn+. (4.10)
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Лема 4.4. Справджується рiвнiсть∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = exp
{ t∫
τ

a0(θ, y1)dθ
}
,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1. (4.11)

Зауваження 4.2. З (4.11) випливає, що

1) для довiльних k ∈ Zn+ \ {0}, 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1

∂kx

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 0; (4.12)

2)

lim
t→τ

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1 (4.13)

рiвномiрно щодо x ∈ Rn, а якщо a0 = 0∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1. (4.14)

Поряд з функцiєю Ec використовується ще оцiнна функцiя

Fc(t, x, ξ) := exp{−c
(|x1 − ξ1|2

4t
+

3|x2 + 2−1t(x′1 + ξ′1)− ξ2|2

t3

)
},

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

де c > 0. Зазначимо, що функцiя Fc з точнiстю до сталого множника визначає

ФРЗК для модельного рiвняння (4.1) з сталими коефiцiєнтами.

Використовуються такi властивостi з [67] функцiй Ec та Fc :

Ec(t, x, ξ) ≤ Fc1(t, x, ξ) ≤ Ec2(t, x, ξ), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 < c2 < c1 < c,∫
Rn

t−MEc(t, x, ξ)dξ = C,

∫
Rn

Ec(t− θ, x, y)Ec(θ− τ, y, ξ)
(

(t− θ)(θ− τ)
)−M

dy ≤

≤ C(t− τ)−MEc1(t− τ, x, ξ), 0 < c1 < c,∫
Rn

Fc(t− θ, x, y)Fc(θ − τ, y, ξ)
(

(t− θ)(θ − τ)
)−M

dy =
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= C(t− τ)−MEc(t− τ, x, ξ), c > 0.

Зазначимо, що

Ec(θ − τ,X(t− θ), ξ) ≤ Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn,

Ec(θ − τ, (y1, X2(t− θ)), ξ) ≤ Ec/2(t− τ, x, ξ)E1
−2c(θ − τ, y1 − x1),

0 ≤ τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (4.15)

З (4.15) з урахуванняи того, щи при θ ∈ [(t+τ)/2, t] θ−τ ≥ t−θ, одержується

Ec(θ − τ, (y1, X2(t− θ)), ξ) ≤ Ec/2(t− τ, x, ξ)E1
−2c(t− θ, y1 − x1),

t+ τ

2
< θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1.

Лема 4.5. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.3) задовольняють умови А1 i А2,

а непрервна функцiя ϕ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, задовольняє

умови

|ϕ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1+ε/2Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (4.16)

∀R > 0 ∃λs1 ∈ (0, 1), λ1
1 < ε, λ2

1 <
ε

3
∀{x, z(s)} ⊂ BR :

|∆zs
xs
ϕ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|λ

s
1(t− τ)−M−1+λs2ms×

×
(
Fc(t− τ, x, ξ) + Fc(t− τ, z(s), ξ)

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, λ1
2 ≡ ε− λ1

1, λ2
2 ≡

ε

3
− λ2

1, s ∈ {1, 2}. (4.17)

Тодi функцiя

w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y, x1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,
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має неперервнi похiднi ∂k1
x1
w, |k1| ≤ 2, i Sw, для яких правильнi формули

∂x1j
w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

∂x1j
Ĝ(t, x; θ, y;x1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy, (4.18)

∂2
x1jx1l

w(t, x; τ, ξ) =

t1∫
τ

dθ

∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y;x1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y;x1)∆
X(t−θ)
y ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y;x1)dy

)
ϕ(θ,X(t− θ); τ, ξ)dθ, (4.19)

Sw(t, x; τ, ξ) = ϕ(t, x; τ, ξ) +

t1∫
τ

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(t−θ)
y ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy

)
ϕ(θ,X(t− θ); τ, ξ)dθ, (4.20)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, t1 := t− (t− τ)/2.

Лема 4.6. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.3) задовольняють умови B1 – B3,

а непрервна функцiя ϕ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, задовольняє

умови

|ϕ(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(t− τ)−M−1+λ/2 exp{−c(t− τ)(D(ξ1))

2}+

+(t− τ)λ/2(D(ξ1))
−l
)
Ec(t− τ, x, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.21)

|∆zp
xp
ϕ(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl|xp − zp|λ

p
1

(
(t− τ)−M−1+λp2mp exp{−c(t− τ)(D(ξ1))

2}+

+(t− τ)λ
p
2mp(D(ξ1))

−l
)(
Fc(t− τ, x, ξ) + Fc(t− τ, z(p), ξ)

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, λ1
2 ≡ λ− λ1

1, λ2
2 ≡

λ

3
− λ2

1, p ∈ {1, 2}, (4.22)
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де l – довiльно фiксоване додатне число. Тодi функцiя

w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y, y1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

має неперервнi похiднi ∂k1
x1
w, |k1| ≤ 2, i Sw, для яких правильнi формули

∂x1j
w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

∂x1j
Ĝ(t, x; θ, y; y1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy, (4.23)

∂2
x1jx1l

w(t, x; τ, ξ) =

t1∫
τ

dθ

∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y; y1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y; y1)∆
X(t−θ)
y ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

∂2
x1jx1l

Ĝ(t, x; θ, y1)dy

)
ϕ(θ,X(t− θ); τ, ξ)dθ, (4.24)

Sw(t, x; τ, ξ) = ϕ(t, x; τ, ξ) +

t1∫
τ

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y; y1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y; y1)∆
X(t−θ)
y ϕ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y; y1)dy

)
ϕ(θ,X(t− θ); τ, ξ)dθ, (4.25)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, t1 := t− (t− τ)/2.

Правильнi наступнi теореми про ФРЗК для рiвняння (4.1) при виконаннi

двох серiй умов на коефiцiєнти.

Теорема 4.1. Нехай для рiвняння (4.1) виконуються умови А1–А3. Тодi

для нього iснує ФРЗК G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, для якого
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справджуються оцiнки∣∣∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ C(t− τ)−M−Mk10Ec(t− τ, x, ξ), (4.26)

i

∣∣∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ C

|k1|∑
j=0

(t− τ)−M−Mk10+jm1(D(x1))
j(1−ε)×

×Ec(t− τ, x, ξ) exp{g(x)− g(ξ)}, (4.27)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| ≤ 2,

де C i c – додатнi сталi, а g – будь-яка функцiя, що задовольняє умову А4.

Теорема 4.2. Нехай для рiвняння (4.1) виконуються умови B1–B3. Тодi

для нього iснує ФРЗК G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, для якого

справджуються оцiнки∣∣∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ CCl

(
(t− τ)−M−Mk10 exp{−c(t− τ)(D(ξ1))

2}+

+(D(ξ1))
−l
)
Ec(t− τ, x, ξ), |k1| < 2, (4.28)

|∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(t− τ)−M−Mk10 exp{−c(t− τ)(D(ξ1))

2}+ (D(ξ1))
−l
)
×

×Ec(t− τ, x, ξ)
(

1 + (D(x1))
2 + exp{ε(t− τ)(D(x1))

2}
)
, |k1| = 2, (4.29)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

де l – довiльно фiксоване додатне число, Cl > 0, c > 0.

Крiм того, правильними є також оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C

|k1|∑
j=0

(t− τ)−M−Mk10+jm1(D(x1))
jEc(t− τ, x, ξ)×

× exp{g(x1)− g(ξ1)}, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| < 2, (4.30)

де C > 0, c > 0, а g – будь-яка функцiя, що задовольняє умову B4.

Згiдно з методом Левi ФРЗК для рiвняння (4.1) у випадку умов серiї А
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шукаємо у виглядi

G(t, x; τ, ξ) = Ĝ(t, x; τ, ξ;x1) +

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y;x1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.31)

а у випадку умов серiї B – у виглядi

G(t, x; τ, ξ) = Ĝ(t, x; τ, ξ; ξ1) +

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y; y1)ϕ(θ, y; τ, ξ)dy,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.32)

де ϕ(·, ·; τ, ξ) : Π[0,T ] → C – невiдома функцiя, яку пiдберемо так, щоб фун-

кцiя G(·, ·; τ, ξ) : Π[0,T ] → C була розв’язком рiвняння (4.1) для будь-якої

фiксованої точки (τ, ξ) ∈ Π[0,T ).

При цьому невiдома функцiя ϕ є резольвентою iнтегрального рiвняння

другого роду [79]. Наведемо класи ядер, якi при цьому виникають.

Нехай t0 ∈ [0, T ], T > 0 i P δ1
[t0,T ] := {(t, x; τ, ξ) ∈ (Π[t0,T ] × Π[t0,T ])| t − τ >

δ1}, δ1 > 0. Розглядаються iнтегральнi рiвняння вигляду

u(t, x) = f(t, x) +

t∫
τ

dθ

∫
Rn

K(t, x; θ, y)u(θ, y) dy, (t, x) ∈ Π[t0,T ], (4.33)

Вiдомо, що при вiдповiдних умовах на ядро K iснує єдиний розв’язок

рiвняння (4.33) для довiльної допустимої функцiї f i вiн визначається вiдпо-

вiдно формулою

u(t, x) = f(t, x) +

t∫
τ

dθ

∫
Rn

R(t, x; θ, y) f(θ, y) dy, (t, x) ∈ Π[t0,T ]. (4.34)

Тут

R(t, x; τ, ξ) =
∞∑
m=1

Km(t, x; τ, ξ), (t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (4.35)

де K1 ≡ K, а для m ≥ 2 вiдповiдно

Km(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

K(t, x; θ, y)Km−1(θ, y; τ, ξ)dy, (t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ].
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Для нище визначених класiв ядер рял (4.35) збiгається абсолютно i рiв-

номiрно в P δ1
[t0,T ] для довiльного δ1 ∈ (0, T − t0). Тому iснує резольвента (4.35)

рiвняння (4.33) i розв’язок вiдповiдного рiвняння визначається вiдповiдно

формулою (4.34).

Вiдомi [67] результати про ряд (4.35), коли, наприклад,

|K(t, x; τ, ξ)| ≤ C1(t− τ)−M−1+χEc1(t− τ, x, ξ), (t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (4.36)

де χ ∈ (0; 1).

Оцiнка (4.36) отриється при побудовi ФРЗК, коли коефiцiєнти задоволь-

няюсь серiю умов А. У випадку умов B виникають оцiнки резольвенти, якi

наведено в наступнiй теоремi.

Теорема 4.3. Якщо ядро неперервне i задовольняє нерiвнiсть

|K(t, x; τ, ξ)| ≤ C1(t− τ)−M−1+λ/2Ec1(t− τ, x, ξ) exp{−c1(t− τ)(D(ξ1))
2},

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (4.37)

з деякими сталими C1 > 0, c1 > 0, λ ∈ (0, 1) та функцiєю D : Rn1 →
[1,∞), яка задовольняє умови B2, то iснує резольвента, яка є неперервною

функцiєю i для неї справджується оцiнка

|R(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1+λ/2 exp{−c(t− τ)(D(ξ1))
2}E2c(t− τ, x, ξ)+

+C(D(ξ1))
−lE1

c (t− τ, x1 − ξ1)×

×
∞∑
k=1

(
ĈΓ(

λ

2
)(t− τ)λ/2

)k(
Γ(
kλ

2
+ 1)

)−1

Ecqk(t− τ, x, ξ), (4.38)

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ],

де C, Ĉ i c – еякi додатнi сталi, c < c1, Γ – гама-функцiя Ейлера, q = 1/4.
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4.3 Зображення розв’язкiв одного ультрапараболiчного

рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами та виродженнями

на початковiй гiперплощинi

Виродження на початковiй гiперплощинi класифiкуються [68] за величи-

нами

A(t, τ) :=

t∫
τ

dθ

α(θ)
i B(t, τ) :=

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ,

де α i β – неперервнi на [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при t > 0

i α(0)β(0) = 0, причому функцiя β монотонно неспадна.

У випадку, коли A(T, 0) < +∞, рiвняння має слабке виродження, а коли

A(T, 0) = +∞, то – сильне. Якщо A(T, 0) = +∞ i B(T, 0) = +∞, то маємо

випадок дуже сильного виродження.

У цьому пуектi розглядається ультрапараболiчне рiвняння типу Колмо-

горова, в якому є нескiнченно зростаючi при |x| → ∞ молодшi коефiцiєнти

та виродження при t = 0 [69]–[73]. Тут навиодяться теореми про iнтегральне

зображення розв’язкiв неоднорiдного рiвняння для розв’язкiв, якi, як фун-

кцiї x, можуть необмежено зростати певним чином, а при t → 0 поводяться

вiдповiдним способом залежно вiд типу виродження рiвняння при t = 0.

Нехай n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1;

n := n1 + n2 + n3; змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl :=

(xl1, . . . , xlnl) ∈ Rnl, l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3). У шарi Π(0,T ] :=

(0, T ]× Rn скiнченної товщини T > 0 розглядатимемо такi рiвняння:

(Lu)(t, x) := α(t)∂tu(t, x)− β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2j
u(t, x) +

n3∑
j=1

x2j∂x3j
u(t, x)+

+

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s

u(t, x) + b

n1∑
j=1

∂x1j

(
x1ju(t, x)

))
− au(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (4.39)
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i

(L∗v)(τ, ξ) := −α(τ)∂τv(τ, ξ) + β(τ)

( n2∑
j=1

ξ1j∂ξ2jv(τ, ξ) +

n3∑
j=1

ξ2j∂ξ3jv(τ, ξ)−

−
n1∑

j,s=1

ajs∂ξ1j∂ξ1sv(τ, ξ) + b

n1∑
j=1

ξ1j∂ξ1jv(τ, ξ)

)
− a v(τ, ξ) = 0,

(τ, ξ) ∈ Π(0,T ], (4.40)

де ajs, b i a – дiйснi сталi, причому ajs = asj, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, i b 6= 0, та

виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Рiвняння (4.39) є ультрапараболiчним рiвнянням типу Колмогорова, в якому

коефiцiєнти групи старших членiв сталi, а коефiцiєнти в групi молодших чле-

нiв є зростаючими на нескiнченностi, причому рiвняння мiстить виродження

на початковiй гiперплощинi {t = 0}.
Оскiльки рiвняння (4.39) i (4.40) при t = 0 вироджуються, то для них не

завжди можна розглядати задачу Кошi з початковими даними при t = 0 у

звичайному розумiннi, але можна говорити про фундаментальний розв’язок

задачi Кошi згiдно з такими означеннями.

Означення 4.2. Фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння

(4.39) називається функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, така,

що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

визначає розв’язок рiвняння (4.39) для (t, x) ∈ Π(τ,T ], який задовольняє по-

чаткову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого τ ∈ (0, T ) i довiльної неперервної та обмеженої функцiї ϕ.
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Означення 4.3. Фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння

(4.40) називається функцiя G∗(τ, ξ; t, x), 0 < τ < t ≤ T , {ξ, x} ⊂ Rn, така,

що формулою

v(τ, ξ) =

∫
Rn

G∗(τ, ξ; t, x)ϕ(x) dx, (τ, ξ) ∈ Π(τ,t),

визначається в Π(τ,t) розв’язок рiвняння (4.40), який задовольняє умову

v(τ, ξ)

∣∣∣∣
τ=t

= ϕ(ξ), ξ ∈ Rn,

для будь-якого t ∈ (0, T ] i довiльної неперервної та обмеженої функцiї ϕ.

У працi [69] знайдено в явному виглядi функцiї G i G∗ та вивчено їх

властивостi, з яких, зокрема, випливає додатнiсть функцiї G, правильнiсть

рiвностi∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = Ea,b(t, x), 0 < τ < t ≤ T, x ∈ Rn, (4.41)

та оцiнок

|∂k1
x1
∂k2
x2
∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck1k2k3

Ea,b(t, τ)
3∏
l=1

(pl(B(t, τ)))−(nl+|kl|)/2×

×Êc(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.42)

в яких kl – nl-вимiрний мультиiндекс, l ∈ {1, 2, 3}, Ck1k2k3
i c – додатнi сталi,

якi залежать лише вiд коефiцiєнтiв ajl, b, n1, n2 i n3, а також вiд T тiльки у

випадку, коли b > 0;

Ea,b(t, τ) := exp{aA(t, τ) + n1bB(t, τ)},

Êc(t, x; τ, ξ) := exp

{
− c

( |ebB(t,τ)X1(B(t, τ))− ξ1|2

p1(B(t, τ))
+

3∑
l=2

|Xl(B(t, τ))− ξl|2

pl(B(t, τ))

)}
,

де X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1, X3(t) := x3 + tx′2 + αb(t)−t
b x′1, x1 :=

(x′1, x
′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′1, x

′′
1), x′1 := (x11, ..., x1n3

), x′′1 := (x1(n3+1), ..., x1n2
), x′′′1 :=
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(x1(n2+1), ..., x1n1
), x2 := (x′2, x

′′
2), x′2 := (x21, ..., x2n3

), x′′2 := (x2(n3+1), ..., x2n2
),

αb(t) :=
ebt − 1

b
, p1(t) :=

e2bt − 1

2b
,

p2(t) :=
t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)
, p3(t) :=

t

b4
+

t3

12b2
− t2(ebt + 1)

2b3(ebt − 1)
.

Зауважимо, що в оцiнках (4.42) замiсть Ea,b(t, τ) у випадку слабкого

виродження можна брати 1, а коли виродження не дуже сильне, то Ea,0(t, τ).

Функцiї αb(t), pj(t), t ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3}, монотонно зростають, причому

pj(0) = 0, j ∈ {1, 2, 3}, i справджуються рiвнiсть

p1(τ) + e2bτp1(t− τ) = p1(t), 0 ≤ τ ≤ t <∞, (4.43)

i нерiвностi

pj(τ) + pj(t− τ) ≤ pj(t), 0 ≤ τ ≤ t <∞, j ∈ {2, 3}. (4.44)

Розглянемо функцiї з [70]

k1(t, a1) :=
c0a1e

2bt

c0 − alpl(t)
, kj(t, aj) :=

c0aj
c0 − ajpj(t)

, j ∈ {2, 3}, 0 ≤ t ≤ T,

де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (4.41), a1, a2, a3 – набiр таких невiд’ємних

чисел, що pj(T ) <
c0

aj
, j ∈ {1, 2, 3}. Цi функцiї мають такi властивостi:

kj(0, aj) = aj, kj(t, aj) > aj, t ∈ (0, T ], j ∈ {1, 2, 3}; (4.45)

k1(t− τ, k1(τ, a1)) = k1(t, a1), kj(t− τ, kj(τ, aj)) ≤ kj(t, aj),

0 ≤ τ ≤ t ≤ T, j ∈ {2, 3}; (4.46)

−c0
|ebtX1(t− τ)− ξ1|2

p1(t− τ)
+ k1(τ, a1)|ξ1|2 ≤ k1(t, a1) |X1(t)|2,

−c0
|Xj(t− τ)− ξj|2

pj(t− τ)
+ kj(τ, aj)|ξj|2 ≤ kj(t, aj) |Xj(t− τ)|2, j ∈ {2, 3}.

0 ≤ τ ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (4.47)

Зауважимо, що при доведеннi (4.46) i (4.47) користовуються (4.43) i

(4.44).
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Скориставшись властивостями αb, нерiвностями (4.46) i (4.47) та озна-

ченням Xj(t), отримаємо оцiнки

Ec0(t− τ, x, ξ) Φ1(τ, ξ) ≤ exp{
3∑
j=1

kj(t, aj)|Xj(t− τ)|2} ≤ Ψ1(t, x),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.48)

де

Ec0(t, x, ξ) := exp

{
− c0

( |ebtX1(t)− ξ1|2

p1(t)
+

3∑
l=2

|Xl(t)− ξl|2

pl(t)

)}
;

Φν(τ, ξ) := exp
{
ν

3∑
l=1

kl(τ, al)|ξj|2
}
,

Ψν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

slj(t) |xlj|2
}
, ν ∈ R.

Тут

~s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)), ~sl(t) := (sl1(t), . . . , slnl(t)), l ∈ {1, 2, 3},

s1j(t) := k1(t, a1) + 2θ(n2 − j)(αb(t))2k2(t, a2) + 4
(αb(t)− t

b

)2

θ(n3 − j)k3(t, a3),

j ∈ {1, . . . , n1},

s2j(t) := 2k2(t, a2) + 4t2θ(n3 − j)k3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n2},

s3j(t) := 4k3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n3}.

Розглянемо функцiї

k̂1(t, a1) :=
c0a1e

2bB(t,0)

c0 − a1p1(B(t, 0))
, k̂j(t, aj) :=

c0aj
c0 − ajpj(B(t, 0))

, j ∈ {2, 3},

0 ≤ t ≤ T,

де a1, a2, a3 – набiр таких невiд’ємних чисел, що pj(B(T, 0)) <
c0

aj
, якщо

B(T, 0) <∞, i aj = 0, якщо B(T, 0) =∞, j ∈ {1, 2, 3};

Φ̂ν(τ, ξ) := exp
{
ν

3∑
l=1

k̂l(τ, al)|ξl|2
}
, Ψ̂ν(t, x) := exp

{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

ŝlj(t) |xlj|2
}
,

0 ≤ τ ≤ T, 0 ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ν ∈ R,
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де ŝlj(t) := slj(β)|β=B(t,0), j ∈ {1, . . . , nl}, l ∈ {1, 2, 3}.
Зазначимо, що у випадку дуже сильного виродження, тобто колиB(T, 0) =

∞, маємо k̂j(t, aj) ≡ 0, ŝlj(t) ≡ 0, Φ̂ν(τ, ξ) ≡ 1 i Ψ̂ν(t, x) ≡ 1.

За допомогою (4.48) одержуємо оцiнки

Êc0(t, x; τ, ξ) Φ̂1(τ, ξ) ≤ exp{
3∑
j=1

k̂j(t, aj)|Xj(B(t, τ))|2} ≤ Ψ̂1(t, x),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.49)

Користуватимемось нормами

‖u(τ, ·)‖a,b := Ea,b(T, τ) sup
ξ∈Rn

(
|u(τ, ξ)|Φ̂−1(τ, ξ)

)
, τ ∈ (0, T ],

де a i b – сталi з оцiнок (4.42). Вiдзначимо, що у випадку дуже сильного

виродження

‖u(τ, ·)‖a,b := Ea,b(T, τ) sup
ξ∈Rn
|u(τ, ξ)|.

Наведемо твердження про iнтегральнi зображення розв’язкiв неоднорi-

дного рiвняння

Lu = f, (4.50)

(де Lu – вираз iз (4.39)), якi, як функцiї x, можуть зростати, а при t → 0

поводяться певним чином залежно вiд характеру виродження рiвняння на

початковiй гiперплощинi.

У наступних теоремах u – неперервний в областi Π(0,T ] розв’язок рiвнян-

ня (4.50) з неперервною функцiєю f , причому u i f задовольняють додатковi

умови, вказанi у вiдповiдних теоремах; ϕ – неперервна в Rn функцiя така,

що |ϕ(x)| exp

{
−

3∑
l=1

al|xl|2
}
< ∞, x ∈ Rn; G – фундаментальний розв’язок

задачi Кошi для рiвняння (4.39).

Теорема 4.4. Якщо виконуються умови:

11) A(T, 0) <∞,

21) ∃M > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖0,0 ≤M,

31) lim
t→0

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rn,
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41)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖0,0 dτ
α(τ) <∞,

то правильне зображення

u(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (4.51)

Теорема 4.5. Нехай виконуються умови:

12) A(T, 0) =∞, B(T, 0) <∞,

22) ∃M > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖a,0 ≤M,

32) lim
t→0

(
u(t, x)Ea,0(T, t)

)
= ϕ(x), x ∈ Rn,

42)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖a,0 dτ
α(τ) <∞.

Тодi справджується рiвнiсть

u(t, x) =

∫
Rn

G0(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (4.52)

де

G0(t, x; ξ) := lim
τ→0

(
G(t, x; τ, ξ)E−a,0(T, τ)

)
. (4.53)

Теорема 4.6. За таких умов:

13) A(T, 0) =∞, B(T, 0) =∞,

23) ∃M > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖a,b ≤M,

33) lim
t→0
‖u(t, ·)‖a,b = 0,

43)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖a,b dτ
α(τ) <∞

є правильною формула

u(t, x) =

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (4.54)
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4.4 Властивостi об’ємного потенцiалу для одного

параболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами

групи молодших членiв

Нехай n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1;

n := n1 + n2 + n3; змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl :=

(xl1, . . . , xlnl) ∈ Rnl, l ∈ {1, 2, 3}, що x := (x1, x2, x3). Змiннi групи x1 нази-

ваються основними, а змiннi x2, x3 – змiнними груп виродження. Вiдповiдно

до цього, мультиiндекс k ∈ Zn+ записуватимемо у виглядi k := (k1, k2, k3),

де kj := (xj1, . . . , xjnj) ∈ Znj+ , j ∈ {1, 2, 3}, при цьому |k| :=
3∑
j=1

|kj|, |kj| :=

nj∑
l=1

|kjl|, j ∈ {1, 2, 3}.

У шарi Π(0,T ] скiнченної товщини T > 0 розглядається неоднорiдне рiв-

няння [77](
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s
− b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ], (4.55)

де ajs i b – дiйснi сталi, причому ajs = asj, {j, s} ⊂ {1, ..., n1} i b 6= 0, i

виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Для похiдних ФРЗК для рiвняння (4.55) G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T ,

{x, ξ} ⊂ Rn, правильнi оцiнки

|∂kx∂mξ G(t, x; τ, ξ)| ≤ C
3∏
l=1

(pl(t−τ))−(nl+|kl|+|ml|)/2Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (4.56)

де kl i ml – довiльнi мультиiндекси розмiрностi nl, l ∈ {1, 2, 3}, C i c – додатнi
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сталi, причому C залежить вiд kl i ml;

Ec(t, x, ξ) :=
3∏
l=1

El
c(t,Xl(t), ξl), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

El
c(t,Xl(t), ξl) := exp

{
− c|Xl(t)− ξl|2

pl(t)

}
, l ∈ {1, 2, 3},

(4.57)

в яких X1(t) := x1e
bt, X2(t), X3(t), αb(t), p1(t), p2(t) та p3(t) такi, як в попе-

редньому пунктi.

Наведемо допомiжнi твердження.

Лема 4.7. Справджуються рiвностi

∂kx

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ =

{
0, |k| 6= 0,

1, |k| = 0,
t > τ, x ∈ Rn; (4.58)

∂k2
x2
∂k3
x3

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2dξ3 = 0, |k2|+ |k3| 6= 0,

t > τ, x ∈ Rn, ξ1 ∈ Rn1; (4.59)

∂k3
x3

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ) dξ3 = 0, |k3| 6= 0,

t > τ, x ∈ Rn, ξ1 ∈ Rn1, ξ2 ∈ Rn2. (4.60)

Лема 4.8.

∃C1
l > 0 ∃C2

l > 0 ∀ t ∈ [0, T ] : C1
l t

2l−1 ≤ pl(t) ≤ C2
l t

2l−1, l ∈ {1, 2, 3}.

У цьому пунктi формулюються властивостi об’ємного потенцiалу

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (4.61)

ядром якого є функцiя G – ФРЗК для рiвняння (4.55), з яких випливає ко-

ректна розв’язнiсть задачi Кошi з однорiдними початковими умовами.



107

Використовуємо ще такi позначення:

ξ(1)(t) := (ξ1, X2(t), X3(t)), ξ(2)(t) := (ξ1, ξ2, X3(t)), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn;

BR := {x ∈ Rn : |x| < R, R > 0} – куля в Rn радiуса R i центром у початку

координат.

Для густини об’ємного потенцiалу (4.61) – функцiї f : Π[0,T ] → C вико-

ристовуватимемо таку умову:

Г) функцiя f обмежена i неперервна в Π[0,T ], є гельдеровою за просто-

ровими змiнними у такому сенсi:

∀R > 0 ∃C > 0, ∃α1 ∈ (0; 1], ∃α2 ∈ (
1

3
; 1], ∃α3 ∈ (

3

5
; 1]

∀ t ∈ (0, T ] ∀{x, ξ} ⊂ BR :

|∆X(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| := |f(τ, ξ)− f(τ,X(t− τ))| ≤ C

3∑
l=1

|Xl(t− τ)− ξ|αl.

Теорема 4.7. Нехай для функцiї f виконуються умова Г. Тодi

1) функцiя u має неперервнi похiднi, якi входять у рiвняння (4.55), при

цьому похiднi обчислюються за формулами

∂k1
x1
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, |k1| = 1, (4.62)

∂k1
x1
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ) ∆

X(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k1| = 2, (4.63)

∂k2
x2
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k2| = 1, (4.64)

∂k3
x3
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k3| = 1, (4.65)
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∂tu(t, x) = f(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
X(t−τ)

ξ(1)(t−τ)
×

×f(τ, ξ) dξ +

t∫
0

(∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ

)
f(τ,X(t− τ))dτ, (4.66)

(t, x) ∈ Π(0,T ].

2) для функцiї u виконується умова

lim
t→0

∂klxlu(t, x) −→ 0, l ∈ {1, 2, 3}, |k1| ≤ 2, |k2| ≤ 1, |k3| ≤ 1,

рiвномiрно щодо x ∈ BR з довiльним додатним R.

Отриманi результати важливi для встановлення теорем про iнтегральнi

зображення розв’язкiв та коректну розв’язнiсть задачi Кошi.

4.5 Задача Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння

другого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами

Нехай ΠH := {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}, де промiжок H ⊂ R . Розглядається

задача [89]

(Lu)(t, x) + (uKu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (4.67)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (4.68)

де T > 0, K – локально обмежений та локально лiпшицевий оператор у класi

Eλ
α(T ) неперервних у Π[0,T ] функцiй u, для яких

max
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ B

{
(|x|2 + 1)α для λ = 0,

exp{α(|x|2 + 1)λ/2} для λ ∈ (0, 2],

α > 0, B > 0, i диференцiальний вираз

Lu := ∂tu−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiu+ aj(t, x)u

)
−

n∑
j=1

bj(x)∂xju− c(t, x)u.
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Припускається, що дiйснозначнi функцiї aij = aji, ∂xjaij, aj, ∂xjaj, bj, ∂xjbj
i c є гельдеровими в кожнiй компактнiй пiдобластi шару Π[0,T ] та iснують

додатнi сталi µ, Cj, j ∈ {1, 2, 3}, i число λ ∈ [0, 2] такi, що для будь-яких

(t, x) ∈ Π[0,T ] i σ ∈ Rn

µ|σ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(t, x)σiσj ≤ C1(|x|2 + 1)(2−λ)/2|σ|2,

max{|∂xjaij(t, x)|, |aj(t, x)|, |bj(t, x)|} ≤ C2(|x|2 + 1)1/2,

max{c(t, x) + ∂xjaj(t, x), c(t, x)− ∂xjbj(t, x)} ≤ C3(|x|2 + 1)λ/2.

За сформульованих умов та додаткоаих умов на K вивчається питання

iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi (4.67), (4.68) та iснування

та єдинiсть розв’язку задачi про визначення коефiцiєнта при невiдомiй фун-

кцiї у вiдповiдному лiнiйному параболiчному рiвняннi з незалежними вiд t

коефiцiєнтами.

Для довiльного α > 0 розгляаємо функцiю

gα(t, x) =

{
ln (|x|2+1)α

1−βt , λ = 0

(α + βt)(|x|2 + 1)λ/2, λ ∈ (0; 2],
(t, x) ∈ Π[0;Tα],

де β = β(α), a величина Tα буде означена нище. Нехай vα(t, x) = u(t, x)

exp{−gα(t, x)}, (t, x) ∈ Π[0;Tα]. Тодi

(Lu)(t, x) = exp{gα(t, x)}
(
∂tv

α(t, x)−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiv

α(t, x)
)
−

−
n∑
j=1

aαj (t, x)∂xjv
α(t, x)− cα(t, x)vα(t, x)

)
≡ exp{gα(t, x)}(Lαvα)(t, x),

де

aαj (t, x) := aj(t, x) + bj(t, x) +
n∑
i=1

aij(t, x)∂xigα(t, x),

cα(t, x) := c(t, x) +
n∑
j=1

∂xjaj(t, x) +
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂xigα(t, x)∂xjgα(t, x)+

+
n∑
j=1

(
aj(t, x) + bj(t, x)

)
∂xjgα(t, x) +

n∑
i,j=1

∂xjaij(t, x)∂xjgα(t, x)+

+
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂2
xixj

gα(t, x)− ∂tgα(t, x).
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Очевидно, що (Lu)(t, x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли (Lαvα)(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0;Tα]. Крiм того, якщо Zα(t, x; τ, ξ) є фундаментальним розв’язком

рiвняння (Lαvα)(t, x) = 0, то

Z(t, x; τ, ξ) = exp{gα(t, x)− gα(τ, ξ)}Zα(t, x; τ, ξ) (4.69)

є фундаментальним розв’язком рiвняння (Lu)(t, x) = 0.

При побудовi фундаментального розв’язку Zα важливу роль вiдiграє

знак коефiцiєнта cα. Якщо λ = 0, то

cα(t, x) ≤ 4C1α
2 + 2(n+ 2)(2C1 + C2)α + C3 −

β

1− βt

i тодi, якщо β(α) = 2(4C1α
2+2(n+2)(2C1+C2)α+C3), a Tα = min{T, 1/(2β(α))},

маємо, що cα(t, x) < 0, (t, x) ∈ Π[0,Tα]. Якщо λ > 0, то

cα(t, x) ≤(|x|2 + 1)λ/2
(
C1λ

2(α + βt)2 + (n+ 2)λ(C1 + C2)(α + βt) + C3 − β
)
≤

≤δα(t)(|x|2 + 1)λ/2.

Тодi за β треба взяти β(α) = 2(C1λ
2α2 + (n + 2)λ(C1 + C2)α + C3, а Tα =

min{T, T̃α}, де T̃α – додатний корiнь рiвняння δα(t) = −β(α)/4, щоб викону-

валась нерiвнiсть cα(t, x) < 0, (t, x) ∈ Π[0,Tα].

В обох випадках Tα є незростаючою функцiєю змiнної α i lim
α→0

Tα =

T0(C1, C2, C3) ≤ T , lim
α→∞

Tα = 0. Тому 0 < Tα ≤ T0, α ∈ (0;∞).

Для задачi Кошi

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (4.70)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (4.71)

вiдомi результати про iснування i єдинiсть розв’язку та одержано iнтегральне

зображення для нього

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0;Tα), (4.72)
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якщо функцiя ϕ неперервна в Rn, f неперервна i задавольняє умову Гель-

дера за x рiвномiрно в кожнiй обмеженiй областi шару Π(0;T ], а також ϕ i f

належать до класу Eλ
α(T ).

Розв’язок задачi (4.70), (4.71), який визначається формулою (4.72), при

заданих вище умовах на функцiї f i ϕ належить до класу Eλ
α1

(Tα1
) з α1 = 2α

при λ = 0 i α1 = α+β(α)Tα при λ ∈ (0; 2] i вiн єдиний в класi функцiй Eλ
α(Tα)

з довiльним α > 0.

У зображеннi (4.72) Z є фундаментальним розв’язком рiвняння Lu = 0

має вигляд (4.69), де Zα є фундаментальним розв’язком рiвняння Lαuα(t, x) =

0, який визначений для {x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ Tα, причому∫
Rn

Zα(t, x; τ, ξ) dξ = 1,

0 ≤ Zα(t, x; τ, ξ) ≤ C(t− τ)−n/2, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ Tα,

де C – стала, яка залежить вiд n i µ i не залежить вiд α.

З того, що розв’язок (4.72) належить до класу Eλ
α(Tα), випливає нерiв-

нiсть

|u(t, x)| ≤ C(1 + Tα) exp{gα(t, x)}, (t, x) ∈ Π(0;Tα].

Розглядатимемо простори гельдерових функцiй H l,l/2(Π(0;T ]) i H l(Rn),

де l – нецiле додатне число, i вiдповiднi норми

‖u‖(0;T ] ≡ sup
(t,x)∈Π(0;T ]

∣∣∣u(t, x) exp{−gα(t, x)}
∣∣∣,

‖ϕ‖ ≡ sup
x∈Rn

∣∣∣ϕ(x) exp{−gα(0, x)}
∣∣∣.

Вважатимемо, що оператор K задовольняє такi умови:

1) ‖Ku‖(0;T ] ≤ B1(‖u‖(0;T ], T ),

2) ‖Ku1 −Ku2‖(0;T ] ≤ B2(‖u1‖(0;T ], ‖u2‖(0;T ], T ) ‖u1 − u2‖(0;T ],

де u ∈ Eλ
α(T ) i неперервна в Π[0,T ], a функцiї B1(a, c) i B2(a, b, c) обмеженi,

коли аргументи змiнюються в обмеженiй областi.

Теорема 4.8. Нехай коефiцiєнти рiвняння (4.67) i оператор K задовольня-

ють умови, сформульованя вище, f ∈ H l,l/2(Π(0;T ]) ∩Eλ
α(T ), ϕ ∈ H l+2(Rn) ∩
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Eλ
α(T ). Тодi iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (4.67), (4.68) з простору

H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α1

(T0), де T0 – досить мале додатне число, l ∈ (0; 1),

α1 = 2α при λ = 0 i α1 = α + β(α)Tα при λ ∈ (0; 2].

Теорема 4.9. Якщо для функцiй fi ∈ H l,l/2(Π(0;T0])∩Eλ
α(T0) i ϕi ∈ H l+2(Rn)∩

Eλ
α(T0) iснують розв’язки ui ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0

) ∩ Eλ
α(T0), i ∈ {1, 2}, задачi

Кошi (4.67), (4.68), а оператор K задовольняє умову 2), то

‖u1 − u2‖(0;T0] ≤ C4‖f1 − f2‖(0;T0] + C5‖ϕ1 − ϕ2‖(0;T0],

де сталi C4 i C5 залежать вiд T0, ‖ui‖(0;T0], i ∈ {1, 2}, ‖Ku1‖(0;T0].

Розглянемо задачу визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї в пара-

болiчному рiвняннi другого порядку. Задача полягає у знаходженнi функцiй

u ∈ H l+4,(l+4)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ
α(T ) i q ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T0) з умов

(Lu)(t, x) + q(x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

u(t, x)|t=0 = 0, u(t, x)|t=T = ψ(x), x ∈ Rn, (4.73)

де f ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ
α(T ), ψ ∈ H l+4(Rn) ∩ Eλ

α(T ), f(0, x) = 0, ψ(x) ≥
ψ0 > 0, x ∈ Rn. Вважатимемо, що коефiцiєнти L не залежать вiд t.

Ввiвши позначення v(t, x) := ∂tu(t, x), для функцiй v ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ])∩
Eλ
α(T ) i g ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T ) з (4.73) отримуємо задачу

(Lv)(t, x) + q(x)v(t, x) = ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, v(t, x)|t=T = (Lψ)(x)− q(x)ψ(x) + f(T, x), x ∈ Rn. (4.74)

Якщо з третьої умови в (4.74) знайти q i пiдставити його в рiвняння, то

одержимо, що v є розв’язком задачi

(Lv)(t, x) + v(t, x)
1

ψ(x)

(
(Lψ)(x) + f(T, x)− v(T, x)

)
= ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn. (4.75)

Задача (4.75) має єдиний розв’язок v ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T1]) ∩ Eλ
α(T1), де T1 –

досить мале додатне число. Тому й задача (4.73) має єдиний розв’язок.
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4.6 Про властивостi операторiв Грiна i спряжених з ними

операторiв, породжених задачею Кошi для параболiчних

за Ейдельманом систем довiльного порядку

Отриманi у цьому пунктi результати стосуються дослiдження властиво-

стей операторiв Грiна i спряжених з ними операторiв, породжених задачею

Кошi для параболiчних за Ейдельманом систем довiльного порядку, опублi-

ковано в працях [92]–[96] та висвiтлено в п’ятьох доповiдях на п’яти мiжна-

родних наукових конференцiях.

Розглядається задача Кошi для системи рiвнянь з частинними похiдни-

ми, параболiчної за Ейдельманом вигляду

∂nkt uk(t, x)−
N∑
j=1

∑
‖ᾱ‖≤2bnj,

(α0<nj)

akjᾱ (t, x)∂ᾱt,xuj(t, x) = fk(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

∂µ−1
t uk(t, x)|t=0 = ϕµk(x), x ∈ Rn, µ ∈ {1, ..., nk}, (4.76)

де n, N , b1,. . . , bn, n1, n2, . . . , nN – заданi натуральнi числа, k ∈ {1, ..., N},
b – найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn; ᾱ := (α0, α1, . . . , αn) ∈ Zn+1

+ ;

‖ᾱ‖ :=
n∑
j=0

mjαj, m0 := 2b, mj := b/bj, j ∈ {1, . . . , n}; α := (α1 . . . , αn) ∈ Zn+;

∂ᾱt,x := ∂α0
t ∂

α
x , ∂αx := ∂α1

x1
. . . ∂αnxn , ΠT := {(t, x) ∈ Rn+1 |t ∈ (0, T ], x ∈ Rn}, T –

задане додатне число.

Припускається, що система диференцiальних рiвнянь є рiвномiрно па-

раболiчна за Ейдельманом у шарi ΠT , а коефiцiєнти системи задачi (4.76)

обмеженi, задовольняють рiвномiрну умову Гельдера за x, неперервнi за t,

при цьому неперервнiсть за t коефiцiєнтiв akjᾱ , з ‖ᾱ‖ = 2bnj рiвномiрна щодо

x ∈ Rn. Крiм того, вважається, що коефiцiєнти системи мають неперервнi та

обмеженi похiднi ∂ᾱt,xa
kj
ᾱ , ‖ᾱ‖ ≤ 2bnj, {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, якi задовольняють

вiдповiдну умову Гельдера за x рiвномiрно щодо t з показником λ ∈ (0, 1) в

ΠT .

Як показано в [90], розв’язок такої задачi для довiльних гладких i фi-

нiтних функцiй fk та ϕµk , µ ∈ {1, ..., nk}, k ∈ {1, ..., N}, зображається у
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виглядi

uk(t, x) =
N∑
j=1

( t∫
0

dτ

∫
Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ +

nk∑
µ=1

∫
Rn

Gkµ
j (t, x; ξ)ϕµj (ξ)dξ

)
,

(t, x) ∈ ΠT .

Тут G := (G0, G1, ..., GN), де G0 := (Gkj
0 )Nk,j=1, Gj := (Gkµ

j )N,nkk=1,µ=1, j ∈
{1, ..., N}, – матриця Грiна задачi (4.76).

Операторами Грiна задачi Кошi (4.76) називатимемо iнтегральнi опера-

тори вигляду

Ĝkj
0 f =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, Ĝkµ

j ϕj =

∫
Rn

Gkµ
j (t, x; ξ)ϕj(ξ)dξ,

(4.77)

{k, j} ⊂ {1, . . . , N}, µ ∈ {1, ..., nk}.
Оператори

Ĝkj∗
0 g(τ, ξ) :=

T∫
τ

dt

∫
Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)′g(t, x)dx, (τ, ξ) ∈ ΠT ,

Ĝkµ∗
j g(ξ) :=

T∫
0

dt

∫
Rn

Gkµ
j (t, x; ξ)′g(t, x)dx, ξ ∈ Rn,

де {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, µ ∈ {1, ..., nk}, штрих означає транспонування, а

риска – комплексну спряженiсть, називатимемо спряженими до (4.77) вiдпо-

вiдно.

Наведемо означення необхiдних позитивних просторiв Гельдера.

Нехай T1 > T , c1 = c/2, де c – стала з оцiнок фундаментальної матри-

цi розв’язкiв [90, 91]; l i λ – заданi числа вiдповiдно з множин Z1
+ i (0, 1);

4τ
t f(t, ·) := f(t, ·)− f(τ, ·); 4yj

xjf(·, x) := f(·, x)− f(·, x(yj)),

x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj, xj+1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , n}.
Через H l+λ

c1
позначимо простiр функцiй u : ΠT → CN1, якi мають непе-

рервнi похiднi ∂αt,x, ‖α‖ ≤ l, i мають скiнченну норму

‖u‖l+λc1
:=

∑
0≤l−‖α‖≤2b

sup
{t,β}⊂[0,T ],
t 6=β,x∈Rn

(
|4β

t ∂
α
t,xu(t, x)| × |t− β|−(l−‖α‖+λ)/(2b)×
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×(Ec1(T1− t, x)+Ec1(T1−β, x))−1

)
+

n∑
j=1

∑
0≤l−‖α‖≤mj

sup
(t,x)∈ΠT ,
yj∈R,xj 6=yj

(
|4yj

xj
∂αt,xu(t, x)|×

×|xj − yj|−(l−‖α‖+λ)/mj × (Ec1(T1 − t, x) + Ec1(T1 − t, x(yj)))
−1

)
+

+
l∑

j=0

∑
‖α‖=j

sup
(t,x)∈ΠT

(
| ∂αt,xu(t, x)| × (Ec1(T1 − t, x))−1

)
.

C l+λ
c1

– простiр функцiй v : Rn → CN1, для яких iснують неперервнi похiднi

∂αx , ‖α‖ ≤ l, i є скiнченною норма

|v|l+λc1
:=

n∑
j=1

∑
0≤l−‖α‖≤mj

sup
x∈Rn,

yj∈R,xj 6=yj

(
|4yj

xj
∂αxv(x)| × |xj − yj|−(l−‖α‖+λ)/mj×

×(Ec1(T1, x) + Ec1(T1, x(yj)))
−1

)
+

l∑
j=0

∑
‖α‖=j

sup
x∈Rn

(
| ∂αxv(x)| × (Ec1(T1, x))−1

)
.

Через H
◦
s+λ та

◦
H
s+λ

позначимо множини функцiй u з Hs+λ, для яких

∂µ−1
t uk(t, x)|t=0 = 0 та ∂µ−1

t uk(t, x)|t=T = 0, µ ∈ {1, ..., nk}, вiдповiдно. H l+λ i

C l+λ – простори Гельдера обмежених функцiй.

Hs+λ – простiр Гельдера спецiально пiдiбраних спадних функцiй, що

визначається так само як H
~k(·,~a)
s+λ з [91], в яких функцiю ψ(t, x) замiнено на

ψ̃(t, x) := exp

{
− c

n∑
j=1

(T1 − t)1−qj |xi|qj
}
, T1 > T, qj := 2bj/(2bj − 1).

Теорема 4.10. Справедливими є наступнi твердження:

1) оператори Ĝkj
0 обмежено дiють з H

◦
s+λ в H

◦
2bnk+s+λ, де s – цiле

додатне число, 0 < λ < 1;

2) оператори Ĝkj∗
0 обмежено дiють з

◦
H
s−2bnj+λ

в
◦
H
s+λ

, де s ≥
max
j

(2bnj), 0 < λ < 1.

Для доведення теореми використовуються оцiнки фундаментальної ма-

трицi розв’язкiв задачi (4.76), означення операторiв Грiна та просторiв Гель-

дера, що описанi в цьому пунктi вище.
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4.7 Бiфуркацiя циклiв параболiчних систем iз малою дифузiєю

4.7.1 Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз малою дифузiєю

Дослiдимо iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного числа

циклiв параболiчної системи iз малою дифузiєю. Подiбнi задачi для диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися у працi [97] та iн.

Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними можуть виника-

ти складнi просторовi структури. У системах нелiнiйних гiперболiчних рiв-

нянь дослiджено iснування злiченного числа циклiв, а у системах параболi-

чних рiвнянь з малою дифузiєю – iснування як завгодно великої кiлькостi

циклiв (феномен буферностi). Такi математичнi моделi описують складнi фi-

зичнi явища [98]-[99].

Дослiдимо бiфуркацiю як завгодно великої кiлькостi циклiв параболi-

чних систем iз малою дифузiєю. Розглянемо рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u (4.78)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (4.79)

де ε – малий додатний параметр.

Має мiсце таке твердження.

Теорема 4.11. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при

0 < ε < ε0 задача (4.78), (4.79) має перiодичнi вiдносно t розв’язки [97]

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi,

коли виконується умова

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2

при всiх k ∈ Z\{0}.
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Як приклад розглянемо рiвняння (4.78), в якому β = 0, c0 = 0, Тодi

з теореми 1 випливає, що при d0 < 0, dn2 < α iснує перiодичний розв’я-

зок un =
√
ε(α− dn2)|d0|−1

(
cos(−t+ nx)

sin(−t+ nx)

)
. Згiдно з теоремою 4.11 бiжу-

чi хвилi un(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли

n2 <
1

6d
(d+ 2α).

4.7.2 Перiодичнi режими рiвняння спiнового горiння та їх

стiйкiсть

Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

%2

∂3ξ

∂t∂x2

]
, (4.80)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (4.81)

де ε – малий додатний параметр, % > 0.

Правильнi наступнi твердження.

Теорема 4.12. Нехай для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть n2 < %2.

Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (4.80), (4.81) має

перiодичнi вiдносно t розв’язки [97]

ξn =

√
1− n2

%2
cos(−t+ nx) +O(ε),

де n ∈ Z.

Теорема 4.13. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (4.80), (4.81) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова [97]

n2 <
1

6
(2%2 + 1).

4.7.3 Бiфуркацiя торiв у параболiчних системах

диференцiальних рiвнянь iз малою дифузiєю

Доведемо iснування iнварiантних торiв автономної параболiчної системи

диференцiальних рiвнянь з малою дифузiєю на колi [100]. Дослiдимо питання

iснування та стiйкостi бiжучих хвиль такої системи.
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Розглянемо нелiнiйну параболiчну систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u, u) (4.82)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (4.83)

Тут ε – малий додатний параметр, u ∈ Rn, D = diag(d1, d2, ..., dn), dk > 0

при 1 ≤ k ≤ n, A0 = diag(iω1, iω2, ..., iωn), ωk > 0 при 1 ≤ k ≤ n, функцiя

F (u, u) : R2n → R2n п’ять раз неперервно диференцiйовна вiдносно u та u,

F (0, 0) = 0, причому F має в нулi порядок малостi вище першого.

Нехай виконується умова A:

p1ω1 + · · ·+ pnωn 6= m при 0 < |p1|+ · · ·+ |pn| < 6,

де m, p1, . . . , pn – цiлi.

Перетворимо систему (4.82) за допомогою пiдстановки

u = v +
4∑
i=2

Wi(v, v), (4.84)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого, третього i четвертого порядку.

Перетворення (4.84) можна пiдiбрати так, що рiвняння для v та v набудуть

вигляду
∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v +G(v, v)v + V (v, v), (4.85)

∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v +G(v, v)v + V (v, v),

де G(v, v) – дiагональна матриця з елементами gk(v, v) =
n∑
j=1

akjvjvj, 1 ≤ k ≤

n, на дiагоналi, V (v, v) = O(|v|5) при |v| → 0.

При ε = 0 одержуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь. Не-

хай нульовий розв’язок системи (4.85) при ε = 0 i V (v, v) ≡ 0 асимптотично

стiйкий.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (4.82), (4.83).

Розв’язок системи (4.85) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi v = θ(y),
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θ = (θ1, ..., θn)
T , y = (y1, ..., yn)

T , yk = σkt+ x, 1 ≤ k ≤ n, де функцiя θ(y) має

перiод 2π. Позначимо
dθ

dy
=

(
dθ1

dy1
, ...,

dθn
dyn

)
. Тодi одержимо систему

σ
dθ

dy
= A0θ + ε

[
D
d2θ

dy2
+ A1θ

]
+G(θ, θ)θ + V (θ, θ),

де σ = diag(σ1, σ2, ..., σn). Цю систему замiною
dθ

dy
= ϑ зведемо до вигляду

dθ

dy
= ϑ, σϑ = A0θ + ε

[
D
dϑ

dy
+ A1θ

]
+G(θ, θ)θ + V (θ, θ). (4.86)

Iнтегральний многовид системи (4.86) можна зобразити у виглядi

ϑ = A0θσ
−1 + ε

[
DA2

0θσ
−3 + A1θσ

−1
]

+G(θ, θ)θσ−1 + V (θ, θ)σ−1.

Система на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= A0θσ

−1 + ε
[
DA2

0θσ
−3 + A1θσ

−1
]

+G(θ, θ)θσ−1 + V (θ, θ)σ−1.

Цю систему лiнiйною замiною можна звести до дiагонального вигляду в

лiнiйнiй частинi

dz

dy
= A0zσ

−1 + ε
[
DA2

0zσ
−3 + A2zσ

−1
]

+G(z, z)zσ−1 + V (z, z)σ−1 +O(ε2),

де A2 = diag(µ1, µ2, ...µn), µk – дiагональнi елементи матрицi A1.

Перейдемо до полярних координат, поклавши zk = rk exp(iϕk), zk =

rk exp(−iϕk). Тодi одержимо систему рiвнянь

drk
dyk

= ε

[
ξk
σk
− dkω

2
k

σ3
k

]
rk +

1

σk
rk

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j +

1

σk
Rk(r, ϕ),

dϕk
dyk

=
ωk
σk

+ ε
ηk
σk

+
1

σk

n∑
j=1

ckj(ε)r
2
j +

1

σk
r−1
k Φk(r, ϕ),

де ξk = Re µk, ηk = Im µk, bkj = Re akj, ckj = Im akj, Rk(r, ϕ) = O(|r|5),
Φk(r, ϕ) = O(|r|5).

Нехай ξkσ2
k > dkω

2
k, при 1 ≤ k ≤ n i система рiвнянь

ε

[
ξk −

dkω
2
k

σ2
k

]
+

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j = 0, 1 ≤ k ≤ n,
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має розв’язок. Функцiї zk будуть мати перiод 2π, якщо
ωk
σk

= m+O(ε),m ∈ Z,

тобто σk =
ωk
m

+O(ε), 1 ≤ k ≤ n. Нехай виконуються нерiвностi

ξk > dkm
2, m ∈ Z, 1 ≤ k ≤ n, (4.87)

i система рiвнянь

ε
[
ξk − dkm2

]
+

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j = 0, 1 ≤ k ≤ n, (4.88)

має розв’язок.

Теорема 4.14. Нехай ωk > 0 при 1 ≤ k ≤ n, для деякого цiлого m виконую-

ться нерiвностi (4.87), система рiвнянь (4.88) має розв’язок i виконується

умова A. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (4.82),

(4.83) має iнварiантний тор [100].

Розв’язки на торi будуть квазiперiодичними, якщо |(p, ω)+q| > γ|p|−n−1,

ω = (ω1, ω2, ..., ωn) при деякому γ > 0 цiлому q i векторi p = (p1, p2, ...pn) з

цiлими елементами.

Для дослiдження стiйкостi iнварiантного тора потрiбно лiнеаризувати

систему в околi тора, здiйснити перетворення лiнеаризованої системи i дослi-

дити одержану систему.
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5 МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

ПРИКЛАДНИХ ПРОЦЕСIВ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

5.1 Дослiдження стiйкостi лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь

5.1.1 Алгоритми дослiдження стiйкостi

Розглянемо застосування схем апроксимацiї лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь для знаходження неасимптотичних коренiв вiдповiдних

квазiполiномiв та розв’язання важливих для практичних застосувань таких

задач:

– аналiз стiйкостi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з бага-

тьма запiзненнями;

– знаходження верхньої межi запiзнення лiнiйних систем iз запiзненням,

для якої зберiгається її стiйкiсть.

Дослiдження цих задач зводиться до перевiрки умов вiд’ємностi дiйсних

частин усiх нулiв вiдповiдних квазiполiномiв. Оскiльки безпосередня пере-

вiрка на практицi такої умови можлива тiльки в найпростiших випадках,

ми будемо вивчати експоненцiальну стiйкiсть (нестiйкiсть) лiнiйних систем

iз багатьма запiзненнями, аналiзуючи коренi характеристичних многочленiв

вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (5.1)

де A, Bi, i = 1, k – сталi n× n матрицi, 0 < τ1 < ... < τk = τ .

Поставимо системi (5.1) у вiдповiднiсть апроксимуючу систему звичай-

них диференцiальних рiвнянь [101], у виглядi

dz0(t)

dt
= Az0(t) +

k∑
i=1

Bizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzj(t)

dt
= µ (zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, µ =

m

τ
.

(5.2)

Має мiсце наступне твердження.
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Теорема 5.1. [102] Якщо нульовий розв’язок системи iз запiзненням (5.1)

експоненцiально стiйкий (нестiйкий), тодi iснує m0 > 0 таке, що при

m ≥ m0 нульовий розв’язок апроксимуючої системи (5.2) також експо-

ненцiально стiйкий (нестiйкий).

Якщо для всiхm ≥ m0 нульовий розв’язок системи (5.2) експоненцiаль-

но стiйкий (нестiйкий), тодi нульовий розв’язок системи iз запiзненням

(5.1) експоненцiально стiйкий (нестiйкий).

Зауваження 5.1. Iз теореми 5.1 слiдує, що iснує число m0 таке, що при

m ≥ m0 апроксимуюча стiйкiсть (нестiйкiсть) нульового розв’язку систе-

ми iз запiзненням (5.1) еквiвалентна асимптотичнiй стiйкостi (нестiйко-

стi) нульового розв’язку апроксимуючої системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь (5.2).

Розглянемо рiвнiсть

Φ(λ) = Hm(λ) +Rm(λ), (5.3)

де Rm(λ) = Φ(λ)−Hm(λ), Φ(λ) – квазiполiном системи (5.1),Hm(λ) – функцiя

визначена спiввiдношенням

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N,

яка при m→∞ збiгається до квазiполiнома Φ(λ).

Число m0 потрiбно вибирати так, щоб при m ≥ m0 виконувалась нерiв-

нiсть

min
λ
|Φ(λ)| > max

λ
|Rm(λ)|. (5.4)

Вiдзначимо, що точне знаходження екстремальних виразiв у спiввiдношеннi

(5.4) часто є складною задачею. Тому достатньо обмежитись знаходженням

нижньої та верхньої оцiнок для Φ(λ) та Rm(λ).

Теорему 5.1 можна застосувати для дослiдження стiйкостi розв’язкiв лi-

нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням. Схему такого до-

слiдження сформулюємо у виглядi алгоритму [103]–[105].
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1. Для лiнiйного диференцiального рiвняння будуємо апроксимуючу си-

стему лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

2. Знаходимо характеристичний многочлен апроксимуючої системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь.

3. Приводимо знайдений многочлен до вигляду, зручного для знаходже-

ння його коренiв на ЕОМ.

4. Застосовуємо спецiалiзоване програмне забезпечення i знаходимо ко-

ренi характеристичного многочлена апроксимуючої системи при достатньо

великих m.

5. Аналiзуючи розмiщення коренiв характеристичного многочлена ви-

значаємо стiйка чи нестiйка апроксимуюча система звичайних диференцi-

альних рiвнянь.

6. Застосовуємо теорему 5.1 i робимо висновок про стiйкiсть чи нестiй-

кiсть вихiдного диференцiально-рiзницевого рiвняння.

Приклад 5.1. [103]–[105] Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (5.5)

де A, B – 2× 2 сталi матрицi, τ > 0.

Скористаємось класичною схемою апроксимацiї коренiв квазiполiнома

для системи (5.5)

dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t),

dzi(t)

dt
= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =

m

τ
.

(5.6)

Якщо A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
, тодi характеристичне рiвня-

ння системи (5.6) матиме вигляд

Ψm(δ) =
(m
τ

)2

s2m+2 + s2m+1

(
−a11

m

τ
− a22

m

τ
− 2

(m
τ

)2
)

+

+s2m
(
a11a12 + a11

m

τ
+ a22

m

τ
− a21a22

)
+ sm+1

(
−b22

m

τ
− b11

m

τ

)
+

+sm
(
a11b22 + b21

m

τ
+ b11a22 + b11

m

τ
− a21b12 − a12b21

)
+ b11b22 − b12b21. (5.7)
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Коренi многочлена (5.7) можна знаходити, використовуючи стандартнi про-

цедури обчислення коренiв многочлена, якi наявнi в ППП Matlab, Mathemati-

ca, Maple, бiблiотецi NumPy.

У нашiй роботi використовується функцiя roots iз бiблiотеки NumPy, яка

знаходить коренi многочлена за його коефiцiєнтами.

У випадку, коли

A =

(
−0.9 −6.5

4.8 −0.9

)
, B =

(
−1.39 −0.65

0.48 −1.39

)
знаходимо коренi характеристичного рiвняння для рiзних значень τ та зна-

ходимо, що нульовий розв’язок системи (5.5) є експоненцiально стiйким при

τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3).

Значення величин τ1, τ2, τ3 для рiзних m наведенi в таблицi 5.1

Таблиця 5.1

Областi стiйкостi рiвняння (5.5)

Розмiрнiсть апроксимуючої системи m Умови стiйкостi

m = 100 τ ∈ (0; 0.2740) ∪ (0.8035; 1.3580)

m = 400 τ ∈ (0; 0.2720) ∪ (0.8310; 1.2299)

m = 500 τ ∈ (0; 0.2718) ∪ (0.8330; 1.2299)

Для наглядностi нижче наведено графiк залежностi вiд τ значення най-

бiльшої дiйсної частини серед коренiв апроксимуючого многочлена.

Рис. 5.1 Графiк залежностi вiд τ значення найбiльшої дiйсної частини

коренiв характеристичного рiвняння (5.5)
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Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (5.8)

де запiзнення τ > 0, сталi n×n матрицi A, B такi, що система без запiзнення

dx(t)

dt
= (A+B)x(t) (5.9)

є асимптотично стiйкою.

Iснує стала ∆ > 0 така, що при 0 < τ < ∆ нульовий розв’язок системи

(5.8) також є асимптотично стiйким [106].

Розглянемо алгоритм застосування схеми апроксимацiї диференцiально-

рiзницевих рiвнянь системою звичайних диференцiальних рiвнянь для знахо-

дження верхньої межi запiзнення у системi (5.8), для якої зберiгається стiй-

кiсть [101, 105], [107]–[110].

1. Системi iз запiзненням (5.8) поставимо у вiдповiднiсть апроксимуючу

систему аналогiчну (5.2), характеристичний многочлен якої має вигляд (5.7).

2. Задаємо деяке ∆ = ∆0 (наприклад, ∆0 = 1) та уточнюючий крок

h0 = ∆.

3. Наближаємо квазiполiном системи iз запiзненням характеристичним

рiвнянням апроксимуючої системи i знаходимо наближений корiнь квазiпо-

лiнома з найбiльшою дiйсною частиною α при τ = ∆0.

4. Якщо α < 0, то для заданого ∆0 нульовий розв’язок системи iз запi-

зненням є асимптотично стiйким. Покладаємо ∆0 = ∆0 + h0 та переходимо

на п.3.

5. Якщо α > 0, то для даної верхньої межi ∆0 нульовий розв’язок систе-

ми iз запiзненням не є асимптотично стiйким. Тодi покладаємо ∆0 = ∆0−hi,
де hi =

hi−1

2
, i = 1, 2, ..., та переходимо на п.3 до того часу, поки hi > ε, де ε

– задана точнiсть.

6. Якщо hi < ε, де ε – задана точнiсть, то верхня межа запiзнення ∆0, для

якої зберiгається асимптотична стiйкiсть системи iз запiзненням, знайдено iз

заданою точнiстю.
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Приклад 5.2. Знайти максимальне значення запiзнення τ , при якому

нульовий розв’язок диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзненням

dx(t)

dt
= 0.25x(t)− 0.5x(t− τ) (5.10)

буде експоненцiально стiйким.

При τ = 0 дiстаємо лiнiйне диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= −0.25x(t),

яке очевидно експоненцiально стiйке.

У роботi [111] одержано граничне значення величини запiзнення

∆1 =
1

10 max(0.25, 0.5)
= 0.2,

для якого нульовий розв’язок рiвняння (5.10) буде експоненцiально стiйким.

Оцiнка запiзнення у випадку, коли A,B ∈ R, уточнена в роботi [106]

∆ = (2 (|A|+ |B|) |HB|)−1 ,

де H = −(2(A+B))−1. Тодi отримуємо

∆2 =
8

9
.

Використовуючи для рiвняння (5.10) класичну схему апроксимацiї [102]

та схему пiдвищеної точностi [112], будемо апроксимувати квазiнолiном для

рiвняння (5.10) характеристичними многочленами вiдповiдних апроксимую-

чих систем.

Точне значення величини ∆, при якiй зберiгається експоненцiальна стiй-

кiсть, згiдно [113] дорiвнює

∆∗ = 2.4184.

В таблицi 5.2 наведено наближенi значення величини ∆, обчисленi згiдно

запропонованого вище алгоритму при рiзних значеннях m з використанням

класичної схеми апроксимацiї та схеми пiдвищеної точностi
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Таблиця 5.2

Наближенi значення величини запiзнення рiвнняня (5.10), для

якого зберiгається стiйкiсть розв’язкiв

m ∆кл.сх. ∆п.т.

10 2.5264 2.4142

20 2.4713 2.4173

50 2.4393 2.4182

70 2.4332 2.4183

Наведений приклад показує, що застосування схем апроксимацiї дифе-

ренцiально-рiзнецевих рiвнянь дозволяє бiльш точно знайти верхню межу

запiзнення, для якої зберiгається експоненцiальна стiйкiсть.

5.1.2 Опис використаних iнформацiйних технологiй

Середовище розробки

Для автоматизацiї моделювання стiйкостi систем iз запiзненням за до-

помогою наведених в роботi числових алгоритмiв розроблено прикладне про-

грамне забезпечення. Для його розробки використано мову програмування

Python та фреймворк Python Flask Framework.

Python – популярна мова програмування з вiдкритим кодом, яка засто-

совується для написання автономних программ i сценарних додаткiв для рi-

зних предметних областей. Вона є переносимим, потужним, а також вiдносно

легким i ефективним у використаннi iнструментом.

Python Flask Framework – це легкий мiкрофреймворк, заснований на

Werkzeug, Jinja2 [114]. Flask Framework залежить вiд двох зовнiшнiх бiблiотек:

шаблону Jinja2, iнструментарiю Werkzeug WSGI.

У рiзних пакетах прикладних програм розроблено ряд стандартних про-

цедур для обчислення коренiв многочленiв, якi вiдiграють важливу роль для

аналiзу стiйкостi систем iз запiзненням. Мова програмування Python має по-

тужний набiр бiблiотек для наукових цiлей. Зокрема в данiй роботi викори-

стовуються бiблiотеки NumPy та SciPy.
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NumPy – це проект з вiдкритим кодом, що має на метi забезпечити

числовi обчислення за допомогою Python [115]. SciPy – вiдкрита бiблiотека

високоякiсних наукових iнструментiв для мови програмування Python, яка

мiстить модулi для оптимiзацiї, iнтегрування, обчислення спецiальних фун-

кцiй, обробки зображень, реалiзацiї генетичних алгоритмiв та iнших задач,

якi розв’язуються при iнженернiй розробцi.

З бiблiотеки NumPy ми використовуємо функцiю roots, яка обчислює

коренi многочлена за заданими його коефiцiєнтами. Задаючи n+ 1 вимiрний

вектор w, складений з коефiцiєнтiв многочлена ступеня n, можна знайти йо-

го коренi. Значення елементiв вектора w повиннi бути дiйсними числами. В

результатi застосування функцiї roots отримаємо вектор r, який складається

з n коренiв многочлена, що розглядається. При цьому задавати початкове

наближення для коренiв не потрiбно, алгоритм закладений у функцiї roots

працює без задавання початкових наближень, що є досить зручно.

Для стiйкостi нульового розв’язку рiвняння (5.1) необхiдно i досить,

щоб усi коренi його характеристичного рiвняння (5.2) лежали у пiвплощи-

нi Reλ<0.

Позначимо λτ = (Reλ1, Reλ2, . . . , Reλ2m+1), вектор дiйсних частин коре-

нiв характеристичного многочлена апроксимуючої системи (5.2), що знайденi

для фiксованого запiзнення τ . Введемо функцiю v(τ) = maxλτ , яка визначає

найбiльшу дiйсну частину знайдених коренiв. Тепер для стiйкостi нульового

розв’язку рiвняння (5.1) необхiдно i досить згiдно Теореми 5.1 є виконання

умови v(τ) < 0.

Зафiксуємо дiйсне число A > 0 та обчислимо значення функцiї v(τ) на

промiжку (0, A] з деяким кроком h. В результатi отримаємо набiр точок ви-

гляду (τ, v(τ)). Побудуємо графiк функцiї v(τ), де по осi абсцис покладемо

значення τ , а по осi ординат значення функцiї v(τ) в точцi τ , тобто значення

найбiльшої дiйсної частини серед обчислених коренiв многочлена, якi набли-

жають коренi квазiполiнома.

Аналiзуючи графiк функцiї v(τ) можна визначити для яких значень за-
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пiзнення τ зберiгається стiйкiсть для заданого рiвняння iз запiзненням.

Структура прикладної програми

Розроблений додаток представляє собою набiр структурованих сторi-

нок для знаходження наближених коренiв квазiполiномiв диференцiально-

рiзницевих рiвнянь з одним або декiлькома запiзненнями та нейтрального

типу, використовуючи класичну схему апроксимацiї або схему апроксимацiї

пiдвищеної точностi.

Для керування додатком розроблено iнтерактивне меню, що забезпечує

можливiсть вибору задачi, яку користувач бажає розв’язати. Меню з’являє-

ться на сторiнцi при наведеннi на кнопку ”Меню” у верхньому лiвому кутi,

та зникає при наведеннi мишi на основну частину сторiнки або при виборi

одного з пунктiв меню.

Кожен пункт меню – це посилання, що забезпечує перехiд на вiдповiд-

ну сторiнку для розв’язку потрiбної задачi. Кожна сторiнка має однакову

структуру, проте вiдрiзняється алгоритмом розв’язку. На сторiнцi представ-

лено рiвняння, яке буде дослiджуватися та форма для введення необхiдних

параметрiв. Кожне з полiв для вводу параметрiв називається так, як i вiдпо-

вiднi параметри у рiвняннi для зручнiшого користування. Вхiдними даними

служать сталi коефiцiєнти або сталi матрицi та значення запiзнень. Користу-

вач має зручний та зрозумiлий iнтерфейс, де окрiм коефiцiєнтiв та значень

запiзнень потрiбно ввести m – розмiрнiсть апроксимуючої системи.

Зважаючи на те, що додаток є веб-застосунком, також використанi на-

ступнi технологiї: HTML, CCS, JavaScript.

Головна сторiнка веб-додатку (рис. 5.2) мiстить список посилань на вiд-

повiднi сторiнки, на яких можна знайти неасимптотичнi коренi квазiполiнома

ДРР або дослiдити на стiйкiсть ДРР.
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Рис. 5.2 Головна сторiнка прикладної програми

В залежностi вiд того яке рiвняння потрiбно дослiдити, користувач ви-

бирає вiдповiдне посилання. Якщо буде вибрано ”Знаходження неасимптоти-

чних коренiв квазiполiномiв ДРР iз одним запiзненням за схемою пiдвищеної

точностi”, то вiдкриється сторiнка зображена на рис. 5.3. На данiй сторiнцi

потрiбно ввести коефiцiєнти ДРР, запiзнення та розмiрнiсть апроксимуючої

системи. Результат з’явиться на тiй самiй сторiнцi.

Рис. 5.3 Знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiнома для

рiвняння з одним запiзненням за схемою пiдвищеної точностi
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Якщо вибрати пункт ”Дослiдження ДРР на стiйкiсть iз одним запiзне-

нням за класичною схемою”, то вiдкриється сторiнка зображена на рис. 5.4.

На данiй сторiнцi потрiбно ввести коефiцiєнти ДРР, праву границю вiдрiзка,

на якому дослiджується рiвняння, та розмiрнiсть апроксимуючої системи.

Результат з’явиться на тiй самiй сторiнцi.

Рис. 5.4 Дослiдження на стiйкiсть рiвняння з одним запiзненням за

класичною схемою
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5.2 Сучаснi методи математичного моделювання, машинного

навчання та обробки природної мови для аналiзу

економiчних процесiв i текстових даних

5.2.1 Вступ

Розглядаються задачi дослiдження та аналiзу сучасних методiв мате-

матичного моделювання, машинного навчання та обробки природної мови,

спрямованi на вирiшення широкого спектра прикладних задач – вiд прогно-

зування фiнансових процесiв до виявлення дезiнформацiї та емоцiйного за-

барвлення текстiв.

Дослiджується комплексний аналiз часових рядiв економiчних даних

(зокрема цiн на криптовалюти) iз застосуванням класичних та сучасних мо-

делей машинного навчання. Серед завдань – оцiнка ефективностi вейвлетно-

го згладжування, Random Forest, еволюцiйно нечiтких систем та нейронних

мереж, а також порiвняння їх за основними метриками точностi.

Вивчаються iнтелектуальнi методи обробки природної мови (TF-IDF,

n-grams, косинусна подiбнiсть, fuzzy logic) для задач класифiкацiї текстiв,

зокрема: виявлення дезiнформацiї, iдентифiкацiя настрою та енергетики текс-

ту, автоматичне розпiзнавання сарказму. При цьому важливо розробити й

протестувати гiбриднi моделi, що поєднують NLP, нечiтку логiку, rule-based

пiдходи та класичнi ML-алгоритми для пiдвищення точностi та iнтерпрето-

ваностi результатiв.

Актуальним напрямком дослiджень є застосування пiдкрiплювального

навчання (Contextual Bandits) для задач CRM та управлiння вiдтоком клiєн-

тiв, дослiдження економiчної доцiльностi таких моделей.

5.2.2 Моделювання економiчних та фiнансових процесiв.

Аналiз часових рядiв

Розглянемо кiлька пiдходiв для прогнозування цiн на криптовалюту, зокре-

ма декомпозицiю Добешi, Random Forest, еволюцiйно нечiтку систему та ней-

ронну мережу. У рамках Locally Stationary Wavelet модель часовий ряд Xt
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представлено як сукупнiсть часово- та частотно-залежних коефiцiєнтiв Xt =∑
j,k

wj,k(t)ψj,k(t)ξj,k, що дозволяє адаптувати модель до нелiнiйної нестацiонар-

ної структури даних [116]. Для згладжування застосовано дискретне вейвле-

тне перетворення (DWT) з видiленням апроксимацiйних Aj та детальних Dj

коефiцiєнтiв, пiсля чого реконструкцiя сигнала X̃ = IDWT (Aj, Dj, . . . , Dk)

при вiдсiченнi найдрiбнiших деталей забезпечує вiдсiювання високочастотно-

го шуму. Вейвлетна передобробка знижує чутливiсть моделей до короткоча-

сних флуктуацiй i дозволяє зосередитись на змiстi довших трендiв. Засто-

сування вейвлетного згладжування у поєднаннi з Random Forest переводить

задачу прогнозу у вигляд спостереження з лаговими ознаками, що пiдви-

щує стабiльнiсть i зменшує перенавчання. Random Forest описується як ан-

самбль дерев з кiнцевим прогнозом ŷt =
1

B

B∑
b=1

TB(xt), де усереднення дерев

дає бiльш плавнi i надiйнi оцiнки. Для побудови ознак використовують лаг-

ветори xt = [x̃t−1, x̃t−2, . . . , x̃t−L], а таргет береться iз початкового ряду, що

дозволяє навчатись на згладжених вхiдних даних, але вимiрювати якiсть на

реальних значеннях. Встановлено, що збiльшення числа лагiв з п’яти до семи

не гарантує покращення прогнозу, а iнодi вводить додатковий шум. Еволю-

цiйно нечiтка система автоматично генерує та вiдбирає правила за допомогою

генетичного алгоритму, де хромосома кодує набiр правил ri = (A1, . . . , AL, B)

i популяцiя еволюцiонує через вiдбiр, кросовер i мутацiю. Прогноз нечiткої

системи визначається дефазифiкацiєю x̂t =

N∑
i=1

wici

N∑
i=1

wi

, де сила спрацьовування

правила wi =
L∏
k=1

µ
A

(i)
k

(xt−k). Функцiя придатностi у генетичному алгоритмi

орiєнтована на зменшення RMSE, для чого використовують обернену метри-

ку f (x̂) =
1√

1
N

N∑
i=1

(x̂i − xi)2 + ε

. Еволюцiйний нечiткий пiдхiд продемонстру-

вав найнижчi середнi помилки серед розглянутих моделей, з середнiм RMSE

близько 1011 i помiтною перевагою за MAPE та SMAPE. Нейронна мережа
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з одним прихованим шаром на 15 нейронiв показала конкурентнi результати

з RMSE приблизно 1579 та тенденцiю до згладження рiзких ринкових спле-

скiв. Масштабний експеримент на 200 випадкових вiкнах iз бiткойн-даними

виявив, що wavelet-smoothed Random Forest у середньому знижував RMSE

порiвняно зi стандартним RF (приблизно 2891 проти 3137 вiдповiдно). По-

рiвняльний аналiз метрик MAPE, SMAPE, MASE та коефiцiєнта кореля-

цiї Пiрсона пiдтверджує стабiльну перевагу гiбридних пiдходiв у бiльшостi

сценарiїв. Теоретично властивостi вейвлетiв Добешi: компактна пiдтримка,

ортогональнiсть та велика кiлькiсть нульових моментiв – обґрунтовують їх

здатнiсть вилучати раптовi коливання без значної деградацiї трендової ком-

поненти. Практично поєднання вейвлет-препроцесiнгу з ансамблевими або

нечiтко-еволюцiйними методами забезпечує баланс мiж стiйкiстю до шуму,

iнтерпретованiстю та точнiстю прогнозiв.

Дослiджено нове застосування пiдкрiплювального навчання для управ-

лiння вiдтоком клiєнтiв з використанням пiдходу Contextual Bandit (CB).

Виходячи з обмежень статичних класифiкаторiв машинного навчання, ми

впровадили агент Thompson Sampling Bandit, який iнтегрує ймовiрностi вiд-

току, життєву цiннiсть клiєнта (CLV) та витрати на втручання в систему

прийняття рiшень у режимi реального часу. На вiдмiну вiд традицiйних мо-

делей, що зосереджуються виключно на точностi прогнозування, цей пiдхiд

оптимiзує цiльове просування для максимiзацiї економiчного прибутку. Ре-

зультати показують, що контекстуальний агент вивчає оптимальнi рекламнi

полiтики та адаптується до поведiнки конкретних сегментiв, перевершуючи

за економiчною кориснiстю методи, заснованi на правилах. Проiлюстровано

доцiльнiсть та ефективнiсть пiдкрiплювального навчання в CRM-системах,

орiєнтованих на утримання клiєнтiв [121].

В контекстi аналiзу числових рядiв, розглянуто низку задач, пов’язаних

iз розмiщенням n шахових фiгур на шахiвницi розмiром n× n таким чином,

щоб жодна з фiгур не атакувала iншу, використовуючи пiдхiд з використан-

ням генеруючих функцiй [123].
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5.2.3 Обробка природної мови та нечiтка логiка

Дослiджено iнтеграцiю методiв обробки природної мови, зокрема TF-IDF

та n-gram аналiзу, iз системами нечiткої логiки для виявлення дезiнформа-

цiї в текстових даних [117]. Запропонований пiдхiд базується на пiдрахунку

ваги термiнiв через TF-IDF, де iнверсна документна частота обчислюється

за формулою idfj = log (Ndocuments/Nj). Для порiвняння документiв вико-

ристано косинусну подiбнiсть CosineSimilarity(x, y) = (x · y)/
(
‖x‖2 · ‖y‖2

)
,

що дозволяє оцiнити кутову вiдстань мiж векторами TF-IDF. Паралельно

застосовано n-gram моделi для захоплення контекстних послiдовностей слiв,

що пiдвищує чутливiсть до фразових конструкцiй, типових для дезiнфор-

мацiї. Отриманi числовi коефiцiєнти c_disinfo та c_false_positive викори-

стовуються як вхiднi змiннi нечiткої системи для оцiнки ймовiрностi дез-

iнформацiї. У нечiткiй частинi застосовано гаусiвськi функцiї належностi

µ(x) = exp
(
− (x− µ0)

2 /
(
2σ2
))

, що забезпечує гладкi переходи мiж рiвнями

належностi i зручнiсть для обчислень. Нечiткi правила поєднують значен-

ня c_disinfo i c_false_positive у табличному форматi, де комбiнацiї ”висо-

ко/низько” приводять до рiзних градацiй результату c. Дефазифiкацiя ви-

конується ваговим усередненням c =

(∑
i

wici

)
/

(∑
i

wi

)
, що дає кiнцеву

градацiю ризику i зменшує частку хибнопозитивних спрацьовувань. Експе-

риментальна перевiрка на корпусi близько 2000 текстiв показала, що нечiтко-

пiдсилена модель досягає accuracy ≈ 85.3% i знижує false positives до 12.5%

у порiвняннi з SVM та iншими базовими пiдходами.

Паралельно запропоновано пiдхiд для детекцiї настрою та енергiйностi

тексту з використанням трапецеїдальних i трикутних функцiй належностi

для моделювання лiнгвiстичних змiнних [118]. Для моделювання емоцiй i рiв-

ня енергiї розроблено лексикон, у якому кожне слово анотується векторами

членства по вiдповiдних нечiтких множинах. Процес фазифiкацiї перетворює

текст у багатовимiрний вектор належностей, пiсля чого набiр ”IF-THEN” пра-

вил дає iнтерпретацiю комбiнованих емоцiйно-енергетичних станiв. Модельнi

приклади показали, що поєднання настрою та енергiї дає бiльш iнформатив-
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нi вихiднi сигнали для застосувань у UX, монiторингу психiчного здоров’я

i маркетинговому аналiзi. На вибiрцi з 1000 розмiчених текстiв система до-

сягла accuracy ≈ 84.1%, precision ≈ 82.9%, recall ≈ 83.8% та F1 ≈ 83.6%,

значно перевищивши традицiйнi пiдходи [119]. Комбiнування трапецiєвидних

i трикутних функцiй дозволяє моделювати як плавнi, так i раптовi перехо-

ди в емоцiйних iнтенсивностях. Реалiзацiї обох пiдходiв виконано засобами

Python з використанням бiблiотек NumPy i scikit-fuzzy, що забезпечує вiд-

носно просту прототипну iнженерiю. У низцi прикладних сценарiїв рекомен-

довано використовувати нечiтку оцiнку разом iз додатковими семантичними

ембедингами для пiдвищення стiйкостi до парафраз i синонiмiї. Окремо роз-

глянуто питання iнтеграцiї цих методiв у системи монiторингу та реагуван-

ня, де iнтерпретованiсть виходiв є ключовою вимогою для прийняття рiшень

[120].

Дослiджено сучаснi методи обробки природної мови та розроблено ал-

горитм автоматичного виявлення сарказму в текстах. Проаналiзовано лiнгвi-

стичнi особливостi саркастичних висловлювань, розглянули iснуючi пiдходи

до їх розпiзнавання та побудували власну модель, яка поєднує лексичний

аналiз, емоцiйнi токени та емодзi. Для класифiкацiї ми застосували метод

опорних векторiв i випадковий лiс, а для визначення емоцiйного контексту

- статистичний аналiз емодзi та словниковi ресурси. Запропоновано пiдхiд,

який виявляє рiзкий контраст емоцiй у текстi, що є характерною ознакою

сарказму [122].

5.2.4 Автоматизацiя освiтнього процесу на платформi GitHub

Classroom

Перехiд до дистанцiйного навчання ускладнив процес перевiрки студент-

ських програмних рiшень i спонукав викладачiв шукати ефективнiшi iнстру-

менти для органiзацiї лабораторних робiт. Одним iз таких рiшень автори до-

слiдження розглядають GitHub Classroom - платформу, яка поєднує можли-

востi системи контролю версiй та освiтньої платформи i дозволяє розгортати

завдання зi стартовим кодом та автоматичними тестами [124]-[129]. Описано
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ключовi етапи органiзацiї роботи з платформою: створення облiкового запи-

су та органiзацiї викладача, пiдготовка репозиторiю зi starter code i тестами,

формування класу та додавання студентiв, а також призначення завдань iз

правилами оцiнювання i дедлайнами. GitHub Classroom забезпечує iнтегра-

цiю з LMS (зокрема Moodle) i Google Classroom, що спрощує адмiнiструва-

ння груп i синхронiзацiю навчального процесу. Пiд час виконання завдань

студенти працюють у видiлених репозиторiях, а наступнi модифiкацiї коду

автоматично перевiряються тестами, що дає оперативний зворотний зв’язок

i зменшує ручну роботу викладача. Платформа добре пiдходить для перевiр-

ки рутинних завдань i вправ з рiзних мов програмування, проте не замiнює

потреби у персоналiзованому наставництвi на початкових етапах вивчення

алгоритмiзацiї. Автори акцентують, що використання starter-коду i набору

тестiв пiдвищує однорiднiсть завдань i об’єктивнiсть оцiнювання, а також

сприяє вiдтворюваностi середовищ виконання. Рекомендовано явно пропи-

сувати правила оцiнювання пiд час створення завдання та використовува-

ти можливостi платформи для органiзацiї командної роботи над проєктами.

Загалом, впровадження GitHub Classroom у навчальний процес демонструє

значний потенцiал для пiдвищення ефективностi викладання програмування

через автоматизацiю рутинних операцiй та швидкий зворотний зв’язок для

студентiв.

5.3 Побудова областей стiйкостi лiнiйних автономних

диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями

5.3.1 Вступ

Дослiдимо стiйкiсть рiзницевих та лiнiйних автономних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь. Вивчимо питання про побудову областi стiйкостi рiвнянь

iз багатьма запiзненнями [130]-[133].

Розглянемо рiвняння

dz

dt
= cz(t) + a1z(t− 1) + a2z(t− 2) + ...+ anz(t− n), (5.11)

де коефiцiєнти c, ak, 1 ≤ k ≤ n, дiйснi, причому c – фiксоване.
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Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (5.11) був асимптотично стiй-

ким, необхiдно i досить, щоб всi коренi характеристичного рiвняння

λ = c+ a1e
−λ + a2e

−2λ + ...+ ane
−nλ (5.12)

лежали в лiвiй пiвплощинi Re λ < 0.

Означення 5.1. Областю стiйкостi рiвняння (5.12) називається множи-

на точок (a1, ..., an) ∈ Rn, для яких всi коренi рiвняння (5.12) задовольняють

умову Re λ < 0.

Нехай L – проста неперервна крива, на якiй вказано напрямок руху.

Через ∆Argz∈L f(z) позначимо змiну аргументу функцiї f(z) при русi вздовж

кривої L.

Лема 5.1. Нехай функцiї f(z) та g(z) аналiтичнi в комплекснiй площинi i

для точок z iз деякої простої неперервної кривої L виконуються нерiвностi

|g(z)| < |f(z)|. Тодi виконується нерiвнiсть [131]

∆Argz∈L(f(z) + g(z)) ≥ ∆Argz∈L f(z)− π.

Позначимо Q(z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z.

Лема 5.2. Нехай для всiх α ∈ [0; 1] iснує z таке, що |z| = e−α i виконується

нерiвнiсть |Q(z)| ≤ π + 1 + |c|. Тодi знайдеться стала K > 0 така, що

виконується нерiвнiсть [131] |aj| ≤ K для всiх j ∈ {1, 2, ..., n}.

Теорема 5.2. Область стiйкостi рiвняння (5.12) обмежена [131].

Лема 5.3. Якщо вектор (a1, a2, ..., an) належить областi стiйкостi рiвня-

ння (5.12), то виконується нерiвнiсть [131] c+ a1 + a2 + ...+ an < 0.

Доведення. Нехай c + a1 + a2 + ... + an ≥ 0. Тодi квазiмногочлен P (λ) =

λ− c− a1e
−λ − ...− ane−nλ задовольняє умови

P (0) ≤ 0, lim
λ→+∞

P (λ) = +∞.

Значить, iснує число λ0, 0 ≤ λ0 <∞, таке, що P (λ0) = 0. Рiвняння (5.12) має

невiд’ємний дiйсний корiнь. Отже, вектор (a1, a2, ..., an) не належить областi

стiйкостi. Лема 5.3 доведена.
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5.3.2 Рiвняння iз двома запiзненнями

Застосуємо метод D−розбиттiв до рiвняння

λ = ae−mλ + be−nλ, (5.13)

де m та n – взаємно простi натуральнi числа, m < n. Квазiполiном має

нульовий корiнь, якщо a+ b = 0. Ця пряма i є однiєю з лiнiй, що утворюють

межу D−розбиття.
Нехай тепер рiвняння (5.13) має суто уявний корiнь iy, y 6= 0:

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy.

Вiдокремлюючи дiйсну i уявну частини, одержимо систему

a cosmy + b cosny = 0, a sinmy + b sinny = −y. (5.14)

Розв’яжемо систему (5.14), якщо∣∣∣∣∣ cosmy cosny

sinmy sinny

∣∣∣∣∣ = sin(n−m)y 6= 0.

Рiвняння лiнiй D−розбиття в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y cosny

sin(n−m)y
, b = − y cosmy

sin(n−m)y
.

Цi лiнiї розбивають площину параметрiв (a, b) на нескiнченне число обла-

стей, всерединi кожної з яких рiвняння (5.13) має однакове число коренiв з

додатною дiйсною частиною.

Система (5.14) може бути сумiсною також у випадку, коли її головний

визначник sin(n − m)y = 0. Це можливо при y 6= 0 тодi i тiльки тодi, коли

cosmy = cosny = 0 або my = π/2 + kπ, ny = π/2 + lπ, k ∈ Z, l ∈ Z. Такi
рiвностi виконуються тiльки у випадку, коли m та n непарнi. Якщо ж m та

n непарнi, то досить взяти k = (m − 1)/2, l = (n − 1)/2, y = π/2 i система

(5.14) визначатиме пряму лiнiю a sinmπ/2+b sinnπ/2 = −π/2. Крiм цiєї пря-

мої iснуватиме ще злiченне число однаково вiддалених взаємно паралельних

прямих, якi є лiнiями D−розбиття. У цьому випадку лiнiями D− розбиття
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будуть прямi, кут нахилу яких рiвний π/4 або −π/4. При непарних m та n

вiдбувається бiфуркацiя появи нових лiнiй D− розбиття.

У випадку, коли m = 1, n – непарне натуральне число (n > 1), область

стiйкостi обмежена
n+ 3

2
дугами лiнiй, серед яких двi дуги будуть вiдрiзками

прямих. Iншi дуги одержуються iз параметричного зображення

a =
y cosny

sin(n− 1)y
, b = − y cos y

sin(n− 1)y

при 0 < y <
2π

3
.

Як приклад знайдемо область стiйкостi рiвняння

λ = ae−λ + be−3λ.

Щоб знайти оцiнки для коефiцiєнтiв a та b, використаємо методику дове-

дення теореми 1. Застосуємо принцип аргументу до прямокутника на рис. 5.5.

Рис. 5.5

Спочатку припустимо, що α = 0. Тодi при ||a| − |b|| ≥ π маємо |ae−iy +

be−3iy| ≥ π ≥ |iy|, тому змiна аргументу функцiї P (λ) = λ− ae−λ− be−3λ при

русi вздовж контура ABCD буде додатною. Отже, функцiя P (λ) буде мати

нуль у прямокутнику ABCD.

Застосовуючи цю ж методику до прямокутника ABCD при α = 1,

одержимо, що функцiя P (λ) буде мати нуль у цьому прямокутнику при

||a|e−1 − |b|e−3| ≥
√
π2 + 1.

Iз наших мiркувань випливає, що для точок (a, b) iз областi стiйкостi

правильнi нерiвностi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−1 − |b|e−3| ≤
√
π2 + 1. (5.15)
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Згiдно з лемою 5.3 область стiйкостi повинна задовольняти ще одну не-

рiвнiсть

a+ b < 0. (5.16)

Нерiвностi (5.15) i (5.16) визначають на площинi параметрiв a та b деякий

обмежений многокутник.

Для знаходження областi стiйкостi застосуємо тепер методD−розбиттiв.
Пряма a+ b = 0 є однiєю з лiнiй, що утворюють межу D−розбиття.

Якщо квазiполiном має суто уявний корiнь iy, то рiвняння межD−розбиття
в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y(4 cos2 y − 3)

2 sin y
, b = − y

2 sin y
. (5.17)

Побудуємо лiнiї, що вiдповiдають випадку cos y = cos 3y = 0. Цi рiвня-

ння мають сумiснi коренi y = π/2 + kπ, k ∈ Z. Тому лiнiями D−розбиття
будуть прямi a− b = (−1)k+1(π/2 + kπ).

Вiдзначимо, що лiнiї D-розбиття досить нанести в многокутнику, що

обмежує область стiйкостi. Неважко переконатися, що зв’язна область, обме-

жена вiдрiзками прямих

b = −a, −π
4
≤ a ≤ 1

2
; b = a+

π

2
, −3

π

4
≤ a ≤ −π

4

та дугою лiнiї (5.17) при 0 ≤ y ≤ π

2
є областю стiйкостi. Область стiйко-

стi рiвняння (5.13), у якому m = 1, а n = 3, n = 4, n = 5, вiдповiдно, –

це заштрихована частина площини, зображена на рис. 5.6, 5.7, 5.8. Область

стiйкостi рiвняння (5.13), у якому m = 1, n = 2 зображена в [134].
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Рис. 5.6

Рис. 5.7
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Рис. 5.8

5.3.3 Рiвняння iз двома запiзненнями та доданком без

запiзнення

Розглянемо рiвняння

dx

dt
= cx(t) + ax(t−m) + bx(t− n),

де m та n – взаємно простi натуральнi числа, m < n, причому c – фiксоване.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ = c+ ae−mλ + be−nλ.

Побудуємо D-розбиття у просторi параметрiв a, b. Якщо λ = 0, то одер-

жимо пряму: c+ a+ b = 0, тобто a+ b = −c. Якщо λ = iy, то

ae−imy + be−iny = iy − c.

Використовуючи формулу Ейлера, одержимо

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy − c,

звiдки {
a cosmy + b cosny = −c,
−a sinmy − b sinny = y.

(5.18)
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Домноживши перше рiвняння системи (5.18) на sinny, друге – на cosny i

додавши цi рiвняння, одержимо

a(sinny cosmy − cosny sinmy) = y cosny − c sinny,

звiдки

a =
y cosny − c sinny

sin(n−m)y
.

Домноживши перше рiвняння системи (5.18) на sinmy, друге – на cosmy i

додавши цi рiвняння, одержимо

b(sinmy cosny − cosmy sinny) = y cosmy − c sinmy,

звiдки

b =
c sinmy − y cosmy

sin(n−m)y
.

При досить великих фiксованих додатних c область стiйкостi буде порожньою

множиною.

5.3.4 Рiвняння iз трьома запiзненнями

Розглянемо рiвняння

dx

dt
= cx(t− p) + a1x(t−m) + a2x(t− n),

де p, m та n – взаємно простi натуральнi числа, причому c i p – фiксованi.

Характеристичне рiвняння має вигляд

λ = ce−pλ + a1e
−mλ + a2e

−nλ.

Побудуємо D-розбиття у просторi параметрiв a1, a2. Якщо λ = 0, то одержи-

мо пряму: c+ a1 + a2 = 0, тобто a1 + a2 = −c. Якщо λ = iy, то

a1e
−imy + a2e

−iny = iy − ce−ipy.

Використовуючи формулу Ейлера, одержимо

a1(cosmy − i sinmy) + a2(cosny − i sinny) = iy − c(cos py − i sin py),
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звiдки {
a1 cosmy + a2 cosny = −c cos py,

−a1 sinmy − a2 sinny = y + c sin py.
(5.19)

Домноживши перше рiвняння системи (20) на sinny, друге – на cosny i до-

давши цi рiвняння, одержимо

a1(sinny cosmy − cosny sinmy) = −c(sinny cos py − cosny sin py) + y cosny,

звiдки

a1 =
y cosny − c sin(n− p)y

sin(n−m)y
.

Домноживши перше рiвняння системи (5.19) на sinmy, друге – на cosmy i

додавши цi рiвняння, одержимо

a2(sinmy cosny − cosmy sinny) = y cosmy − c(sinmy cos py − cosmy sin py),

звiдки

a2 =
c sin(m− p)y − y cosmy

sin(n−m)y
.

5.4 Математичнi моделi екстремальних режимiв в екологiчних

системах

5.4.1 Вступ

Розглядається проблема побудови математичних моделей, що описують

екстремальнi режими розвитку екологiчних систем пiд дiєю антропогенних i

природних факторiв. Зi зростанням техногенного навантаження на довкiлля

багато процесiв у бiосферi досягли критичних значень, тому виникла потреба

у створеннi систем пiдтримки прийняття рiшень у сферi екологiчної безпе-

ки. Це одна з найскладнiших багатофакторних задач. Її вирiшення можливо

тiльки при використаннi методiв системного аналiзу.

Розглянемо основнi етапи створення комп’ютерної системи пiдтримки

прийняття рiшень. Перший етап – аналiз ключових факторiв забруднення,

спричиненого екологiчними та техногенними катастрофами, типовими збоя-

ми проєктiв, експлуатацiєю небезпечних об’єктiв тощо. Другий етап передба-

чає кiлькiсну оцiнку функцiї ризику та створення еколого-математичної мо-
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делi, що дозволяє оцiнити поточний стан природи та спрогнозувати майбутнє.

Основна мета моделi полягає в досягненнi розумiння розглянутого процесу.

Вiдокремлюють два основнi етапи створення таких систем:

– аналiз факторiв забруднення (катастрофи, аварiї, накопичення токси-

нiв у ґрунтi тощо);

– побудова екологiчно-математичних моделей для кiлькiсного оцiнюва-

ння ризику та прогнозування майбутнiх станiв довкiлля.

Результати дослiдження в цьому пунктi опублiкованi в [135].

5.4.2 Побудова екологiчно-математичних моделей

Узагальнюючи данi про три основнi властивостi ґрунтiв, ми стикаємося з

необхiднiстю розробки моделi (або серiї моделей), яка вiдповiдає на наступнi

питання.

А) Який рiвень кислотностi грунту шкiдливий для здоров’я людини?

Коли до нього буде доступ (або чи буде доступ) для деяких регiонiв?

Б) За яким законом змiнюються властивостi ґрунту?

В) Як оцiнити пороговий момент здатностi ґрунту витримати хiмiчний

вплив?

1. Такого роду проблеми виникають при аналiзi рiзних природних i пов’я-

заних з дiяльнiстю людини явищ. Проектованi нами моделi повиннi досить

ефективно вiдображати що розглядається явище i вiдповiдати на питання,

якi ми ставимо в кожному конкретному випадку. Маючи можливiсть описа-

ти модель за допомогою аналiтичних виразiв, ми можемо значно просунутися

в нiй. З iншого боку, ми можемо схилятися до розробки емпiричної моделi на

основi пiдсумовування наявного набору спостережень. Визначити особливо-

стi цього процесу можна за допомогою моделювання або з оцiнкою на фонi

спостереження. Природно розглядати дослiджуваний процес як суму двох

частин: детермiнованого та випадкового. Таким чином, модель спостережень

має вигляд:

Y (t) = g(t) +W (t),
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де g(t) – невiдома детермiнована складова (тренд), аW (t) – випадкова компо-

нента (шум). Завдання полягає у видiленнi тренду, тобто оцiнюваннi функцiї

g(t).

2. Ще один клас задач дасть наступна модель:

f(y(t)) = g(ξ(t− 1)) +W (t). (5.20)

Вiдношення (5.20) є стохастичним рiзницевим рiвнянням. Теорiю цих рiвнянь

аналiзували Кальман [135] та iншi. Основне завдання полягає у розробцi ал-

горитму прогнозування процесу y(t) на основi деякого вектора спостережень

ξ(t) у момент часу t− 1.

Ця задача детально дослiджена у випадку, коли вихiдний сигнал y(t)

задовольняє рiзницеве рiвняння:

A(D)y(t) = B(D)W (t), A(0) = B(0) = 1, (5.21)

де A(D) та B(D) – оператори зсуву, що визначають залежнiсть поточних

значень вiд попереднiх, а W (t) – бiлий шум.

Сам процес y(t), як правило, безпосередньо не спостерiгається. Фактично

спостерiгається процес iз додаванням бiлого шуму.

Такi моделi ефективнi для прогнозування концентрацiї шкiдливих речо-

вин у ґрунтi та визначення моментiв досягнення критичних порогiв. Напри-

клад, для прогнозу запасiв фосфатiв у ґрунтi, коли вiдомi попереднi данi,

рiзницеве рiвняння є природною моделлю реального процесу.

Якщо тренд залежить вiд часу, коефiцiєнти в операторi A(D) також мо-

жуть бути змiнними в часi. У таких випадках розробленi вiдповiднi методи

прогнозування [137], але замiсть класичного методу найменших квадратiв тут

застосовується метод Вiнера–Колмогорова. Тодi задача прогнозу зводиться

до розв’язання рiзницевих або диференцiальних рiвнянь. Для деяких речо-

вин, що поширюються у ґрунтi, прогнозований параметр t зручно розглядати

як векторну величину. Тодi модель (5.21) можна узагальнити, вважаючи опе-

ратор D багатовимiрним, а W (t) – багатовимiрним бiлим шумом.

Для оцiнювання вмiсту хiмiчних речовин, кислот або важких металiв у

ґрунтi доцiльно використовувати математичний апарат випадкових полiв.
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Розглянемо геохiмiчне поле, у якому вмiст певної речовини є функцiєю

часу t та просторової координати x−ξ(t, x). Таке поле називають випадковим

геохiмiчним полем. У реальних експериментах зазвичай доступнi усередненi

значення в певнiй областi або об’ємi.

Щоб задача була коректною, накладемо такi припущення:

1. Однорiднiсть випадкового поля. У цьому випадку зручно вважати

поле зi стацiонарними приростами (а не строго однорiдним).

2. Неперервнiсть. Властивостi ґрунтiв змiнюються повiльно й без рiзких

стрибкiв, тому це припущення є природним.

Очевидно, властивостi нейтралiзацiї кислот та адсорбцiї фосфору є основ-

ними для природного переходу вiд спостережень функцiї ξ(t, x) до її середнiх

характеристик y(t, x). Таким чином, якщо ми зафiксуємо деяку область Dx

на будь-яку точку x, ми можемо перейти до прогнозної оцiнки задачи для

будь-якої випадкової функцiї y(t) = y(t, x), опускаючи iндекс x i маючи на

увазi, що задача вирiшується для деякої конкретної мiсцевiстi або регiону.

Таким чином, ми можемо розглянути випадок, коли послiдовнiсть спостере-

жень з випадковими значеннями, для яких слiд зробити певний статистичний

висновок, дорiвнює y(t1), ..., y(tn). Послiдовнiсть y(t1), ..., y(tn) ми назвемо ча-

совим рядом.

5.4.3 Аналiз часового ряду

Розглянемо детальнiше задачу виявлення тренду.

Варто зазначити двi особливостi таких часових рядiв:

1. Для багатьох регiонiв данi вiдсутнi або неповнi.

2. Закон розподiлу шуму невiдомий.

З урахуванням цих обставин можна застосовувати рiзнi методи для ви-

явлення тренду. Найпоширенiшi серед них:

– метод максимальної правдоподiбностi (MLM);

– метод найменших квадратiв (LSM), що мiнiмiзує функцiонал L(θ) =∑
[xj − g (tj, θ)]

2;
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– метод найменших модулiв вiдхилень (LADM), який мiнiмiзує функцiо-

нал L(θ) =
∑

[xj − g (tj, θ)];

– мiнiмакс-метод (MMM), що мiнiмiзує максимальну похибку.

Для наших задач найкраще пiдходить метод найменших модулiв (LADM),

оскiльки вiн належить до робастних методiв - стiйких до змiни закону розпо-

дiлу похибок або наявностi "грубих"спостережень. Крiм того, LADM є ефе-

ктивним навiть для малих вибiрок. Оцiнки найменшого абсолютного вiдхиле-

ння (LADE) називаються робастними оцiнювачами, тобто оцiнювачами, якi

мають пiдвищену стiйкiсть щодо змiн у законi розподiлу похибок, наявностi

приблизної похибки тощо. Крiм того, LADE значно ефективнiшi у випадку

невеликої вибiрки.

При розглядi малих вибiрок асимптотичнi властивостi не можуть бути

критерiями якостi оцiнок. У цьому випадку стiйкiсть (робастнiсть) оцiнок

щодо законiв розподiлу спостережень i дисперсiї похибки є первинними. У

зв’язку з цим у у випадку невiдомого розподiлу слiд вiддати перевагу LADM

i MMM. У випадку з великими вибiрками ми повиннi намагатися отримати

узгодженiсть оцiнок i асимптотичну нормальнiсть.

Метод МММ часто використовується для вирiшення рiзних завдань, але

цi оцiнки навряд чи були якiсно проаналiзованi. Складнiсть полягає в то-

му, що неможливо застосувати ергодичну теорему i центральну граничну

теорему для аналiзу асимптотичних властивостей. Тим не менш, у зв’язку

з простотою цiльової функцiї, цi оцiнки зручно використовувати на попере-

дньому етапi для розрахунку LSE i LADE. Практична доцiльнiсть такого пiд-

ходу вiдзначена в [138], де описаний програмний комплекс для статистичної

обробки експериментальних даних з використанням вищезазначених причин.

Зауважимо, що широке використання LADE i мiнiмаксного оцiнювача (MME)

було пригнiчено обчислювальними труднощами, пов’язаними з мiнiмiзацiєю

нелiнiйних, негладких i неопуклих функцiй. У випадку з функцiєю лiнiйної

регресiї цiєї труднощi можна уникнути, зводячи задачу мiнiмiзацiї критерiїв

до задачi лiнiйного програмування. Останнi досягнення в областi негладкої
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оптимiзацiї дозволяють вирiшити проблему i в випадку нелiнiйної регресiйної

функцiї.

Опишемо ще одну модель непараметричного оцiнювання регресiйної фун-

кцiї в деякому функцiональному просторi. Вона досить адекватно вiдображає

фiзичнi процеси, про якi говорилося вище. Припустимо, що спостереження

грунту або iншого об’єкта вiдбуваються в дискретнi моменти часу з незале-

жними похибками, i нам потрiбно визначити тенденцiю в будь-який момент

часу на всьому iнтервалi спостережень. Iншими словами, нам потрiбно вiдно-

вити регресiйну функцiю оптимальним способом по вiдношенню до деякого

критерiю, грунтуючись на її спотворених спостереженнях в дискретнi момен-

ти часу з адитивним шумом. В якостi критерiїв можна взяти MLM, LSM i

LADM.

Нехай K – дiйсна множина, компактна щодо деякої метрики на [0, 1],

{ξjn, 0 ≤ j ≤ n} – множина дiйсних незалежних випадковi величини зi скiн-

ченними першими двома моментами. Модель спостереження виглядає насту-

пним чином:

xjn = α0
j

n
+ ξjn, 0 ≤ j ≤ n, α0 ∈ K.

В якостi оцiнок ми будемо розглядати LSE або LADE:

Ln (αn) = min
α∈K

n∑
j=0

[
xjn − α

(
j

n

)]2

,

L̆n (ᾰn) = min
α∈K

n∑
j=0

∣∣∣∣xjn − α( jn
)∣∣∣∣ .

Такi задачi оцiнювання називаються непараметричними. Їх рiшення пов’я-

зане з безлiччю труднощiв, як обчислювальних, так i якiсних, при аналiзi

статистичних властивостей. Однак чисельнi методи знаходження оптимуму

розробленi i для цих моделей. Серед дослiджень у цiй галузi заслуговує на

увагу цiкавий пiдхiд, розроблений у [139].

Ми можемо обчислити ймовiрностi знаходження всерединi смуги з де-

якою характеристикою. Це може бути вмiст фосфатiв у ґрунтi, важких мета-

лiв (наприклад, кадмiю) або кiлькiсть рiзних солей на поверхнi ґрунту або в
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глибинi. Бiльш того, з огляду на розподiл функцiоналу, можна знайти перший

стрибок через порiг, який може характеризувати критичний рiвень включе-

ння якоїсь речовини.

Доведено, що стандартизованi оцiнки таких трендiв мають асимптоти-

чнi властивостi, подiбнi до властивостей вiнерiвського процесу. Це означає,

що для великих вибiрок помилка оцiнки поводиться подiбно до гауссового

процесу.

Розглянемо проблему досягнення критичного порогу.

Дослiдимо проблему, пов’язану з поведiнкою деяких екологiчних систем.

Реальнi екологiчнi системи схильнi до рiзних випадкових впливiв. Якщо час

цих випадкових впливiв або збурень значно менше часу роботи системи, то

можливе застосування досить розвиненого iнструментарiю марковських про-

цесiв для аналiзу всiєї системи (динамiки її розвитку). У цих умовах бiлий

шум є природною моделлю випадкових збурень. Для цих збурень iснує добре

розвинений математичний апарат, що дозволяє описати динамiку систем як

стохастичне диференцiальне рiвняння:

dx(t) = a(x, t)dt+ b(x, t)dW (t), (5.22)

де a(x, t) – дрейфова складова, b(x, t) – iнтенсивнiсть випадкових коливань,

W (t) – процес Вiнера. Таке рiвняння дозволяє дослiджувати час досягнення

системою критичного рiвня забруднення.

Врахування випадкового впливу в поєднаннi з бiлим шумом (що є iдеалi-

зованим випадковим процесом з малою часовою кореляцiєю) дозволяє вико-

ристовувати добре розвинений апарат теорiї стохастичних рiвнянь i отрима-

ти якiснi та кiлькiснi результати при моделюваннi поведiнки процесу (5.22).

Рiвняння (5.22) визначає процес дифузiї з густинами нестацiонарних ймовiр-

ностей, що задовольняють рiвнянням Колмогорова (прямому i оберненому).

Для цих процесiв можна оцiнити деякi характеристики поведiнки екологiчної

системи, про якi говорилося вище, наприклад, проблеми, пов’язанi з досягне-

нням системою критичного порогу.

Ключовою задачею є оцiнка часу першого досягнення системою крити-
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чного рiвня. Час визначено як: τ = inft > 0 : x(t) ≥ L, де L – порогове значе-

ння (наприклад, максимально допустима концентрацiя токсичної речовини).

Аналiз цього часу дозволяє оцiнити ризик екологiчної кризи та середнiй час,

що залишився до досягнення критичної ситуацiї. Розглядається також ситу-

ацiя, коли пороговий рiвень може бути з часом змiнним.

Для гауссових процесiв використовуємо вiдомi результати теорiї макси-

мумiв та перетинiв, застосовуючи теорему Гiрсанова для перенесення роз-

гляду з одного ймовiрнiсного простору до iншого. Це дозволяє переписати

процес у виглядi:

X(t) = m(t) + σ(t)W (t),

де m(t) – детермiнована частина, а W (t) – вiнерiвський процес. За такого

пiдходу ймовiрнiсть виходу за межу L аналiзується через властивостi макси-

муму гауссового процесу та його похiдних. Зокрема, для iнтегральної оцiнки

ймовiрностi досягнення порога використовується формула: PmaxX(t) ≥ L.

Отриманi результати дозволяють обчислювати цю ймовiрнiсть для ши-

рокого класу екологiчних процесiв.

Важливим є також застосування стохастичних моделей для оцiнювання

якостi ґрунтiв, зокрема їх буферної здатностi. Процеси закислення ґрунту

описуються моделями, якi враховують як повiльнi детермiнованi змiни, так

i випадковi флуктуацiї кислотностi. Такi моделi дозволяють визначити кри-

тичний рiвень pH, при якому ґрунт втрачає здатнiсть пiдтримувати бiогео-

хiмiчну рiвновагу. Наприклад, якщо x(t) – рiвень кислотностi, то його змiна

може описуватися рiвнянням:

dx(t) = a(dt)− bx(t)dt+ σdW (t),

де a – iнтенсивнiсть зовнiшнього закислення, b – швидкiсть природної ней-

тралiзацiї.

Практичне значення дослiдження полягає у тому, що на основi запропо-

нованих моделей можна створити комп’ютернi системи пiдтримки прийняття

рiшень в екологiчному монiторингу. Такi системи можуть здiйснювати ана-

лiз часових рядiв, оцiнювати тренди, будувати прогнози та визначати ймо-
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вiрнiсть настання критичних станiв. Вони здатнi iнтегрувати данi з рiзних

джерел, враховувати стохастичний характер природи та видавати рекомен-

дацiї щодо запобiгання екологiчним небезпекам.

Це дозволяє завчасно виявляти ризики, оптимiзувати заходи щодо змен-

шення техногенного навантаження та формувати екологiчно обґрунтованi рi-

шення.

Проаналiзовано ключовi чинники забруднення довкiлля, спричиненi еко-

логiчними та техногенними катастрофами, а також типовi вiдмови пiд час

експлуатацiї небезпечних об’єктiв. Запропоновано методи кiлькiсної оцiнки

функцiї ризику. Створено екологiчнi та математичнi моделi, якi дають змо-

гу оцiнювати поточний стан навколишнього середовища, робити прогнози та

забезпечувати розумiння процесу, що розглядається.

Таким чином, робота поєднує системний аналiз iз сучасними стохасти-

чними методами, роблячи вагомий внесок у математичне моделювання еко-

логiчних ризикiв i прогнозування екстремальних явищ у природному середо-

вищi.

5.5 Iмiтацiйне моделювання SIR моделей методом клiтинних

автоватiв

5.5.1 Вступ

Поширення iнфекцiйних захворювань являє собою складне явище з ве-

ликою кiлькiстю непередбачуваних факторiв. Створення iмiтацiйних моде-

лей поширення iнфекцiй є важливим елементом для дослiдження складної

динамiки захворювання. Найпоширенiшими моделями розповсюдження iн-

фекцiйних захворювань є SIR-модель (Susceptible–Infected–Recovered) та ба-

гаточисельнi її узагальнення, якi дiлять популяцiю на три рiзнi групи: здоровi

особини, що можуть пiдхопити iнфекцiю (S); зараженi, особини, що перено-

сять хворобу (I), i тi, хто одужав i перестав розповсюджувати хворобу (R)

[140, 141].

В основi цих моделей є система диференцiйних рiвнянь, яка описує по-

ведiнку динамiки захворювання на макрорiвнi, зберiгаючи високий рiвень
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абстрагування вiд реальностi. При цьому не враховуються iндивiдуальнi вла-

стивостi об’єктiв, оскiльки процес поширення iнфекцiї дискретний та немо-

жливо передбачити наслiдки, якi активно впроваджуються.

Ще один пiдхiд для моделювання процесiв у епiдемiологiї – є iмiтацiйне

моделювання iз допомогою мультиагентного методу. Вiн дає змогу, задавши

початковi параметрами для кожного типу об’єктiв i систему правил їхньої вза-

ємодiї, визначити динамiчнi закономiрностi розвитку iнфекцiї i найважливiшi

властивостi агентiв, якi сприяють змiнi темпiв поширення. Перевагою дано-

го пiдходу є те, що враховуються iндивiдуальнi властивостi кожного об’єкту

складної системи [142]. Застосування агентного моделювання забезпечує мо-

жливiсть експериментувати з параметрами моделi та отримати рiзнi сценарiї

розвитку подiй, розширюючи наше бачення про те, що може вiдбутися в май-

бутньому.

Подальшi дослiдження кiлькостi агентiв у конкретнiй фракцiї та швид-

костi їх змiни розглянуто в роботах [143]-[145].

У роботах [146]-[148] було здiйснено моделювання SIR моделей за допо-

могою клiтинних автоматiв, де було розглянуто частину карантинних обме-

жень, однак не дослiджено повний комплекс заходiв та не проаналiзовано їх

взаємодiю.

У першiй частинi даної роботи ми пропонуємо спосiб моделювання коро-

навiрусної iнфекцiї методом клiтинних автоматiв, в якому реалiзовано рiзнi

режими i пiдходи розповсюдження захворювання та здiйснено аналiз i по-

рiвняння ефективностi запроваджених обмежень. Друга частина роботи при-

свячена аналiзу ефективностi впровадження соцiального дистанцiювання на

основi технологiї навчання з пiдкрiпленням Reinforcement learning [149]-[154].

5.5.2 Iмiтацiйне моделювання SIR моделей

У найпростiших SIR моделях здiйснюються базовi припущення, напри-

клад, що кожен має однаковi шанси пiдхопити вiрус вiд iнфiкованої людини,

оскiльки популяцiя iдеально i рiвномiрно змiшана, i що всi люди з хворобою

однаково заразнi, поки не помруть або не одужають. Бiльш просунутi моделi,
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якi роблять кiлькiснi прогнози, необхiднi пiд час нової пандемiї, подiляють

людей на меншi групи – за вiком, статтю тощо.

Особливий iнтерес становлять клiтиннi автомати, що моделюють рух

iндивiдiв. Клiтиннi автомати можуть подолати недолiки пiдходу з викори-

станням диференцiальних рiвнянь i розглядаються як ефективний альтерна-

тивний метод для моделювання поширення епiдемiї.

У класичнiй SIR моделi є набiр агентiв, якi рухаються в популяцiї. У

нашiй симуляцiї ми розглядаємо набiр агентiв, якi рухаються у просторi, i

тим самим iмiтують життя в мiстi. Кожен агент може належати до однiєї з

трьох категорiй залежно вiд свого стану: S (susceptible) – здоровий i сприйня-

тливий до хвороби, I (infected) – iнфiкований, який може заразити iнших, R

(recovered) – видужав або не сприйнятливий. Агенти поступово переходять

мiж цими станами в процесi моделювання: S → I → R.

Для моделювання необхiдно iнiцiалiзувати параметри моделi [152, 154]:

– загальна кiлькiсть агентiв (N);

– вiдстань, при якiй є ймовiрнiсть заразитися (d);

– тривалiсть моделювання (t);

– iнфiкованi агенти на першiй iтерацiї (n_inf);

– позицiя агента (x, y);

– швидкiсть агента (v) та вектор руху (k);

– радiус зараження (r);

– iнфiкованiсть агента (inf);

– вакцинованiсть агента (vac);

– чи носить агент маску (mask);

– чи агент знаходиться на самоiзоляцiя (isol).

Якщо неiнфiкований агент потрапляє у радiус зараження iнфiковано-

го, вiдбувається оцiнка ймовiрностi iнфiкування. Якщо агент сприйнятливий

(статус S), то з певною ймовiрнiстю вiн може заразитися та змiнити свiй ста-

тус на I. Значення ймовiрностi iнфiкування визначається випадковим числом

z з iнтервалу [0, 1]. Якщо z < p, де p – ймовiрнiсть зараження, агент iнфi-
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кується. Важливо враховувати рiзнi фактори, що впливають на ймовiрнiсть

iнфiкування, наприклад, наявнiсть маски чи вакцини у агента. Наявнiсть

маски може значно знизити ймовiрнiсть зараження, оскiльки вона обмежує

передачу вiрусу вiд iнфiкованого до сприйнятливого агента. Вакцинацiя та-

кож вiдiграє певну роль, оскiльки вакцинованi агенти мають знижений ризик

зараження або можуть мати легший перебiг хвороби. Такi деталi дозволяють

врахувати складну динамiку поширення вiрусу i допомагають моделювати

реальнi сценарiї епiдемiї.

Пiсля завершення часу iнфiкування агент або одужує (статус змiнюється

на R), або помирає. Рiшення про те, чи агент помирає, залежить вiд рiвня

летальностiD: генерується випадкове число з iнтервалу [0, 1], i якщо це число

бiльше за D, агент виживає i переходить до статусу R, iнакше вiн помирає i

видаляється з процесу моделювання.

Симуляцiя триває до моменту, поки всi iнфiкованi агенти не вилiкуються

або не помруть.

Моделювання обмежувальних заходiв

Iзоляцiя: створюються умови, за яких хворий агент не може заразити

iнших. Це можна реалiзувати або через додатковий статус з перевiркою на

кожному кроцi iтерацiї, або шляхом створення окремої зони (iзолятор або до-

машнiй карантин), де знаходяться iнфiкованi агенти i взаємодiють лише мiж

собою. Пiсля одужання агент повертається до основної областi моделюван-

ня. У реальному життi виявити та iзолювати всiх iнфiкованих складно через

iнкубацiйний перiод та можливiсть безсимптомного перебiгу хвороби.

Масковий режим: зменшується ризик зараження, обмежуючи переда-

чу вiрусу через дихальнi шляхи або контакт з забрудненими поверхнями. У

моделюваннi цей ефект враховується через зниження ймовiрностi зараження

на константу Qmask = 0.6. Таким чином, ймовiрнiсть зараження модифiкує-

ться наступним чином: z < pQmask, де z – випадкова величина з iнтервалу

[0, 1].

Вакцинацiя: не гарантується повного уникнення зараження, але значно
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знижується його ймовiрнiсть. Крiм того, вакцинованi агенти частiше перено-

сять захворювання у легкiй формi. У моделi це враховується через зменшен-

ня ризику зараження на константу Qvacination = 0.4. Ймовiрнiсть зараження

розраховується як: z < pQvacination, де z – випадкова величина з iнтервалу

[0, 1].

Моделювання триває до моменту, поки всi iнфiкованi агенти не одужа-

ють. Це дозволяє моделювати рiзнi сценарiї пiд час однiєї симуляцiї. Для ана-

лiзу сценарiїв можливе збереження стану системи в будь-який момент часу,

що дозволяє продовжити моделювання з цього моменту для рiзних умов.

Вихiднi данi моделi включають динамiку загальної кiлькостi iнфiкова-

них, одужаних та померлих агентiв. Запропонована модель дозволяє легко

розрахувати цi показники шляхом пiдсумовування станiв агентiв.

На Рис. 5.9 зображенi рiзнi сценарiї моделювання.

Рис. 5.9 Динамiка кiлькостi iнфiкованих агентiв при рiзних сценарiях

Моделювання 1: Враховано лише масковий режим. Кiлькiсть iнфiко-

ваних агентiв швидко зростає, створюючи критичне навантаження на меди-

чну систему. Пiк захворюваностi є найвищим серед усiх сценарiїв, що свiдчить

про недостатню ефективнiсть маскового режиму без додаткових заходiв.
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Моделювання 2: Враховано лише вакцинацiю. Також спостерiгається

високий пiк iнфiкування, що призводить до значного навантаження на меди-

чну систему. Лише вакцинацiя без iнших обмежень виявляється неефектив-

ною у запобiганнi стрiмкому зростанню кiлькостi хворих.

Моделювання 3: Комбiнацiя маскового режиму та вакцинацiї. Хоча

пiк захворюваностi залишається високим, спостерiгається швидкий спад кiль-

костi iнфiкованих завдяки набуттю iмунiтету через вакцинацiю. Це допомагає

поступово зменшити навантаження на медичну систему, але ситуацiя все ще

залишається критичною.

Моделювання 4: Самоiзоляцiя у разi хвороби та масковий режим. Пiк

захворюваностi стає меншим, а розвиток хвороби проходить бiльш плавно.

Запровадження самоiзоляцiї значно зменшує навантаження на медичну си-

стему та дозволяє уникнути критичних ситуацiй з переповненням лiкарень.

Моделювання 5: Самоiзоляцiя та вакцинацiя. Пiк захворюваностi зна-

чно знижується порiвняно з попереднiми сценарiями, розвиток хвороби про-

ходить бiльш контрольовано. Ця комбiнацiя заходiв дозволяє уникнути пере-

повнення медичної системи та є бiльш ефективною для стримування епiдемiї.

Моделювання 6 (основне): Враховано всi обмежуючi фактори - ма-

сковий режим, самоiзоляцiю, вакцинацiю та перiод одужання. Сценарiй по-

казує найкращi результати з найменшим пiком захворюваностi та плавним

розвитком хвороби. Пiк епiдемiї змiщується в часi, що дозволяє медичнiй си-

стемi краще пiдготуватися та ефективно реагувати на зростання кiлькостi

випадкiв. Комплексне запровадження всiх заходiв є найбiльш ефективним у

стримуваннi пандемiї.

Результати моделювання показують, що найкращий результат досягає-

ться за умови застосування комбiнацiї маскового режиму, вакцинацiї та са-

моiзоляцiї (Моделювання 6). Це дозволяє розтягнути епiдемiчний процес у

часi, уникнути критичного навантаження на медичну систему та забезпечи-

ти ефективне стримування пандемiї.
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Рис. 5.10 Рiзнi симуляцiї кiлькостi iнфiкованих агентiв основої моделi

На рис. 5.10 показано п’ять рiзних симуляцiй основної моделi для демон-

страцiї її стiйкостi. Ми демонструємо, що попереднi графiки не є випадкови-

ми, а рiзнi симуляцiї на часовому промiжку мають схожi результати.

На осi x зображенi iтерацiї моделi, а на осi y – кiлькiсть iнфiкованих

агентiв. З Рис. 5.10 видно, що основнiй моделi вдалося знизити пiк захворю-

ваностi. Попереднi симуляцiї мали пiк iз 80-100 iнфiкованими на однiй iте-

рацiї, тодi як основна модель продемонструвала максимум 67 iнфiкованих.

Середнє значення всiх симуляцiй склало 62 особи як пiк на iтерацiях. В умо-

вах перевантаження медичної системи це є значним досягненням. Також спо-

стерiгається покращення в часовому аспектi – розвиток хвороби проходить

плавнiше та повiльнiше порiвняно з iншими симуляцiями. Середня кiлькiсть

iтерацiй усiх основних симуляцiй становила 36, що свiдчить про ефективнiсть

параметрiв основної моделi.

Аналiз пiкових значень поширення iнфекцiї. У процесi моделюва-

ння динамiки епiдемiї було проаналiзовано пiковi значення поширення iнфе-

кцiї та особливостi динамiки iнфекцiйних хвиль. Оцiнка проведена за такими

критерiями: максимальне та мiнiмальне значення пiку, середнє значення пiку,

а також iтерацiї, на яких спостерiгалися максимальнi значення. Вiдхилення

результатiв наводиться у вiдсотках, що дає змогу оцiнити варiативнiсть мо-

делi при рiзних параметрах.

Максимальне значення пiку (в особах): Дослiдження показало, що
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найбiльша кiлькiсть iнфiкованих осiб у пiковий момент склала 67 ± 2 з вiд-

хиленням ±2, 98%. Це значення вiдповiдає найбiльшiй кiлькостi iнфiкованих

на етапi розгортання епiдемiї.

Мiнiмальне значення пiку (в особах): Найменше значення пiку

склало 59±2, що вiдповiдає вiдхиленню ±3, 38%. Це свiдчить про мiнiмальну

кiлькiсть iнфiкованих осiб пiд час пiкового навантаження системи.

Середнє значення пiку (в особах): Середнє значення пiку за перiод

моделювання склало 62, 4± 6, при цьому вiдхилення становило ±9, 61%. Це

вказує на стабiльнiсть моделi в контекстi середнiх значень пiкового наванта-

ження.

Максимальна iтерацiя з найбiльшим значенням: Максимум iнфi-

кованих осiб спостерiгався на iтерацiї 16± 1, з вiдхиленням ±6, 25%. Це дає

уявлення про час, коли епiдемiя досягає свого пiку.

Мiнiмальна iтерацiя з максимальним значенням: Перший пiк iн-

фiкованих осiб спостерiгався на iтерацiї 13 ± 1, з вiдхиленням ±7, 69%. Це

вказує на початкову фазу розгортання епiдемiї.

Середня iтерацiя з максимальним значенням: Середня iтерацiя,

на якiй спостерiгалося максимальне значення, становить 13, 6 ± 5, з вiдхи-

ленням ±29, 4%. Це свiдчить про те, що пiковi значення можуть виникати в

рiзний час в залежностi вiд параметрiв моделi.

5.5.3 Дослiдження соцiального дистанцiювання за допомогою

навчання з пiдкрiпленням

Моделювання поширення вiрусу за допомогою навчання з пiдкрiплен-

ням (RL) є складним завданням через велику кiлькiсть невизначеностей i

нестабiльностей [155].

Основнi кроки для моделювання поширення вiрусу за допомогою RL

[156, 157]:

1. Визначення динамiчного середовища: необхiдно створити сере-

довище, у якому агенти будуть взаємодiяти мiж собою. Це може бути мережа

зв’язкiв мiж людьми або географiчна карта з визначеними мiсцями зустрiчей.
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2. Визначення агентiв: агенти можуть бути людьми з рiзними хара-

ктеристиками (вiк, стать, стан здоров’я тощо);

3. Визначення цiлей агентiв: метою кожного агента може бути мiнi-

мiзацiя ризику iнфiкування або максимiзацiя користi вiд взаємодiї з iншими

агентами;

4. Визначення винагород: необхiдно визначити винагороди для ко-

жного агента, що вiдображатимуть наближення до досягнення їхньої мети.

Винагорода може нараховуватися за кожну взаємодiю з iншим агентом або

за певний перiод часу.

Середовище. Пiд час моделювання динамiки популяцiї в умовах панде-

мiї ми визначаємо стан населення SIRD (сприйнятливi, iнфiкованi, одужалi,

померлi) на певний день. Ця iнформацiя про стан є важливою як для симу-

ляцiї, так i для середовища RL. Вона включає частки сприйнятливих осiб

(S), загальну кiлькiсть iнфiкованих (I), одужалих (R) та померлих (D) серед

усього населення. Цi параметри передаються до довiльного симулятора ди-

намiчних систем у середовищi WhyNot, яке далi iнтегрує його в середовище

Gym для RL:

– Динамiчна система (simulate_fn);

– Конфiгурацiя (config);

– Початковий стан для запуску симулятора (initial_state);

– Визначений простiр дiй для учня (action_space);

– Визначений простiр спостереження (observation_space);

– Перетворення числових дiй у втручання симулятора (intervention_fn);

– Визначена функцiя винагороди (reward_fn).

Симуляцiя починається з початкового стану i змiнює стан за допомогою

параметрiв (p), взятих з конфiгурацiйного кортежу:

– start_time – початок симуляцiї;

– end_time – кiнець симуляцiї (кiлькiсть iтерацiй);

– delta_t – частота перерахунку параметрiв симулятора;

– sigma – ймовiрнiсть переходу вiд сприйнятливих до iнфiкованих;
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– mu_i – ймовiрнiсть переходу вiд iнфiкованих до одужалих;

– tau_i – ймовiрнiсть переходу вiд iнфiкованих до смертi.

Процес моделювання пандемiї з використанням моделi SIRD включає

взаємодiю агента RL iз стимуляцiєю для оптимiзацiї полiтики соцiального

дистанцiювання. На початку епiзоду симуляцiї середовище RL iнiцiалiзує-

ться розподiлом населення за станом здоров’я, що забезпечує початковий

контекст для прийняття рiшень агентом RL. Агент, керуючись своєю полi-

тикою, оцiнює поточний стан i визначає рiвень соцiального дистанцiювання,

який представлений дискретними дiями вiд 0% до 100%. Обрана дiя коригує

параметри, такi як рiвень передачi в моделi SIRD, i симуляцiя продовжується

на певну кiлькiсть днiв для моделювання ефекту втручання. Пiсля застосува-

ння дiї модель SIRD оновлює стан здоров’я популяцiї, враховуючи динамiку

захворювання та вплив заходiв соцiального дистанцiювання. Пiсля цього об-

числюється винагорода, яка оцiнює ефективнiсть втручання з урахуванням

впливу на здоров’я (наприклад, зниження смертностi та кiлькостi iнфекцiй).

Функцiя винагороди. Функцiя винагороди є важливою для спряму-

вання поведiнки агента, надаючи зворотний зв’язок про те, чи є змiни стану

позитивними або негативними. У нашому дослiдженнi функцiя винагороди

показує дiї, що призводять до позитивних результатiв, таких як зменшення

кiлькостi iнфiкованих осiб, i карає за дiї, що погiршують ситуацiю. Враховую-

чи як позитивнi, так i негативнi наслiдки дiй, функцiя винагороди допомагає

агенту RL обирати дiї, що мiнiмiзують загальний вплив COVID-19.

Функцiя винагороди формулюється наступним чином:

R(t) = 100S(t)− 100I(t)− 1000D(t),

де – R(t) – винагорода в момент часу t;

– S(t) – кiлькiсть сприйнятливих осiб в момент часу t;

– I(t) – кiлькiсть iнфiкованих осiб в момент часу t;

– D(t) – кiлькiсть смертей в момент часу t.

Ця функцiя винагороди стимулює полiтику, яка ефективно зменшує кiль-

кiсть iнфiкованих i померлих.
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У даному пiдходi ми розглянули рiзнi полiтики для кривих захворю-

ваностi, щоб оцiнити їхню ефективнiсть та виявити умови, за яких фактор

дистанцiювання дає найбiльшу винагороду Рис. 5.11.

Рис. 5.11 Графiки iз рiзними станами i результатами функцiї винагороди

Найкращий варiант – 100% соцiальне дистанцiювання, що забезпечує

вiдсутнiсть iнфiкованих, але є нереалiстичним через економiчнi наслiдки.

Зниження дистанцiювання до 50% зберiгає високу ефективнiсть, зменшую-

чи кiлькiсть iнфiкованих i пiдтримуючи економiчну стабiльнiсть.

Помiрнi обмеження (30-40%) виявилися найбiльш збалансованими, оскiль-

ки вони дозволяють знизити кiлькiсть iнфiкованих без значного впливу на

економiку та спосiб життя. Такий пiдхiд забезпечує баланс мiж запровадже-

нням обмежень i контролем над зростанням захворюваностi.

Вiдсутнiсть соцiального дистанцiювання (0%), тобто вiдсутнiсть будь-

яких обмежень, є найгiршим варiантом з найвищим пiком iнфiкування та

мiнiмальною винагородою.

5.5.4 Висновки та перспективи подальших дослiджень

У цьому дослiдженнi розглянуто два пiдходи до моделювання поширення

iнфекцiй: SIR моделi та навчання з пiдкрiпленням. SIR моделi є корисними

для загального аналiзу динамiки захворюваностi та враховують ключовi осо-



164

бливостi взаємодiї мiж групами населення, що дозволяє оцiнити ефективнiсть

рiзних заходiв на макрорiвнi.

Моделювання з RL надає можливiсть адаптивного реагування на змiни

в епiдемiї, що дозволяє агентам навчатися та приймати рiшення, спрямованi

на зменшення поширення iнфекцiї. Запропонована модель включає аспекти

соцiальної динамiки через простi правила, заснованi на статистичних принци-

пах. Найкращi результати досягнуто при 30-40% соцiального дистанцiювання,

що забезпечує баланс мiж контролем епiдемiї та економiчною стабiльнiстю.

Комбiнацiя SIR моделей з RL пiдходом забезпечує комплексний пiдхiд до

моделювання епiдемiй, що дозволяє ефективнiше планувати заходи боротьби

з iнфекцiйними захворюваннями.
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ВИСНОВКИ

Основними результатами, наведеними в звiтi, є такi:

- запропоновано алгоритм розщеплення системи лiнiйних сингулярно

збурених рiвнянь з багатьма малими параметрами до сукупностi незалежних

пiдсистем;

- одержано достатнi коефiцiєнтнi умови iснування розщеплюючого пере-

творення системи лiнiйних сингулярно збурених рiвнянь з багатьма малими

параметрами;

- дослiджено можливiсть побудови асимптотичних розкладiв коефiцiєн-

тiв розщеплюючого перетворення за степенями малих параметрiв;

- встановлено достатнi умови iснування розв’язку крайових задач для

iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями;

- дослiджено схему апроксимацiї крайової задачi для iнтегро-диференцiальних

рiвнянь iз запiзненням, одержанi теоретичнi результати проiлюстрованi на

тестовому модельному прикладi;

- дослiджено iснування та єдинiсть розв’язкiв стохастичних диференцiально-

функцiональних рiвнянь з частинними похiдними спецiального вигляду, роз-

роблено алгоритм їх чисельного моделювання;

- запропоновано критерiї середньоквадратичної стiйкостi та нестiйкостi

дифузiйних стохастичних диференцiально-функцiональних систем Гiхмана–

Iто з випадковими збуреннями;

- розв’язано задачу iснування оптимального керування для стохастичних

диференцiально-функцiональних рiвнянь iз зовнiшнiми збуреннями;

- наведено реалiзацiї чисельного моделювання розв’язкiв стохастичних

рiвнянь iз пуассонiвськими збуреннями, iз запiзненнями та рiвнянь з частин-

ними похiдними;

- означено дисипативне ультрапараболiчне рiвнянням типу Колмогоро-

ва в шарi скiнченної товщини, дослiджено фундаментальний розв’язок задачi

Кошi для виродженого рiвняння типу Колмогорова з коефiцiєнтами, якi мо-

жуть зростати при |x| → ∞;
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- доведено теореми про iнтегральне зображення розв’язкiв неоднорiдного

виродженого рiвняння типу Колмогорова з необмеженими коефiцiєнтами в

групi молодших членiв та з виродженням на початковiй гiперплощинi;

- установлено iснування та єдинiсть класичного розв’язку задачi Кошi

для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючими при

|x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiйної частини.

- дослiджено фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ультрапара-

болiчного рiвняння типу Колмогорова другого порядку з коефiцiєнтами, якi

можуть зростати при |x| → ∞ i не залежать вiд групи змiнних виродження

рiвняння;

- розглянуто питання iснування та єдинiсть класичного розв’язку задачi

Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючи-

ми при |x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiйної частини;

- дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного

числа циклiв параболiчної системи iз малою дифузiєю;

- запропоновано алгоритми дослiдження на стiйкiсть систем лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями та знаходження

верхньої межi запiзнення, для якої зберiгається стiйкiсть системи iз запiзне-

нням;

- здiйснено комплексний аналiз часових рядiв економiчних даних iз за-

стосуванням класичних та сучасних моделей машинного навчання;

- запропоновано алгоритми побудови коефiцiєнтних областей стiйкостi

диференцiально рiзницевих рiвнянь iз багатьма запiзненнями;

- розглянуто задачу про побудову математичних моделей, що описують

екстремальнi режими розвитку екологiчних систем пiд дiєю антропогенних i

природних факторiв;

- розроблено та реалiзовано функцiональну схему iмiтацiйного моделю-

вання рiзних сценарiїв поширення пандемiї COVID-19.
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Birkhäuser, Basel, 2004. (Ser. Operator Theory: Adv. and Appl. 152).

[68] Iвасишен С.Д., Мединський I.П., Пасiчник Г.С. Параболiчнi рiвняння з

виродженнями на початковiй гiперплощинi. Буковинський математи-

чний журнал. 2016. 4 (3–4). C. 57–68.



174

[69] Iвасишен С. Д., Пасiчник Г. С. Ультрапараболiчнi рiвняння з необме-

жено зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв i виродже-

ннями на початковiй гiперплощинi. Мат. методи та фiз.-мех. поля.

2018. 61 (1). C. 31–46.

[70] Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Зображення розв’язкiв рiвняння типу

Колмогорова зi зростаючими коефiцiєнтами та виродженнями на поча-

тковiй гiперплощинi. Буковинський математичний журнал. 2021. 9,

№ 1. C. 189–199.

[71] Пасiчник Г.С. Про зображення розв’язкiв одного ультрапараболiчного

рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами та виродженнями на початко-

вiй гiперплощинi. Мiжнар. наук. конф., присвячена 75-рiччю кафедри

диференцiальних рiвнянь та 85-рiччю вiд дня народження Михайла

Павловича Ленюка (30.10.2021 р., Чернiвцi) : Матерiали конференцiї.

Чернiвцi, 2021. C. 123-124.

[72] Пасiчник Г.С. Особливостi математичної пiдготовки iнженера. Матерi-

али XX Мiжнародної науково-технiчної конференцiї ”Важке машино-

будування. Проблеми та перспективи розвитку”. 01–03 вересня 2022

року / за заг. ред. В. Д. Ковальова. Краматорськ-Тернопiль : ДДМА,

2022. С. 169.

[73] Мединський I.П., Пасiчник Г.С. Iвасишен Степан Дмитрович: життєвий

i творчий шлях. Буковинський математичний журнал. 2022. 10, № 2.

C. 8–19.

[74] Мединський I., Пасiчник Г. Про властивостi об’ємного потенцiалу для

одного параболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами в групi

молодших членiв. Зб. наук. праць. Iн-т прикл.пробл. мех. i матема-

тики iм Я.С.Пiдстригача НАН України. 2023. C. 349–350.

[75] Мединський I., Пасiчник Г. Про властивостi розв’язкiв одного рiвняння

типу Колмогорова, коефiцiєнти якого в групi молодших членiв є зро-

стаючими функцiями. Матерiали мiжнар. наук. конф. ”Математика



175

та iнформацiйнi технологiї”, присвяченої 55-рiччю ф-ту математ. та

iнформ. 28-30 вересня 2023 р. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т, 2023.

С. 265–266.

[76] Буйновський В., Пасiчник Г. Синхронiзацiя каналiв на основi методу

графiчної оцiнки та аналiзу програм. Матерiали мiжнар. наук. конф.

”Математика та iнформацiйнi технологiї”, присвяченої 55-рiччю ф-

ту математ. та iнформ. 28-30 вересня 2023 р. Чернiвцi : Чернiвецький

нац. ун-т, 2023. С. 165.

[77] Мединський I.П., Пасiчник Г.С. Властивостi об’ємного потенцiалу для

одного параболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами групи мо-

лодших членiв. Буковинський математичний журнал. 2023. 11, № 2.

С. 197–210.

[78] Пасiчник Г.С. Про фундаментальний розв’язок ультрапараболiчного

рiвняння, коефiцiєнти якого не залежать вiд змiнних виродження i мо-

жуть зростати. Матерiали мiж нар. наук. конф. ”Прикладна мате-

матика та iнформацiйнi технологiї”, присвяченої 60-рiччю кафедри

прикладної математики та iнформацiйних технологiй, 22-24 вересня

2022 р. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т, 2022. С. 140-141.

[79] Пасiчник Г.С. Розв’язки деяких класiв iнтегральних рiвнянь другого

роду. Буковинський математичний журнал. 2024. 12, № 1. C. 84–93.

[80] Галина Пасiчник, Iгор Мединський. Задача Кошi для одного виродже-

ного рiвняння, коефiцiєнти якого не залежать вiд змiнних виродження

i можуть зростати. V мiжнародна конференцiя, присвячена 145 рiчни-

цi вiд дня народження Ганса Гана, 23–27.09.2024, Чернiвцi : тези доп.

Чернiвцi : Чернiвець. нац. ун-т. iм. Юрiя Федьковича, 2024. С. 80.

[81] Halyna Pasichnyk, Ihor Medynsky. On classical fundamental solution

for ultraparabolic Kolmogorov-type equations with growing coefficients

indepedent on variables of degeneration and with degeneration on the initial

hyperplane. Ukraine Mathematics Conference ”At the End of the Year 2024”



176

(Kyiv, December, 16 -18.2024) : book of abstracts. Kyiv : Taras Shevchenko

National University of Kyiv, 2024. C. 38.

[82] Мединський I.П., Пасiчник Г.С. Фундаментальний розв’язок задачi Ко-

шi для ультрапараболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами, за-

лежними вiд параметра, та з виродженням на початковiй гiперплощинi.

Буковинський математичний журнал. 2024. 12, № 2. C. 143–153.

[83] Мединський I.П., Пасiчник Г.С. Фундаментальний розв’язок задачi Ко-

шi для рiвняння типу Колмогорова з необмеженими коефiцiєнтами, якi

не залежать вiд змiнних виродження. Допов. Нац. акад. наук України.

2025. 3. C. 3–16.

[84] Пасiчник Г.С. Про фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ди-

сипативного ультрапараболiчного рiвняння з незалежними вiд змiнних

виродження коефiцiєнтами. Всеукраїнська наукова конференцiя ”Дифе-

ренцiальнi рiвняння i аналiз даних”, 8-9 травня 2023 р. : Тези доповiдей.

Львiв, 2025. С. 45.

[85] Halyna Pasichnyk, Ihor Medynskyi. On the classical fundamental solution

of the Cauchy problem for a dissipative ultraparabolic equation with two

groups of degenerate variables and with coefficients independent of them.

XII International Skorobohatko Mathematical Conference, September 23–

25, 2025, Lviv : Abstracts. Lviv : Pidstryhach Institute for Applied Problems

of Mechanics and Mathematics, 2025. P. 70.

[86] Pasichnyk Halyna. On a dissipative ultraparabolic equation withs Holder

coefficients independent of the degenerate variables. Мiжнародна конфе-

ренцiя, присвячена 75 рiчницi вiд дня народження Володимира Маслю-

ченка, 25-27.09.2025, Чернiвцi : тези доп. Чернiвцi : Чернiвець. нац. ун-т.

iм. Юрiя Федьковича, 2025. С. 154.

[87] Pasichnyk H. On the Classical Fundamental Solution of the Cauchy Problem

for a Dissipative Ultraparabolic Equation with One Group in Degenerate

Variables and Differential Coefficients Independent of the Degenerate Vari-



177

ables. International Workshop on the Qualitative Theory of Differenti-

al Equations – QUALITDE-2025. Dedicated to the blessed memory of

Professor Revaz Gamkrelidze : Reports of Qualitde, December 6-8, 2025,

Tbilisi, Georgia. V.4. P. 163–166.

[88] Pasichnyk H. On the classical fundamental solution of the Cauchy problem

for a second-order Kolmogorov-type equation with degeneration on the ini-

tial hyperplane and increasing coefficients independent of the degeneration

variables. Ukraine Mathematics Conference ”At the End of the Year 2025”

(Kyiv, December, 18–19. 2025) : book of abstracts. Kyiv : Taras Shevchenko

National University of Kyiv, 2025. P. 112.

[89] Пасiчник Г.С. Задача Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння дру-

гого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами. Буковинський математи-

чний журнал. 2025. 13, № 2. С. 32-38.

[90] Eidelman S. D., Ivasyshen S. D., Kochubei A. N. Analytic methods in the

theory of differential and pseudodifferential equations of parabolic type. Bi-

rkhauser Verlag. 2004. 390 pp.

[91] Iвасишен С. Д., Iвасюк Г. П. Параболiчнi початковi задачi Солонникова-

Ейдельмана. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2011. 74. C. 98–108.

[92] Iвасюк Г. П., Фратавчан Т. М. Про властивостi розв’язкiв однорiдної

модельної 2b-параболiчної крайової задачi. Мiжнародна наукова кон-

ференцiя, присвячена 75-рiччю кафедри диференцiальних рiвнянь та

85-рiччю вiд дня народження Михайла Павловича Ленюка. 28–30 жов-

тня 2021 р. Чернiвцi : Матерiали конференцiї. Чернiвцi, 2021. C. 77.

[93] Iвасюк Г. П., Фратавчан Т. М. Про задачу Кошi для параболiчних за

Ейдельманом систем. Матерiали мiжнародної наукової конференцiї ”-

Прикладна математика та iнформацiйнi технологiї”, присвяченої 60-

рiччю кафедри прикладної математики та iнформацiйних технологiй,

22-24 вересня 2022 р. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т, 2022. C. 124-127.



178

[94] Процах Н. П., Iвасюк Г. П., Фратавчан Т. М. Про задачi для рiвнянь та

систем рiвнянь типу Ейдельмана. Буковинський математичний жур-

нал. 2022. 10, № 2. С. 213-228.

[95] Iвасюк Г. П., Процах Н. П., Фратавчан Т. М. Про властивостi опера-

торiв Грiна i спряжених з ними операторiв, породжених задачею Кошi

для параболiчних за Ейдельманом систем довiльного порядку. Мате-

матика та iнформацiйнi технологiї. Матерiали мiжнародної науко-

вої конференцiї, присвяченої 55-рiччю факультету математики та

iнформатики, 28–30 вересня 2023 р. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т,

2023. С. 206-207.

[96] Ivasiuk H. P., Fratavchan T. M., Protsakh N. P. On the homeomorphisms

arising from the Cauchy problem for parabolic in the sense of Eidelman

systems of arbitrary order. Мiжнародна конференцiя, присвячена 75 рi-

чницi вiд дня народження Володимира Маслюченка (25-27 вересня 2025

року). Тези доповiдей. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т, 2025. С. 131.

[97] Klevchuk I.I. Existence and stability of traveling waves in parabolic systems

of differential equations with weak diffusion. Carpathian Mathematical

Publications. 2022. 14, No 2. P. 493-503.

[98] Belan E.P., Samoilenko A.M. Dynamics of periodic modes of the

phenomenological equation of spin combustion. Ukrainian Math. J. 2013.

65, No 1. P. 21–46.

[99] Samoilenko A.M., Belan E.P. Periodic modes of the phenomenological spin

combustion equation. Differ. Equ. 2015. 51, No 2. P. 214–231.

[100] Гритчук М.В., Клевчук I.I. Бiфуркацiя торiв у параболiчних системах

диференцiальних рiвнянь iз малою дифузiєю. Буковинський матема-

тичний журнал. 2023. 11, № 2. С. 100-103.

[101] Вiзiнська I.I. Моделювання стiйкостi диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь iз запiзненням. Буковинський математичний журнал. 2023. 11,

№ 1. С. 71-79.



179

[102] Матвiй О.В., Черевко I.М. Про апроксимацiю систем iз запiзненням та

їх стiйкiсть. Нелiнiйнi коливання. 2004. 7, № 2. С. 208-216.

[103] Черевко I.М., Тузик I.I., Iлiка С.А. Алгоритм дослiдження стiйкостi

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Матерiали XXVI Мiж-

народної наукової конференцiї ”Сучаснi проблеми прикладної матема-

тики та iнформатики”, Львiв, 27-28 вересня 2021. С. 173-177.

[104] Tuzyk I., Cherevko I. Algorithms for studying the stability of linear

systems with many delay. 12th International Conference on Advanced

Computer Information Technologies, 26-28 September 2022, Spǐsská Kapi-
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