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ПРО ЕНДОЦИКЛIЧНI 2-ПОРОДЖЕНI ГРУПИ ПОРЯДКУ 256 ТА

ЕКСПОНЕНТИ 16

Застосовуючи систему комп’ютерної алгебри GAP, пакети SONATA та LocalNR, ми
визначили всi ендоциклiчнi 2-породженi групи G порядку 256 та експоненти 16, а також
навели список груп, якi не будуть адитивними групами локальних майже-кiлець.
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Вступ

Узагальненням кiльця в тому сенсi, що додавання не обов’язково є комутативним i вико-
нується хоча б один дистрибутивний закон, є майже-кiльце. Очевидно, що кожне асоцiативне
кiльце є майже-кiльцем, i кожна група є адитивною групою майже-кiльця, але не обов’язково
майже-кiльця з одиницею.

Майже-кiльце з одиницею називається локальним, якщо множина усiх необоротних елемен-
тiв утворює пiдгрупу адитивної групи майже-кiльця. Дослiдження локальних майже-кiлець
було iнiцiйовано Мексоном [5], який визначив ряд їх основних властивостей i, зокрема, довiв,
що адитивна група нуль-симетричного локального майже-кiльця є p-групою.

Дослiдження алгебраїчних структур методами теорiї груп та комп’ютерної алгебри є ва-
жливим та перспективним напрямком дослiджень не лише в алгебрi, а й iнших галузях мате-
матики.

Список усiх локальних майже-кiлець порядку не бiльше 31 можна отримати з пакету
SONATA [1] системи комп’ютерної алгебри GAP [4]. Однак класифiкацiя майже-кiлець ви-
щих порядкiв вимагає набагато складнiших обчислень. Для локальних майже-кiлець вони
були реалiзованi в новому GAP-пакетi LocalNR [12]. Поточна версiя (ще не розповсюджена за
допомогою GAP) мiстить 37599 локальних майже-кiлець порядку не бiльше 361, за винятком
порядкiв 128, 256 i деяких локальних майже-кiлець порядкiв 32, 64 i 243.

Основнi результати, що стосуються локальних майже-кiлець, пiдсумованi в оглядах: Си-
сак [15], I. Раєвська та М. Раєвська [9].
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Вiдомо, що iснує 51 неiзоморфна група порядку 32 = 25, з яких 35 є ендоциклiчними
групами, i лише 19 з цих груп є адитивними групами локальних майже-кiлець. Список та базу
даних локальних майже-кiлець порядку 32 можна знайти в [8], [12] та [13].

Зазначимо, що з 267 неiзоморфних груп порядку 64 = 26, 53 є 2-породженими групами, i
лише 39 з цих груп є ендоциклiчними. Бiльш того, 24 з цих груп є адитивними групами ло-
кальних майже-кiлець. Список та базу даних усiх локальних майже-кiлець порядку 64 можна
знайти в [9], [10], [12] та [14].

Iснує 2328 неiзоморфних груп порядку 128 = 27, з яких 162 є 2-породженими групами: 5
груп мають експоненту 64, i лише 2 з цих груп є адитивними групами локальних майже-кiлець,
18 груп мають експоненту 32, i лише 6 з цих груп є адитивними групами локальних майже-
кiлець, 65 груп мають експоненту 16, i лише 16 з цих груп є адитивними групами локальних
майже-кiлець, 72 групи мають експоненту 8, не менше 17 груп є адитивними групами локаль-
них майже-кiлець, та 2 групи мають експоненту 4, i обидвi цi групи є адитивними групами
локальних майже-кiлець. Список та базу даних локальних майже-кiлець порядку 128 можна
знайти в [7] та [11].

Зазначимо, що залишається вiдкритим питання, якi неабелевi групи порядку pn можуть
бути адитивними групами локальних майже-кiлець. З iншого боку, Файгелсток [3] довiв, що
для кожного простого числа p та кожного цiлого n > p iснує група G порядку pn, яка не є
адитивною групою локального майже-кiльця. Ним же було поставлене питання про характе-
ризацiю неабелевих p-груп, якi можуть бути адитивними групами локальних майже-кiлець.

В статтi опишемо ендоциклiчнi 2-породженi групи порядку 256 та експоненти 16. А також
визначимо, якi з цих груп можуть бути адитивними групами локальних майже-кiлець.

1 Попереднi результати

Нагадаємо означення майже-кiльця.

Означення 1. Множина R з двома бiнарними операцiями “ + ” та “ · ” називається майже-
кiльцем, якщо:

1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,

2) (R, ·) — напiвгрупа,

3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3) замiнити аксiомою
(x+ y) · z = x · z + y · z для всiх x, y, z ∈ R, то отримаємо праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та називається адитивною групою, а її нейтральний
елемент 0 — нулем майже-кiльця R. З аксiоми 3 випливає, що r · 0 = r · (0 + 0) = r · 0 + r · 0,
звiдки отримуємо r · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми витiкає, що r · (−s) = −(r · s). Майже-кiльце R

називається нуль-симетричним, якщо також 0 · x = 0.

Означення 2. Майже-кiльце R, в якому напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елементом
i, називається майже-кiльцем з одиницею i. Група всiх оборотних елементiв цього моноїда
позначається через R∗ та називається мультиплiкативною групою майже-кiльця R, а її допов-
нення R \R∗ — множиною необоротних елементiв iз R.
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Означення 3. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо множина L всiх
необоротних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної групи R+. В цьому випадку L будемо
називати пiдгрупою необоротних елементiв майже-кiльця R.

Теорема 1 ([5]). Якщо R — скiнченне локальне майже-кiльце, яке не є майже-полем, то
|R| ≤ |L|2.

Нехай G — група та EndG — множина всiх її ендоморфiзмiв, яку можна розглядати як
напiвгрупу вiдносно операцiї композицiї ендоморфiзмiв. Для кожного g ∈ G позначимо через
gEndG множину {gα|α ∈ EndG} всiх образiв елемента g вiдносно ендоморфiзмiв iз EndG.

Наведемо наступне означення (див., наприклад, [6]).

Означення 4. Групу G назвемо ендоморфно циклiчною (або ендоциклiчною), коли в нiй iснує
елемент g, для якого G = gEndG.

2 Основнi результати

Нагадаємо, що експонентою групи є найменше спiльне кратне порядкiв її елементiв. Зокре-
ма, експонентою скiнченної p-групи є максимальний порядок її елементiв.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-кiльця з одиницею
[2, Theorem 3].

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця R з одиницею дорiвнює ади-
тивному порядку його одиницi, який спiвпадає з адитивним порядком кожного елементу його
мультиплiкативної групи R∗.

Лема 2 ([9]). Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn. Тодi |R∗| = pn−pk, де [n2 ] ≤ k < n.

Позначимо через U(G) множину всiх елементiв групи G, порядок яких дорiвнює експонентi
цiєї групи.

Безпосереднiй наслiдок леми 2.

Наслiдок 1. Якщо група G є адитивною групою локального майже-кiльця R порядку pn, тодi
U(G) не менше pn − pn−1.

Iснує 56092 неiзоморфних груп порядку 256 = 28, з яких 540 є 2-породженими групами: 3
групи мають експоненту 128, 9 груп мають експоненту 64, 30 груп мають експоненту 32, 107
груп мають експоненту 16, 84 групи мають експоненту 8, та 3 групи мають експоненту 4.

Нехай [n, i] — i-та група порядку n у бiблiотецi SmallGroups в GAP.
Застосовуючи систему комп’ютерної алгебри GAP, пакети SONATA та LocalNR, ми визна-

чили всi ендоциклiчнi 2-породженi групи G порядку 256 експоненти 16 та порядок множини
всiх елементiв групи G, порядок яких дорiвнює експонентi цiєї групи.

Лема 3. Наступнi 2-породженi групи G порядку 256 та експоненти 16 є ендоциклiчними, та
вказано порядок U(G) для кожної групи G:

IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 39] C16 × C16 192

Продовження на наступнiй сторiнцi
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IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 40] C16 o C16 192
[256, 41] C16 o C16 192
[256, 42] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 43] (C4 × C2 × C2)o C16 128
[256, 44] ((C4 × C2)o C16)o C2 128
[256, 45] (C2 ×Q8)o C16 128
[256, 46] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 47] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 48] ((C4 × C2)o C16)o C2 128
[256, 49] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 50] (C4 × C4)o C16 128
[256, 51] (C4 × C4)o C16 128
[256, 52] ((C4 × C2)o C2)o C16 128
[256, 53] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 54] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 56] (C16 × C8)o C2 128
[256, 57] Q16 o C16 128
[256, 58] (C8 o C16)o C2 128
[256, 59] Q16 o C16 128
[256, 64] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 64
[256, 80] (C8 o C16)o C2 128
[256, 84] (C8 o C16)o C2 128
[256, 87] C16 o C16 192
[256, 88] C16 o C16 192
[256, 89] C16 o C16 192
[256, 90] ((C16 × C2)o C4)o C2 128
[256, 93] ((C16 o C2)o C4)o C2 128
[256, 95] ((C16 o C2)o C4)o C2 128
[256, 96] (C2 × C2).((C4 o C8)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 97] ((C16 × C2)o C4)o C2 64
[256, 98] ((C8 × C2)o C8)o C2 64
[256, 99] (C2 ×Q16)o C8 64
[256, 100] ((C16 × C2)o C4)o C2 64
[256, 101] (C2 ×Q16)o C8 64
[256, 102] ((C8 × C2)o C8)o C2 102
[256, 104] ((C16 × C2)o C4)o C2 128
[256, 105] (C2 × C2).((C8 o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 106] (C4 o C4)o C16 128

Продовження на наступнiй сторiнцi
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IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 107] (C8 o C4)o C8 64
[256, 109] (C8 o C4)o C8 64
[256, 113] (C8 o C4)o C8 64
[256, 114] (C8 o C4)o C8 64
[256, 115] (C8 o C4)o C8 64
[256, 116] (C8 o C4)o C8 128
[256, 121] (C2 ×Q8)o C16 128
[256, 124] ((C2 × C2).(C2 × C2 × C2))o C8 128
[256, 125] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 126] (C16 × C2)o C8 128
[256, 127] (C16 × C2)o C8 128
[256, 130] (C16 o C2)o C8 128
[256, 131] (C16 o C2)o C8 128
[256, 133] (C16 × C4)o C4 128
[256, 134] (C16 o C4)o C4 128
[256, 136] (C8 × C2)o C16 128
[256, 137] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 139] (C4 o C16)o C4 128
[256, 140] (C8 × C2)o C16 128
[256, 151] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 155] (C8 o C2)o C16 128
[256, 159] (C8 o C8)o C4 64
[256, 160] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 161] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 162] (C8 o C8)o C4 64
[256, 163] (C8 o C8)o C4 64
[256, 164] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 165] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 166] (C8 o C8)o C4 64
[256, 167] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 168] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 169] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 170] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 171] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 172] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 173] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 174] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 179] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 180] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 181] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 182] (C8 × C2)o C16 128

Продовження на наступнiй сторiнцi
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IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 183] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 184] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C2 × C2 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 185] (C4 × C4).((C4 × C2)o C2) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 186] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 187] (C8 o C2)o C16 128
[256, 197] ((C4 o C4)o C4)o C4 128
[256, 218] ((C4 o C4)o C4)o C4 64
[256, 221] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 242] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 246] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 250] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 256] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 128
[256, 257] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 128
[256, 328] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 329] C2.((((C8 × C2)o C2)o C2)o C2) =

= (C2 × C2 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 330] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 331] C2.((((C8 × C2)o C2)o C2)o C2) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 344] (C4.((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C2))o C2 128
[256, 345] (C4.((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C2))o C2 128
[256, 348] C4.((C2 ×Q8)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 349] C4.((C2 ×Q8)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 356] C4.((C4 × C4)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 357] C4.((C4 × C4)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 361] C4.(((C2 × C2 × C2)o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 362] C4.(((C2 × C2 × C2)o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 384] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 64

Застосовуючи до леми 3 наслiдок 1 маємо наступне твердження.

Лема 4. Наступнi 2-породженi ендоциклiчнi групи G порядку 256 та експоненти 16 не є ади-
тивними групами локальних майже-кiлець:
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IdGroup(G) StructureDescription(G)
[256, 64] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2

[256, 97] ((C16 × C2)o C4)o C2

[256, 98] ((C8 × C2)o C8)o C2

[256, 99] (C2 ×Q16)o C8

[256, 100] ((C16 × C2)o C4)o C2

[256, 101] (C2 ×Q16)o C8

[256, 102] ((C8 × C2)o C8)o C2

[256, 107] (C8 o C4)o C8

[256, 109] (C8 o C4)o C8

[256, 113] (C8 o C4)o C8

[256, 114] (C8 o C4)o C8

[256, 115] (C8 o C4)o C8

[256, 159] (C8 o C8)o C4

[256, 160] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 161] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 162] (C8 o C8)o C4

[256, 163] (C8 o C8)o C4

[256, 164] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 165] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 166] (C8 o C8)o C4

[256, 167] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 168] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 169] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 170] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 218] ((C4 o C4)o C4)o C4

[256, 221] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 242] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 246] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 250] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 384] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2

Леми 3 i 4 є результатами обчислень, виконаних за допомогою GAP та пакета LocalNR
(див. https://github.com/raemarina/256_exp_16).

Робота пiдтримана грантом Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, I.Yu.R.,
M.Yu.R.).
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Using GAP, the SONATA and LocalNR packages, we have defined all endocyclic
2-generated groups G of order 256 and exponent 16, and listed the groups that
can not be additive groups of local nearrings.


