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Математична модель впливу забруднення зовнiшнього середовища на iмунну

вiдповiдь органiзму людини

Запропоновано математичну модель iмунної вiдповiдi на iнфекцiйне захворювання з
урахуванням впливу забруднення довкiлля. Фактор забруднення описується узагальне-
ним рiвнянням Гатчiнсона i впливає на формування каскаду плазмоклiтин i ураження
органу-мiшенi. Встановлено умови iснування єдиного розв’язку математичної моделi та
його невiд’ємнiсть на пiвосi для t > 0.

Знайдено стацiонарнi розв’язки моделi та умови їх iснування. Дослiджено стiйкiсть
стацiонарного розв’язку, який характеризує стан вiдсутностi iнфекцiйного захворювання.
Отримана оцiнка величини iнфiкування у початковий момент часу, при якiй не вiдбуває-
ться гострої чи хронiчної форми iнфекцiйного захворювання.
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Вступ

У медичнiй практицi спостерiгається вплив екологiчних факторiв на перебiг рiзного роду
захворювань, зокрема при iмуннiй вiдповiдi органiзму людини на iнфекцiйнi захворювання [1],
[2]. Такий фактор може складатись iз багатьох чинникiв, зокрема забруднень повiтря, води,
харчових продуктiв тощо. Можуть додаватися також впливи соцiального характеру, викликанi
поширенням iнформацiйних фейкiв, iнформацiєю про катастрофи або дiї воєнного характеру.
Епiдемiї i пандемiї супроводжуються iнфекцiйними захворюваннями, механiзмом захисту вiд
яких є iмунна система людини, яка забезпечує захист органiзму вiд чужорiдних антигенiв.

Один iз напрямкiв дослiджень у математичнiй iмунологiї ґрунтується на базовiй моделi
iмунної вiдповiдi на iнфекцiйнi захворювання, запропонованої Г.I. Марчуком [3], i розвинутий
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у багатьох працях, наприклад в [4], [5], [6], [7], [8], зокрема для конкретних iнфекцiйних за-
хворювань [9] та iн. Математична модель у роботi [3] описується системою диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням аргументу i набуває вигляду:

dV

dt
= (β − γF )V, (1)

dC

dt
= αξ(m)VτFτ − µc(C − C∗), (2)

dF

dt
= ρC − ηγFV − µfF, (3)

dm

dt
= σV − µmm, (4)

де змiннi представляють основнi фактори iнфекцiйного процесу. Iмунна вiдповiдь включає ви-
роблення специфiчних об’єктiв (антитiл F (t)), якi генеруються каскадом плазматичних клiтин
C(t). Антитiла здатнi нейтралiзувати або знищувати чужорiднi матерiали (антигени), кiль-
кiсть або концентрацiя яких V (t) змiнюється з часом t ≥ t0 = 0. Модель також включає
вiдносну мiру m(t) ураження органу-мiшенi, яка служить узагальненою мiрою пошкоджен-
ня органу, спричиненого антигенами; ξ(m) = 1 для m ∈ [0,m∗] i ξ(m) = (m − 1)/(m∗ − 1)

для m∗ < m ≤ 1;m∗ ∈ (0, 1). Якщо m ∈ [0,m∗], то ураження органу не впливає на фун-
кцiонування iмунної системи. Фактор запiзнення τ > 0 вiдiграє важливу роль у моделi,
оскiльки вiн задає час вiд моменту iнфiкування до активацiї механiзмiв iмунної вiдповiдi,
Vτ (t) = V (t− τ), Fτ (t) = F (t− τ).

У данiй статтi модель (1)-(4) iмунної вiдповiдi дослiджується iз врахуванням екологiчно-
го фактору на перебiг iнфекцiйного захворювання, зокрема, встановлено умови iснування
i невiд’ємностi розв’язку, знайдено стани рiвноваги та дослiджено їх стiйкiсть i проведено
комп’ютерне моделювання динамiки моделi.

1 Екологiчний фактор

Припустимо, що величина забруднення E(t) оцiнюється у вiдносних одиницях, 0 ≤ E(t) ≤
1, змiнюється з часом i є сумою компонент Ev(t):

E(t) = a1E1(t) + . . .+ amEm(t),

де ваговi коефiцiєнти av ≥ 0, a1 + ... + am = 1. Функцiя E(t) за вiдсутностi значних збурень
має коливний характер i стабiлiзується з часом вiдносно деякого значення K, 0 < K < 1, яке
вiдповiдає нормативному рiвню забруднення довкiлля. Тому вважатимемо, що функцiя E(t) є
розв’язком узагальненого рiвняння Гатчiнсона:

dE(t)

dt
= r

(
1−

(
E(t−∆)

K

)n)
E(t), t > 0. (5)

Тут 0 < r – коефiцiєнт лiнiйного росту, ∆ – усереднений час вiдновлення екологiчної рiвноваги
вiдносно E = K. Параметр n ∈ N дозволяє адекватнiше моделювати динамiку забруднення.

Початкова умова для розв’язку рiвняння (5) набуває вигляду:

E(t) = E0(t), 0 ≤ E0(t) ≤ 1, t ∈ [−∆, 0]. (6)
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Розв’язок задачi (5), (6) невiд’ємний й обмежений при t > 0 [10]. Надалi вважатимемо, що
E(t) ≤ 1 при t ∈ [−∆,∞). Замiнами E(t) = K(1 + x(t)), t = ∆s, рiвняння (5) зводиться до
вигляду:

dx(s)

ds
= −rn∆x(s− 1) + f(x(s), x(s− 1)),

де f – нелiнiйна функцiя аргументiв x(s) i x(s − 1), f(0, 0) = 0. Тому асимптотична стiйкiсть
стацiонарної точки E = K досягається при виконаннi умови [8]:

0 < rn∆ < π/2. (7)

При переходi через точку бiфуркацiї r∆ = π/2n виникає перiодичний розв’язок. Стацiонарний
розв’язок E = 0 – нестiйкий.

2 Модель iмунної вiдповiдi

У моделi iмунної вiдповiдi (1)-(4) запропоновано наступнi змiни. Припустимо, що взаємо-
дiя антиген-антитiло набуває вигляду F kV, k ∈ N , i характеризує сильну iмунну вiдповiдь.
Вплив екологiчного фактору E(t) у моделi (1)-(4) врахуємо, припустивши, що рiст величини
забруднення E(t) сповiльнює швидкiсть утворення каскаду плазмоклiтин C(t) i погiршення
екологiчного стану веде до зменшення швидкостi вiдновлення органу-мiшенi m(t).

У пiдсумку динамiчна система iмунної вiдповiдi набуває вигляду:

dV

dt
= (β − γF k(t))V (t), (8)

dC

dt
= αξ(m(t))V (t− τ)F (t− τ)− µc(C(t)− C∗)− εcE(t), (9)

dF

dt
= ρC(t)− µfF (t) − ηγV (t)F k(t), (10)

dm

dt
= σV (t)− µmm(t) + εmE(t), (11)

де параметри набувають невiд’ємних значень. Початковi умови мають вигляд:

V (t) = 0, t ∈ [−τ, 0], V0 = V0 ≥ 0;F (t) = F0(t) ≥ 0, F0 ∈ C[−τ, 0]; (12)

C(0) = C0 ≥ 0;m(0) = m0 ∈ [0, 1).

3 Невiд’ємнiсть розв’язку моделi

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти системи рiвнянь (5), (8)–(11) i початковi значення розв’язку
при t = 0 невiд’ємнi, iснує неперервний розв’язок системи з початковими умовами (12) при
t > 0 i виконуються нерiвностi:

C0 ≥ C∗, εc < µcC
∗. (13)

Тодi розв’язок початкової задачi (8)–(12) невiд’ємний при t > 0.

Доведення. Невiд’ємнiсть розв’язку V (t) при t > 0, випливає iз зображення

V (t) = V0 exp

(∫ t

0
(β − γF k(s))ds

)
≥ 0,

яке одержується з рiвняння (8). Аналогiчно доводиться невiд’ємнiсть розв’язку задачi (5), (6).
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Оскiльки V (t) ≥ 0 i E(t) > 0, коли t > 0, то

m(t) = m0e
−µmt +

∫ t

0
e−µm(t−s) (σV (s) + εmE(s)) ds ≥ 0, t > 0. (14)

На вiдрiзку [0, τ ], враховуючи умову (13), маємо:

C(t) = C∗ + (C0 − C∗)e−µct − εc

∫ t

0
e−µm(t−s)E(s)ds ≥ C∗ − εc

µc
> 0.

Якщо F (0) > 0, то F (t) > 0 на iнтервалi (0, t1), t1 ≤ τ . Нехай F (t1) = 0, тодi dF (t1)/dt ≤ 0, але

dF (t1)

dt
= ρC(t1)− ηγF k(t1)V (t1)− µcF (t1) = ρC(t1) > 0,

що суперечить припущенню.
Отже, F (t) > 0 при t ∈ [0, τ ]. Оскiльки ξ(m) ≥ 0, то для t ∈ (τ, 2τ ]:

dC(t)

dt
= αξ(m(t))V (t− τ)F (t− τ)− µcC

∗ − εcE(t) ≥ µc(C(t)− C∗)− εcE(t).

Якщо C(t2) = 0, τ < t2 < 2τ , то

dC(t2)

dt
≥ µcC

∗ − εcC > 0,

що суперечить припущенню, оскiльки dC(t2)/dt ≤ 0. Аналогiчно доводиться, що F (t) > 0 при
t ∈ [2τ , 3τ ] i вiдповiдно V (t) > 0, i далi на вiдрiзок [ντ, (ν + 1)] , ν ≥ 3.

Отже, розв’язок моделi невiд’ємний при зроблених припущеннях.

4 Iснування i єдинiсть розв’язку

Розглянемо питання iснування i єдиностi розв’язку задачi (8)-(11).

Теорема 2. Нехай коефiцiєнти системи рiвнянь (5), (8)–(11) i початковi умови невiд’ємнi,
виконуються умови (13). Тодi при t > 0 iснує єдиний розв’язок задачi (6), (8)–(11), диферен-
цiйований при t > τ .

Доведення. Неперервний розв’язок задачi (5), (6) iснує i єдиний при t > 0 [10], [11]. На iнтервалi
(0, τ) розв’язок лiнiйного рiвняння

dC(t)

dτ
= −µc(C(t)− C∗)− εcE(t) (15)

icнує i єдиний. На деякому iнтервалi (0, t) iснування розв’язку iз початковими умовами V (0) >

0, F (0) > 0 на пiдставi теореми 1 одержимо
dF

dt
≤ ρC,

dV

dt
≤ βV.

Розв’язок мажорантої лiнiйної системи iз початковими умовами V (0) i F (0) iснує при t > 0.
Отже, розв’язок рiвнянь (8) i (10) можна продовжити на iнтервал (0, τ) на пiдставi теореми
Уiтнера [12, с. 42-43]. Iснування i єдинiсть розв’язку m(t) випливає iз зображення (14). На
наступному кроцi (τ, 2τ) повторивши аналогiчнi мiркування встановлюється iснування єдиного
розв’язку iз невiд’ємними початковими V (t) i F (t) при t ∈ [0, τ ], C(τ) > 0 i m(τ) > 0. Методом
крокiв [10] отримується iснування розв’язку для t > 0.

Оскiльки початкова функцiя для розв’язку V (t) розривна при t = 0, то розв’язок задачi
(5)–(6), (8)–(11) неперервний для t ∈ [0, τ ] i диференцiйований при t > τ внаслiдок гладко-
стi правих частин системи. Єдинiсть розв’язку випливає iз гладкостi правих частин системи
рiвнянь.
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5 Стацiонарнi розв’язки та їх стiйкiсть

Стацiонарний розв’язок E = K асимптотично стiйкий при виконаннi умови (7). Для систе-
ми рiвнянь (8)–(11), за медично прийнятної умови ξ(m) = 1, стацiонарнi розв’язки знаходяться
iз нелiнiйної системи рiвнянь:

(β − γF k)V = 0,

αV F − µc(C − C∗)− εcK = 0, (16)

ρC − µfF − ηγV F k = 0,

σV − µmm+ εmE = 0.

Стацiонарний розв’язок, що вiдповiдає стану здорового органiзму з незначним ураженням
органу-мiшенi m, що не перевищує m∗, набуває вигляду:

V1 = 0, C1 = C∗ − εcK

µc
, F1 =

ρC1

µf
,m1 =

εmK

µm
. (17)

Такий розв’язок iснує, якщо виконуються умови:

εc ≤
µcC

∗

K
, εm ≤ µmm∗

K
. (18)

Якщо V ̸= 0, то

F2 =
k

√
β

γ
,m2 =

σ2V2 + εmK

µm
, (19)

а значення C2 i V2 є розв’язками системи лiнiйних рiвнянь{
µcC − αF2V = µcC

∗ − εcK,

ρC − ηγF k
2 V = µfF2.

Звiдси одержимо:

C2 =
αµc + ηγ(εcK − µcC

∗)F k−1
2

αρ− ηγµcF
k−1
2

, V2 =
ρ(εcK − µcC

∗) + µcµfF2

αρF2 − ηγµcF k
2

. (20)

Стацiонарний розв’язок (19), (20) вiдповiдає стану хронiчного захворювання при допусти-
мому рiвню забруднення E = K. Отриманий розв’язок має змiст, якщо V2 > 0, оскiльки тодi

ρC2 = µfF2 + µγV2F
k
2 > 0.

Додатнiсть V2 забезпечується виконанням однiєї iз систем нерiвностей:

ρ(µcC
∗ − εcK) < µcµfF2, (21)

αρ > ηγµcF
k−1
2 ,

або

ρ(µcC
∗ − εcK) > µcµfF2, (22)

αρ < ηγµcF
k−1
2 ,

Умови (21) вiдповiдає стану сильної iмунної вiдповiдi, умови (22) - стану iмунодефiциту
[3].
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6 Асимптотична стiйкiсть стану здорового органiзму

Характеристичне рiвняння, вiдповiдне лiнеаризованiй системi (8) – (11) на розв’язку (17),
набуває вигляду:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β − γF k

1 − λ 0 0 0

αF1e
−λτ −µc − λ 0 0

−ηγF k
1 ρ −µf − λ 0

σ 0 0 −µm − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Власнi значення

λ1 = β − γF k
1 < 0, λ2 = −µc < 0, λ3 = −µf < 0, λ4 = −µm < 0,

якщо виконується умова
β − γF k

1 < 0. (23)

Отже, при виконаннi умови 0 < rn∆ < π/2 й умови (23) стацiонарнi розв’язки E1 = K i (17)
локально асимптотично стiйкi.

Як i в працi [3], для запропонованої моделi (8)-(11) вкажемо верхню оцiнку V ∗ – iмунологi-
чний бар’єр, що для початкового значення iнфiкування V0 > 0, такого, що V0 < V ∗, iнфекцiйне
захворювання матиме субклiнiчну форму.

Теорема 3. Нехай виконуються умова (23) й оцiнки

εc ≤
µcC

∗

K
, εm ≤ µmm∗

K
, 2 exp (−µc τ) < 1. (24)

Тодi для початкового значення V0, такого, що 0 < V0 < V ∗, де

V ∗ =
1

ηβ

(
ρC∗ − µf

k

√
β

γ

)
+

εcρ

ηβµc
(2e−µcτ − 1), (25)

розвитку iнфекцiйного захворювання у гострiй чи хронiчнiй формi не вiдбувається i

lim
t→∞

V (t) = 0.

Доведення. Iз умови (23) випливає, що розв’язок V (t) монотонно спадає на деякому iнтервалi
(0, t1). У точцi t = t1 функцiя V (t) досягає мiнiмуму i тодi β−γF k(t1) = 0. Розглянемо спочатку
випадок, коли t1 < τ . Iснує iнтервал (t1, t2), t2 ≤ τ , на якому функцiя V (t) зростає, тому
F k(t) < β/γ. Оскiльки 0 < E(t) ≤ 1, то згiдно з доведенням теореми 1, i враховуючи оцiнку
(24) одержимо, що на цьому iнтервалi одержимо:

C(t) ≥ εc
µc

e−µcτ +
εc
µc

(e−µct − 1) ≥ εc
µc

(2e−µcτ − 1) > 0. (26)

Iз рiвняння (10) i оцiнок (26) випливає:

dF (t1)

dt
= ρC(t1)− ηγV (t1)F

k(t1)− µfF (t1) ≥ (27)

ρ(C0 +
εc
µc

(2e−µcτ − 1))− ηγV0
β

γ
− µc

k

√
β

γ
.
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Якщо V0 < V ∗, то з нерiвностi (27) матимемо:

(ρC∗ − µf
k

√
β

γ
) +

ρεc
µc

(2e−µcτ − 1)− ηβV0 > 0.

Отримана оцiнка суперечить припущенню, тому функцiя V (t) спадає на iнтервалi (0, τ).

Нехай тепер τ < t1 < t2 ≤ 2τ . Тодi для t ∈ (t1, t2] одержимо

dC(t)

dt
≥ αV (t− τ)F (t− τ)− µc(C(t)− C∗)− εcE(t) ≥ µc(C(t)− C∗)− εcE(t),

оскiльки функцiї V (t) i F (t) набувають додатних значень. Отже, на iнтервалi (t1, t2) викону-
ється оцiнка вигляду (26), тому F (t2) > 0, що пiдтверджує спадання функцiї V (t) на iнтервалi
(τ, 2τ). Аналогiчнi оцiнки отримується також i на iнтервалах (kτ, (k + 1)τ), k = 2, 3, ..., що
пiдтверджує висновок щодо iмунологiчного бар’єру V ∗, непроходження якого не приводить до
гострої чи хронiчної форми iнфекцiйного захворювання.

Наслiдок 1. Враховуючи значення стацiонарного розв’язку (17) запишемо умову (23) у ви-
глядi

β < γ
ρk

µk
f

(C∗ − εcK

µc
)k.

Звiдси випливає, що при невеликiй швидкостi розмноження антигена β або достатнiй концен-
трацiї iмунокомпетентних плазмоклiтин C∗, що вiдбувається, зокрема, при вакцинацiї, розви-
тку захворювання не вiдбудеться.

7 Числове моделювання

На пiдставi вiдповiдної дискретної моделi за допомогою набору iнструментiв для аналi-
тичного й чисельного розв’язання систем диференцiальних рiвнянь у програмному пакетi
Wolfram Mathematica проiлюструємо поведiнку розв’язкiв моделi iмунної вiдповiдi (8)–(11)
за наявностi i вiдсутностi впливу екологiчного фактору E(t).

Якщо фактор E(t) не впливає на перебiг iнфекцiйного захворювання (εc = εm = 0), то
спостерiгається гостра форма захворювання з досягненням пiкових значень концентрацiї ан-
тигена V 1

max i плазмоклiтин C1
max (рис.1, а-б), причому C(t) → 1.4 iз ростом t i перевищує

C∗.
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1: Динамiка iмунної вiдповiдi. Параметри: β = 1.2, γ = 0.3, α = 1.7, µc = 0.1, ρ = 2.0, C∗ =

1.4, µf = 0.15, η = 2.0, σ = 0.35, µm = 0.2, τ = 4.5,m∗ = 0.15, εc = εm = 0.
Початковi умови: V0 = 0.1, C0 = 1.0, F0 = 0.0001,m0 = 0

.

Якщо у рiвняннi (5) параметри набувають значень: r = 0.5,K = 0.2, n = 2, k = ∆ =

1, а початкова умова E0(t) = 0.15, t ∈ [−∆, 0], то стацiонарний розв’язок задачi E(t) = K

асимптотично стiйкий (рис. 2 (а)), оскiльки rn∆ = 1 < π/2.

(а) r = 0.5 (б) r = 0.8

Рис. 2: Динамiка фактору забруднення зовнiшнього середовища E(t).
Параметри: K = 0.2, n = 2, k = ∆ = 1.

Припустимо, що фактор E(t) впливає на динамiку iмунної вiдповiдi (εcεm ̸= 0). У цьому
випадку V 2

max > V 1
max, значення C(t) i F (t) наближаються до стацiонарних значень C1 i F1 при

t → ∞, якi менше значень без впливу фактору забруднення зовнiшнього середовища (рис.3
(а,б)). При цьому залишається незначне ураження m(t) < m∗ органу-мiшенi (рис. 3 (г)).
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3: Динамiка iмунної вiдповiдi iз впливом фактору забруднення зовнiшнього
середовища(εc = 0.25, εm = 0.15).

Якщо стан рiвноваги E = K порушується, наприклад, при r = 1.3, то спостерiгається осци-
ляцiйна поведiнка розв’язкiв (8)–(11). При цьому m(t) → m2 > 0 при t → ∞, тобто ураження
органу-мiшенi повнiстю не зникає. Також, максимальнi значення концентрацiї антигена V 3

max

i плазмоклiтин C3
max перевищують вiдповiднi значення, якi набуваються без впливу фактору

забруднення зовнiшнього середовища (рис. 4 (а,б)).

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4: Динамiка iмунної вiдповiдi iз впливом фактору забруднення зовнiшнього сере-
довища при r = 1.3.
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Отже, за результатами розглянутих прикладiв можна прослiдкувати вплив екологiчного
фактору на перебiг iнфекцiйного захворювання, пов’язаного iз забрудненням зовнiшнього се-
редовища. Спостерiгається рiст максимального значення антигена, осциляцiйна поведiнка мiри
ураження органу-мiшенi, запiзнення в досягненнi максимальних значень формування каскаду
плазмоклiтин i популяцiї антитiл.
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Bihun Y.Y., Ukrainets O.Z. Mathematical Model of the Impact of Environmental Pollution on
the Human Immune Response, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 114–124.

A mathematical model of the immune response to an infectious disease is proposed, taking
into account the impact of environmental pollution. The pollution factor is described by a
generalized Hutchinson equation and influences the formation of the plasma cell cascade and
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the damage to the target organ. The conditions for the existence of a unique solution to the
mathematical model and its non-negativity on the semi-axis [0,∞) are established.

The stationary solutions of the model and the conditions for their existence are obtained.
The stability of the stationary solution, which characterizes the state of absence of the infectious
disease, is investigated. An estimate of the initial infection level is derived, under which the
infectious disease does not occur.
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