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ЗАДАЧА З ДВОМА КРАТНИМИ ВУЗЛАМИ ДЛЯ

ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У працi дослiджено коректнiсть задачi з двома кратними вузлами за видiленою змiн-
ною t та умовами перiодичностi за рештою координат x1, . . . , xp для лiнiйних псевдодифе-
ренцiальних рiвнянь. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку розглядуваної
задачi у просторах експоненцiйного типу на торi. За допомогою метричного пiдходу до-
ведено теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку
задачi.
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Вступ

Задачi з двома кратними вузлами для рiвнянь iз частинними похiдними є цiкавими для
побудови загальної теорiї крайових задач [2, 13, 21]. Такi задачi є моделями низки фiзичних
процесiв [13]. У працях [4, 14, 16, 17, 18] встановлено достатнi умови коректної розв’язностi
задач з двома кратними вузлами за видiленою змiнною t та умовами перiодичностi за рештою
координат для окремих класiв рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами. Цi
достатнi умови сформульовано в термiнах дiофантових властивостей послiдовностi характе-
ристичних визначникiв, пов’язаних зi задачею. Для обгрунтування зазначених властивостей
у цитованих працях було використано метричний пiдхiд та результати метричної теорiї чи-
сел [1, 3, 13, 15] i доведено, що такi властивостi виконуються для майже всiх (стосовно мiри
Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвняння та значень вузлiв iнтерполяцiї.

Поряд iз цим, недостатньо вивченими залишаються задачi з двома кратними вузлами iн-
терполяцiї для загальних рiвнянь iз частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами. Це
зумовлено, очевидно, складною нелiнiйною структурою малих знаменникiв, якi виникають
при побудовi розв’язкiв таких задач, та вiдсутнiстю ефективних пiдходiв для встановлення
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оцiнок знизу цих знаменникiв. Розробцi вказаних питань на випадок псведодиференцiальних
рiвнянь зi змiнними за t символами присвячена дана праця. Важливу роль для оцiнювання
малих знамнникiв вiдiграє специфiчна вронскiанна технiка, розроблена у роздiлах 4–6.

Зауважимо, що для випадку необмежених за просторовими координатами областях класи
єдиностi двоточкових задач для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними встановле-
но у роботах [10, 11], при цьому використано диференцiально-символьний метод вiдокремлення
змiнних [7].

1 Основнi позначення

Домовимося про такi позначення: Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p, QT
p = (0, T ) × Ωp, k =

(k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1|+ . . .+ |kp|, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, Dx =
(
−i ∂

∂x1
, . . . ,−i ∂

∂xp

)
, (t, x) =

(t, x1, . . . , xp) ∈ QT
p , (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp, mes RnM – мiра Лебега в Rn вимiрної множини

M ⊂ Rn; δj,q – символ Кронекера: δj,q =

{
1, j = q,

0, j ̸= q
;

Cn(I;R) (Cn(I;C)) – простiр дiйснозначних (комплекснозначних) функцiй, n раз неперервно
диференцiйовних на промiжку I ⊂ R;
Tn – простiр тригонометричних полiномiв степеня n, n ∈ Z+ :

Tn =

φ(x) =
∑

k∈Zp, |k|≤n

φk exp(ik, x) : φk ∈ C, |k| ≤ n

 ;

T =
∪

n∈N Tn – простiр тригонометричних полiномiв скiнченного степеня, збiжнiсть у якому
визначається таким чином [5]: послiдовнiсть{

φm(x) =
∑
k

φm
k exp(ik, x); m ∈ N

}
⊂ T

збiгається до φ(x) =
∑

k φk exp(ik, x) ∈ T , якщо:
1) iснує N ∈ N таке, що φm(x) ∈ TN для всiх m ∈ N,
2) для кожного k ∈ Zp ∃ lim

m→∞
φm
k = φk;

T ′ – простiр антилiнiйних неперервних функцiоналiв на T зi слабкою збiжнiстю, який спiвпа-
дає з простором формальних тригонометричних рядiв [5];
Cn([0, T ]; T ) (Cn([0, T ]; T ′)) – простiр функцiй u(t, x), n раз неперервно диференцiйовних за t,
i таких, що при кожному фiксованому t ∈ [0, T ] ∂ju

∂tj
∈ T (T ′), j = 0, 1, . . . , n;

Wα,β(G), α, β ∈ R, – простiр, отриманий поповненням простору скiнченних тригонометричних
полiномiв φ(x) =

∑
φk exp(ik, x) за нормою

∥φ(x);Wα,β(G)∥ =

√∑
|k|≥0

|φk|2G2α(k) exp(2βG(k)),

де G : Zp → R+ – така додатна функцiя, що: 1) G(k) ≥ 1, k ∈ Zp; 2) lim
|k|→+∞

G(k) = +∞;

Cn([0, T ];Wα,β(G)) – простiр функцiй u(t, x) таких, що при фiксованому t ∈ [0, T ] похiднi
∂ju(t, x)/∂tj , 0 ≤ j ≤ n, належать до простору Wα,β(G) i як елементи цього простору є непе-
рервними за t на [0, T ]; норму в просторi Cn([0, T ];Wα,β(G)) задаємо формулою

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju(t, x)

∂tj
;Wα,β(G)

∥∥∥∥ ;
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Sn(G), n = 0, 1, . . . – множина псевдодиференцiальних операцiй A(t,Dx), дiя яких на функцiю
u(t, x) =

∑
|k|≥0

uk(t) exp(ik, x) задається формулою

A(t,Dx)u(t, x) =
∑
|k|≥0

A(t, k)uk(t) exp(ik, x),

де для кожного k ∈ Zp A(t, k) ∈ Cn[0, T ], причому

sup
k∈Zp

{∥A(t, k)∥Cn[0,T ]

G(k)

}
< ∞;

функцiї A(t, k), k ∈ Zp, називатимемо амплiтудами псевдодиференцiальної операцiї A(t,Dx);
Sn
R(G), n = 0, 1, . . . – множина операцiй A(t,Dx) ∈ Sn(G), усi амплiтуди яких є дiйснозначними

функцiями.

2 Формулювання задачi

Розглядаємо задачу

Ln

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡ ∂nu

∂tn
+

n−1∑
j=0

Aj(t,Dx)
∂ju

∂tj
= 0, (t, x) ∈ QT

p , (1)


Uj [u] ≡

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 1, . . . , r, 1 ≤ r < n, x ∈ Ωp,

Ur+j [u] ≡
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=t1

= φr+j(x), j = 1, . . . , n− r, x ∈ Ωp,

(2)

де 0 < t1 ≤ T , Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1. Задача (1), (2) називається задачею з
кратними вузлами t = 0 i t = t1, числа r i (n−r) називаються кратностями вузлiв t = 0 i t = t1
вiдповiдно.

Означення 1. Задачу (1), (2) будемо називати (+∞,+∞)-коректною, якщо для довiльних
φj ∈ T , j = 1, . . . , n, у просторi Cn([0, T ]; T ) iснує єдиний розв’язок u(t, x) цiєї задачi, який не-
перервно залежить вiд φj(x), j = 1, . . . , n, тобто з того, що послiдовностi {φm

j }∞m=1, j = 1, . . . , n,
збiгаються в T до φj , j = 1, . . . , n, вiдповiдно, випливає, що послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1

розв’язкiв задач

Ln (∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ) до u(t, x).

Означення 2. Задачу (1), (2) будемо називати (−∞,−∞)-коректною, якщо для довiльних
φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n, у просторi Cn([0, T ]; T ′) iснує єдиний розв’язок u(t, x) цiєї задачi, який не-
перервно залежить вiд φj(x), j = 1, . . . , n, тобто з того, що послiдовностi {φm

j }∞m=1, j = 1, . . . , n,
збiгаються в T ′ до φj , j = 1, . . . , n, вiдповiдно, випливає, що послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1

розв’язкiв задач

Ln (∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ′) до u(t, x).
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Означення 3. Задачу (1), (2) будемо називати (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де α, β ∈ R, α⃗ =

(α1, . . . , αn) ∈ Rn, β⃗ = (β1, . . . , βn) ∈ Rn, якщо для довiльних φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n,

iснує єдина функцiя u(t, x) з простору Cn([0, T ];Wα,β(G)) така, що

∥Ln (∂/∂t,Dx)u(t, x);C([0, T ];Wα−1,β(G))∥ = 0,∥∥Uj [u(t, x)]− φj(x);Wαj ,βj
(G))

∥∥ = 0, j = 1, . . . , n,

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ ≤ C
n∑

j=1

∥φj(x);Wαj ,βj
(G)∥,

де стала C > 0 не залежить вiд вибору φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n.

У статтi числа αj , βj , j = 1, . . . , n, будемо використовувати тiльки, як компоненти векторiв
α⃗, β⃗ ∈ Rn.

3 Умови коректностi задачi (1), (2)

Встановимо умови коректностi задачi (1), (2). Оскiльки операцiї Aj(t,Dx) належать до
класу S0(G), то Aj(t, k) ∈ C[0, T ], j = 0, 1, . . . , n−1, k ∈ Zp. Тому для кожного k ∈ Zp звичайне
диференцiальне рiвняння

Ln

(
d

dt
, k

)
uk(t) = 0, (3)

має таку фундаментальну систему розв’язкiв f1(t, k), . . . , fn(t, k) ∈ Cn[0, T ], що

f (j−1)
q (0, k) = δj,q, j, q = 1, . . . , n. (4)

Позначимо:

∆(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fr+1(t1, k) . . . fn(t1, k)

f ′
r+1(t1, k) . . . f ′

n(t1, k)

. . . . . . . . .

f
(n−r−1)
r+1 (t1, k) . . . f

(n−r−1)
n (t1, k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , k ∈ Zp. (5)

Теорема 1. Нехай Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n−1. Для (α, β, α⃗, β⃗)-коректностi задачi (1),
(2) необхiдно, а для (+∞,+∞)-коректностi та (−∞,−∞)-коректностi задачi (1), (2) необхiдно
й досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) ̸= 0. (6)

Доведення. Розглянемо випадок (−∞,−∞)-коректностi.
Необхiднiсть. Якщо ∆(k0) = 0 для деякого k0 ∈ Zp, то система (n− r) лiнiйних рiвнянь

n∑
q=r+1

Ck0,qf
(j−1)
q (t1, k

0) = 0, j = 1, . . . , n− r,

має ненульовий розв’язок (Ck0,r+1, . . . , Ck0,n). Легко перевiрити, що тодi функцiя

u0(t, x) =

n∑
q=r+1

Ck0,qfq(t, k
0) exp(ik0, x)
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належить до простору Cn([0, T ]; T ′) i є ненульовим розв’язком однорiдної задачi, яка вiдповiдає
задачi (1), (2). Це суперечить (−∞,−∞)-коректностi задачi (1), (2).

Достатнiсть. Нехай в умовах (2) правi частини φj(x) належать до T ′, j = 1, . . . , n. Тодi
правильними є наступнi зображення:

φj(x) =
∑
|k|≥0

φj,k exp(ik, x), j = 1, . . . , n, (7)

де φj,k ∈ C, j = 1, . . . , n, k ∈ Zp. Якщо функцiя u(t, x) =
∑

|k|≥0

uk(t) exp(ik, x) належить до про-

стору Cn([0, T ]; T ′) i є розв’язком задачi (1), (2), то кожна функцiя uk(t), k ∈ Zp, є розв’язком
рiвняння (3) i справджує умови

u
(j−1)
k (0) = φj,k, j = 1, . . . , r, u

(j−1)
k (t1) = φr+j,k, j = r + 1, . . . , n. (8)

Розв’язок задачi (3), (8) з простору Cn[0, T ] зображується рiвнiстю

uk(t) =

n∑
q=1

Ck,qfq(t, k), k ∈ Zp, (9)

де сталi Ck,q, q = 1, . . . , n, є розв’язками системи рiвнянь

n∑
q=1

Ck,qf
(j−1)
q (0, k) = φj,k, j = 1, . . . , r,

n∑
q=1

Ck,qf
(j−1)
q (t1, k) = φr+j,k, j = 1, . . . , n− r.

(10)

Iз початкових умов (4) для функцiй f1(t, k), . . . , fn(t, k) та перших r рiвнянь системи (10)
випливає, що Ck,q = φq,k, q = 1, . . . , r. Тодi останнi (n − r) рiвнянь системи (10) набувають
вигляду

n∑
q=r+1

Ck,qf
(j−1)
q (t1, k) = φr+j,k −

r∑
q=1

φq,kf
(j−1)
q (t1, k), j = 1, . . . , n− r. (11)

Оскiльки визначник системи (11) спiвпадає з визначником ∆(k) i виконується умова (6), то
система (11) має єдиний розв’язок Ck,r+1, . . . , Ck,n, який знаходимо за правилом Крамера:

Ck,q =

n−r∑
j=1

∆j,q(k)

∆(k)

(
φr+j,k −

r∑
q=1

φq,kf
(j−1)
q (t1, k)

)
, (12)

де ∆j,q(k), j, q = 1, . . . , n − r, – алгебричне доповнення елемента f
(j−1)
r+q (t1, k) у визначнику

∆(k). Iз формул (9), (12) випливає, що при виконаннi умови (6) задача (1), (2), у якiй функцiї
φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n, визначенi рiвностями (7), має єдиний розв’язок

u(t, x) =
∑
|k|≥0

exp(ik, x)

{
r∑

q=1

φq,kfq(t, k)−
n∑

q=r+1

n−r∑
j=1

r∑
s=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
×

× fq(t, k)f
(j−1)
s (t1, k)φs,k +

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
fq(t, k)φr+j,k

}
, (13)
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що належить до простору Cn([0, T ]; T ′). Доведемо, що за умови (6) отриманий розв’язок (13)
неперервно залежить вiд φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n.

Нехай послiдовностi {φm
j (x)}∞m=1 збiгаються в T ′ до φj(x), j = 1, . . . , n, вiдповiдно. Це

означає, що

φm
j (x) =

∑
|k|≥0

φm
j,k exp(ik, x), φj,k ∈ C, j = 1, . . . , n, m ∈ N, (14)

i для кожного k ∈ Zp iснує границя lim
m→∞

φm
j,k = φj,k, j = 1, . . . , n. Оскiльки виконується умова

(6), то для кожного m ∈ N задача

Ln(∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

має в просторi Cn([0, T ]; T ′) єдиний розв’язок um(t, x) ≡
∑

|k|≥0

umk (x) exp(ik, x). Iз формул (12),

(13), (14) дiстаємо, що

um(t, x) =
∑
|k|≥0

exp(ik, x)

{
r∑

q=1

φm
q,kfq(t, k)−

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

r∑
s=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
×

× fq(t, k)f
(j−1)
s (t1, k)φ

m
s,k +

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
fq(t, k)φ

m
r+j,k

}
. (15)

Iз формул (13), (15) випливає, що для кожного k ∈ Zp i для довiльного t ∈ [0, T ] виконуються
нерiвностi ∣∣∣∣djumk (t)

dtj
− djuk(t)

dtj

∣∣∣∣ ≤ C1δkMk

( r∑
j=1

|φm
j,k − φj,k|Mk +

n∑
j=r+1

|φm
j,k − φj,k|

)
, (16)

де j = 0, 1, . . . , n, m ∈ N, C1 > 0 – стала, яка не залежить вiд j, k,m, t,

δk = 1 + max
1≤j,q≤n−r

∣∣∣∣∆j,q(k)

∆(k)

∣∣∣∣ , Mk = 1 + max
1≤q≤n

{∥fq(t, k);Cn[0, T ]∥}, k ∈ Zp.

З нерiвностей (16) отримуємо, що для кожного k ∈ Zp iснує границя

lim
m→∞

∥umk (t)− uk(t);C
n[0, T ]∥ = 0.

Таким чином, послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1 збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ′) до u(t, x).
Доведення теореми для випадкiв (−∞,−∞)-коректностi та (α, β, α⃗, β⃗)-коректностi прово-

диться аналогiчно. Теорему доведено.

Приклад 1. Нехай рiвняння (1) має факторизований вигляд(
∂

∂t
−Bn(t,Dx)

)
. . .

(
∂

∂t
−B1(t,Dx)

)
u(t, x) = 0,

у якому Bj(t,Dx) ∈ Sn−j
R (G), j = 1, . . . , n. У цьому випадку диференцiальний вираз Ln(d/dt, k),

k ∈ Zp, є композицiєю диференцiальних виразiв першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами.
Тодi за теоремою Пойя (див. [6, с. 87]) умова (6) виконується для довiльного t1 ∈ (0, T ].
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Теорема 2. Нехай Aj(t,D) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1, справджується умова (6) та iсну-
ють сталi γ, δ ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується
нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ G−γ(k) exp(−δG(k)). (17)

Якщо αj ≥ α+ γ + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + δ + (n− r + 2)AT, j = 1, . . . , r,

βj ≥ β + δ + (n− r + 1)AT, j = r + 1, . . . , n,

де

A = sup
k∈Zp

 1

G(k)

√√√√1 +

n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|Aj(t, k)|2

 , (18)

то задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною.

Доведення. Функцiї fq(t, k), q = 1, . . . , n, є розв’язками рiвняння (3) i справджують умови (4).
Зведемо задачi Кошi (4) для рiвняння (3) до вiдповiдних задач Кошi для системи рiвнянь
першого порядку i використаємо наслiдок 1 iз [9, с. 29]. Тодi для функцiй iз фундаментальної
системи розв’язкiв рiвняння (3) отримаємо оцiнки

max
t∈[0,T ]

|f (j)
q (t, k)| ≤ C2(1 + δj,nG(k)) exp(ATG(k)), j = 0, 1, . . . , n, q = 1, . . . , n. (19)

Iз нерiвностей (19) дiстанемо, що

|∆j,q(k)| ≤ C3 exp((n− r)ATG(k)), j, q = 1, . . . , n− r. (20)

Нехай в умовах (2) φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n. Оскiльки виконується умова (6), то iснує

єдиний формальний розв’язок задачi (1), (2), який зображається рядом (13). Доведемо, що
цей ряд належить до простору Cn([0, T ];Wα,β(G)). З нерiвностей (17)–(20) для коефiцiєнта
Фур’є uk(t), k ∈ Zp, ряду (13) отримуємо оцiнки

max
t∈[0,T ]

|u(q)k (t)|2 ≤ C4

( r∑
j=1

|φj,k|2w2
k(γ + 1; δ + (n− r + 2)AT )+

+
n∑

j=r+1
|φj,k|2w2

k(γ + 1; δ + (n− r + 1)AT )
)
, q = 0, 1, . . . , n,

(21)

де вжито позначення wk(ξ; η) = Gξ(k) exp(ηG(k)), k ∈ Zp. Враховуючи елементарнi спiввiдно-
шення

wk(α;β)wk(γ + 1; δ + (n− r + 2)AT ) ≤ wk(αj ;βj), j = 1, . . . , r,

wk(α;β)wk(γ + 1; δ + (n− r + 1)AT ) ≤ wk(αj ;βj), j = r + 1, . . . , n,

з формули (13) та оцiнок (21) дiстаємо, що

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ =
n∑

q=0

max
t∈[0,T ]

√∑
|k|≥0

|u(q)k (t)|2w2
k(α;β) ≤

≤ C5

n∑
j=1

√∑
|k|≥0

|φj,k|2w2
k(αj ;βj) = C5

n∑
j=1

∥φj(x);Wαj ,βj
(G)∥.

Таким чином, ряд (13) належить до простору Cn([0, T ];Wα,β(G)) i неперервно залежить вiд
функцiй φj ∈ Wαj ,βj

(G), j = 1, . . . , n. Теорему доведено.
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4 Допомiжнi твердження

Наступнi леми будуть використанi при дослiдженнi питання про можливiсть виконан-
ня нерiвностi (17). Домовимося про те, що для n гладких функцiй g1(t), . . . , gn(t) символ
W (g1, . . . , gn)(t) позначатиме вронскiан

W (g1, . . . , gn)(t) = det
∥∥∥g(j−1)

q (t)
∥∥∥n
j,q=1

.

Лема 1. Нехай функцiї g1(t), . . . , gn(t) утворюють на вiдрiзку [a, b] фундаментальну систему
розв’язкiв звичайного диференцiального рiвняння

g(n)(t) + pn−1(t)g
(n−1)(t) + . . .+ p0(t)g(t) = 0, n ≥ 2,

коефiцiєнти pj(t), j = 0, 1, . . . , n− 1, якого є такими, що

pn−1 ∈ Cn−1[a, b], pj ∈ Cn−2[a, b], j = 0, 1, . . . , n− 2.

Нехай Gj(t) – мiнор вронскiана W (g1, . . . , gn)(t), який вiдповiдає елементовi g
(n−1)
j (t), j =

1, . . . , n, i нехай
G̃j(t) = eα(t)Gj(t), j = 1, . . . , n,

де α(t) =
∫ t
a pn−1(τ)dτ . Тодi функцiї G̃j(t), j = 1, . . . , n, утворюють на [a, b] фундаментальну

систему розв’язкiв рiвняння

G̃(n)(t) +

n−1∑
j=0

(−1)n−j(pj(t)G̃(t))(j) = 0, (22)

таку, що ∣∣∣W (G̃1, . . . , G̃n)(t)
∣∣∣ = ∣∣∣enα(t)∣∣∣ · |W (g1, . . . , gn)(t)|n−1 . (23)

Доведення. Те, що функцiї G̃j(t), j = 1, . . . , n, утворюють фундаментальну систему розв’язкiв
рiвняння (22) – вiдомий факт (див. [8, §17.7]).

Доведемо iстиннiсть спiввiдношення (23). Для n = 2 рiвнiсть (23) можна перевiрити без-
посередньою пiдстановкою. Дiйсно, у цьому випадку G1(t) = g2(t), G2(t) = g1(t) i тому

W (G̃1, G̃2)(t) = W (eα(t)G1(t), e
α(t)G2(t)) = e2α(t) · W (g2, g1)(t) = −e2α(t) · W (g1, g2)(t).

У випадку n ≥ 3 через Vj,q(t), j, q = 1, . . . , n, будемо позначати мiнор, що вiдповiдає еле-
ментовi g(j−1)

q (t) у визначнику W (g1, . . . , gn)(t). Легко перевiрити, що для кожного q = 1, . . . , n,

виконуються наступнi спiввiдношення:

V ′
n,q(t) = Vn−1,q(t),

V ′
n−1,q(t) = −pn−2(t)Vn,q(t)− pn−1(t)Vn−1,q(t) + Vn−2,q(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

V ′
2,q(t) = (−1)np1(t)Vn,q(t)− pn−1(t)V2,q(t) + V1,q(t),

V ′
1,q(t) = (−1)n+1p0(t)Vn,q(t)− p1(t)V1,q(t).

(24)
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У системi (24) зробимо замiну

Ṽj,q(t) = eα(t)Vj,q(t), α(t) =

∫ t

a
pn−1(τ)dτ, j = 1, . . . , n. (25)

Враховуючи, що
V ′
j,q(t) + pn−1(t)Vj,q(t) = e−α(t)Ṽ ′

j,q(t), j = 1, . . . , n,

з рiвнянь системи (24) дiстанемо, що

Ṽ ′
n,q(t) = pn−1(t)Ṽn,q(t) + Ṽn−1,q(t),

Ṽ ′
n−1,q(t) = −pn−2(t)Ṽn,q(t) + Ṽn−2,q(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ṽ ′
2,q(t) = (−1)np1(t)Ṽn,q(t) + Ṽ1,q(t),

Ṽ ′
1,q(t) = (−1)n+1p0(t)Ṽn,q(t).

(26)

Оскiльки G̃j(t) = Ṽn,j(t), j = 1, . . . , n, то з формул (25), (26) випливає, що

W (G̃1, . . . , G̃n)(t) = W (Ṽn,1, . . . , Ṽn,n)(t) = det
∥∥∥Ṽj,q(t)

∥∥∥n
j,q=1

. (27)

Згiдно з твердженням задачi 57 у [12, Ч. 2, с. 126] виконується рiвнiсть

det
∥∥∥Ṽj,q(t)

∥∥∥n
j,q=1

= enα(t) det ∥Vj,q(t)∥nj,q=1 . (28)

Очевидно, що ∣∣det ∥Vj,q(t)∥nj,q=1

∣∣ = ∣∣∣det ∥∥(−1)j+qVq,j(t)
∥∥n
j,q=1

∣∣∣ . (29)

Матриця
∥∥∥∥ (−1)j+qVq,j(t)

W (g1, . . . , gn)(t)

∥∥∥∥n
j,q=1

є оберненою до матрицi
∥∥∥g(j−1)

q (t)
∥∥∥n
j,q=1

. Тому

det
∥∥(−1)j+qVq,j(t)

∥∥n
j,q=1

= Wn−1(g1, . . . , gn)(t). (30)

З формул (27)–(30) випливає рiвнiсть (23).

Iз леми 1 випливає такий наслiдок.

Лема 2. Нехай функцiї g1, . . . , gn ∈ C2n−1[a, b] є такими, що

∀t ∈ [a, b] W (g1, . . . , gn)(t) ̸= 0.

Позначимо через Gj(t) мiнор вронскiана W (g1, . . . , gn)(t), який вiдповiдає елементовi g(n−1)
j (t),

j = 1, . . . , n. Тодi функцiї G1(t), . . . , Gn(t) належать до простору Cn[a, b], до того ж

∀t ∈ [a, b] |W (G1, . . . , Gn)(t)| = |W (g1, . . . , gn)(t)|n−1.

Доведення. Iз умови леми 2 випливає, що функцiї g1(t), . . . , gn(t) утворюють на [a, b] фунда-
ментальну систему розв’язкiв звичайного диференцiального рiвняння

W (g1, . . . , gn, y)(t)

W (g1, . . . , gn)(t)
= 0. (31)
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Розвинемо визначник W (g1, . . . , gn, y) за елементами останнього стовпця, тодi запишемо рiв-
няння (31) у виглядi

y(n)(t) +

n−1∑
q=0

rq(t)y
(q)(t) = 0, (32)

де

rq(t) =
wq(t)

W (g1, . . . , gn)(t)
, q = 0, 1, . . . , n− 1,

а wq(t) – алгебричне доповнення елемента y(q)(t), q = 0, 1, . . . , n− 1, у визначнику
W (g1, . . . , gn, y)(t). Iз умови леми 2 випливає, що коефiцiєнти rq(t), q = 0, 1, . . . , n−1, рiвняння
(32) пiдпорядкованi таким вимогам гладкостi: rn−1 ∈ Cn−1[a, b], rj ∈ Cn−2[a, b], j = 0, 1, . . . , n−
2. Тому твердження леми 2 випливає з леми 1.

5 Метричнi оцiнки малих знаменникiв

З’ясуємо питання про можливiсть виконання нерiвностi (17), додатково припускаючи, що
функцiя G : Zp → R+, яка описує рiст амплiтуд псевдодиференцiальних операцiй у рiвняннi
(1), для деяких невiд’ємних λ, µ справджує умову∑

|k|≥0

G−λ(k) exp(−µG(k)) < ∞. (33)

Нам знадобиться класична лема Бореля-Кантеллi.

Лема 3. (Бореля–Кантеллi, [13, 19]). Нехай {Ak}∞k=1 — послiдовнiсть вимiрних (за мiрою
Лебега в Rn) множин з Rn таких, що

∞∑
k=1

mes Rn Ak < ∞.

Тодi мiра Лебега в Rn множини тих точок, якi потрапляють до нескiнченної кiлькостi множин
даної послiдовностi, дорiвнює нулю.

Для кожного j = 0, 1, . . . , r, через Vj(t, k) позначимо вронскiан (n− j) функцiй
fj+1(t, k), . . . , fn(t, k):

Vj(t, k) =

∣∣∣∣∣∣∣
fj+1(t, k) . . . fn(t, k)

. . . . . . . . .

f
(n−j−1)
j+1 (t, k) . . . f

(n−j−1)
n (t, k)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Через Vj,q(t, k), q = j+1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , r, будемо позначати той мiнор визначника Vj(t, k),
який вiдповiдає елементовi f (n−j−1)

q (t, k); зрозумiло, що мiнор Vj,j+1(t, k) спiвпадає з вронскi-
аном Vj+1(t, k).

Лема 4. Нехай Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n − 2, An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G). Якщо на
деякому промiжку I ⊂ [0, T ] виконується нерiвнiсть

∀t ∈ I |Vj(t, k)| ≥ exp(−ρjG(k)), ρj ∈ R, (34)
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то для довiльного σj > 0 множину

{t ∈ I : |Vj+1(t, k)| < exp(−ρj+1G(k)) }, ρj+1 = (n− j − 1)(ρj +AT + σj),

можна покрити не бiльше, нiж Nj+1(k) промiжками, довжина кожного з яких не перевищує
dj+1(k), при цьому для довiльного ε ∈ (0, σj) виконуються оцiнки

Nj+1(k) ≤ C6|I| exp((ξj + ε)G(k)), dj+1(k) ≤ C7 exp((ε− σj)G(k)),

де ξj = (ρj + 2AT )(n− j − 1), а додатнi сталi C6, C7 не залежать вiд k.

Доведення. Iз умови леми 4 випливає, що

Aj(t, k) ∈ Cn−2[0, T ], j = 0, 1, . . . , n− 2, An−1(t, k) ∈ Cn−1[0, T ].

Тому функцiї fj+1(t, k), . . . , fn(t, k) належать до простору C2(n−j)−1[0, T ].
Оскiльки Vj(t, k) ̸= 0 для всiх t ∈ I, то за лемою 2

|W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| = |W (fj+1, . . . , fn)(t, k)|n−j−1 = |Vj(t, k)|n−j−1.

Тодi з нерiвностi (34) випливає, що

|W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| ≥ exp(−(n− j − 1)ρjG(k)). (35)

Розкриваючи визначник W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k) i враховуючи, що

∀ε > 0 ∀ξ ∈ R sup
k∈Zp

{Gξ(k) exp(−εG(k))} < ∞,

з оцiнок (19) отримаємо

∀ε > 0 |W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| ≤ C(n, j) max
0≤q≤n−j−1

{|V (q)
j+1(t, k)|}×

×
(

max
0≤q≤n−j−1,

j+2≤s≤n

{|V (q)
j,s (t, k)|}

)n−j−1
≤ C8 max

0≤q≤n−j−1
{|V (q)

j+1(t, k)|}×

× exp((n− j − 1)(AT + ε)G(k)), (36)

де C(n, j), C8 > 0 – сталi, якi не залежать вiд k ∈ Zp. Тодi з формул (35), (36) випливає, що
для довiльного ε > 0 iснує стала C9 > 0 така, що в кожнiй точцi t ∈ I виконується нерiвнiсть

max
0≤q≤n−j−1

{|V (q)
j+1(t, k)|} ≥ C9 exp(−(n− j − 1)(ρj +AT + ε)G(k)). (37)

Зазначимо також, що для довiльного ε > 0 iснує стала C10 > 0 така, що

max
0≤q≤n−j

{|V (q)
j+1(t, k)|} ≤ C10 exp((n− j − 1)(AT + ε)G(k)), k ∈ Zp. (38)

Використовуючи мiркування, аналогiчнi до наведених при доведеннi допомiжних лем у
працi [20], з формул (37), (38) отримуємо твердження леми 4.
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Теорема 3. Нехай An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G), Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

нерiвнiсть (17) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при довiльному
γ ∈ R та δ = νr, де число νr визначається зi системи таких рекурентних спiввiдношень:
n1 = 3AT (n− 1), ν1 = (n− 1)((3n− 2)AT + µ+ σ0,{

νj+1 = (n− j − 1)(nj + νj +AT + µ+ σj) + (n− j − 1)2(νj + 2AT ),

nj+1 = nj + (n− j − 1)(νj + 2AT ), j = 1, . . . , r − 1,

де σj , j = 0, 1, . . . , r − 1, – довiльнi фiксованi додатнi числа.

Доведення. Розглянемо такi множини:

Ej(k) = {t ∈ [0, T ] : |Vj(t, k)| < exp(−νjG(k))}, k ∈ Zp, j = 1, . . . , r.

Iз формули Лiувiлля для вронскiана системи функцiй f1(t, k), . . . , fn(t, k) випливає, що на
всьому вiдрiзку [0, T ] виконується нерiвнiсть

|W (f1, . . . , fn)(t, k)| = |V0(t, k)| ≥ exp(−ATG(k)) = exp(−ν0G(k)).

Згiдно з лемою 4, множину E1(k) можна покрити вiдрiзками, якi позначимо через I
(1)
q (k),

q = 1, . . . , N1(k), довжина кожного з яких не перевищує d1(k); при цьому для довiльного ε > 0

виконуються такi оцiнки:
N1(k) ≤ C11 exp((n1 + ε)G(k)),

d1(k) ≤ C12 exp

((
ν0 −

ν1
n− 1

+ ε

)
G(k)

)
.

Таким чином,
N1(k)∑
q=1

mes R I(1)q (k) ≤ N1(k)d1(k) ≤ C13G
−λ(k) exp(−µG(k)).

Припустимо, що множину Ej(k), j ≥ 1, можна покрити вiдрiзками, якi позначимо через
I
(j)
q (k), q = 1, . . . , Nj(k), довжина кожного з яких не перевищує dj(k) так, що для довiльного
ε > 0 виконуються оцiнки

Nj(k) ≤ C14 exp((nj + ε)G(k)),

dj(k) ≤ C15 exp

((
νj−1 +AT − νj

n− j
+ ε

)
G(k)

)
.

Тодi
Nj(k)∑
q=1

mes R I(j)q (k) ≤ Nj(k)dj(k) ≤ C16G
−λ(k) exp(−µG(k)). (39)

Множина [0, T ]\
{Nj(k)∪

q=1
I
(j)
q (k)

}
складається з не бiльше нiж Nj(k) + 2 промiжкiв J

(j+1)
q (k),

q ≤ Nj(k) + 2. На кожному з промiжкiв J
(j+1)
q (k), q ≤ Nj(k) + 2, виконується нерiвнiсть

|Vj(t, k)| ≥ exp(−νjG(k)).
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За лемою 3 кожну з множин Ej+1(k) ∩ J
(j+1)
q (q ≤ Nj(k) + 2) можна покрити N

(j+1)
q (k) вiд-

рiзками I
(j+1)
q,s , s ≤ N

(j+1)
q (k), довжина кожного з яких не перевищує dj+1(k); при цьому для

довiльного ε > 0 виконуються оцiнки

N (j+1)
q (k) ≤ C17 exp(((n− j − 1)(νj + 2AT ) + ε)G(k)),

dj+1(k) ≤ C18 exp

((
νj +AT − νj+1

n− j − 1
+ ε

)
G(k)

)
,

Нехай

Πj+1(k) =

Nj(k)∪
q=1

I(j)q

∪
Nj(k)+2∪

q=1

N
(j+1)
q (k)∪
s=1

I(j+1)
q,s

 .

Зрозумiло, що система вiдрiзкiв Πj+1(k) є покриттям множини Ej+1(k). Оскiльки

Nj(k)+1∑
q=1

N
(j+1)
q (k)∑
s=1

mes R I(j+1)
q,s ≤ C19G

−λ(k) exp(−µG(k)), (40)

то з нерiвностей (39), (40) випливає, що

mes REj+1(k) ≤ C20G
−λ(k) exp(−µG(k)).

Таким чином, дiстаємо
mes REr(k) ≤ C21G

−λ(k) exp(−µG(k)).

Iз умови (33) випливає, що ряд
∑

|k|≥0

mes REr(k) є збiжним. Тодi за лемою Бореля–Кантеллi

мiра Лебега в R множини тих чисел t1, якi належать до нескiнченної кiлькостi множин Er(k),
k ∈ Zp, дорiвнює нулевi. Теорему доведено.

6 Частковi випадки задачi

Результат теореми 3 можна суттєво уточнити для часткових випадкiв задачi (1), (2), ко-
ли кратнiсть вузла t = 0 є максимальною (r = n − 1) або мiнiмальною (r = 1). Вiдповiднi
уточнення встановлено у теоремах 4, 5.

Лема 5. (див. [20]) Нехай функцiя f ∈ Cn([a, b];C) є розв’язком рiвняння

y(n)(t) + a1(t)y
(n−1)(t) + . . .+ an(t)y(t) = 0, (41)

в якому aj ∈ C([a, b];C), j = 1, . . . , n. Якщо

max
1≤j≤n

|f (j−1)(a)| ≥ δ > 0,

n∑
j=1

max
t∈[a,b]

|f (j)(t)| ≤ M,

то для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується оцiнка

mes R {t ∈ (a, b) : |f(t)| < ε} ≤ C22max
{
1, Mδ exp

(
n(b−a)A

n−1

)}
n−1
√

ε/δ,

де ε2 =
δ exp(−(b−a)A)

(2
√
n)

, A =
(
1 +

n∑
j=1

max
t∈[a,b]

|aj(t)|2
)1/2

, C22 = C22(n, b− a).
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Теорема 4. Нехай Aj(t,D) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n− 1, а для функцiї G(k) виконується умова
(33). Якщо r = n − 1, то нерiвнiсть (17) виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
R) чисел t1 ∈ (0, T ], для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при γ ≥ (λ+1)(n−1),
δ ≥ (2n− 1)AT + µ(n− 1).

Доведення. Якщо r = n − 1, то ∆(k) = fn(t1, k), k ∈ Zp. Функцiя fn(t, k) є розв’язком задачi
Кошi:

f (n)
n (t, k) +

n−1∑
j=0

Aj(t, k)f
(j)
n (t, k) = 0, f (j−1)

n (0, k) = δj,n, j = 1, . . . , n.

Використаємо лему 5 для оцiнки мiр множин

Mγ,δ(k) := {t1 ∈ (0, T ] : |fn(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δG(k)) }, k ∈ Zp.

Враховуючи, що

max
1≤j≤n

|f (j−1)
n (0, k)| = 1,

√√√√1 +

n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|Aj(t, k)|2 ≤ AG(k),

а також те, що
∥fn(t, k);Cn[0, T ]∥ ≤ C23G(k) exp(ATG(k)),

при γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ ≥ (2n− 1)AT + µ(n− 1), дiстанемо, що

mes RMγ,δ(k) ≤ C24G(k) exp

(
2n− 1

n− 1
ATG(k)

)
n−1
√

G−γ(k) exp(−δG(k) =

= C24G
1−γ/(n−1)(k) exp

(
(2n− 1)AT − δ

n− 1
G(k)

)
≤ C25G

−λ exp(−µG(k)), k ∈ Zp.

Таким чином, при γ ≥ (λ+1)(n−1), δ ≥ (2n−1)AT +µ(n−1) ряд
∑

|k|≥0

mes RMγ,δ(k) є збiжним.

Тодi з леми Бореля–Кантеллi випливає, що мiра Лебега в R множини чисел t1, якi належать
до нескiнченної кiлькостi множин Mγ,δ(k), k ∈ Zp, дорiвнює нулевi. Теорему доведено.

Теорема 5. Нехай Aj(t,D) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n− 2, An−1(t,D) ∈ Sn−1(G), а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Якщо r = 1, то нерiвнiсть (17) виконується для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ] для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp при

γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ ≥ (2n− 1)A1T + µ(n− 1) + an−1T,

де

A1 = a
(
1 +

n−1∑
j=0

r2j

)1/2
, rj =

n−1−j∑
q=0

Cj
j+q, j = 0, 1, . . . , n− 1,

an−1 = max
{
0; sup

k∈Zp
max
t∈[0,T ]

G−1(k)ReAn−1(t, k)
}
,

a=max sup
k∈Zp

{
max

0≤j≤n−2
G−1(k)∥Aj(t, k)∥Cn−2[0,T ];G

−1(k)∥An−1(t, k)∥Cn−1[0,T ]

}
.
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Доведення. У випадку r = 1 визначник ∆(k) є мiнором (n − 1)-го порядку, що вiдповiдає
елементовi f (n−1)

1 (t1, k) у вронскiанi W (f1, . . . , fn)(t, k). Розглянемо функцiю

y(t, k) ≡ ∆(k) exp

(∫ t

0
An−1(τ)dτ

)
, k ∈ Zp. (42)

За лемою 1 функцiя y(t, k), k ∈ Zp, на вiдрiзку [0, T ] є розв’язком рiвняння

y(n)(t, k) +

n−1∑
j=0

(−1)n−j(Aj(t, k)y(t, k))
(j) = 0. (43)

Пiсля елементарних перетворень (розкриття похiдних за правилом Лейбнiца та змiни порядку
пiдсумовування) рiвняння (43) зведемо до такого вигляду:

y(n)(t, k) +

n−1∑
j=0

rj(t, k)y
(j)(t, k) = 0, (44)

де rj(t, k) ≡
n−1−j∑
q=0

(−1)n−q−jCj
j+qA

(q)
j+q(t, k), j = 0, 1, . . . , n − 1. Для коефiцiєнтiв rj(t, k), j =

0, 1, . . . , n− 1, рiвняння (44) виконуються нерiвностi

max
t∈[0,T ]

|rj(t, k)| ≤
n−1−j∑
q=0

Cj
j+q max

t∈[0,T ]
|A(q)

j+q(t, k)| ≤ arjG(k), j = 0, 1, . . . , n− 1,

з яких випливає, що √√√√1 +
n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|rj(t, k)|2 ≤ A1G(k).

Оскiльки f
(j−1)
q (0, k) = δj,q, j, q = 1, . . . , n, то з формули Тейлора для функцiй

f2(t, k), . . . , fn(t, k) випливають такi розвинення:

fq(t, k) =
tq−1

(q − 1)!
+ βq(t, k)t

n, q = 2, . . . , n, (45)

де βq(t, k), q = 2, . . . , n,− неперервнi функцiї в околi точки t = 0. У випадку r = 1 визначник
∆(k) для кожного k ∈ Zp дорiвнює значенню у точцi t = t1 вронскiана
Wn−1(f2(t, k), . . . , fn(t, k)) системи функцiй f2(t, k), . . . , fn(t, k). Враховуючи властивiсть врон-
скiана, описану в задачi 57 у [12, ч. 2, с. 126], з розвинень (45) отримаємо, що в околi точки
t1 = 0 виконується рiвнiсть

∆(k) = Wn−1

(
t1
1!

+ β2(t1, k)t
n
1 , . . . ,

tn−1
1

(n− 1)!
+ βn(t1, k)t

n
1

)
=

= tn−1
1 Wn−1

(
1

1!
+ β2(t1, k)t

n−1
1 , . . . ,

tn−2
1

(n− 1)!
+ βn(t1, k)t

n−1
1

)
=

= tn−1
1 Wn−1

(
1

1!
, . . . ,

tn−2
1

(n− 1)!

)
+ β(t1, k)t

n
1 = C26t

n−1
1 + β(t1, k)t

n
1 , (46)

де C26 = 1
(n−1)! , а β(t1, k) – неперервна функцiя в околi точки t1 = 0. Iз розвинення (46)

випливає, що
dj−1∆(k)

dtj−1
1

∣∣∣
t1=0

= δj,n, j = 1, . . . , n. (47)
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На пiдставi правила Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй, iз рiвностi (42) та
формул (47) отримуємо, що

dj−1y(t1, k)

dtj−1
1

∣∣∣
t1=0

= δj,n, j = 1, . . . , n. (48)

Застосовуючи лему 5 до функцiї y(t, k), яка є розв’язком задачi Кошi (44), (48), дiстаємо, що
при γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ0 ≥ (2n− 1)A1T + µ(n− 1)

mes R {t1 ∈ (0, T ] : |y(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δ0G(k))} ≤

≤ C27G(k) exp
(
2n−1
n−1 A1TG(k)

)
n−1
√
G−γ(k) exp(−δ0G(k) =

= C27G
1− γ

(n−1) (k) exp
((2n− 1)A1T − δ0

n− 1
G(k)

)
≤ C28G

−λ exp(−µG(k)), k ∈ Zp. (49)

Iз рiвностi (42) випливає включення

{t1 ∈ [0, T ] : |∆(k)| < G−γ(k) exp(−(δ0 + an−1T )G(k))} ⊂

⊂ {t1 ∈ [0, T ] : |y(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δ0G(k))}, k ∈ Zp.

Тому з нерiвностей (49) отримуємо, що ряд∑
|k|≥0

mes {t1 ∈ [0, T ] : |∆(k)| < G−γ(k) exp(−(δ0 + an−1T )G(k)) }

є збiжним, коли γ ≥ (λ + 1)(n − 1), δ0 ≥ (2n − 1)A1T + µ(n − 1). Iз леми Бореля–Кантеллi
дiстаємо твердження теореми.

7 Коректнiсть двоточкової задачi для майже всiх значень другого вузла
iнтерполяцiї

Зауваження 1. Для кожного k ∈ Zp визначник ∆(k) як функцiя змiнної t1 може мати на
[0, T ] не бiльш нiж скiнченну кiлькiсть нулiв. Тому множина∪

k∈Zp

{t1 ∈ [0, T ] : ∆(k) = 0}

має нульову мiру Лебега.

Iз теорем 2–5 i зауваження 1 випливають такi твердження про коректнiсть задачi (1), (2)
для майже всiх чисел t1 ∈ (0, T ].

Наслiдок 1. Нехай An−1(t,D) ∈ Sn−1(G), Aj(t,D) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ γ + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + νr + (n− r + 2)AT, j = 1, . . . , r,

βj ≥ β + νr + (n− r + 1)AT, j = r + 1, . . . , n,

γ – довiльне дiйсне число, число νr – таке ж, як у теоремi 3.
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Наслiдок 2. Нехай Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1, а для функцiї G(k) виконується
умова (33). Якщо r = n − 1, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ (λ+ 1)(n− 1) + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + µ(n− 1) + (2n+ 2)AT, j = 1, . . . , n− 1,

βn ≥ β + µ(n− 1) + (2n+ 1)AT.

Наслiдок 3. Нехай An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G), Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, i нехай для
функцiї G(k) виконується умова (33). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
t1 ∈ (0, T ] задача (1), (2) при r = 1 є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ (λ+ 1)(n− 1) + 1, j = 1, . . . , n,

β1 ≥ β + µ(n− 1) + ((2n− 1)A1 + an−1 + 3nA)T,

βj ≥ β + µ(n− 1) + ((2n− 1)A1 + an−1 + (3n− 1)A)T, j = 2, . . . , n,

де сталi A1, an−1 – такi ж, як у теоремi 5.

8 Висновки

Ця стаття присвячена дослiдженню коректностi задач з локальними двоточковими умо-
вами за змiнною t для рiвнянь з псевдодиференцiальними за x операцiями, символи яких
залежать вiд t. Встановлено умови однозначної розв’язностi цих задач у функцiональних про-
сторах, вага яких залежить вiд функцiї, що описує можливий рiст амплiтуд псевдодиференцi-
альних операцiй–коефiцiєнтiв рiвняння. На основi тверджень про оцiнки мiр виняткових мно-
жин гладких функцiй уперше для рiвнянь загального вигляду зi змiнними за t коефiцiєнтами
доведено, що такi умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) значень другого
вузла iнтерполяцiї. Доцiльним завданням є перенесення отриманих результатiв на випадок
систем псевдодиференцiальних рiвнянь зi змiнними за t коефiцiєнтами.
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In this paper, we study the well-posedness of a problem with two multiple nodes with
respect to a distinguished variable t and periodicity conditions with respect to the remaining
coordinates x1, . . . , xp for linear pseudodifferential equations. Conditions for the existence and
uniqueness of a solution to the problem under consideration in spaces of exponential type on
the torus are established. By means of a metric approach, theorems providing lower bounds for
small denominators arising in the construction of the solution are proved.


