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ОЦIНКА ПАРАМЕТРIВ НЕОДНОРIДНИХ ПРИХОВАНИХ

НАПIВМАРКIВСЬКИХ МОДЕЛЕЙ

Стаття присвячена дослiдженню неоднорiдних прихованих напiвмарковських моделей,
запропоновано методику оцiнювання параметрiв у випадку, коли змiна розподiлiв часу
перебування у станах та матриць ймовiрностей переходiв є обмеженою за часом.

Отриманi результати дозволяють застосовувати модель для опису систем зi змiнною
структурою. Запропонована методика може бути використаною в задачах аналiзу часових
рядiв зi структурними змiнами, а також для задач оптимального керування стохастичних
систем, де важливим є врахування змiн у поведiнцi процесу впродовж часу.
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Вступ

У роботi Yu S.-Z. [1] розглянуто прихованi напiвмарковськi моделi як розширення класи-
чних прихованих марковських моделей шляхом введення явного розподiлу тривалостi станiв.
Це дозволяє моделювати неоднорiднi процеси, де часовi iнтервали мiж подiями не є експо-
ненцiйно розподiленими. Автор систематизував рiзнi пiдходи до побудови таких моделей та
модифiкував алгоритм forward–backward для їхньої реалiзацiї. У роботi [1] розширено класи-
чну приховану марковську модель, вводячи змiнну θt — тривалiсть перебування системи у
прихованому станi Yt. Нехай Xt позначає спостереження в момент часу t, тодi повна ймовiр-
нiсть моделi задається як

P (Xt, Yt, θt) = P (Yt | Yt−1)P (θt | Yt)P (Xt | Yt, θt),

де P (θt | Yt) описує довiльний невiд’ємний розподiл тривалостi часу перебування в станах. Це
усуває експоненцiйне припущення класичної моделi.

Dong i He [2] запропонували сегментальну модифiкацiю HSMM (Segmental HSMM), орiєнто-
вану на аналiз часових процесiв у технiчних системах. Модель дозволяє одночасно враховувати
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час перебування в станах i характеристику кожного сегмента, що забезпечує кращу точнiсть
дiагностики та прогнозування деградацiйних процесiв. Оцiнка параметрiв виконувалася за до-
помогою EM-алгоритму. В данiй роботi послiдовнiсть замiрiв процесу подiляється на сегменти
Xts:ts+1 , що вiдповiдають одному стану Ys iз тривалiстю θs. Ймовiрнiсть спостережень для
кожного сегмента подається у виглядi функцiї правдоподiбностi

L =

S∏
s=1

P (Xts:ts+1 | Ys, dθs),

що забезпечує гнучке моделювання перехiдних процесiв у часi.
У роботi [3] застосовано HSMM для статистичного синтезу мовлення, де модель забезпе-

чує керування тривалiстю фонем i плавнiсть змiни акустичних параметрiв. На вiдмiну вiд
HMM, HSMM дозволяє явно враховувати часову структуру сигналу, що пiдвищує природнiсть
синтезованого мовлення. Оптимiзацiя здiйснювалась через модифiкований EM-процес. Авто-
ри застосували HSMM у задачi синтезу мовлення, де Xt — вектор спектральних коефiцiєнтiв
звуку, що моделюється гаусiвським розподiлом

P (Xt | Yt) ∼ N (Xt;µt,Σt),

а параметри µt та Σt вiдповiдають середнiм та коварiацiйним матрицям для кожного стану
Yt. Такий пiдхiд дозволяє точно вiдтворювати динамiку мовного сигналу.

Guedon [4] розробив метод оцiнювання параметрiв HSMM для дискретних послiдовностей
спостережень. Його пiдхiд дозволяє працювати з довiльними, у тому числi непараметрични-
ми, розподiлами тривалостi станiв. Це забезпечує можливiсть моделювання складних або не-
регулярних процесiв, де стандартнi HMM неефективнi. Тут розглянуто оцiнку прихованих
напiвмарковських процесiв, у яких розподiл тривалостi fθ(θt) визначається непараметрично.
Функцiя правдоподiбностi моделi записується наступним чином

P (X | θ) =
∑
Z

∏
t

fθ(θt)P (Xt | Yt),

що робить оцiнку часу перебування в станах гнучкiшою порiвняно з фiксованими розподiлами.
Автори роботи [5] використали HSMM для опису фiнансових часових рядiв, особливо для

моделювання змiн мiж режимами високої та низької волатильностi. Завдяки урахуванню три-
валостi ринкових фаз HSMM краще вiдтворюють статистичнi властивостi даних, нiж HMM.
Параметри моделi оцiнювалися методом максимальної правдоподiбностi. В роботi дослiджено
застосування HSMM до фiнансових часових рядiв, моделюючи тривалостi θt гамма-розподiлом:

P (θt | Yt) ∼ Gamma(αYt , βYt),

де параметри (αYt , βYt) визначають форму та масштаб розподiлу для кожного стану. Це до-
зволяє вiдтворювати довгi або короткi фази волатильностi на ринку.

У роботi [6] здiйснено систематичний огляд дослiджень, присвячених HMM i HSMM, зосе-
реджуючись на їхнiх модифiкацiях та практичних застосуваннях. Автори пiдкреслюють, що
неоднорiднi та узагальненi версiї HSMM активно використовуються у рiзних галузях — вiд бiо-
iнформатики до фiнансового аналiзу — завдяки їхнiй здатностi вiдображати складну часову
структуру даних. Повна ймовiрнiсть моделi має вигляд

P (X,Z, θ) =
∏

θtP (Yt | Yt−1)P (θt | Yt, Xt)P (Xt | Yt),
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що описує неоднорiднi та контекстно залежнi процеси.
У роботi [7] представлено узагальнений огляд прихованих марковських моделей (HMM)

та байєсiвських мереж, показавши, як обидва пiдходи можна iнтерпретувати через структуру
графових залежностей. Автор розглянув методи оцiнювання параметрiв, зокрема алгоритм
максимальної правдоподiбностi на основi EM-процедури, та продемонстрував застосування
HMM у задачах розпiзнавання мовлення, бiоiнформатики та часових рядiв. Ця робота стала
фундаментальною для розвитку iдей застосування HMM для бiльш складних байєсiвських
моделей. На вiдмiну вiд iнших робiт, у данiй роботi представлено класичну HMM як окремий
випадок байєсiвської мережi, у якiй спостереження Xt генеруються з прихованих станiв Yt за
ймовiрнiстю

P (Xt, Yt) = P (Yt | Yt−1)P (Xt | Yt).

Така структура закладає основу для побудови складнiших моделей, зокрема HSMM та їхнiх
байєсiвських версiй.

Scott [8] запропонував байєсiвськi методи для оцiнювання прихованих марковських моде-
лей, у яких усi параметри, включно з кiлькiстю станiв, розглядаються як випадковi змiннi.
Автор використовує алгоритми симплiфiкацiї за Гiббсом та методи Монте-Карло марковських
ланцюгiв для отримання апостерiорних розподiлiв. Такий пiдхiд дозволяє оцiнити апрiорну
iнформацiю та уникнути проблеми переобчислення при рiзних розмiрах моделi. Параметри
λ = (A,B, π) оцiнюються не через ММП, а через апостерiорний розподiл

P (λ | X) ∝ P (X | λ)P (λ),

який апроксимується методами зазначеними вище, що вiдрiзняє цей пiдхiд вiд частотного
аналiзу Ghahramani.

Ryden i Titterington [9] розвинули iдею байєсiвського оцiнювання HMM, застосувавши
стрибковi методи Монте-Карло марковських ланцюгiв (JumpMarkov Chain Monte Carlo, JMCMC).
Їхнiй пiдхiд забезпечує оцiнку структури моделi (кiлькостi станiв) та параметрiв переходiв у
рамках єдиного алгоритму. Це дослiдження стало ключовим кроком до iнтеграцiї байєсiвських
методiв у динамiчне моделювання прихованих процесiв. Автори застосували JMCMC, де стан
моделi може змiнюватися разом iз кiлькiстю прихованих станiв K, тобто при переходi мiж
моделями використовується крок

P (K ′ | K)P (θK′ | K ′),

що забезпечує байєсiвське порiвняння моделей рiзної розмiрностi.

1 Постановка задачi

Як було зазначено у вступi, основнi роботи в напрямку прихованих моделей ґрунтуються
на припущеннi однорiдностi в часi, тобто незмiнностi ймовiрнiсних характеристик розгляну-
тих систем. Дане припущення являється корисним iз декiлькох причин: по-перше, з точки
зору оцiнки параметрiв, дане припущення являється ефективним, оскiльки при оцiнцi пара-
метрiв використовуються асимптотичнi методи оцiнки, тобто при збiльшеннi розмiру вибiрки
точнiсть оцiнок лише зростає; по-друге дане припущення спрощує оцiнку параметрiв, оскiль-
ки непотрiбно оцiнювати точки змiни (у випадку кусково-сталих параметрiв) або визначення
правила змiни для параметрiв у випадку неперервної змiни.
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Розглянемо випадковий процес (τt, Xt, Yt), t ≥ 0, де τt — моменти змiни випадкових про-
цесiв (Xt, Yt), t ≥ 0, причому надалi будемо вважати, що справедливе наступне представлення
для моментiв змiни τt:

τ0 = 0, τt = τt−1 + θt,

де θt — час перебування у станах для t-ї змiни процесу (Xt, Yt), причому θt має розподiл
F (t); Xt ∈ X = {s1, ..., sn} — прихований дискретний ланцюг Маркова, що описує динамiку
прихованого процесу та визначається матрицею перехiдних ймовiрностей

A(t) = (a
(t)
ij )i,j∈X′ ,

a
(t)
ij = P (Xt = j|Xt−1 = i), t ≥ 1, (1)

де Yt ∈ Y = {o1, ..., oM} — видимий процес, умовнi розподiли якого визначаються на основi
процесу Xt згiдно спiввiдношення

B(t) = (b
(t)
ij )i∈X,j∈Y′ ,

b
(t)
ij = P (Yt = j|Xt = i), t ≥ 1. (2)

Таким чином, розглянутий вище неоднорiдний прихований напiвмарковський процес опи-
сується набором параметрiв

λ = {F (t), π, A(t), B(t)}, t ≥ 1, (3)

де π — початковий розподiл процесу Xt, тобто

πi = P (X0 = i), i ∈ X.

Зрозумiлим є той факт, що вiдсутнiсть однорiдностi по часу параметрiв (F (t), A(t), B(t)) для
(4) ускладнює саму задачу оцiнки параметрiв iз наступних причин:

• За умови вiдсутностi однорiдностi параметрiв потрiбно робити додатковi припущення
щодо природи змiн (F (t), A(t), B(t)).

• Алгоритми оцiнки параметрiв [10] та алгоритми оцiнки оптимальної динамiки прихо-
ваного ланцюга [11] розрахованi на однорiдний випадок. Тому для оцiнки параметрiв
неоднорiдної моделi слiд розбивати вибiрку на пiдвибiрки за часом та проводити набли-
ження неперервних параметрiв бiльш простими характеристиками, наприклад, кусково-
сталими функцiями. В результатi такого припущення знижується точнiсть оцiнки пара-
метрiв моделi λ (3).

У данiй роботi розглянемо оцiнку параметрiв неоднорiдного прихованого напiвмарковсько-
го процесу iз обмеженнями на швидкiсть змiни параметрiв моделi (3). Умову обмеженостi змiни
параметрiв λ (3) моделi будемо визначати у наступному виглядi:

max
0≤t<s≤T

dD
(
F (t), F (s)

)
≤ ε,

max
0≤t<s≤T

[
dM
(
A(t), A(s)

)
+ dM

(
B(t), B(s)

) ]
≤ ε,

(4)

де метрики в просторi функцiй розподiлу та просторi матриць будемо визначати наступним
чином:

dD(F,G) = sup
x∈R+

|F (x)−G(x)|,
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dM (K,L) = ||K − L||L∞ = max
i,j
|Kij − Lij |.

У цьому випадку, оптимiзацiйна задача оцiнки параметрiв неоднорiдної прихованої напiв-
марковської моделi визначається наступним чином:

L(λ; y1:T )→MAX, (5)

де L(λ; y1:T ) — функцiя правдоподiбностi для процесу (τt, Xt, Yt), тобто

L(λ; y1:T ) =

P (X0 = x0)
T−1∏
t=1

P (Xt+1 = xt+1|Xt−1 = xt)P (Yt+1 = yt+1|Xt+1 = xt+1) =

π0

T−1∏
t=1

atxt,xt+1
btxt+1,yt+1

. (6)

Як можна бачити з рiвняння (6), процес знаходження розв’язку цiлком аналогiчний класично-
му пошуку оптимальних параметрiв. Проте в даному випадку, процес являється неоднорiдним,
отже для розв’язання задачi необхiдно розбивати вихiдний iнтервал [0, T ] на пiдiнтервали, ви-
користовуючи моменти розбиття τn.

2 Алгоритм оцiнки

У загальному випадку, задачу, описану вище, складно розв’язати, оскiльки оптимiзацiйна
задача (5) для оцiнки параметрiв λ (3) не являться задачею опуклого програмування. Для
спрощення самої задачi пошуку оптимальних параметрiв (5) за умов (4) зробимо ще два до-
датковi припущення:

• час перебування в станi дозволяє в середньому отримати достатню велику вибiрку для
оцiнки параметрiв моделi, тобто

Eθn ≥ N, (7)

де через N будемо визначати необхiдну кiлькiсть замiрiв на одному iнтервалi неперерв-
ностi параметрiв (A(t), B(t));

• Змiна параметрiв вiдбувається поступово, тобто перевiряються лише параметри на сусi-
днiх iнтервалах. Дану умову можна записати у наступному виглядi

max
0≤t<T

dD
(
F (t), F (t+1)

)
≤ ε,

max
0≤t<T

[
dM
(
A(t), A(t+1)

)
+ dM

(
B(t), B(t+1)

) ]
≤ ε.

(8)

Умови, визначенi вище не лише забезпечують кускову сталiсть розглянутого процесу (τt, Xt, Yt),
а i дозволяють розглядати бiльш ширший дiапазон параметрiв. Основною проблему при ана-
лiзi проблеми оптимiзацiї (5) за умов (7), (8) являється проблематика визначення моментiв
переключення системи τn, оскiльки значення прихованого процесу Xt – невiдомi та оцiнюю-
ться на основi оптимiзацiї.

Розглянемо для оцiнки параметрiв λ наступний алгоритм.
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1 Оцiнка параметрiв λ для однорiдного процесу (X̂t, Ŷt), що визначається параметрами
(π, Â, B̂).

2 Оцiнка моментiв переключення τn на основi оцiнених значень прихованого ланцюга Мар-
кова Xt = x̂t з попереднього пункту.

3 Перевiрка виконання умови (7). Якщо умова (7) виконується, то переходимо пункту 5,
в iншому випадку – до п. 4.

4 Нехай i1, ..., ik – iндекси iнтервалiв, для яких не виконується умова (7) або (8). Для цих
iнтервалiв визначимо сусiднiй iнтервал, який мiстить мiнiмальне значення замiрiв, тобто

iuj = argmin{|τij−1 − τij−2|, |τij+1 − τij |}.

Пiсля переобчислення iнтервалiв, повертаємося до кроку 3.

5 Оцiнюємо параметри λ на основi оптимiзацiйної задачi (5), використовуючи байєсiвський
метод або алгоритм Вiтербi. Перевiряємо умови (7) або (8). Якщо умови виконанi, то
виходимо з алгоритму, в iншому випадку – переходимо до кроку 4.

Приклад моделювання неоднорiдного напiвмарковського процесу

У якостi iлюстрацiї роботи запропонованої методики проведено моделювання неоднорi-
дного прихованого напiвмарковського процесу з дискретним простором станiв S = {1, 2, 3}
та алфавiтом емiсiй розмiру M = 4. Горизонт моделювання становить T = 600 дискретних
крокiв, iстиннi моменти змiни параметрiв задано наступними точками змiн

T = [0, 200, 380, T ],

що вiдповiдає трьом кусково-сталим iнтервалам на часовiй осi. Таким чином, моменти пере-
бування однорiдностi системи мають наступнi часовi iнтервали

[0, 200), [200, 380), [380, 600].

Для моделювання матрицi переходiв A(t) та матрицi емiсiй B(t) використаємо пiдхiд, реа-
лiзований у роботi [10]. Визначимо основнi параметри на iнтервалах сталостi: для сегменту
t ∈ [1, 200]:

B(1) =

0.60 0.20 0.15 0.05

0.10 0.70 0.10 0.10

0.25 0.25 0.25 0.25

 ,

для сегменту t ∈ [201, 380]:

B(2) =

0.20 0.20 0.20 0.40

0.05 0.90 0.02 0.03

0.40 0.20 0.20 0.20

 ,

для сегменту t ∈ [381, 600]:

B(3) =

0.30 0.30 0.20 0.20

0.20 0.20 0.20 0.40

0.05 0.15 0.60 0.20

 .
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Для визначення перехiдних ймовiрностей A(t), B(t) використаємо поняття iнтенсивностей
переходiв – Табл. 1, яке часто зустрiчається в теорiї систем масового обслуговування. Задамо
iнтенсивностi переходiв мiж станами для даного прикладу, що задаються задаються функцiєю
тривалостi перебування θ ∈ N у станi

λij(θ) = exp
(
αijθ + βij ln(d+ 1) + γij

)
,

де αij , βij , γij ∈ R — параметри для переходу i → j. Процес iнiцiалiзовано у станi i1 = 1 з
початковою тривалiстю θ1 = 1. Параметри моделi пiдiбрано так, щоб забезпечити рiзнi режими
переходiв та чiтко виражену неоднорiднiсть у часi, тобто залежнiсть матриць A(t), B(t) вiд часу.

Табл. 1: Iстиннi параметри iнтенсивностей переходiв λij(d).
Перехiд i→ j αij βij γij

1→ 1 0.80 1.15 0

1→ 2 1.20 1.05 0.01

1→ 3 1.00 1.10 0.02

2→ 1 0.90 1.25 0.01

2→ 2 0.70 1.20 0

2→ 3 1.10 1.30 0.015

3→ 1 1.00 1.05 0.02

3→ 2 0.95 1.10 0.01

3→ 3 0.85 1.20 0

Алгоритм генерацiї траєкторiї напiвмарковського процесу реалiзовано у середовищi Python.
Для кожного моменту часу t виконується така послiдовнiсть:

1. Для поточного стану it i тривалостi θt обчислюються iнтенсивностi переходiв λitj(θt) для
всiх j 6= it та нормалiзуються iнтенсивностi для всiх iнших станiв:

pitj(θt) =
λitj(θt)∑

k 6=it
λitk(θt)

.

2. Наступний стан it+1 генерується випадково згiдно з розподiлом {pitj}.

3. Тривалiсть перебування в станi оновлюється згiдно наступного правила.

θt+1 =

{
θt + 1, it+1 = it,

1, it+1 6= it.

Оцiнювання виконувалося на змодельованiй траєкторiї довжиною T = 600. Отриманi оцiн-
ки демонструють коректне вiдтворення кусково-сталих структур параметрiв: всерединi ко-
жного iнтервалу похибки є малими, тодi як у околi точок змiни параметрiв спостерiгаються
характернi транзiєнтнi вiдхилення.

Розглянемо моделювання даної системи. На Рис. 1 вiдображено траєкторiю процесу Yt, t ∈
[0, 600]. Як ми можемо бачити iз даного рисунку, при переходi через точки τi вiдбувається
змiна структури самої системи.



Оцiнка параметрiв неоднорiдних ПНМ ... 77

Рис. 1: Послiдовнiсть спостережень

Рис. 2: Похибки оцiнювання параметрiв з наступними довжинами iнтервалiв
[42, 35, 37, 32, 78, 75, 38, 45, 68, 33, 117] при N = 30

На Рис. 2 вiдображено рiзницю мiж параметрами однорiдної та неоднорiдної системи. З
цього рисунку можна зробити висновок, що параметри прихованого ланцюга Маркова Xt яв-
ляються бiльш стiйкими при переходi вiд однорiдного до неоднорiдного випадку, з iншого боку
для матрицi переходу B(t) данi вiдмiнностi являються бiльш суттєвими.

У результатi роботи алгоритму сегментацiї та оцiнювання параметрiв було отримано такi
значення. Моменти роздiлення, визначенi процедурою кластеризацiї параметрiв, становлять
0, 200, 380 та 600, що узгоджується з поведiнкою iстинної моделi. На кожному з iнтервалiв
оцiненi параметри демонструють стабiльну збiжнiсть. Оцiнена матриця переходiв для одно-
рiдного випадку має наступний вигляд

Ahom =

0.70 0.15 0.15

0.15 0.70 0.15

0.15 0.15 0.70

 ,

тодi як емiсiйна матриця для цього ж однорiдного випадку буде такою

Bhom =

0.4762 0.2381 0.0952 0.1905

0.0025 0.0025 0.0025 0.0025

0.0025 0.0025 0.0025 0.0025

 .
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Порiвняння з iстинними значеннями B показує найбiльшi вiдхилення у другому та третьо-
му рядках, що вiдображено у матрицi похибок Bseg −B. Алгоритм сформував 30 початкових
локальних сегментiв, якi пiсля фiльтрацiї та злиття коротких iнтервалiв були агрегованi до
11 фiнальних сегментiв довжинами [42, 35, 37, 32, 78, 75, 38, 45, 68, 33, 117]. Отриманi результати
пiдтверджують коректнiсть виявлення змiн параметрiв моделi та узгодженiсть оцiнених хара-
ктеристик iз глобальною динамiкою процесу.

Висновки

Основною метою роботи являється створення алгоритму оцiнки параметрiв неоднорiдної
прихованої напiвмарковської моделi, для якої має мiсце кусково стала структура параметрiв
iз одночасною змiною трьох основних параметрiв системи – часу перебування в станах F (t),
матрицi переходу для прихованого ланцюга Маркова Xt та ймовiрностей переходiв для Yt.
Проведене експериментальне дослiдження пiдтверджує, що реалiзований алгоритм адекватно
вiдтворює часову неоднорiднiсть параметрiв прихованої напiвмарковської моделi та забезпечує
стiйкi оцiнки параметрiв λ (3) iз заданою точнiстю ε. Методика може бути використана для
розробки адаптивних процедур керування та подальшої байєсiвської оцiнки параметрiв напiв-
марковських процесiв.

В наступних роботах в цьому напрямку планується розглянути бiльш загальний випадок,
який характеризується сумiсним розподiлом режимiв для матрицi A(t) та B(t). Данi дослiдже-
ння дозволять бiльш глибоко розумiти природу неоднорiдних прихованих моделей.
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The article is devoted to the study of nonhomogeneous hidden semi-Markov models, and
proposes a methodology for estimating parameters in the case where the change of state sojourn
time distributions and transition probability matrices is time-limited.

The obtained results allow the model to be applied to the description of systems with time-
varying structure. The proposed methodology can be used in time series analysis tasks with
structural changes, as well as in optimal control problems for stochastic systems where it is
important to account for changes in the process behavior over time.


	 
	 

