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ЇХ ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Здiйснено аналiз схем апроксимацiї початкових задач для диференцiально-рiзницевих
рiвнянь послiдовнiстю задач Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь кла-
сичної та пiдвищеної точностi. Наведено умови збiжностi та точнiсть схем апроксимацiї.

Розроблено npm-пакет та веб-застосунок за допомогою мови програмування TypeScript
для автоматизацiї моделювання систем iз запiзненням за наведеними в роботi алгоритма-
ми. Проведено числовi експерименти для модельних тестових прикладiв.
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Вступ

Теорiя диференцiально-функцiональних рiвнянь активно розвивається завдяки численним
застосуванням таких рiвнянь у бiологiї, медицинi, економiцi та iнших науках. Важливою за-
дачею для диференцiально-рiзницевих рiвнянь є побудова та обґрунтування методiв наближе-
ного знаходження розв’язкiв початкових задач, оскiльки на даний час немає унiверсальних
алгоритмiв їх розв’язання.

Для наближеного дослiдження математичних моделей, що описують процеси з пiслядiєю
ефективним виявився метод апроксимацiї рiвнянь iз запiзненням послiдовнiстю систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь [1]. Це дозволило якiсне дослiдження поведiнки розв’язкiв
рiвнянь iз запiзненням звести до аналiзу розв’язкiв звичайних динамiчних систем. У робо-
тах [2, 3] дослiджено апроксимацiю диференцiально-функцiональних рiвнянь за допомогою
апроксимацiї оператора в нескiнченно вимiрному просторi послiдовнiстю скiнченновимiрних
проекторiв на цей простiр.

Точнiсть апроксимацiї нелiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням до-
слiджена в роботi [4] у випадку, коли розв’язок початкової задачi є диференцiйованим або за-
довольняє умову Лiпшиця. Подальше вивчення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих
рiвнянь в просторах неперервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено у працях [4, 5, 6].
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Схема апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь пiдвищеної точностi розглянута в ро-
ботах [5, 7].

У данiй роботi здiйснено аналiз схем апроксимацiї початкових задач для диференцiально-
рiзницевих рiвнянь послiдовнiстю задач Кошi для системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь. На базi розглянутих схем апроксимацiї здiйснено моделювання систем iз запiзненням
для тестових модельних прикладiв.

1 Класична схема апроксимацiї

Розглянемо початкову задачу для диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзненням

x′(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ)

)
, t ∈ [0, T ], (1)

x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ, 0], (2)

де x(t) ∈ R, τ > 0, f(t, u, v) — неперервна функцiя, визначена для t ∈ [0;T ], u, v ∈ R, що
задовольняє умову Лiпшиця за u i v, ϕ0(t) — неперервна початкова функцiя.

Наведемо схему наближеної замiни початкової задачi (1)–(2), задачею Кошi для систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь, яка була запропонована в роботах [1] i розвинена в роботах
[4, 5, 6].

Введемо в розгляд m+ 1 функцiї такого вигляду

x
(
t− iτ

m

)
= yi(t), i = 0, . . . ,m,m ∈ N. (3)

Обмежуючись розкладом у ряд Тейлора

x
(
t− (i−1)τ

m

)
= x(t− iτ

m + τ
m) = x(t− iτ

m) + τ
mx
′(t− iτ

m) + . . . , (4)

двома членами дiстанемо рiвнiсть

yi−1(t) = yi(t) +
τ
my
′
i(t).

У результатi рiвнянню з запiзненням (1) поставимо у вiдповiднiсть систему звичайних
диференцiальних рiвнянь

y′0(t) = f
(
t, y0(t), ym(t)

)
,

y′i(t) =
m

τ

(
yi−1(t)− yi(t)

)
, i = 1, . . . ,m.

(5)

Вiдповiднi початковi умови для системи (5) можна задати у виглядi

yi(0) = ϕ0

(
− iτ
m

)
, i = 0, . . . ,m. (6)

У припущеннi, що розв’язок початкової задачi (1)–(2) задовольняє умову Лiпшиця на вiд-
рiзку [−τ, T ], встановлено [4], що розв’язок задачi Кошi (5)–(6) апроксимує розв’язок початко-
вої задачi i справджуються нерiвнiстi∣∣x(t− iτ

m

)
− yi(t)

∣∣ ≤ Kτ√
m
, i = 0, . . . ,m, t ∈ [0, T ], K > 0. (7)

Дослiдження схем апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням в просторi не-
перервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено в роботах [4, 5, 6]. У цьому випадку
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встановлено, що розв’язок задачi Кошi (5)–(6) апроксимує розв’язок початкової задачi (1)–(2)
i справджуються нерiвнiстi∣∣x(t− iτ

m

)
− yi(t)

∣∣ ≤ β(ω(x, τm)
)
, i = 0, . . . ,m, t ∈ [0, T ], (8)

де функцiя β(δ) → 0 при δ → 0, ω
(
x, τm

)
— модуль неперервностi розв’язку початкової задачi

(1)–(2) на [−τ, T ].

Зауваження 1. За теоремою Кантора–Гейне про рiвномiрну неперервнiсть ω(x, τm) → 0 при
m → ∞. Отже, при великих m розв’язок задачi Кошi (5)–(6) наближає розв’язок початкової
задачi (1)–(2).

Зауваження 2. Для початкової задачi з багатьма запiзненнями

x′(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)

)
, t ∈ [0, T ], (9)

x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ, 0], (10)

де 0 < τ1 < · · · < τp = τ , p ≥ 1 апроксимуюча задача Кошi для системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь має вигляд [4]

y′0(t) = f
(
t, y0(t), y`1(t), . . . , y`p(t)

)
, `i =

[mτi
τ

]
, (11)

y′i(t) =
m

τ

(
yi−1(t)− yi(t)

)
, i = 1, . . . ,m, t ∈ [0, T ],

yi(0) = ϕ0

(
− iτ
m

)
, i = 0, . . . ,m.

(12)

Зауваження 3. Апроксимуюча система звичайних диференцiальних рiвнянь (5) при великих
m є сингулярно збуреною, її вiдносять до класу жорстких задач для яких потрiбно викори-
стовавати спецiальнi жорстко стiйкi рiзницевi схеми.

2 Властивостi розв’язкiв початкової задачi

Припустимо, що для початкової задачi (1)–(2) справедливi такi додатковi умови:
A) функцiя f(t, u, v) задовольняє умову Лiпшиця:

|f(t1, u1, v1)− f(t2, u2, v2)| ≤ L1

(
|t1 − t2|+ |u1 − u2|+ |v1 − v2|

)
,

L1 > 0, t1, t2 ∈ [0, T ], u1, u2, v1, v2 ∈ R,
(13)

B) початкова функцiя ϕ0(t) диференцiйовна при t ∈ [−τ, 0] похiдна якої задовольняє умову
Лiпшиця:

|ϕ0(t1)− ϕ0(t2)| ≤ L0 |t1 − t2|, L0 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, 0], (14)

C) має мiсце умова склейки

ϕ0(0) = f
(
0, ϕ0(0), ϕ0(−τ)

)
. (15)

Лема. Нехай справджуються умови A–B. Тодi розв’язок x(t) початкової задачi (1)–(2) непе-
рервно диференцiйовний на [−τ, T ] i x′(t) задовольняє умову Лiпшиця

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ L2 |t1 − t2|, L2 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, T ]. (16)
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Доведення. Розв’язуючи початкову задачу (1)–(2) методом крокiв, одержимо послiдовнiсть
задач Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь:

x′(t) = f
(
t, x(t), ϕk(t− τ)

)
, t ∈ [kτ, (k + 1)τ ], (17)

x(kτ) = ϕk(kτ), k = 0, 1, . . . . (18)

При виконаннi умови A iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (17)–(18).

x(t) = ϕk+1 ∈ C1[kτ, (k + 1)τ ].

Якщо умова B справджується, тодi розв’язок початкової задачi (1)–(2) буде неперервно ди-
ференцiйовним у точцi t = 0 [8]. При цьому, як випливає з рiвняння (1), x′(t) буде неперервною
в точках t = kτ , k = 1, 2, . . ..

Отже, при виконаннi умов A–B розв’язок початкової задачi (1)–(2) буде неперервно дифе-
ренцiйовною функцiєю на [−τ, T ].

Покажемо, що умова (16) також справджується.
Спочатку, розглянемо вiдрiзок [−τ, τ ].
Якщо t1, t2 ∈ [−τ, 0] то (16) справджується згiдно умови Б при L2 = L0.
Нехай t1, t2 ∈ [0, τ ]. При t ∈ [0, τ ] розв’язок x(t) = ϕ1(t) початкової задачi (1)–(2) неперерв-

но диференцiйовний. Використовуючи властивостi функцiй ϕ0(t), ϕ1(t) та умови (13), (14),
дiстаємо:

|x′(t1)− x′(t2)| = | f(t1, x(t1), ϕ0(t1 − τ))− f(t2, x(t2), ϕ0(t2 − τ)) | ≤
≤ L1

(
|t1 − t2|+ |ϕ1(t1)− ϕ1(t2)|+ |ϕ0(t1 − τ)− ϕ0(t2 − τ)|

)
≤

≤ L1

(
|t1 − t2|+ max

s∈[0,τ ]
|ϕ′1(s)| |t1 − t2|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′0(s)| |t1 − t2|

)
=

= L1

(
1 + max

s∈[0,τ ]
|ϕ′1(s)| + max

s∈[−τ,0]
|ϕ′0(s)|

)
|t1 − t2|.

Отже умова (16) має мiсце в цьому випадку з

L2 = L1

(
1 + max

s∈[0,τ ]
|ϕ′1(s)|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′0(s)|

)
.

Якщо t1 ∈ [−τ, 0], t2 ∈ [0, τ ], то маємо

|x′(t1)− x′(t2)| = |ϕ′0(t1)− x′(t2)| = |ϕ′0(t1)− ϕ′0(0) + ϕ′0(0)− x′(t2)| ≤
≤ |ϕ′0(t1)− ϕ′0(0)|+ |x′(0)− x′(t2)| ≤
≤ L0|t1 − 0|+ |f(0, ϕ1(0), ϕ0(−τ))− f(t2, ϕ1(t2), ϕ0(t2 − τ))| ≤
≤ L0|t1 − t2|+ L1

(
|0− t2|+ max

s∈[0,τ ]
|ϕ′1(s)| |0− t2|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′0(s)| |0− t2|

)
≤

= (L0 + L1(1 + max
s∈[0,τ ]

|ϕ′1(s)|+ max
s∈[−τ,0]

|ϕ′0(s)|)) |t1 − t2|.

Таким чином x′(t) задовольняє умову Лiпшиця на [−τ, τ ], де

L2 = L0 + L1

(
1 + max

s∈[0,τ ]
|ϕ′1(s)|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′0(s)|

)
.

Припустимо, що розв’язок початкової задачi (1)–(2) задовольняє умову Лiпшиця (14) при
t ∈ [−τ, jτ ], j ≥ 1, зi сталою Лiпшиця L2 = Lj .
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Покажемо, що ця умова має мiсце для t ∈ [−τ, (j + 1)τ ].
Якщо t1, t2 ∈ [−τ, jτ ], то умова (16) виконується за припущенням з L2 = Lj .
Нехай t1, t2 ∈ [jτ, (j+1)τ ]. Тодi, використовуючи властивостi функцiй ϕj(t), ϕj+1(t) i умову

(11), маємо

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ L1

(
1 + max

s∈[jτ,(j+1)τ ]
|ϕ′j+1(s)| + max

s∈[(j−1)τ,jτ ]
|ϕ′j(s)|

)
|t1 − t2|.

У випадку t1 ∈ [kτ, (k + 1)τ ], 0 ≤ k ≤ j, t2 ∈ [jτ, (j + 1)τ ], маємо

|x′(t1)− x′(t2)| = |f(t1, x(t1), ϕj(t1 − τ))− f(t2, x(t2), ϕj(t2 − τ))| ≤

≤ L1

(
|t1 − t2|+ |ϕk+1(t1)− ϕj+1(t2)|+ |ϕk(t1 − τ)− ϕj(t2 − τ)|

)
≤

≤ L1

(
|t1 − t2|+ |ϕk+1(t1)− ϕj+1(t2)|+ ϕk+2((k + 1)τ)− · · ·+ ϕj+1(jτ)− ϕj(t2)|+

|ϕk(t1 − τ)− ϕk(kτ) + ϕk+1(kτ)− · · ·+ ϕj(jτ)− ϕj(t2 − τ)|
)
≤

≤ L1

(
1 + max

s∈[(k−1)τ,kτ ]
|ϕ′k(s)|+ 2

(
max

s∈[kτ,(k+1)τ ]
|ϕ′k+1(s)|+ · · ·+ max

s∈[(j−1)τ,jτ ]
|ϕ′j(s)|

)
+

max
s∈[jτ,(j+1)τ ]

|ϕ′j+1(s)|
)
|t1 − t2|.

При t1 ∈ [−τ, 0], t2 ∈ [jτ, (j + 1)τ ], аналогiчно одержуємо

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ (L0 + L1(1 + max
s∈[−τ,0]

|ϕ′0(s)|+ 2 max
s∈[0,τ ]

|ϕ′1(s)|+ · · ·

+ max
s∈[(−j−1)τ,jτ ]

|ϕ′j(s)|)) |t1 − t2|+ max
s∈[jτ,(j+1)τ ]

|ϕ′j+1(s)|)) |t1 − t2| = Lj+1 |t1 − t2|.

Отже x′(t) задовольняє умову Лiпшиця для t ∈ [−τ, (j+1)τ ] зi сталою L2 = Lj+1. Оскiльки
j довiльне цiле число, що не перевищує

[
T/τ

]
+1, то умова (16) справджується при t ∈ [−τ, T ].

Лема доведена.

3 Схема апроксимацiї пiдвищеної точностi

Апроксимацiя диференцiального рiвняння (1) системою звичайних диференцiальних рiв-
нянь (5) базується на використаннi послiдовностi з’єднаних аперiодичних елементiв (3), що
здiйснюють зсув на величину τ/m та обмежуючись в розкладi у ряд Тейлора двома членами.

Розглянемо розклад за формулою Тейлора:

yi−1(t) = yi(t) +
τ
my
′
i(t) +

1
2(

τ
m)2y′′i (t) + . . .

обмежуючись трьома членами розкладу [5, 7].
Поставимо у вiдповiднiсть початковiй задачi (1)–(2) задачу Кошi для системи звичайних

диференцiйованих рiвнянь:

y′0(t) = f(t, y0, ym),

y′j−1(t) =
1
2(

τ
m)2y′′j (t) +

τ
my
′
j(t) + yj(t), j = 1, . . . ,m,

(19)

з початковими умовами

y0(0) = ϕ0(0), yj(0) = ϕ
(
− jτ
m

)
, y′j(0) = ϕ′

(
− jτ
m

)
, j = 1, . . . ,m. (20)
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Нехай yj(t) j = 1, . . . ,m розв’язки апроксимуючої задачi Кошi (19)–(20), а x(t) — розв’язок
початкової задачi (1)–(2), що x′(t) задовольняє умову Лiпшиця зi сталою L2 та |x′(t)| ≤M .

Розглянемо задачу про близкiсть розв’язкiв задачi (1)–(2) та (19)–(20).
Позначимо

Rj(t) = max |yj(s)− x(s− jτ
m )|, 0 ≤ s ≤ t, j = 0, . . . ,m. (21)

Представимо
yj(t) = yj1(t) + yj2(t),

де yj1(t), yj2(t) розв’язки задач Кошi:{
1
2(

τ
m)2y′′11 +

τ
my
′
11 + y11 = x(t), y11(0) = x(− τ

m), y′11(0) = x′(− τ
m)

1
2(

τ
m)2y′′j1 +

τ
my
′
j1 + yj1 = yj−1, yj1(0) = x(− τ

m), y′j1(0) = x′(− τ
m)

j = 2, . . . ,m, (22)

{
1
2(

τ
m)2y′′12 +

τ
my
′
12 + y12 = y0 − x(t), y12(0) = 0, y′12(0) = 0

1
2(

τ
m)2y′′j2 +

τ
my
′
12 + yj2 = yj−1,2, yj2(0) = 0, y′j2(0) = 0

j = 2, . . . ,m. (23)

Системами (22), (23) дослiджено в роботах [5, 7] i встановлено оцiнки

|yj1(t)− x(t− jτ
m )| ≤

2τ3/2
(
L2(1 +

τ
2 ) +M(1 + τ2)

)
m

=
A

m
, j = 1, . . . ,m, (24)

|yj2(t)| ≤ R0(t), j = 1, . . . ,m. (25)

Iз двох останнiх нерiвностей одержуємо

Rj(t) ≤
A

m
+R0(t), j = 1, . . . ,m. (26)

Представимо функцiї x(t) та y0(t) в iнтегральному виглядi:

x(t) = x(0) +

∫ t

0
f(s, x(s), x(s− τ)) ds,

y0(t) = x(0) +

∫ t

0
f(s, y0(s), ym(s)) ds.

Враховуючи властивостi функцiй f(t, u, v) та нерiвнiсть (26), дiстаємо

|x(t)− y0(t)| ≤
∫ t

0
L1

(
R0(s) +Rm(s)

)
ds ≤

∫ t

0

(
2L1R0(s) +

L1A
m

)
ds.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла — Беллмана [9] одержуємо

R0(t) = max
0≤s≤t

|x(s)− y0(s)| ≤
A

2m

(
e2L1t − 1

)
. (27)

Iз нерiвностi (27) дiстаємо теорему.

Теорема. Якщо для початкової задачi (1)–(2) справджуються умови A–B, тодi її розв’язок
x(t) рiвномiрно наближається функцiєю y0(t), що визначається з апроксимуючої системи (19)–
(20), на довiльному скiнченному iнтервалi [0, T ].

Зауваження 4. Схему апроксимацiї (19)–(20) початкової задачi (1)–(2) називають схемою
пiдвищеної точностi.
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4 Числове моделювання

Для моделювання початкових задач iз запiзненням за допомогою наведених алгоритмiв
розроблено прикладне програмне забезпечення на мовi програмування TypeScript, з викори-
станням Taiwind для побудови вiзуального каркасу та chart.js для побудови графiкiв.

Рис. 1: Вигляд додатку пiсля запуску (злiва) та в процесi взаємодiї (справа)

Прикладне програмне забезпечення складається з двох частин:

• математичний пакет - набiр програмно реалiзованих алгоритмiв для моделювання поча-
ткових задач iз запiзненнями,

• iнтерактивний веб-iнтерфейс - веб сторiнка, яка дозволяє якiсно взаємодiяти iз матема-
тичним пакетом, задавати необхiднi вхiднi параметри та отримувати результати роботи
у виглядi графiкiв та таблиць.

Взаємодiя iз додатком вiдбувається за принципом зверху вниз. Спочатку необхiдно зада-
ти вхiднi параметри початкової задачi, або ж вибрати один iз прикладiв що вже попередньо
заданi на етапi розробки. Для початку числового моделювання необхiдно також задати потрi-
бнi параметри обчислень: розмiрнiсть m та крок виводу результатiв h. Натиснувши кнопку
Розв’язати одержимо результати моделювання у виглядi таблиць та графiкiв.

Приклад. Розглянемо початкову задачу для диференцiально-функцiонального рiвняння з
вiдхиленим аргументом:

x′(t) = x(t) + x(t− 1)− t, (28)

x(t) = 1, t ∈ [−1, 0]. (29)

За допомогою методу крокiв отримаємо xT (t) точний розв’язок початкової задачi (28)–(29)
на вiдрiзку [0, 2]:

xT (t) =

e
t + t, t ∈ [0, 1],

et + (t− 1)et−1 + 1, t ∈ [1, 2].
(30)
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Результати числових експерементiв для знаходження наближеного розв’язку xn(t), значе-
ння точного розв’язку xT (t) та абсолютнi i вiдностi похибки наведенi в таблицях.

Табл. 1: Результати числових експерементiв для класичної схеми апроксимацiї
t xT (t) xn(t) ∆ δ

0 1.00000 1.00000 0 0.00%
0.5 2.14872 2.15927 0.01055 0.49%
1 3.71828 3.78329 0.06501 1.75%

1.5 6.30605 6.52536 0.21931 3.48%
2 11.10734 11.62828 0.52094 4.69%

Табл. 2: Результати числових експерементiв для схеми апроксимацiї пiдвищеної точностi
t xT (t) xn(t) ∆ δ

0 1.00000 1.00000 0 0.00%
0.5 2.14872 2.14882 0.00010 0.00%
1 3.71828 3.71869 0.00041 0.01%

1.5 6.30605 6.30752 0.00147 0.02%
2 11.10734 11.11148 0.00414 0.04%

Аналiз числових експерементiв що наведенi в таблицях 1, 2 показує що похибка схеми
пiдвищеної точностi значно краща нiж похибка класичної схеми що пiдтверджує теоретичнi
результати точностi апроксимацiї (7),(27).
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ons and Their Numerical Simulation, Bukovinian Math. Journal. 14, 1 (2026), 7–15.

This work presents an analysis of approximation schemes for initial value problems of di-
fferential–difference equations based on sequences of Cauchy problems for systems of ordi-
nary differential equations of classical and higher-order accuracy. Convergence conditions and
accuracy properties of the approximation schemes are established.

An npm package and a web application implemented in TypeScript have been developed to
automate the numerical simulation of delay systems using the algorithms proposed in the study.
Numerical experiments for representative benchmark examples are carried out to demonstrate
the performance and validity of the schemes.
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