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ФОРМУЛИ ПСЕВДО ОБЕРНЕННЯ МАТРИЦЬ ПРИ МАТРИЧНОМУ

РОЗШИРЕННI (ЗВУЖЕННI) ВИХIДНОЇ МАТРИЦI

Дослiдження властивостей та методiв побудови псевдо обернених матриць є фундамен-
тальними основами теорiї керування та системного аналiзу i має важливе застосування
для багатьох прикладних задач. Означення псевдо-оберненої матрицi було запропоноване
на початку ХХ столiття математиком Едвардом Муром. Згодом, незалежно вiд Е. Мура,
в дещо iншiй формi, псевдо обернена матриця визначилась i дослiджувалась англiйським
математиком Роджером Пенроузом та iншими авторами. Твердження про iснування та
єдинiсть псевдо оберненої матрицi для будь-якої матрицi над дiйсними та комплексними
числами носить назву теореми Мура-Пенроуза. Т. Гревiлем було запропоновано рекурен-
тнi формули для обчислення псевдо обернених матриць у випадку розширення системи
рiвнянь. В результатi клас задач псевдо обернення можна розширити на задачi адаптивної
обробки даних.

Подальшого розвитку теорiя псевдо обернення набула в роботах вiтчизняних та за-
рубiжних вчених, зокрема слiд видiлити дослiдження М.Ф. Кириченка та його учнiв i
послiдовникiв: Ю.В. Крак, Ф.Г. Гаращенко, В.С. Донченко, якi створили потужну науко-
ву школу в галузi системного аналiзу, теорiї керування та розпiзнавання образiв, синтезу
жестiв та iнтелектуального керування. Основнi напрямки дослiджень наукової школи це
питання теорiї збурень псевдо обернених матриць, конструктивнi методи та конкретнi
алгоритми (рекурентнi формули), якi можна реалiзувати для реальних технiчних систем.

У данiй роботi запропоновано новi математичнi результати з класичної теорiї псев-
до обернення матриць у випадку, коли вихiдну матрицю розширяють або звужують ма-
трицею вiдповiдної розмiрностi. Отриманi узагальнення формул Гревiля на випадок ма-
тричного додавання (розширення) та формул Кириченка М.Ф. – на випадок матричного
вилучення (звуження). Результати наведенi у виглядi теорем з вiдповiдним доведенням.

Ключовi слова i фрази: системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, псевдо обернення, фор-
мули Гревiля, формули Кириченка М.Ф., матричне розширення (звуження).
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Вступ

У прикладних дослiдженнях важливими є процедури рекурентного обчислення, якi вини-
кають при розширеннi дослiджуваної iнформацiї: у задачах вiдновлення функцiї додавання
нового спостереження, у задачах класифiкацiї, кластеризацiї розширення навчальної вибiр-
ки вiдповiдних класiв, у лiнiйному варiантi регресiї розширення матрицi спостережень, за-
галом конструктивно реалiзувати етапи статистичного аналiзу, пов’язанi iз появою у вибiрцi
нових спостережень, вилученням певних спостережень – замiну одних спостережень на iншi.
Оскiльки розв’язки i псевдо розв’язки СЛАР описуються спiввiдношеннями (гiперплощина-
ми), складовi опису яких використовують псевдо оберненi матрицi, то процес рекурентного
використання iнформацiї зводиться до рекурентних обчислень матриць з розширенням (зву-
женням) рядком (стовпчиком) чи матрицею.

Формули розширенням матрицi рядком (стовпчиком) широко вiдомi як формули Гревiля
[1, 2]. Якщо розширення матрицi вiдбувається додаванням матрицi узгодженої розмiрностi,
то спiввiдношення типу прямого варiанту формули Гревiля отриманi в 1964 роцi [3] – фор-
мула Клайна. Алгоритм обчислення матрицi звуженням рядком (стовпчиком) опублiкованi
Кириченком М.Ф. [4].

У статтi пропонується варiант поширення дiї формул типу Гревiля та Кириченка М.Ф. на
матричнi евклiдовi простори.

1 Формула Клайна [2]. Залежнiсть псевдо оберненої матрицi U+ вiд
розширення вихiдної матрицi правою матрицею V :

(U
...V )+ =

 U+(I − V J)

. . .

J

 (1)

J = C+ + Z(C)KV T
(
U+

)T
U+

(
I − V C+

)
,

де
C =

(
I − UU+

)
V, Z(C) = I − C+C, K =

(
I +MTM

)−1
, M = U+V Z(C).

2 Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд розширення вихiдної матрицi
незалежною нижньою матрицею

Якщо передбачити, що розширення матрицi A ∈ Rm×n вiдбувається приєднанням знизу
нової матрицi B ∈ Rm1×n, тобто утворюється матриця

AB =

 A

. . .

B

 ∈ R(m+m1)×n,

то за вiдомої псевдо оберненої матрицi A+ ∈ Rn×m для обчислення псевдо оберненої матрицi
A+

B ∈ Rn×(m+m1) необхiдно знайти спiввiдношення типу прямих формул Гревiля.
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Теорема 1. Якщо для матриць A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n виконується умова лiнiйної незалежно-
стi рядкiв матрицi B вiд рядкiв матрицi A:

C = BZ(A) ̸= 0, Z(A) = In −A+A, (2)

то  A

. . .

B


+

=

(
(In −QB)A+...Q

)
, Q = Z(A)C+. (3)

Доведення. Розглядається система матричних рiвнянь

{
AX = H

BX = H1
⇔

 A

. . .

B

X =

 H

. . .

H1

 ⇒ X =

 A

. . .

B


+ H

. . .

H1

 , (4)

A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n, X ∈ Rn×p, H ∈ Rm×p, H1 ∈ Rm1×p

розв’язок якої формується послiдовним представленням розв’язкiв кожного рiвняння системи:

X = A+H + Z(A)V, V ∈ Rn×p, (5)

B
(
A+H + Z(A)V

)
= H1 ⇒ V = C+D + Z(C)W, (6)

де

D = H1 −BA+H, W ∈ Rn×p.

Згiдно представлення псевдо розв’язку системи рiвнянь (4):

X̂ = Arg
minW

∥∥A+H + Z(A)
(
C+D + Z(C)W

)∥∥2 = A+H + Z(A)C+
(
H1 −BA+H

)
=

=

((
In + Z(A)C+B

)
A+...Z(A)C+

) H

· · ·
H1

 ⇒

 A

· · ·
B


+

=

(
(In +QB)A+...Q

)
.

Наслiдок 1. Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд розширення вихiдної матрицi незале-
жною правою матрицею. Якщо для матриць A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n1 виконується умова лiнiйної
незалежностi стовпцiв матрицi B вiд стовпцiв матрицi A:

C = Z
(
AT

)
B ̸= 0, Z

(
AT

)
= Im −AA+, (7)

то

(A
...B)+ =

 A+ (In −BQ)

. . .

Q

 , Q = C+Z
(
AT

)
. (8)
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3 Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд розширення вихiдної матрицi
залежною правою матрицею

Теорема 2. Якщо для матриць A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n1 виконується умова лiнiйної залежностi
стовпцiв матрицi B вiд стовпцiв матрицi A:

C = Z
(
AT

)
B = 0, Z

(
AT

)
= Im −AA+, (9)

то

(A
...B)+ =

 A+ (In −BQ)

. . .

Q

 , Q =
(
In1 +

(
A+B

)T (
A+B

))−1 (
A+B

)T
A+. (10)

Доведення. Розглядається матричне рiвняння

(A
...B)

 X

. . .

Y

 = H ⇔ AX +BY = H ⇒

 X

. . .

Y

 = (A
...B)+H, (11)

A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n1 , X ∈ Rn×p, Y ∈ Rm1×p, H ∈ Rm×p,

для якого має мiсце рiвнiсть
X(Y ) = A+(H −BY ). (12)

Псевдо розв’язок системи (11) визначається мiнiмiзацiєю функцiї J(Y ):

J(Y ) = ∥X(Y )∥2 + ∥Y ∥2,

Ŷ = Arg
minY

J(Y ) = Arg
minY

(
sp

(
X(Y )XT (Y )

)
+ sp

(
Y Y T

))
=

= Arg
minY

(
sp

(
H1H

T
1

)
− 2sp

(
BT

1 H1Y
T
)
+ sp

(
BT

1 B1Y Y T
)
+ sp

(
Y Y T

))
,

де
H1 = A+H, B1 = A+B.

∂J(Y )

∂Y
= 2

(
Y −BT

1 H1 +BT
1 B1Y

)
= 0 ⇒

(
In1 +BT

1 B1

)
Y = BT

1 H1.

Оскiльки B1 = A+B ̸= 0, то

Y =
(
In +BT

1 B1

)−1
BT

1 H1 = QH,

X(Y ) =
(
A+ −A+BQ

)
H.

Остаточно:  X(Y )

. . .

Y

 =

 A+ (In −BQ)

. . .

Q

H.
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Наслiдок 2. Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд розширення вихiдної матрицi залежною
нижньюю матрицею. Якщо для матриць A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n виконується умова лiнiйної
залежностi рядкiв матрицi B вiд рядкiв матрицi A:

C = BZ(A) = 0, Z(A) = In −A+A, (13)

то  A

. . .

B


+

=

(
(In −QB)A+...Q

)
, Q = A+

(
BA+

)T (
Im1 +

(
BA+

) (
BA+

)T)−1
. (14)

4 Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд вилучення (звуження) з
матрицi нижньої лiнiйно незалежної матрицi

Якщо передбачити, що звуження матрицi

AB =

 A

. . .

B

 ∈ R(m+m1)×n, (15)

A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n,

для якої вiдома псевдо обернена матриця

A+
B = (P

...Q) ∈ Rn×(m+m1), (16)

вiдбувається вилученням знизу матрицi B ∈ Rm1×n, тобто залишається лише матриця A, то
при вiдомих матрицях P , Q необхiдно обчислити псевдо обернену матрицю A+ ∈ Rn,m.

Теорема 3. Якщо для матрицi

 A

. . .

B

 з вiдомими матрицями A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n вiдома

псевдо обернена матриця  A

. . .

B


+

= (P
...Q), (17)

де матрицi P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×m1 також вiдомi i, при цьому, виконується умова лiнiйної
незалежностi рядкiв матрицi B вiд рядкiв матрицi A, тобто tr(BQ) = m1, то

A+ =
(
In −Q

(
QTQ

)−1
QT

)
P. (18)

Доведення. Згiдно теореми 1 вiдомi представлення матриць P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×m1 :

P = (In −QB)A+, Q = Z(A)(BZ(A))+,

тому необхiдно довести матричну рiвнiсть:(
In −Q

(
QTQ

)−1
QT

)
(In −QB)A+ = A+. (19)



Формули псевдо обернення матриць... 153

Отже,(
In −Q

(
QTQ

)−1
QT

)
(In −QB)A+ = A+ −QBA+ +Q

(
QTQ

)−1 (
QTQ

)
BA+−

−Q
(
QTQ

)−1
QTA+ = A+ −Q

(
QTQ

)−1
QTA+ = A+.

Наслiдок 3. Вилучення з матрицi правої лiнiйно незалежної матрицi. Якщо для матрицi

(A
...B) з вiдомими матрицями A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n1 вiдома псевдо обернена матриця

(A
...B)+ =

 P

. . .

Q

 , (20)

де матрицi P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn1×m також вiдомi i при цьому виконується умова лiнiйної
незалежностi стовпцiв матрицi B вiд стовпцiв матрицi A, тобто tr(QB) = n1, то

A+ = P
(
Im −QT

(
QQT

)−1
Q
)
. (21)

5 Залежнiсть псевдо оберненої матрицi вiд вилучення (звуження) з
матрицi нижньої лiнiйно залежної матрицi

Теорема 4. Якщо для матрицi

 A

. . .

B

 з вiдомими матрицями A ∈ Rm×n, B ∈ Rm1×n вiдома

псевдо обернена матриця  A

. . .

B


+

= (P
...Q), (22)

де матрицi P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×m1 також вiдомi i, при цьому, виконується умова лiнiйної
залежностi рядкiв матрицi B вiд рядкiв матрицi A, тобто tr(BO) ̸= m1, то

A+ = (In +QQ1B)P, Q1 = (In −BQ)−1 . (23)

Доведення. Згiдно наслiдку 2 вiдомi представлення матриць P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×m1 :

P = A+ (In −QB) , Q = A+
(
BA+

)T (
Im1 +

(
BA+

) (
BA+

)T)−1
, (24)

тому необхiдно довести матричну рiвнiсть:

(In +QQ1B)A+ (In −QB) = A+.

Отже:

(In +QQ1B)A+ (In −QB) = A+ −QBA+ +QQ1BA+ − qQ1BQBA+ =

= A+ +Q (−Im1 +Q1 (Im1 −BQ))BA+ = A+.
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Наслiдок 4. Вилучення з матрицi правої лiнiйно залежної матрицi. Якщо для матрицi (A
...B)

з вiдомими матрицями A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n1 вiдома псевдо обернена матриця

(A
...B)+ =

 P

. . .

Q

 (25)

де матрицi P ∈ Rn×m, Q ∈ Rn1×m також вiдомi i при цьому виконується умова лiнiйної
залежностi стовпцiв матрицi B вiд стовпцiв матрицi A, тобто tr(QB) ̸= n1, тo

A+ = P (Im +BQ1Q) , Q1 = (In1 −QB)−1 . (26)

Висновки

У роботi здiйснено дослiдження визначення аналiтичної залежностi збурень елементiв псев-
до оборотних i проекцiйних матриць вiд збурення окремих елементiв вихiдної матрицi. Запро-
поновано конструктивнi формули для псевдо обернених i проекцiйних матриць, в умовах збу-
рення вихiдної матрицi, що вiдповiдають природним припущенням про її розширення чи зву-
ження. Отриманi залежностi знайдуть у подальшому застосування пiд час вирiшення завдань
синтезу лiнiйних моделей, оптимiзацiї алгоритмiв цифрової обробки iнформацiї, апроксимацiї
функцiй, задачах адаптивної обробки даних.
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The study of the properties and the construction methods of pseudoinverse matrices forms
the fundamental basis of control theory and systems analysis, having significant applications
across numerous applied problems. The definition of the pseudoinverse matrix was first proposed
at the beginning of the 20th century by the mathematician E.H. Moore. Later, independently
of Moore and in a slightly different form, the pseudoinverse matrix was defined and investigated
by the English mathematician Roger Penrose and other authors. The statement regarding the
existence and uniqueness of a pseudoinverse for any matrix over real or complex numbers is
known as the Moore–Penrose theorem. T. Greville proposed recurrence formulas for calculating
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pseudoinverse matrices in the case of expanding a system of equations. Consequently, the class
of pseudo-inversion problems can be extended to adaptive data processing tasks.

The theory of pseudo-inversion was further developed in the works of domestic and forei-
gn scientists. Notably, the research of M.F. Kyrychenko and his students and followers –
Yu.V. Krak, F.H. Garashchenko, and V.S. Donchenko – should be highlighted. They established
a powerful scientific school in the fields of systems analysis, control theory, pattern recognition,
gesture synthesis, and intelligent control. The main research directions of this school include
perturbation theory of pseudoinverse matrices, constructive methods, and specific algorithms
(recurrence formulas) that can be implemented for real-world technical systems.

This paper proposes new mathematical results in the classical theory of matrix pseudoi-
nversion for cases where the initial matrix is expanded or narrowed by a matrix of corresponding
dimensions. The obtained results include generalizations of Greville’s formulas for the case of
matrix addition (expansion) and M.F. Kyrychenko’s formulas for the case of matrix removal
(narrowing). The results are presented in the form of theorems with corresponding proofs.


