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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ НЕЛIНIЙНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Установлено iснування та єдинiсть класичного розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного
параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючими при |x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiй-
ної частини. Цей розв’зок належить до класу гельдерових функцiй з t ∈ (0;T0], де досить
мале T0 ∈ (0, T ]. За допомогою цього результату доведено iснування та єдинiсть розв’яз-
ку задачi про визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному лiнiйному
параболiчному рiвняннi з незалежними вiд t коефiцiєнтами.
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сичнй розв’язок задачi Кошi.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, м. Чернiвцi, Україна
(Пасiчник Г.С.)
e-mail: pasichnyk.gs@gmail.com

Вступ

Найповнiшi результати про розв’язнiсть залачi Кошi для параболiчних рiвнянь на сьогоднi
отримано для випадку, коли рiвняння лiнiйне [1]. Вагомий внесок у дослiдження нелiнiйних
задач зробив С.Д. Ейдельман, чиє 105-рiччя з дня народження вiдзначається у 2025 роцi.
Праця [2] мiстить огляд результатiв С.Д. Ейдельмана та їх розвиток до вивчення квазiлiнiйних
параболiчних та ультрапараболiчних рiвеянь i систем рiвнянь. Цi результати стосувались, в
основному, нелiнiйних рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами.

Питання коректної розв’язностi задачi Кошi для рiвняння ∂tu−∆u+uKu = f , де на опера-
тор K накладаються спецiальнi умови, вивчались у працi [3]. Аналогiчнi питання для рiвняння
α(t)∂tu(t, x)−(Lu)(t, x)+u(t, x)(Ku)(t, x) = f(t, x), де (Lu)(t, x) = ∂2xxu(t, x)+x∂xu(t, x)+u(t, x),

α : [0;T ] → [0,∞) – неперервна функцiя така, що α(0) = 0, α(t) > 0 при t > 0 i
t∫
0

dτ
α(τ) < ∞,

розглянуто в [4].
У цiй статтi дослiджується розв’язнiсть задачi Кошi для параболiчного рiвняння другого

порядку з коефiцiєнтами лiнiйної частини, якi зростають при |x| → ∞. Доведення отрима-
них результатiв здiйснюється за методикою з [3] з використанням результатiв з [5]. Частково
результати доповiдались на науковiй конференцiї [6].
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1 Постановка задачi

Нехай ΠH := {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}, де промiжок H ⊂ R . Розглядається задача

(Lu)(t, x) + (uKu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (2)

де T > 0, K – локально обмежений та локально лiпшицевий оператор у класi Eλ
α(T ) неперерв-

них у Π[0,T ] функцiй u, для яких

max
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ B

{
(|x|2 + 1)α для λ = 0,

exp{α(|x|2 + 1)λ/2} для λ ∈ (0, 2],

α > 0, B > 0, i диференцiальний вираз

Lu := ∂tu−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiu+ aj(t, x)u

)
−

n∑
j=1

bj(x)∂xju− c(t, x)u.

Припускається, що дiйснозначнi функцiї aij = aji, ∂xjaij , aj , ∂xjaj , bj , ∂xjbj i c є гельдеровими
в кожнiй компактнiй пiдобластi шару Π[0,T ] та iснують додатнi сталi µ, Cj , j ∈ {1, 2, 3}, i число
λ ∈ [0, 2] такi, що для будь-яких (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ ∈ Rn

µ|σ|2 ≤
n∑

i,j=1
aij(t, x)σiσj ≤ C1(|x|2 + 1)(2−λ)/2|σ|2,

max{|∂xjaij(t, x)|, |aj(t, x)|, |bj(t, x)|} ≤ C2(|x|2 + 1)1/2,

max{c(t, x) + ∂xjaj(t, x), c(t, x)− ∂xjbj(t, x)} ≤ C3(|x|2 + 1)λ/2.

За сформульованих умов та додаткоаих умов на K вивчається питання iснування та єди-
ностi класичного розв’язку задачi (1), (2) та iснування та єдинiсть розв’язку задачi про визна-
чення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному лiнiйному параболiчному рiвняннi з
незалежними вiд t коефiцiєнтами.

2 Iснування та єдинiсть розв’язку

Для довiльного α > 0, як в [5], розглянемо функцiю

gα(t, x) =

{
ln (|x|2+1)α

1−βt , λ = 0

(α+ βt)(|x|2 + 1)λ/2, λ ∈ (0; 2],
(t, x) ∈ Π[0;Tα],

де β = β(α), a величина Tα буде означена нище. Нехай vα(t, x) = u(t, x) exp{−gα(t, x)}, (t, x) ∈
Π[0;Tα]. Тодi

(Lu)(t, x) = exp{gα(t, x)}
(
∂tv

α(t, x)−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiv

α(t, x)
)
−

−
n∑

j=1

aαj (t, x)∂xjv
α(t, x)− cα(t, x)vα(t, x)

)
≡ exp{gα(t, x)}(Lαvα)(t, x),

де

aαj (t, x) := aj(t, x) + bj(t, x) +
n∑

i=1

aij(t, x)∂xigα(t, x),
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cα(t, x) :=c(t, x) +
n∑

j=1

∂xjaj(t, x) +
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂xigα(t, x)∂xjgα(t, x) +
n∑

j=1

(
aj(t, x) + bj(t, x)

)
×

× ∂xjgα(t, x) +
n∑

i,j=1

∂xjaij(t, x)∂xjgα(t, x) +
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂
2
xixj

gα(t, x)− ∂tgα(t, x),

Очевидно, що (Lu)(t, x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли (Lαvα)(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0;Tα]. Крiм
того, якщо Zα(t, x; τ, ξ) є фундаментальним розв’язком рiвняння (Lαvα)(t, x) = 0, то

Z(t, x; τ, ξ) = exp{gα(t, x)− gα(τ, ξ)}Zα(t, x; τ, ξ) (3)

є фундаментальним розв’язком рiвняння (Lu)(t, x) = 0.
При побудовi фундаментального розв’язку Zα важливу роль вiдiграє знак коефiцiєнта cα.

Якщо λ = 0, то

cα(t, x) ≤ 4C1α
2 + 2(n+ 2)(2C1 + C2)α+ C3 −

β

1− βt

i тодi, якщо β(α) = 2(4C1α
2 + 2(n+ 2)(2C1 +C2)α+C3), a Tα = min{T, 1/(2β(α))}, маємо, що

cα(t, x) < 0, (t, x) ∈ Π[0,Tα]. Якщо λ > 0, то

cα(t, x) ≤(|x|2 + 1)λ/2
(
C1λ

2(α+ βt)2 + (n+ 2)λ(C1 + C2)(α+ βt) + C3 − β
)
≤

≤δα(t)(|x|2 + 1)λ/2.

Тодi за β треба взяти β(α) = 2(C1λ
2α2 + (n + 2)λ(C1 + C2)α + C3, а Tα = min{T, T̃α}, де

T̃α – додатний корiнь рiвняння δα(t) = −β(α)/4, щоб виконувалась нерiвнiсть cα(t, x) < 0,
(t, x) ∈ Π[0,Tα].

В обох випадках Tα є незростаючою функцiєю змiнної α i lim
α→0

Tα = T0(C1, C2, C3) ≤ T ,

lim
α→∞

Tα = 0. Тому 0 < Tα ≤ T0, α ∈ (0;∞).
У працi [5] для задачi Кошi

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (4)

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (5)

доведено iснування i єдинiсть розв’язку та одержано iнтегральне зображення для нього

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0;Tα), (6)

якщо функцiя φ неперервна в Rn, f неперервна i задавольняє умову Гельдера за x рiвномiрно
в кожнiй обмеженiй областi шару Π(0;T ], а також φ i f належать до класу Eλ

α(T ).
Розв’язок задачi (4), (5), який визначається формулою (6), при заданих вище умовах на

функцiї f i φ належить до класу Eλ
α1
(Tα1) з α1 = 2α при λ = 0 i α1 = α+ β(α)Tα при λ ∈ (0; 2]

i вiн єдиний в класi функцiй Eλ
α(Tα) з довiльним α > 0.

У зображеннi (6) Z є фундаментальним розв’язком рiвняння Lu = 0 має вигляд (3), де
Zα є фундаментальним розв’язком рiвняння Lαuα(t, x) = 0, який визначений для {x, ξ} ⊂ Rn,
0 ≤ τ < t ≤ Tα, причому ∫

Rn

Zα(t, x; τ, ξ) dξ = 1,

0 ≤ Zα(t, x; τ, ξ) ≤ C(t− τ)−n/2, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ Tα,
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де C – стала, яка залежить вiд n i µ i не залежить вiд α.
З того, що розв’язок (6) належить до класу Eλ

α(Tα), випливає нерiвнiсть

|u(t, x)| ≤ C(1 + Tα) exp{gα(t, x)}, (t, x) ∈ Π(0;Tα].

Розглядатимемо означенi в [4] простори гельдерових функцiй H l,l/2(Π(0;T ]) i H l(Rn), де l –
нецiле додатне число, i вiдповiднi норми

∥u∥(0;T ] ≡ sup
(t,x)∈Π(0;T ]

∣∣∣u(t, x) exp{−gα(t, x)}∣∣∣,
∥φ∥ ≡ sup

x∈Rn

∣∣∣φ(x) exp{−gα(0, x)}∣∣∣.
Вважатимемо, що оператор K задовольняє такi умови:
1) ∥Ku∥(0;T ] ≤ B1(∥u∥(0;T ], T ),
2) ∥Ku1 −Ku2∥(0;T ] ≤ B2(∥u1∥(0;T ], ∥u2∥(0;T ], T ) ∥u1 − u2∥(0;T ],

де u ∈ Eλ
α(T ) i неперервна в Π[0,T ], a функцiї B1(a, c) i B2(a, b, c) обмеженi, коли аргументи

змiнюються в обмеженiй областi.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) i оператор K задовольняють умови, сформу-
льованя вище, f ∈ H l,l/2(Π(0;T ]) ∩ Eλ

α(T ), φ ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ
α(T ). Тодi iснує єдиний розв’язок

задачi Кошi (1), (2) з простору H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ])∩Eλ
α1
(T0), де T0 – досить мале додатне число,

l ∈ (0; 1), α1 = 2α при λ = 0 i α1 = α+ β(α)Tα при λ ∈ (0; 2].

Доведення. Доведення проводиться за методикою з [4]. У просторi C1,2(Π(0;T ])∩Eλ
α(T ) задача

(1), (2) еквiвалентна рiвнянню
u(t, x) = (Nu)(t, x), (7)

де

(Nu)(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ−

−
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)u(τ, ξ)(Ku)(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0;T ]. (8)

Переконаємось, що в просторi C1,2(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) рiвняння (7) для досить малих T має

розв’язок. Скориставшись властивостями потенцiалiв, ядрами яких є фундаментальний розв’я-
зок Z, одержуємо

|(Nu)(t, x)| ≤
(
∥φ∥+ Tα∥f∥(0;Tα] + Tα∥u∥(0;Tα]∥Ku∥(0;Tα]

)
exp{gα(t, x)}.

Тому
∥Nu∥(0;Tα] ≤ ∥φ∥+ Tα∥f∥(0;Tα] + Tα∥u∥(0;Tα]∥Ku∥(0;Tα]. (9)

НехайM = 2(∥φ∥+Tα∥f∥(0;Tα]). Тодi з (9), використавши умову 1), отримаємо для розв’язку
u ∈ C1,2(Π(0;T ]) ∩ Eλ

α(T ) такого, що ∥u∥(0;Tα] ≤M , нерiвнiсть

∥Nu∥(0;Tα] ≤
M

2
+ TαM B1(M,Tα). (10)
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Виберемо Tα так, що 2TαB1(M,Tα) ≤ 1. Такий вибiр можливий, бо B1(M,Tα) є обмеженою
величиною. Тому з (10) отримуємо ∥Nu∥(0;Tα] ≤M .

Нехай {u1, u1} ⊂ C2,1(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) i ∥u1∥(0;Tα] ≤M , ∥u2∥(0;Tα] ≤M . Тодi

(Nu1)(t, x)− (Nu2)(t, x) = −
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)
(
(u1(τ, ξ)− u2(τ, ξ))(Ku1)(τ, ξ)+

+u2(τ, ξ)
(
(Ku1)(τ, ξ)− (Ku2)(τ, ξ)

))
dξ.

Звiдси, згiдно з умовою 1), одержується

∥Nu1 −Nu2∥(0;Tα] ≤ Tα

(
∥u1 − u2∥(0;Tα]∥Ku1∥(0;Tα] + ∥u2∥(0;Tα]∥Ku1 −Ku2∥(0;Tα]

)
≤

≤ Tα∥u1 − u2∥(0;Tα]

(
B1(M,Tα) +MB2(M,M,Tα)

)
. (11)

Взявши Tα так, щоб 2B1(M,Tα) +MB2(M,M,Tα) ≤ 1, з (11) отримуємо

∥Nu1 −Nu2∥(0;Tα] ≤
1

2
∥u1 − u2∥(0;Tα].

Скориставшись принципом стиснених вiдображень, одержуємо, що оператор N має єдину не-
рухому точку в просторi C1,2(Π(0;T0])∩Eλ

α(T0) з T0 таким, що 2TαB1(M,Tα) ≤ 1 i 2B1(M,Tα)+

MB2(M,M,Tα) ≤ 1.
Отже, рiвняння (7) має єдиний розв’язок u в просторi C1,2(Π(0;T0])∩Eλ

α(T0) з досить малим
T0.

Переконаємось, що цей розв’язок належить до простору H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0])∩Eλ
α(T0). З рiв-

ностi (8), використовуючи властивостi потенцiалiв, ядрами яких є фундаментальний розв’я-
зок Z та його похiднi, одержуємо, що (Nu) ∈ H l+1,(l+1)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0). Тодi з (7) ви-
пливає, що u ∈ H l+1,(l+1)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0), а тому (Ku) ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0) i, от-

же, (u(Ku)) ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0). Продовжуючи цi мiркування, з (8) дiстаємо (Nu) ∈

H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0). а тому й u ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0).

Теорема 2. Якщо для функцiй fi ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0) i φi ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T0) iснують
розв’язки ui ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0

) ∩ Eλ
α(T0), i ∈ {1, 2}, задачi Кошi (1), (2), а оператор K

задовольняє умову 2), то

∥u1 − u2∥(0;T0] ≤ C4∥f1 − f2∥(0;T0] + C5∥φ1 − φ2∥(0;T0],

де сталi C4 i C5 залежать вiд T0, ∥ui∥(0;T0], i ∈ {1, 2}, ∥Ku1∥(0;T0].

Доведення. Оскiльки ui, i ∈ {1, 2}, є розв’язками задачi Кошi (1), (2), то для w = u1 − u2
маємо задачу

(Lw)(t, x) + w(t, x)(Ku1)(t, x) = f1(t, x)− f2(t, x)− u2(t, x)
(
(Ku1)(t, x)− (Ku2)(t, x)

)
,

(t, x) ∈ Π(0,T0],

w(t, x)|t=0 = φ1(x)− φ2(x), x ∈ Rn. (12)
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Розв’язок задачi (12) можна подати у виглядi

w(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)(φ1(ξ)− φ2(ξ)) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)×

×w(τ, ξ)(Ku1)(τ, ξ) dξ +
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)u2(τ, ξ)
(
(Ku1)(τ, ξ)− (Ku2)(τ, ξ)

)
dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)
(
f1(τ, ξ)− f2(τ, ξ)

)
dξ, (t, x) ∈ Π(0;T0),

З цього зображення, скориставшись оцiнками потенцiалiв з [5] i умовою 2), одержуємо нерiв-
нiсть

∥w∥(0;T0] ≤
(
∥φ1 − φ2∥+ T0∥f1 − f2∥(0;T0] + ∥Ku1∥(0;T0] + C1(∥u1∥(0;T0], ∥u2∥(0;T0], T0)×

×∥u2∥(0;T0])
) T0∫

0

∥w∥(0;τ ]dτ.

Застосувавши лему Гронуолла [1], з останньої нерiвностi отримуємо оцiнку

∥w∥(0;T0] ≤
(
∥φ1 − φ2∥+ T0∥f1 − f2∥(0;T0]

)
×

× exp{∥Ku1∥(0;T0] + C1(∥u1∥(0;T0], ∥u2∥(0;T0], T0) ∥u2∥(0;T0]},

з якої випливає твердження теореми 2.

3 Визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї

Розглянемо задачу визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї в параболiчному рiвняннi
другого порядку. Задача полягає у знаходженнi функцiй u ∈ H l+4,(l+4)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ

α(T ) i q ∈
H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T0) з умов

(Lu)(t, x) + q(x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

u(t, x)|t=0 = 0, u(t, x)|t=T = ψ(x), x ∈ Rn, (13)

де f ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ
α(T ), ψ ∈ H l+4(Rn) ∩ Eλ

α(T ), f(0, x) = 0, ψ(x) ≥ ψ0 > 0, x ∈ Rn.
Вважатимемо, що коефiцiєнти L не залежать вiд t.

Ввiвши позначення v(t, x) := ∂tu(t, x), для функцiй v ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) i g ∈

H l+2(Rn) ∩ Eλ
α(T ) з (13) отримуємо задачу

(Lv)(t, x) + q(x)v(t, x) = ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, v(t, x)|t=T = (Lψ)(x)− q(x)ψ(x) + f(T, x), x ∈ Rn. (14)

Якщо з третьої умови в (14) знайти q i пiдставити його в рiвняння, то одержимо, що v є
розв’язком задачi

(Lv)(t, x) + v(t, x)
1

ψ(x)

(
(Lψ)(x) + f(T, x)− v(T, x)

)
= ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn. (15)
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Застосувавши до задачi (15) теорему 1, отримаємо, що вона має єдиний розв’язок v ∈
H l+2,(l+2)/2(Π(0;T1])∩Eλ

α(T1), де T1 – досить мале додатне число. Звiдси випливає, що й задача
(13) має єдиний розв’язок.

4 Висновки

У просторах гельдерових функцiй установлено iснування та єдинiсть класичного розв’яз-
ку задачi Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючими при
|x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiйної частини. За допомогою цього результату доведено iснування
та єдинiсть розв’язку задачi про визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному
лiнiйному параболiчному рiвняннi з незалежними вiд t коефiцiєнтами.

Отриманi результати можуть бути використанi для дослiдження розв’язностi задачi Кошi
для нелiнiйних параболiчних рiвнянь довiльного порядку, в тому числi й з виродженням на
початковiй гiперплощинi, i зростаючими коефiцiєнтами при |x| → ∞.
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PasichnykH. S. Cauchy problem for a nonlinear second-order parabolic equation with increasing
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The existence and uniqueness of a classical solution to the Cauchy problem for a nonlinear
parabolic equation of the second order with coefficients of the linear part increasing as |x| → ∞
are established. This solution belongs to the class of H?lder functions with t ∈ (0;T0], where
T0 ∈ (0, T ] is sufficiently small. With the help of this result, the existence and uniqueness
of a solution to the problem of determining the coefficient of an unknown function in the
corresponding linear parabolic equation with coefficients independent of t are proved.


