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Цикли порядку Шарковського для iмпульсної системи Лiєнара

У статтi дослiджується проблема iснування перiодичних розв’язкiв нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь типу Лiєнара з iмпульсною дiєю у нефiксованi моменти
часу. Використовуючи метод вiдображень Пуанкаре, задачу про iснування перiодичних
розв’язкiв зведено до аналiзу iтерацiй одновимiрного вiдображення вiдрiзка в себе. За
допомогою методу математичної iндукцiї доведено теорему про аналiтичний вигляд
перiодичних точок будь-якого натурального перiоду n та встановлено чiтку структуру
вiдповiдних многочленiв з коефiцiєнтами ±1. Визначено умови на параметри системи, за
яких iснують цикли, що вiдповiдають T (n)-перiодичним розв’язкам , та показано, що цi
точки пiдпорядковуються порядку Шарковського.

Ключовi слова i фрази: диференцiальне рiвняння Лiєнара, iмпульсна дiя, перiодичнi
розв’язки, вiдображення Пуанкаре, порядок Шарковського.
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Вступ

В загальному випадку, за наявностi iмпульсної дiї поведiнка розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь (навiть лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами) може бути
суттєво нелiнiйною i значно вiдрiзнятися вiд поведiнки таких систем за вiдсутностi iмпульсної
дiї.

Дослiдження динамiчних систем з iмпульсною дiєю становить один iз важливих напрямiв
сучасної теорiї диференцiальних рiвнянь i прикладної математики. Такi системи адекватно
описують процеси, що характеризуються миттєвими змiнами стану в дискретнi моменти часу,
i знаходять застосування в технiчних, бiологiчних та економiчних моделях [7]. Фундаментальнi
аспекти теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю систематично викладено у працях
М.О. Перестюка, А.М. Самойленка та спiвавторiв [5, 7]. Подальший розвиток цього напряму
пов’язаний iз дослiдженням якiсних властивостей розв’язкiв, зокрема їх обмеженостi та
стiйкостi. У роботах [6,10,11] встановлено умови iснування обмежених розв’язкiв для лiнiйних i
слабконелiнiйних iмпульсних систем, що створює необхiдне пiдґрунтя для аналiзу перiодичних
режимiв.
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Одним iз класичних об’єктiв дослiдження у теорiї нелiнiйних коливань є рiвняння Лiєнара
ẍ+f(x)ẋ+g(x) = 0, яке широко використовується для моделювання автоколивальних процесiв.
Якiсна теорiя таких рiвнянь без iмпульсних збурень ґрунтовно розроблена у [12]. Особливу
роль вiдiграє аналiз фазових портретiв i граничних циклiв, зокрема для рiвнянь типу S (за
Опялем), що формує методологiчну основу для подальшого дослiдження систем з iмпульсною
дiєю.

Важливим iнструментом дослiдження перiодичних розв’язкiв є метод вiдображення
Пуанкаре. Побудова такого вiдображення на трансверсальнiй множинi дозволяє звести задачу
про iснування перiодичних розв’язкiв неперервної системи до аналiзу нерухомих точок
вiдповiдного дискретного оператора. У роботах [4,8] показано, що для iмпульсних осциляторiв
задача про перiодичнi режими еквiвалентна дослiдженню одновимiрних вiдображень вiдрiзка.
Це вiдкриває можливiсть застосування апарату теорiї динамiчних систем, зокрема результатiв,
викладених у [3].

Суттєве ускладнення динамiки виникає у випадку iмпульсної дiї в нефiксованi моменти
часу, що призводить до появи складних режимiв, включаючи багатоперiодичнi та хаотичнi
коливання. У цьому контекстi ключове значення має порядок Шарковського, який встановлює
iєрархiю iснування перiодичних точок для одновимiрних вiдображень [13]. Класичнi
результати О. Шарковського та подальшi узагальнення створюють теоретичне пiдґрунтя для
аналiзу складної динамiки iмпульсних систем [8]. Сучаснi дослiдження, зокрема роботи [4, 9],
демонструють ефективнiсть цих пiдходiв у задачах побудови стабiльних гiбридних режимiв
та аналiзу iмпульсних модифiкацiй класичних механiчних систем, таких як математичний
маятник.

У наведеному контекстi результати, отриманi в данiй роботi, логiчно продовжують
зазначенi дослiдження. Зокрема, здiйснено перехiд вiд неперервної динамiки рiвняння Лiєнара
до дискретної динамiки вiдповiдного вiдображення Пуанкаре. Головним науковим результатом
є явна побудова многочленiв Pn(λ) та визначення iнтервалiв iснування параметра λ, що
забезпечують iснування циклiв довiльного перiоду n. Такий пiдхiд узгоджується з сучасними
тенденцiями розвитку нелiнiйного аналiзу та теорiї стабiльностi й розширює можливостi
дослiдження складної динамiки iмпульсних систем.

1 Система Лiєнара з iмпульсною дiєю

Об’єктом аналiзу є динамiчна система, рух у якiй описується диференцiальним рiвнянням
Лiєнара вигляду:

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0, (1)

(x ∈ M ⊂ R, M — фазовий простiр системи (1), t ∈ R — час) i яка зазнає впливу миттєвих сил,
якi визначаються деяким оператором A, що у моменти проходження рухомою точкою деякого
фiксованого положення x = x∗ дiє згiдно з правилом (t, x) → (t, Ax).

Iмпульсна дiя в такiй системi вiдбувається у нефiксованi моменти часу та збiльшує
кiлькiсть руху в системi на деяку величину I(ẋ), що залежить вiд швидкостi рухомої точки в
момент проходження нею положення x = x∗. Далi вважатимемо, що I(y), де y = ẋ, як функцiя
свого аргументу є неперервною.

Якщо ti — деякий момент часу, в який рухома точка досягає положення x = x∗, коли
вiдбувається iмпульсна дiя, то iмпульснi збурення рухомої точки записують [7]:

∆
dx

dt

∣∣∣
x=x∗

=
dx

dt

∣∣∣
t=ti+0

− dx

dt

∣∣∣
t=ti−0

= Ax− x = I(ẋ). (2)

Опис фiзичної iнтерпретацiї рiвняння Лiєнара та характеристика його фазового портрету
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детально вивчено в [12]. Рiвняння (1) записується еквiвалентним чином у виглядi системи:{
ẋ = y,

ẏ = −g(x)− f(x)y.

В подальшому використовується позначення:

G(x) =

∫ x

0
g(s)ds. (3)

Означення 1. Диференцiальне рiвняння (1), що задовольняє умови:

xg(x) > 0 для x ̸= 0 (4)

та
f(−x) = −f(x), g(−x) = −g(x), (5)

згiдно з класифiкацiєю Опяля, належить до класу S.

Позначимо y∗ =
√

2G(x∗). Припустимо, що:

10. Диференцiальне рiвняння Лiєнара (1) є рiвнянням типу S i задовольняє умови iснування
та єдиностi розв’язку.

20. Пряма x = x∗ трансверсальна потоку (1) всюди, крiм траєкторiї, для якої пряма x = x∗
є дотичною. В цьому випадку вважаємо, що I(0) = 0.

30. Оператор iмпульсної дiї є неперервним стосовно своїх змiнних.

2 Умови iснування перiодичних розв’язкiв системи Лiєнара з iмпульсною
дiєю

За допомогою вивчення руху фазової точки системи (1), (2) у [2] побудовано вiдображення
Пуанкаре для прямої x = x∗, яке використовується для дослiдження питання про iснування
перiодичних розв’язкiв задачi (1), (2). Також показано, що задача про iснування перiодичних
розв’язкiв системи (1), (2) зводиться до задачi про iснування перiодичних та нерухомих точок
деякого вiдображення вiдрiзка в цей самий вiдрiзок, яке визначається формулою:

f(y) = −y + I(−y), y = ẋ. (6)

Розглянемо задачу про iснування перiодичних розв’язкiв задачi (1), (2), коли функцiя
iмпульсної дiї має вигляд:

I(y) =

{
(λ− 1)y + λy∗, y ≤ 0,

−(λ+ 1)y + λy∗, y > 0,
(7)

f(y) = −y + I(−y) =

{
λ(y∗ − y), y ≥ 0,

λ(y∗ + y), y < 0,
(8)

де y = ẋ, λ — деякий параметр, причому 0 < λ ≤ supG(x).
Вiдображення (8) є неперервним для всiх y ∈ R i має такi властивостi: при 0 < λ < 1 iснує

лише одна нерухома точка, яка є стiйкою; при 1 < λ ≤ supG(x) нерухомi точки:{
λ

1− λ
y∗

}
та

{
λ

1 + λ
y∗

}
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та перiодичну точку перiоду 2: {
λ− λ2

1 + λ2
y∗;

λ+ λ2

1 + λ2
y∗

}
.

Точки перiоду 3 для вiдображення (8) утворюють два цикли:{
λ− λ2 − λ3

1 + λ3
y∗;

λ+ λ2 − λ3

1 + λ3
y∗;

λ+ λ2 + λ3

1 + λ3
y∗

}
{
λ− λ2 + λ3

1− λ3
y∗;

λ+ λ2 − λ3

1− λ3
y∗;

λ− λ2 − λ3

1− λ3
y∗

}
.

Таким чином, диференцiальне рiвняння (1) з iмпульсною дiєю (2), (7), де y = ẋ, при
1 < λ ≤ supG(x), має T (n)-перiодичнi розв’язки такi, що фазова точка даної системи при
русi вздовж вiдповiдної траєкторiї зазнає рiвно n iмпульсних дiй за перiод, де n — довiльне
натуральне число (див. [1, 2]). Точки, що задають цикли, якi вiдповiдають перiодичним
розв’язкам задачi (1), (7), задовольняють порядку Шарковського.

Покажемо, що точки, якi утворюють перiодичнi цикли для вiдображення (8), слiд шукати
серед дробiв вигляду:

y =
Pn(λ)

1± λn
y∗, (9)

де Pn(λ) — многочлен вигляду:

Pn(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a2λ
2 + λ, ai = ±1, i = 2, n.

Доведемо, що для довiльного натурального n i для всiх y ∈ R n-та iтерацiя вiдображення
(8), яку позначимо fn(y) = f(f(. . . f(y)))︸ ︷︷ ︸

n

, має вигляд

fn(y) = Pn(λ) y∗ ± λny, (10)

де многочлен Pn(λ) задовольняє рекурентне спiввiдношення P 1(λ) = λ, Pn(λ) = λ±λPn−1(λ)
(n ≥ 2), а знак «±» вiдповiдає тiй гiлцi вiдображення (8), у яку потрапляє точка на
вiдповiдному кроцi iтерування. n-перiодичнi точки вiдображення f пiсля цього отримаємо
як нерухомi точки вiдображення fn. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї за
n.

1. База iндукцiї. При n = 1 безпосередньо з (8) маємо f(y) = λ(y∗ ± y) = λy∗ ± λy, тобто
(10) виконується з P 1(λ) = λ. При n = 2:

f2(y) = f
(
f(y)

)
= λ

(
y∗ ± (λy∗ ± λy)

)
= (λ± λ2)y∗ ± λ2y,

звiдки P 2(λ) = λ± λ2.
2. Детальний аналiз для n = 3, 4, 5. Щоб виявити закономiрнiсть формування

коефiцiєнтiв ai у многочленах Pn(λ), обчислимо кiлька наступних iтерацiй.
Випадок n = 3. Використовуючи f2(y) = P 2(λ)y∗ ± λ2y, маємо:

f3(y) = f
(
f2(y)

)
= λ

(
y∗ ± (P 2(λ)y∗ ± λ2y)

)
= λy∗ ± λP 2(λ)y∗ ± λ3y.

Оскiльки λP 2(λ) = λ(λ± λ2) = λ2 ± λ3, дiстаємо

f3(y) = (λ± λ2 ± λ3)y∗ ± λ3y,

тобто P 3(λ) = λ± λ2 ± λ3.



32 Собчук В. В., Рудик Є. А., Нестеренко О. Н.

Випадок n = 4. Аналогiчно, f4(y) = f
(
f3(y)

)
= λy∗ ± λP 3(λ)y∗ ± λ4y. Оскiльки λP 3(λ) =

λ2 ± λ3 ± λ4:
f4(y) = (λ± λ2 ± λ3 ± λ4)y∗ ± λ4y,

звiдки P 4(λ) = λ± λ2 ± λ3 ± λ4.
Випадок n = 5. f5(y) = f

(
f4(y)

)
= λy∗±λP 4(λ)y∗±λ5y, i, оскiльки λP 4(λ) = λ2±λ3±λ4±λ5,

f5(y) = (λ± λ2 ± λ3 ± λ4 ± λ5)y∗ ± λ5y.

3. Iндукцiйний перехiд. Припустимо, що формула (10) виконується для n = k, тобто
для всiх y ∈ R

fk(y) = P k(λ)y∗ ± λky.

Застосувавши вiдображення (8) ще раз, для всiх y ∈ R дiстаємо:

fk+1(y) = f
(
fk(y)

)
= λ

(
y∗ ± fk(y)

)
= λ

(
y∗ ± (P k(λ)y∗ ± λky)

)
= λy∗ ± λP k(λ)y∗ ± λk+1y.

Доданок при y∗ позначимо через P k+1(λ):

P k+1(λ) = λ± λP k(λ).

Ця рекурентна формула при рiзних виборах знакiв породжує в точностi весь клас многочленiв
з коефiцiєнтами ±1, про що свiдчить таке твердження.

Твердження 1. Нехай

P 2(λ) = λ± λ2, Pn(λ) = λ± λPn−1(λ), n ≥ 3,

а Pn — множина всiх многочленiв, породжених цiєю рекурентною формулою при фiксованому
n ≥ 2 (тобто при всеможливих виборах знакiв). Нехай також

Pn
∗ (λ) = anλ

n + an−1λ
n−1 + · · ·+ a2λ

2 + λ, ai = ±1, i = 2, n,

а Pn
∗ — множина всiх многочленiв такого вигляду. Тодi Pn = Pn

∗ .

Доведення. Методом математичної iндукцiї неважко переконатися, що Pn ⊆ Pn
∗ : кожне

застосування рекурентної формули дає многочлен, у якого коефiцiєнт при λ дорiвнює 1, а всi
iншi коефiцiєнти набувають значень ±1. Позначимо через |A| кiлькiсть елементiв скiнченної
множини A. З рекурентної формули випливає, що |P2| = 2 та |Pn| = 2 |Pn−1| при n ≥ 3 (на
кожному кроцi незалежно вибирається знак «+» або «−»), звiдки |Pn| = 2n−1, n ≥ 2. З iншого
боку, за правилом добутку кiлькiсть наборiв знакiв (a2, . . . , an), де ai = ±1, дорiвнює 2n−1,
тобто |Pn

∗ | = 2n−1. Отже, |Pn| = |Pn
∗ |, що разом iз включенням Pn ⊆ Pn

∗ дає рiвнiсть Pn = Pn
∗ .

Твердження доведено.
Оскiльки P k(λ) складається iз суми степенiв вiд λ до λk, то λP k(λ) є сумою степенiв вiд

λ2 до λk+1, а додавання першого члена λ завершує структуру многочлена:

P k+1(λ) = λ± a2λ
2 ± a3λ

3 ± · · · ± ak+1λ
k+1.

Отже, fk+1(y) = P k+1(λ)y∗ ± λk+1y, тобто формула (10) справедлива i для n = k + 1. За
принципом математичної iндукцiї рiвнiсть (10) доведено для всiх натуральних n.

4. Перiодичнi точки. n-перiодична точка вiдображення (8) є нерухомою точкою його n-ї
iтерацiї, тобто розв’язком рiвняння fn(y) = y. Пiдставляючи (10), дiстаємо y = Pn(λ)y∗±λny,
звiдки (1∓ λn)y = Pn(λ)y∗ i

y =
Pn(λ)

1∓ λn
y∗,

що збiгається з формулою (9). Таким чином, справедливiсть формули (9) доведено для
довiльного натурального n.
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Твердження 2. Диференцiальне рiвняння (1) з iмпульсною дiєю (2), (7), де y = ẋ, при
1 < λ ≤ supG(x) має T (n)-перiодичнi розв’язки такi, що фазова точка даної системи при
русi вздовж вiдповiдної траєкторiї зазнає рiвно n iмпульсних дiй за перiод, де n — довiльне
натуральне число. При цьому точки дiї iмпульсних сил, що вiдповiдають T (n) перiодичним
розв’язкам, слiд шукати серед дробiв вигляду:

y =
Pn(λ)

1± λn
y∗, (11)

де Pn(λ) — многочлен вигляду:

Pn(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a2λ
2 + λ, ai = ±1, i = 2, n.

Вивчимо детальнiше задачу про вигляд перiодичних точок вiдображення (8), якi
вiдповiдають T (n)-перiодичним розв’язкам задачi (1), (7). Побудуємо многочлени Pn(λ) в
явному виглядi. Побудову почнемо з точки:

y =
λ− λ2 − λ3 − · · · − λn

1 + λn
y∗. (12)

Подiємо на цю точку вiдображенням (8):

f(y) = λ

(
y∗ ±

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn

1 + λn
y∗

)
= λy∗

1 + λn ± (λ− λ2 − λ3 − · · · − λn)

1 + λn
. (13)

Згiдно з Твердженням 2, многочлен у чисельнику дробу повинен мати степiнь n, а тому
знак перед дробом у (13) буде «+» (оскiльки y < 0). Провiвши вiдповiднi перетворення (13),
отримуємо наступну точку:

y =
λ+ λ2 − λ3 − · · · − λn

1 + λn
y∗, (14)

причому:
λ− λ2 − λ3 − · · · − λn

1 + λn
y∗ < 0, (15)

або, що те саме,
λ− λ2 − λ3 − · · · − λn < 0. (16)

Повторивши аналогiчнi мiркування для (14), отримуємо точку:

y =
λ+ λ2 + λ3 − · · · − λn

1 + λn
y∗,

де знову ж λ+ λ2 − λ3 − · · · − λn < 0.
Продовжуючи аналогiчнi мiркування, отримуємо, що якщо знаменник дробу (9) буде

рiвним 1 + λn, то многочлени Pn(λ) у чисельнику вiдповiдних точок циклу матимуть вигляд:

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn

λ+ λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn

λ+ λ2 + λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn

. . .

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 − λn

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn

(17)
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Крiм того, для λ повинна виконуватися система нерiвностей:

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn < 0

λ+ λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn < 0

. . .

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 − λn < 0

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn > 0

(18)

Очевидно, що для того, щоб число λ задовольняло систему нерiвностей (18), достатньо, щоб
воно задовольняло передостаннiй нерiвностi системи (18), тобто λ + λ2 + · · · + λn−1 − λn < 0.
Таким чином, можна показати, що при збiльшеннi n звужується iнтервал, з якого можна
вибирати значення параметра λ.

Повторивши вищенаведенi мiркування для випадку, коли знаменник дробу (9) рiвний
1− λn, тобто коли початкова точка має вигляд:

y =
λ− λ2 − λ3 − · · · − λn

1− λn
y∗,

отримаємо вигляд вiдповiдних многочленiв Pn(λ). Цi многочлени матимуть вигляд:

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn

λ− λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn

λ+ λ2 − λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn

. . .

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 − λn

(19)

При цьому має виконуватись система нерiвностей:

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn < 0

λ− λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn > 0

λ+ λ2 − λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 + λn > 0

. . .

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 − λn−1 + λn > 0

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 − λn < 0

(20)

Якщо λ > 1, то усi нерiвностi системи (20), крiм останньої, виконуються автоматично
(оскiльки λk+1 − λk > 0 при λ > 1 i k ≥ 1). Тому, як i для системи (18), для того, щоб число λ
задовольняло систему нерiвностей (20), достатньо, щоб воно задовольняло останнiй нерiвностi
системи (20), тобто λ + λ2 + · · · + λn−1 − λn < 0. Отже, ми отримали для обох розглянутих
випадкiв однакову нерiвнiсть, що визначає промiжок для параметра λ.

Твердження 3. Точки, що визначають перiодичний цикл перiоду n вiдображення (8) на
промiжку (1, supG(x)), коли фазова точка iмпульсної системи Лiєнара при русi фазовою
траєкторiєю рiвняння (1) зазнає iмпульсної дiї (7) рiвно n разiв за перiод, мають вигляд:

λ− λ2 − λ3 − · · · − λn−2 − λn−1 − λn

1± λn
та

λ+ λ2 + λ3 + · · ·+ λn−2 + λn−1 − λn

1± λn
. (21)

При цьому значення λ слiд вибирати з iнтервалу (α, supG(x)), де α є розв’язком рiвняння

r + r2 + r3 + · · ·+ rn−2 + rn−1 − rn = 0 (22)
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на промiжку (1, supG(x)). Насправдi, для кожного натурального n ≥ 2 рiвняння (22) має рiвно
один додатний корiнь αn, причому α2 = 1, αn ∈ (1, 2) при n ≥ 3, i αn → 2 при n → ∞.
Зауважимо, що всi мiркування проводились для випадку, коли в якостi початкової точки
вiдображення (8) вибирали точки y = λ−λ2−···−λn

1±λn y∗. Якщо ж в якостi початкової точки вибрати
iншу точку, то отримаємо набiр точок, якi визначають перiодичний цикл вiдображення (8),
вiдмiнний вiд наведених вище.

3 Чисельний приклад

Проiлюструємо отриманi результати на прикладi циклу перiоду n = 3, оскiльки, згiдно
з порядком Шарковського, iснування циклу перiоду 3 гарантує iснування циклiв усiх
натуральних перiодiв.

Приклад. Розглянемо вiдображення (8) з параметрами y∗ = 1 та λ =
17

10
. Додатним

коренем рiвняння (22) при n = 3 є α3 = 1+
√
5

2 , причому 17
10 > α3 (оскiльки

√
5 < 12

5 ), а
вiдповiдний корiнь α4 при n = 4 задовольняє 17

10 < α4. Отже, виконується умова α3 < λ < α4

(за умови supG(x) ≥ 17
10), тобто для вибраного λ вже iснує цикл перiоду 3.

За формулами Твердження 3 (випадок зi знаменником 1+λ3) точки циклу мають вигляд:

y1 =
λ− λ2 − λ3

1 + λ3
y∗, y2 =

λ+ λ2 − λ3

1 + λ3
y∗, y3 =

λ+ λ2 + λ3

1 + λ3
y∗.

При λ =
17

10
маємо λ2 =

289

100
, λ3 =

4913

1000
, 1 + λ3 =

5913

1000
, тому (при y∗ = 1):

y1 = −6103

5913
, y2 = − 323

5913
, y3 =

9503

5913
.

Безпосередня перевiрка iтеруванням вiдображення (8) пiдтверджує, що цi три точки
утворюють цикл перiоду 3:

f(y1) = λ(y∗ + y1) =
17

10

(
1− 6103

5913

)
=

17

10
·
(
− 190

5913

)
= − 323

5913
= y2,

f(y2) = λ(y∗ + y2) =
17

10

(
1− 323

5913

)
=

17

10
· 5590
5913

=
9503

5913
= y3,

f(y3) = λ(y∗ − y3) =
17

10

(
1− 9503

5913

)
=

17

10
·
(
−3590

5913

)
= −6103

5913
= y1.

Таким чином, f3(y1) = y1, причому y1, y2 ̸= y3, тобто це справдi цикл найменшого перiоду 3.
Вiдповiдний чисельник кожної точки є многочленом P 3(λ) з коефiцiєнтами ±1 структури (17),
що узгоджується з Твердженням 2.
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The paper investigates the problem of the existence of periodic solutions for nonlinear
Lienard-type differential equations with impulse action at non-fixed moments of time. Using
the Poincare map method, the problem of finding periodic solutions is reduced to the analysis
of the iterations of a one-dimensional map of an interval into itself. By means of mathematical
induction, a theorem on the analytical form of periodic points of any natural period n is proved,
and a strict structure of the corresponding polynomials with coefficients ±1 is established.
The conditions on the system parameters under which cycles corresponding to T (n)-periodic
solutions exist are determined, and it is shown that these points obey Sharkovsky’s order.
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