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DOI: https://doi.org/10.31861/bmj2026.01.11

Маценко В.Г.

КОМП’ЮТЕРНИЙ АНАЛIЗ МОДЕЛЕЙ ТИПУ СКЕЛЛАМА

З НЕМОНОТОННОЮ ФУНКЦIЄЮ РОЗМНОЖЕННЯ

ТА ЗБОРОМ УРОЖАЮ

Запропоновано узагальнення дискретної моделi Скеллама з немонотонною функцi-
єю розмноження та збором урожаю. Дослiджено iснування стацiонарних i перiодичних
розв’язкiв та їх стiйкiсть. Проведено порiвняльний аналiз iз моделлю без збору врожаю.
Наведено комп’ютерний аналiз розв’язкiв моделi. Показано, що при збiльшеннi параме-
тра k збору врожаю стацiонарнi та перiодичнi розв’язки втрачають свою стiйкiсть i навiть
можуть повнiстю щезати, при цьому популяцiя стає приреченою на вимирання.

Ключовi слова i фрази: модель Скеллама з немонотонною функцiєю розмноження,
збiр урожаю, стiйкiсть розв’язкiв, обчислювальнi експерименти.
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Вступ

Для опису динамiки чисельностi бiологiчних популяцiй iз неперекривними поколiннями
використовуються дискретнi рiвняння. Рiст чисельностi таких популяцiй вiдбувається в окре-
мi моменти часу (народжуванiсть має дискретний характер). До таких популяцiй належить
багато видiв комах з однорiчною генерацiєю.

При цьому, в простiшому випадку, дискретнi моделi задаються рiвняннями типу [1]

Nt+1 = f (Nt)Nt, t = 0, 1, 2, . . . , (1)

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, яка вiдображає простiр R+ в R+, R+ = [0,+∞);
функцiя f (Nt) – це єдиний популяцiйний показник, який характеризує процеси вимирання i
народжування. Його називають коефiцiєнтом природного вiдтворення або коефiцiєнтом роз-
множення [1].

Якщо припустити, що вплив саморегулюючих внутрiпопуляцiйних факторiв iз ростом чи-
сельностi тiльки посилюється, то коефiцiєнт розмноження вибирають у виглядi монотонно
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спадних функцiй. У дискретнiй логiстичнiй моделi це спадна лiнiйна функцiя, в моделi Рiкера
– монотонно спадна експонента, а в моделi Скеллама – спадна гiперболiчна функцiя.

При цьому модель Скеллама має вигляд [2]

Nt+1 =
aNt

b+Nt
, t = 0, 1, 2, . . . . (2)

Параметр a тут вiдiграє роль найбiльшого значення коефiцiєнта розмноження, а параметр b
описує вплив саморегулюючих факторiв на популяцiйну динамiку. Ця модель допускає тiльки
монотонну стабiлiзацiю до деякого стацiонарного рiвня. Але в природi спостерiгаються перiо-
дичнi i хаотичнi поведiнки чисельностi дискретних популяцiй. Для того, щоб вивчати циклiчнi
режими в рамках моделi Скеллама, в [3] запропоновано узагальнення для моделi, коли функцiя
природного вiдтворення

f (Nt) =
a

b+N3
t

.

Але така функцiя – монотонно спадна. Проте, на практицi спостерiгаються й немонотоннi
функцiї f (Nt). Це має мiсце, наприклад, тодi, коли

f (Nt) =
aNt

b+N4
t

,

а сама модель (1) набуває вигляду [4]

Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

, t = 0, 1, 2, . . . . (3)

У працi [4] показано, що модель (3) має як стацiонарнi, так i перiодичнi режими будь-яких
перiодiв, а також режими з хаотичною поведiнкою.

Оскiльки людина у своїй дiяльностi використовує рiзнi природнi ресурси, то доцiльно роз-
глядати дискретнi моделi зi збором урожаю. При цьому важливим є екологiчно обґрунтований
пiдхiд до рацiонального використання вiдновлювального ресурсу, щоб не знищити бiологiчну
популяцiю.

Якщо з деякої популяцiї вiдловлюється певна кiлькiсть особин з iнтенсивнiстю промислу
C (Nt, k), де k – параметр, що характеризує цю iнтенсивнiсть, то рiвняння, що описує змiну
чисельностi при цьому, має вигляд

Nt+1 = f (Nt)Nt − C (Nt, k) .

Задача моделювання тепер полягає в тому, щоб збiльшувати гарантований урожай, причо-
му встановити таку швидкiсть збору врожаю, щоб пiдтримувати популяцiю в станi виживання.

Для вiдбору особин з популяцiї iснують два режими вiдбору, а саме вiдбiр постiйної кiль-
костi особин за певну одиницю часу (жорстка стратегiя) та вiдбiр постiйної частки популяцiї
(м’яка стратегiя).

У [3] розглядалася модель збору врожаю в популяцiях, динамiка чисельностi яких опису-
ється рiвняннями типу Скеллама. У цiй працi вивчається модель (3) з урахуванням м’якої
стратегiї збору врожаю, тобто коли урожай визначається величиною, пропорцiйною чисельно-
стi Nt, тобто C (Nt, k) = kNt. У цьому випадку таке узагальнення моделi має вигляд

Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

− kNt ≡ F (Nt) , t = 0, 1, 2, . . . . (4)
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1 Iснування стацiонарних режимiв та їх стiйкiсть

Модель (4) – це нелiнiйне дискретне рiвняння, розв’язок якого в аналiтичнiй формi не
можна знайти, тому будемо вiдшуковувати стацiонарнi та перiодичнi розв’язки й вивчати їх
стiйкiсть.

Стацiонарнi розв’язки (4) знаходимо з рiвняння

N =
aN2

b+N4
− kN. (5)

Це рiвняння має нульовий розв’язок, а ненульовi дiйснi розв’язки, якщо вони iснують, задо-
вольняють спiввiдношення

aN

1 + k
= b+N4. (6)

Для знаходження ненульових розв’язкiв застосуємо числовий аналiз. Знайдемо значення
N∗, для яких функцiї правої та лiвої частин рiвняння (6) мають однаковий кутовий коефiцiєнт.

Маємо
a

1 + k
= 4N∗3, або N∗ = 3

√
a

4(1 + k)
.

Якщо в точцi N∗ права та лiва частини рiвняння (6) мають однакове значення, то воно є
коренем рiвняння (6). Це має мiсце, коли b = a∗, де

a∗ =
3a

4(1 + k)
3

√
a

4(1 + k)
.

Якщо b > a∗, то (6) не має дiйсних додатних коренiв, якщо b < a∗, то iснують два дiйснi рiзнi
додатнi коренi. Позначимо їх через N∗1 та N∗2 i вважатимемо, що N∗1 < N∗2 .

Отже, рiвняння (5) завжди має нульовий корiнь i може мати ненульовi коренi.
Зокрема, при a = 2, b = 1, k = 0.1, крiм нульового, маємо два стацiонарнi коренi: N∗1 =

0.6455 та N∗2 = 0.8803 (рис. 1а), а уже при a = 2, b = 1, k = 0.2 iснує тiльки нульовий корiнь

(рис. 1б), оскiльки 1 = b > a∗ =
3

2.4
3

√
1

2.4
= 0.9336. При a = 2, b = 1, k = 0.1397 iснує єдиний

ненульовий корiнь N∗ = 0.7469 (рис. 1в).

a б
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в
Рис. 1. Iснування коренiв рiвняння (6): a – b < a∗; б – b > a∗; в – b = a∗

Проведемо дослiдження стiйкостi стацiонарних точок. Для цього знайдемо їх мультиплi-
катори

λ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

=
2aN∗

(
b−N∗4

)
(b+N∗4)2

− k.

Оскiльки для нульового розв’язку λ = −k < 0, то вiн завжди локально стiйкий при будь-
яких a, b, k > 0 (рис. 2).

a б
Рис. 2. Стiйкiсть нульового розв’язку: а – a = 2, b = 1.19, k = 0.1;

б – a = 2, b = 0.3, k = 0.1

Для ненульових N∗, оскiльки N∗4 =
aN∗

1 + k
− b, маємо

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

=
2
(

2b− aN∗

1+k

)
(1 + k)2

aN∗
=

2(1 + k) (2b(1 + k)− aN∗)
aN∗

.

Для N∗ = 3

√
a

4(1 + k)
, b = a∗ знаходимо

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

= 1, тому неможливо зробити висновок

про його стiйкiсть. Для цього проведемо аналiз стiйкостi стацiонарних розв’язкiв рiвняння
Nt+1 = F (Nt) на основi аналiзу поведiнки функцiї F (Nt).

Графiки правої та лiвої частин цього рiвняння при певних значеннях параметрiв a, b, k

поданi на рис. 3.
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a б
Рис. 3. Iснування коренiв рiвняння (5): а – a = 2, b = 1, k = 0.1;

б – a = 2, b = 1, k = 0.1397

Для аналiзу стiйкостi, як i вище, вiзьмемо a = 2, b = 1, k = 0.1. У цьому випадку iснують
два стацiонарних режими:N∗1 = 0.6455 таN∗2 = 0.8803 (N∗1 < N∗2 ) (рис. 3а). Оскiльки F ′ (N∗1 ) =

1.7131 > 1, а |F ′ (N∗2 )| = 0.0258 < 1, то N∗1 – нестiйкий, а N = N∗2 – стiйкий (рис. 4а).
При a = 2, b = 1, k = 0.1397 уже iснує єдиний стацiонарний розв’язок N∗ = 0.7469.

Причому при N < N∗ маємо F ′(N) > 1, а при N > N∗ – |F ′(N)| < 1 (рис. 3б), тому такий
розв’язок напiвстiйкий (рис. 4б).

a б
Рис. 4. Графiки розв’язкiв рiвняння (4): а – a = 2, b = 1, k = 0.1;

б – a = 2, b = 1, k = 0.1397

Отже, при зростаннi iнтенсивностi збору врожаю, тобто параметра k, вiдбувається зчеза-
ння ненульових стацiонарних розв’язкiв, а залишається лише варiант зменшення чисельностi
популяцiї до нуля, тобто вимирання. Це означає, що iснує критичне значення параметра k,
перейшовши яке популяцiя вже вижити не в змозi.

2 Iснування та стiйкiсть перiодичних режимiв

Спочатку вiдшукаємо перiодичнi режими з перiодом T = 2. Для них Nt+2 = Nt, t = 0, 1, . . ..
Як вiдомо з [3], при k = 0 такi режими мають мiсце. Для їх знаходження отримуємо систему

N2 = F (N1) ,

N1 = F (N2) ,
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або рiвняння

N = F (F (N)). (7)

У нашому випадку (7) набуває вигляду

b+N4N̄ + kN̄(b+NN̄)4 = aNN̄2,

де N̄ =
aN

b+N4
− k.

Таке рiвняння аналiтично розв’язати не можна, тому для розв’язування (7) застосуємо
графiчний аналiз.

Як показано в [3], при k = 0, a = 2, b = 0.5 рiвняння (4) має стiйкий перiодичний розв’язок.
При зборi врожаю з коефiцiєнтом k = 0.1 теж iснує стiйкий перiодичний розв’язок (рис. 5).

a б

Рис. 5. Iснування та стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння (4) з перiодом T = 2 при
a = 2, b = 1, k = 0.1: а – коренi рiвняння (5); б – графiки розв’язкiв

Його складають числовi значенняN∗1 = 0.8418 таN∗2 = 1.3300. Мультиплiкатор цього розв’язку

λ =

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ dFdN

∣∣∣∣
N∗

2

∣∣∣∣∣ = 0.1075 · 1.1620 = 0.1249 < 1.

При цьму iснують два нестiйких стацiонарних стани: N∗3 = 0.2783 та N∗4 = 1.1100. Їх мульти-
плiкатори, вiдповiдно, становлять числа 2.0478 та 1.2099.

А уже при k = 0.6 перiодичний розв’язок вiдсутнiй. Натомiсть ненульовий стацiонарний

стан N∗1 = 0.4265 – нестiйкий (

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

1

∣∣∣∣∣ = 2.20321 > 1), а другий N∗2 = 0.8802 – стiйкий

(

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

2

∣∣∣∣∣ = 0.892 < 1) (рис. 6).
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a б
Рис. 6. Графiчне розв’язування рiвняння (7) при a = 2, b = 0.5, k = 0.6: а – стацiонарнi точки

рiвняння (7); б – вiдсутнiсть перiодичних режимiв з перiодом T = 2

Проведемо дослiдження перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 4 (Nt+4 = Nt, t = 0, 1, . . .).
При k = 0, a = 2, b = 0.3, тобто без збору врожаю рiвняння (4) має стiйкий перiодичний
розв’язок iз перiодом T = 4 [3] (рис. 7).

a) б)
Рис. 7. Перiодичний розв’язок з перiодом T = 4 при a = 2, b = 0.3, k = 0: а – графiк

розв’язку; б – його стiйкiсть

Але уже при k = 0.1 перiодичний розв’язок iз перiодом T = 4 ще iснує, у той же час перестає
бути стiйким (рис. 8). Його складають значення N∗1 = 0.5125, N∗2 = 1.3725, N∗3 = 0.8417,
N∗4 = 1.6828, мультиплiкатор λ = 4.34 > 1.

Рис. 8. Нестiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 4. a = 2, b = 0.3, k = 0.1
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Перейдемо до знаходження перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 3 (Nt+3 = Nt, t =

0, 1, 2, . . .). Вони вiдiграють особливу роль у теорiї дискретних динамiчних систем. Їх знаходять
iз рiвняння

N = F (F (F (N))). (8)

При k = 0, a = 3, b = 0.1 рiвняння (8) має два нестiйких стацiонарних розв’язки та два
розв’язки з перiодом T = 3 [3]. Один iз них, що визначається значеннями 0.1343, 0.5360, 4.726,
0.1343, стiйкий (рис. 9). Його мультиплiкатор λ = 0.637 < 1.

Рис. 9. Iснування та стiйкiсть перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 3 при a = 3, b = 0.1,
k = 0

При k = 0.05 (8) теж має два стацiонарних розв’язки та два перiодичних iз перiодом T = 3

(рис. 10).

Рис. 10. Графiчне зображення коренiв рiвняння (8) при a = 3, b = 0.1, k = 0.05

Стацiонарнi точки – це значення N∗1 = 0.0350 та N∗2 = 1.4071. Вони нестiйкi, оскiльки їх
мультиплiкатори вiдповiдно дорiвнюють 2.050 > 1 та 2.046 > 1.

Перiодичнi розв’язки складають значення N∗3 = 0.1103, N∗4 = 0.3589, N∗5 = 3.2964 та
N∗6 = 0.1777, N∗7 = 0.9290, N∗8 = 3.0195. Цi перiодичнi розв’язки також уже нестiйкi (рис. 11).
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a б
Рис. 11. Графiки розв’язкiв рiвняння (4): a – a = 3, b = 0.1, k = 0.05;

b – a = 3, b = 0.1, k = 0.1

Вiдзначимо, що при змiнi параметра k збору врожаю вiд 0 до 0.05 вiдбулася втрата стiйко-
стi перiодичного розв’язку. Далi при збiльшеннi k комп’ютернi експерименти показали появу
нових нестiйких перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 3.

Як видно з дослiджень, збiр урожаю в популяцiях може призвести, в рамках даної моделi,
до втрати стiйкостi iснуючих стацiонарних перiодичних режимiв, а також до їх зчезання. Отже,
при експлуатацiї популяцiї важливо знати критичнi значення параметрiв збору врожаю, якi
спричиняють змiну поведiнки чисельностi популяцiй.
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Difference equations are used in order to model the dynamics of population with overlapping
generations. In the symple case such equations have the form Nt+1 = f (Nt)Nt, where Nt > 0,
in the population size at a moment of time t, f (Nt) is a coefficient of natural reproductions.

The paper [3] consider a generalization of Skellam models when f (Nt) =
a

b+N2
t

and

f (Nt) =
aNt

b+N2
t

with a tough harvesting strategy. Functions are monotonic. But as ecological

observations show, functions f (Nt) are not always monotonic, at small Nt > 0 they increase
and at large Nt they decrease. Such model where studied in [4].

Since Humans use various natural resources in their activities, it is important that the
exploitation of populations does not lead to their destruction. Therefore, it is important to
study models with harvesting.

This paper studies behavior of solution of the generalized Skellam model for a non-monotonic
multiplication function of the form (3). This show that the equation (5) has stationary and peri-
odic solution of any period. It is shown that with an incase in the harvest intensity coefficient,
stationary and periodic solutions lose their stability and may disappear altogether.

For practice, it is extremely important to know the critical values of the parameter k, the
fragments of which will lead to a decrease in the population.


	     
	    

