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ГРУПИ НЕПЕРЕРВНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ ОДИНИЧНОГО ВIДРIЗКА I ВСIЄЇ

ПРЯМОЇ

Робота присвячена g-зображенням дiйсних чисел одиничного вiдрiзка, топологiчно
еквiвалентним класичному s-ковому зображенню, i неперервним перетворенням цього
вiдрiзка, пов’язаним з такими зображеннями чисел. Розглянутi перетворення
отримуються шляхом склеювання операторiв лiвостороннього та правостороннього зсуву
цифр g-зображення чисел. Для s-кового зображення такi перетворення є кусково-
лiнiйними, для довiльного g-зображення це, взагалi кажучи, не так.

Конструктивно доведено, що множина всiх неперервних перетворень одиничного
вiдрiзка, якi зберiгають частоти цифр g-зображення чисел, разом з операцiєю ”композицiя
перетворень” утворює континуальну некомутативну групу. Континуальною пiдгрупою цiєї
групи є множина перетворень, якi зберiгають хвости g-зображення чисел.

Ключовi слова i фрази: g-зображення чисел, оператор лiвостороннього зсуву цифр,
оператор правостороннього зсуву цифр, перетворення множини, група неперервних
перетворень вiдрiзка, перетворення, якi зберiгають хвости зображення чисел.
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Вступ

Нагадаємо, що перетворенням множини E називається взаємнооднозначне (тобто
бiєктивне, одночасно iн’єктивне i сюр’єктивне) вiдображення цiєї множини на себе.

Далi зосередимо увагу на неперервних перетвореннях множин метричних просторiв, тобто
таких, для яких близькими є образи, коли близькими були їх прообрази. Перетворенням
евклiдової площини та тривимiрного простору певна увага придiляється i в шкiльному курсi
математики, i значна в системi пiдготовки вчителя математики, тодi як про перетворення
прямої говорять рiдко. Неперервнi перетворення прямої збiгаються з множиною всiх
неперервних строго монотонних функцiй, областю визначення i множиною значень яких є
множина всiх дiйсних чисел. Всi функцiї виду y = ax2k+1 + b, де 0 ̸= a ∈ R, b ∈ R, k ∈ N , є
неперервними перетвореннями числової прямої.

Очевидно, що неперервнi перетворення числової прямої, якi зберiгають вiдстанi (а такi
називаються рухами, перемiщеннями або iзометричними перетвореннями), вичерпуються
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перетвореннями, заданими формулами: x′ = x+ a, x′ = −x+ a, тобто є лiнiйними функцiями,
з кутовим коефiцiєнтом k = ±1. Таким чином, кожен рух прямої є паралельним перенесенням
або центральною симетрiєю з центром C(a2 ) вiдповiдно.

Аналогом афiнних перетворень числової прямої є перетворення, головним iнварiнтом яких
є просте вiдношення трьох точок. Перетворення, якi зберiгають просте вiдношення трьох
точок прямої, вичерпуються класом лiнiйних функцiй: y = kx+ b, де k ̸= 0. В одновимiрному
просторi цi перетворення є перетвореннями подiбностi i одночасно афiнними перетвореннями.

Очевидно, що неперервнi перетворення вiдрiзка [0, 1] вичерпуються неперервними строго
зростаючими функцiями (такими, що f(0) = 0, f(1) = 1) та строго спадними функцiями
(такими, що f(0) = 1, f(1) = 0). При цьому за своїми диференцiальними властивостями
вони можуть принципово вiдрiзнятися. Серед них абсолютно неперервнi функцiї (вони є
невласними iнтегралами своїх похiдних) та сингулярнi функцiї (неперервнi функцiї, вiдмiннi
вiд констант, якi мають похiдну рiвну нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), а також
сумiшi цих двох типiв функцiй (лiнiйнi комбiнацiї абсолютно неперервних та сингулярних
функцiй) [9]. Серед них кусково-лiнiйнi функцiї, що зберiгають хвости двосимвольних
зображень чисел; функцiї, якi зберiгають фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича
борелiвських пiдмножин одиничного вiдрiзка; функцiї, що зберiгають середнє значення
цифр [7] тощо.

Дана робота присвячена пiдгрупам групи неперервних перетворень одиничного вiдрiзка.
Розглядаються перетворення, якi зберiгають частоти цифр та хвости s-символьного
зображення чисел вiдрiзка [0; 1], що топологiчно еквiвалентнi класичному s-ковому

зображенню чисел: x = ∆s
α1α2...αn... =

∞∑
k=1

αk

sk
, 2 ≤ s ∈ N , αk ∈ {0, 1, ..., s − 1}. Саме

для класичного s-кового зображенню чисел легко вибудувати аналiтичну складову теорiї
i ефективно використати конструктивнi прийоми дослiдження. Окремi результати легко
поширити на випадок, коли зображення метрично близьке з s-ковим.

1 Класичне s-кове зображення чисел одиничного вiдрiзка (дробової
частини дiйсного числа i його топологiчнi еквiваленти)

Нехай 1 < s – фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, ..., s − 1} – s-символьний алфавiт
(набiр цифр), Ls ≡ As × As × As × ... = {(αn) : αn ∈ As} – множина (простiр) послiдовностей
елементiв алфавiту.

Кодуванням (g-зображенням) чисел одиничного вiдрiзка [0; 1] засобами алфавiту As

називається сюр’єктивне вiдображення g простору Ls у вiдрiзок [0; 1]. Якщо x = g(αn),
то це записується x = ∆g

α1α2...αn... i називається g-зображенням числа x. При цьому αn

називається n-ою цифрою цього зображення. Перiод у зображеннi числа символiзують круглi
дужки. Найпростiшим i найпоширинiшим кодуванням (зображенням) чисел засобами s-кового
алфавiту є класичне s-кове зображення. Нагадаємо його змiст.

Вiдомо, що для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує така послiдовнiсть (αn) ∈ Ls, що

x =

∞∑
n=1

αn

sn
≡ ∆s

α1α2...αn.... (1)

Подання числа x ∈ [0; 1] рядом (1) називається s-ковим представленням (поданням), а його
скорочений запис x = ∆s

α1α2...αn... – s-ковим зображенням числа x. При цьому αn називається
n-ою цифрою цього зображення. Очевидно, що 0 = ∆s

(0), 1 = ∆s
(s−1). Цi числа мають єдине

s-кове зображення. Iснують числа, якi мають два рiзнi s-ковi зображення: ∆s
α1α2...αn(0)

=
∆s

α1α2...αn−1[αn−1](s−1). Вони називаються s-ково рацiональними або s-ково бiнарними. Кожне s-
ково рацiональне число є рацiональним, але не кожне рацiональне число є s-ково рацiональним.
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Наприклад, число x = ∆s
(10) = s

s2−1
є рацiональним, але не є s-ково-рацiональним. Крiм

вказаних, решта чисел мають єдине s-кове зображення i називаються s-ково унарними. Кожна
цифра s-ково унарного числа x = ∆s

α1α2...αn... є функцiєю числа x.
Пiд геометрiєю зображення чисел традицiйно розумiють теорiю, яка розкриває

геометричний змiст цифр зображення чисел, обгрунтовує метричнi спiввiдношення,
породженнi зображенням, вивчає рiзнi геометричнi аспекти позицiйних вiдношень мiж
множинами чисел, визначених властивостями (умовами, обмеженнями) зображення чисел
тощо. Частково геометрiю s-вого зображення чисел розкривають властивостi цилiндричних
та хвостових множин.

Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина ∆c1c2...cm всiх чисел x ∈ [0; 1],
якi мають таке s-кове зображення x = ∆s

c1c2...cmα1α2...αn..., де (αn) ∈ Ls.
Цилiндри мають властивостi:

1) Цилiндр ∆s
c1c2...cm є вiдрiзком [a; b], де a =

m∑
i=1

ci
si

, b = a+ 1
sm ;

2) ∆s
c1...cm = ∆s

c1...cm0 ∪∆s
c1...cm1 ∪ ... ∪∆s

c1...cm[s−1];
3) max∆s

c1...cmi = min∆s
c1...cm[i+1];

4) ∀(cm):
∞∩

m=1
∆s

c1...cm = ∆s
c1...cm... ∈ [0; 1].

Легко довести, що майже всi (у розумiннi мiри Лебега) числа одиничного вiдрiзка у своєму
s-ковому зображеннi використовують всi цифри алфавiту нескiнченну кiлькiсть разiв. Це одна
з нормальних властивостей чисел у термiнах їх зображень, що власне є наслiдком вiдомої
теореми Бореля, яка стверджує, що множина всiх нормальних чисел одиничного вiдрiзка є
множиною повної мiри Лебега.

2 Оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв

Оператором лiвостороннього зсуву (цифр s-кового зображення дробової частини дiйсного
числа) називається вiдображення, означене рiвнiстю:

ω(∆s
α1α2...αn...) = ∆s

α2...αn.... (2)

Формула (2) дає рiзнi значення для рiзних зображень s-ково бiнарної точки 1-го рангу
∆s

i(0) = ∆s
[i−1](s−1), i = 1, s− 2, оскiльки

ω(∆s
i(0)) = ∆s

(0) = 0 ̸= 1 = ∆s
(s−1) = ω(∆s

[i−1](s−1)).

Тому за для коректностi означення функцiї w використовуватимемо лише те з зображень, що
має перiод (0). Оскiльки

x = ∆s
α1α2...αn... =

α1

s
+

1

s

(α2

s
+

α3

s2
+ ...+

αn

sn−1
+ ...

)
,

то x = α1
s + 1

sω(x).
Звiдки ω(x) = sx − α1(x), а отже, оператор лiвостороннього зсуву є кусково-лiнiйною

функцiєю, яка є лiнiйною i зростаючою на кожному цилiндрi ∆s
i першого рангу.

N -кратним оператором лiвостороннього зсуву називається вiдображення ωn(x), означене
рiвнiстю

ωn(x = ∆s
α1α2...αnαn+1...) = ωn−1(ω(x = ∆s

α1α2...αnαn+1...)) = ∆s
αn+1αn+2.... (3)

Оператор правостороннього зсуву цифр з параметром i виражається

δi(x = ∆s
α1α2...αn...) = ∆s

iα1α2...αn... =
i

s
+

1

s

(α1

s
+

α2

s2
+ ...+

αn

sn−1
+ ...

)
=

i

s
+

1

s
x,
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а отже, є лiнiйною зростаючою функцiєю.
N -кратним оператором правостороннього зсуву з впорядкованим набором параметрiв

(i1, i2, ..., in) називається вiдображення δi1i2...in(x), де (i1, i2, ..., in) ∈ An
s , означене рiвнiстю

δi1i2...in(x = ∆s
α1α2...αnαn+1...) = δi1i2...in−1(δin(x = ∆s

α1α2...αnαn+1...)) = ∆s
i1i2...inα1α2.... (4)

Очевидними є рiвностi: ω(δi(x)) = x, δα1(x)(ω(x)) = x, де x = ∆s
α1α2...αn....

Лема 1. Рiвняння ω(x) = δi(x) має s розв’язкiв: x = ∆s
(ji), j = 0, s− 1.

Proof. Очевидно, що серед s-ково бiнарних точок розв’язкiв цього рiвняння немає. Тому для
числа x = ∆s

α1α2...αn..., що є розв’язком рiвняння виконуються рiвностi α2 = i, α3 = α1, α2k = i,
α2k+1 = α1 для довiльного натурального k, де α1 – довiльна цифра. Отже, у формулюваннi
леми вказано всi розв’язки рiвняння.

Теорема 1. Рiвняння ωk(x) = δi1...im(x) має sk розв’язкiв: x = ∆s
(α1...αki1...im), де α1, ..., αk –

вiльнi змiннi, тобто αj ∈ As, j = 1, k.

Proof. Очевидно, що серед s-ково бiнарних точок розв’язкiв даного рiвняння немає. Тому для
числа x = ∆s

α1α2...αn..., що є розв’язком рiвняння, виконуються рiвностi

αk+j = ij , j = 1,m; αk+m+i = αi, i = 1, k; αp(k+m)+l = αl, l = 1, k +m, p ∈ N.

Отже, у формулюваннi теореми вказано всi розв’язки рiвняння.

3 Перетворення як розв’язки систем функцiональних рiвнянь

Нехай (q0, q1, ..., qs−1) – довiльний фiксований набiр додатних дiйсних чисел, сума яких
дорiвнює 1; β0 = 0, βi+1 = βi + qi = q0 + q1 + ...+ qi, i ∈ {0, 1, ..., s− 1}.

Лема 2. Система функцiональних рiвнянь

φ

(
i+ x

s

)
= βi + qiφ(x), i = 0, s− 1,

у класi неперервних на вiдрiзку [0; 1] функцiй має єдиний розв’язок – функцiю, яка задається
формулою

φ(x = ∆s
α1α2...αn...) = βα1 +

∞∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj = ∆Qs
α1α2...αn...

i є зростаючим перетворенням вiдрiзка [0; 1].

Proof. Кожне число u ∈ [0; 1] має своє s-кове зображення: u = ∆s
a1a2...an.... Для нього

i+ u

s
=

i

s
+

1

s
∆s

a1a2...an... = ∆s
ia1a2...an..., an ∈ As.

Тому, враховуючи виконання рiвностей системи функцiональних рiвнянь, для довiльної
послiдовностi (αn), тобто довiльного x ∈ [0; 1], має мiсце рiвнiсть

φ(∆s
α1α2...αn...) = βα1 + qα1φ(∆

s
α2α3...αn...).
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Оскiльки φ визначена у всiх точках x ∈ [0; 1], то вона визначена i в усiх точках послiдовностi
xn = ∆s

αnαn+1..., n ∈ N . Тодi маємо

φ(∆s
α1α2...αn...) =βα1 + qα1φ(∆

s
α2...αn...) = βα1 + qα1(βα2 + qα2φ(∆

s
α3...αn...)) =

=βα1 + βα2qα1 + qα1qα2φ(∆
s
α3...αn...)) = ... =

=βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + ...+ βαk
qα1 ...qαk−1

+ qαk
φ(∆s

αk+1αk+2...
).

Оскiльки φ(∆s
αk+1αk+2...

) = ∆Qs
αk+1αk+2... ≤ 1, то

(
k∏

j=1

qαj )φ(∆
s
αk+1αk+2...

) ≤ (q∗)k → 0 (k → ∞),

де q∗ = max{q0, q1, ..., qs−1}, а тому розклад значення функцiї в ряд є збiжним. Отже,

φ(∆s
α1α2...αn...) = βα1 +

∞∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj .

4 Зображення чисел, топологiчно еквiвалентне s-ковому

Неперервне s-символьне g-зображення чисел називаються топологiчно еквiвалентним
класичному s-ковому зображенню, якщо проєктор p(∆s

α1...αn...) = ∆g
α1...αn... є неперервною

строго зростаючою функцiєю.
Прикладом зображення, топологiчно еквiвалентного класичному s-ковому зображенню, є

полiосновне Qs-зображення [9]. Топологiчно еквiвалентними є нега-двiйкове зображення [1]
i ланцюгове A2-зображення чисел [5, 6, 10]. Нам невiдомi аналiтично заданi зображення,
еквiвалентнi двосимвольному G2-зображенню чисел [2].

Позначимо через W множину всiх g-зображень чисел одиничного вiдрiзка, топологiчно
еквiвалентних s-ковому.

Очевидно, що вiдношення "бути топологiчно еквiвалентним" є бiнарним вiдношенням
еквiвалентностi.

Зрозумiло, що кожне g-зображення чисел, топологiчно еквiвалентне s-ковому, має нульову
надлишковiсть. Бiльше того, якщо x є s-ково рацiональним числом, тобто

x = ∆s
c1c2...cm(0) = ∆s

c1c2...cm[cm−1](s−1),

i g-зображення, топологiчно еквiвалентне s-ковому, то число

∆g
c1c2...cm(0) = ∆g

c1c2...cm−1[cm−1](s−1)

є g-бiнарним.
Далi для g-зображення числа x = ∆g

α1α2...αn..., топологiчно еквiвавлентне s-ковому, будемо
використовувати позначення ∆s̄

α1α2...αn....
Зауважимо, що всi s̄-зображення мають спiльнi топологiчнi властивостi, включаючи

властивостi цилiндрiв, але рiзнi метричнi. У них спiльнi правила iдентифiкацiї та ознаки
порiвняння чисел:

1) ∆s
α1...αn... ≤ ∆s

β1...βn...
, якщо iснує таке m, що αi = βi при i < m i αm < βm;

2) ∆s
α1...αn... = ∆s

β1...βn...
, якщо αi = βi для будь-якого i ∈ N або iснує таке m, що αi = βi

при i < m та βm − αm = 1 i αn − βn = s− 1 для всiх n > m.
Разом з цим для будь-якої послiдовностi (αn) ∈ Ls:



12 Лисенко I.М., Правiцка Н.С., Працьовитий М.В., Ратушняк С.П.

1)
∞∩
n=1

∆s
α1...αn

= ∆s
α1...αn... ∈ [0; 1];

2) |∆s
α1...αn

| → 0(n → ∞).

Оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв для s̄-зображення чисел
означуються як i для s-кового зображення, але на вiдмiну вiд операторiв s-зображення вони
не завжди є кусково-лiнiйними та лiнiйними вiдповiдно. Це матиме мiсце лише для Qs-
зображення.

Зауважимо, що теорема 1 є iстинною i для s-зображення. Спiльними є i наступнi два
твердження.

Лема 3. Для довiльного s-зображення рiвняння ωk(x) = x має sk коренiв: x = ∆s
(α1...αk)

, де
αi – вiльнi змiннi з алфавiту As.

Proof. Справдi, якщо число x = ∆s
α1α2...αk...

є коренем рiвняння ωk(x) = x, то αj = αk+j

j = 1, k, α2k+j = αk+j = αj j = 1, k j = 1, k i т.д., тобто αnk+j = αj ∀n ∈ N , j = 1, k.
Те, що число x = ∆s

(α1...αk)
є коренем даного рiвняння очевидно.

Лема 4. Для довiльного s-зображення рiвняння δi1...ik(x) = x має єдиний корiнь, це число
x = ∆s

(i1...ik)
.

Proof. Справдi, якщо x = ∆s
α1α2...αn... – корiнь даного рiвняння, то α1 = i1,...,αk = ik,

αk+1 = α1 = i1,...,αk+k = αk = ik i т.д., тобто зображення числа x є перiодичним, а саме:
x = ∆s

(i1...ik)
. Обернене твердження очевидне.

Наслiдок 1. Система рiвнянь δi1...ik(x) = x = ωk(x) має єдиний корiнь x = ∆s
(i1...ik)

.

Означення 1. Якщо iснує двi константи b1 i b2 такi, що 0 < b1 < b2 < 1 i

b1 ≤
|∆s

α1...αnαn+1
|

|∆s
α1...αn

|
≤ b2

для будь-якої послiдовностi (αn) ∈ Ls, то казатимемо, що s-зображення має B-властивiсть з
параметрами b1 i b2.

Лема 5. Якщо s-зображення має B-властивiсть з параметрами b1 i b2, то довжина s-цилiндра
рангу n не перевищує bn2 .

Proof. Справдi, |∆s
α1...αn

| ≤ b2|∆s
α1...αn−1

| ≤ b22|∆s
α1...αn−2

| ≤ ... ≤ bn2 |[0; 1]| = bn2 .

Теорема 2. Мiра Лебега множини

C[s, Vn] = {x : x = ∆s
α1...αn..., αn ∈ Vn ⊆ As ∀n ∈ N}

обчислюється за формулою

λ(C) =

∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
,

де F0 ≡ [0; 1], Fk – це об’єднання s-цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є точки
множини C.
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Proof. Очевидно, що C ⊆ Fk ⊆ Fk−1 для довiльного k ∈ N i C = lim
k→∞

Fk =
∞∩
k=1

Fk. Тому мiра

Лебега

λ(C) = lim
n→∞

λ(Fk) = lim
n→∞

n∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=

∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
,

що й вимагалось довести.

Наслiдок 2. Якщо s-зображення має B-властивiсть i нескiнченну кiлькiсть разiв виконується
нерiвнiсть Vn ̸= As, то мiра Лебега множини C[s, Vn] рiвна нулю.

Наслiдок 3. Якщо s-зображення має B-властивiсть, то майже всi у розумiннi мiри Лебега
числа вiдрiзка [0; 1] у своїх s-зображеннях використовують всi цифри алфавiту нескiнченну
кiлькiсть разiв.

Наслiдок 4. Якщо s-зображення має B-властивiсть, то мiра множини

C[s, V ] = {x : x = ∆s
α1...αn..., αn ∈ V ⊂ As ̸= V }

рiвна нулю.

5 Континуальна група неперервних перетворень вiдрiзка, якi зберiгають
частоти цифр s-символьного зображення чисел

Нехай x = ∆g
α1α2...αn..., Ni(x, n) – кiлькiсть цифр у даному g-зображеннi числа x.

Нагадаємо, що частотою цифри i у g-зображеннi числа x називається границя νi(x) =

lim
n→∞

Ni(x,n)
n , якщо вона iснує.

Кажуть, що g-зображення чисел x1 = ∆g
a1a2...an... i x2 = ∆g

b1b2...bn...
мають однаковi хвости,

якщо iснують такi натуральнi k i m, що ak+j = bm+j для всiх j ∈ N . Символiчно це записується
x1 ∼ x2.

Множина всiх чисел, що мають однаковi хвости, називається хвостовою. Кожна хвостова
множина є злiченною. Якщо G – множина всiх g-зображень чисел, то фактор-множина G/∼,
за вiдношенням ∼ є континуальною [1].

Кажуть, що функцiя γ : [0; 1] → [0; 1] зберiгає хвости g-зображення чисел, якщо γ(x) ∼ x
для довiльного x ∈ [0; 1]. Якщо γ є бiєктивним вiдображенням вiдрiзка [0; 1] на себе, то кажуть,
що γ є перетворенням цього вiдрiзка, яке зберiгає хвости g-зображення чисел. Очевидно, що
оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв зберiгають хвости зображення чисел,
але вони не є перетвореннями вiдрiзка.

Теорема 3. Множина Z всiх неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], якi зберiгають
частоти цифр заданого s-символьного зображення (s̄-зображення), топологiчно еквiвалентного
класичному s-ковому зображенню, разом з операцiєю композицiя перетворень утворює
континуальну некомутативну групу.

Proof. Добре вiдомо, що множина C всiх неперервних перетворень вiдрiзка разом з операцiєю
композицiя перетворень є нескiнченною i некомутативною групою, нейтральним елементом
якої є тотожне перетворення e. Якщо f – неперервне перетворення одиничного вiдрiзка,
що зберiгає хвости s̄-зображення чисел, то очевидно, що воно зберiгає частоти цифр. Тому
для доведення теореми досить довести, що множина Z0 перетворень, що зберiгають хвости
зображення чисел, є континуальною некомутативною групою. Для цього скористаємось
логiчною схемою, яка використовувалась в роботi [4] для доведення аналогiчного твердження.

Очевидно, що e ∈ Z0 i з f ∈ Z0 випливає f−1 ∈ Z0. Доведемо континуальнiсть Z0.
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Неперервним перетворенням, що зберiгає хвости s̄-зображення чисел, є функцiя

fn(x) =


ωn(x), якщо 0 ≤ x ≤ xn ≡ ∆s

(0...0︸︷︷︸
n

[s−1])
,

δs−1(x), якщо xn ≤ x ≤ 1;n ∈ N.

Оскiльки n – довiльне натуральне число, то Z0 – нескiнченна множина.
Розглянемо число x∗ ≡ ∆s

00(s−1). Очевидно, що x∗ ∈ [x2;x1]. Маємо

f2(f1(x∗)) = f2(ω(∆
s
00(s−1))) = f2(∆

s
0(s−1)) = δ1(∆

s
0(s−1)) = ∆s

[s−1]0(s−1),

f1(f2(x∗)) = f1(δs−1(∆
s
00(s−1))) = f1(∆

s
[s−1]00(s−1)) = δs−1(∆

s
[s−1]00(s−1)) = ∆s

[s−1][s−1]00(s−1).

Отже, f2(f1(x∗)) ̸= f1(f2(x∗)), а тому f2 ◦ f1 ̸= f1 ◦ f2.
Побудуємо континуальний клас перетворень f , залежний вiд нескiнченної кiлькостi

параметрiв, якi зберiгають хвости s̄-зображення чисел.
Нехай x1 ≡ ∆s

([s−1]0), x2n−1 = ∆s
(0...0[s− 1]0︸ ︷︷ ︸

2n

)
, x2n = ∆s

(0...00[s− 1]︸ ︷︷ ︸
2n

)
. Очевидно, що для

довiльного n ∈ N
ω2n(x2n−1) = x2n−1, ω2n(x2n) = x2n < x2n−1.

Тодi розглянемо функцiї, означенi на [x2n;x2n−1], рiвностями

r1n(x) = x,

r0n(x) =


ω2n(x), якщо x2n ≤ x ≤ ∆s

0...0[s− 1]︸ ︷︷ ︸
2n

0...0[s− 1]0︸ ︷︷ ︸
2n

≡ c2n,

δ0...00[s− 1][s− 1]0︸ ︷︷ ︸
2n+2

(x), якщо c2n ≤ x ≤ x2n−1,

r2n(x) =


δ0...0[s− 1]00[s− 1]︸ ︷︷ ︸

2n+2

(x), якщо x2n ≤ x ≤ ∆s
0...0[s− 1]0︸ ︷︷ ︸

2n

0...0[s− 1]︸ ︷︷ ︸
2n

≡ c2n−1,

ω2n(x), якщо c2n−1 ≤ x ≤ x2n−1.

Означимо функцiю y = fjnn(x) наступним чином:

y = fjnn(x) =

{
x, якщо x ∈ [x2n−1;x2n−2],

rjnn(x), якщо x ∈ [x2n;x2n−1],
x0 ≡ 1, fjnn(0) ≡ 0, (5)

де (jn) ∈ L3. Оскiльки простiр L3 послiдовностей нулiв, одиниць та двiйок континуальний, то
множина функцiй fjnn(x) також є континуальною.

Зауважимо, що групи неперервних перетворень вiдрiзка, якi зберiгають хвости зображень
чисел у iнших системах кодування чисел, вивчались у роботах [3,8,11], масивнiсть груп у них
не була встановлена.
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This paper is devoted to the study of g-representations of real numbers in the unit
interval that are topologically equivalent to the classical s-adic representation, and continuous
transformations of the unit interval associated with such number representations. The
transformations under consideration are obtained by gluing together the left and right shift
operators of the g-representation. While these transformations are piecewise linear in the case of
the s-adic representation, this property does not hold in general for arbitrary g-representations.

It is constructively proved that the set of all continuous transformations of the unit
interval preserving the digit frequencies of the g-representation, equipped with the operation of
composition, forms a noncommutative group of cardinality continuum. A continuum subgroup
of this group is formed by the transformations preserving the tails of the g-representations of
numbers.
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