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Карлова О.О., Мартинюк О.В., Михайлюк В.В. 

V МІЖНАРОДНА НАУКОВА КОНФЕРЕНЦІЯ, ПРИСВЯЧЕНА 145 

РІЧНИЦІ ВІД ДНЯ НАРОДЖЕННЯ ГАНСА ГАНА 

 

Ключові слова i фрази: міжнародна наукова конференція, Ганс Ган, факультет 

математики та інформатики. 

__________________________________________________ 

Чернівецький національний університет імені Юрія Федьковича, Чернівці, Україна 

e-mail: o.karlova@chnu.edu.ua, o.martynyuk@chnu.edu.ua, v.mykhaylyuk@chnu.edu.ua  

 

 

З 23 по 27 вересня 2024 року на факультеті математики та інформатики 

Чернівецького національного університету імені Юрія Федьковича проходила 

V міжнародна наукова конференція, присвячена 145 річниці від дня 

народження Ганса Гана (1879 – 1934), видатного австрійського математика, 

професора Чернівецького (1909 – 1916), Боннського (1916 – 1921) та 

Віденського (1921 – 1934) університетів, члена-кореспондента Австрійської 

Академії наук. Проведення таких конференцій стало доброю традицією в 

Чернівецькому університеті, починаючи з 1984-го року, коли відбулася перша 

конференція. Вони проводяться через кожних 10 років (друга конференція 

відбулася у 1994 році, третя – у 2004 році і четверта – у 2014 році). 

mailto:o.karlova@chnu.edu.ua
mailto:o.martynyuk@chnu.edu.ua
mailto:v.mykhaylyuk@chnu.edu.ua
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Цьогоріч на ганській конференції, яка проводилися в очному режимі, 

безпосередню участь в її роботі взяли понад 60 математиків, які представляли 

15 міст України: Київ, Одеса, Львів, Івано-Франківськ, Кривий Ріг, 

Хмельницький, Харків, Слов’янськ, Запоріжжя, Кропивницький, Дніпро, 

Вінниця, Луцьк, Чернігів, Чернівці. До матеріалів конференції увійшло 110 

тез, авторами яких є близько 200 науковців із 6 країн світу: Казахстану, 

Німеччини, Об'єднаних Арабських Еміратів, Польщі, США та України.  

Під час конференції працювали секції  

1) Теорія функцій, функціональний аналіз та топологія 

2) Диференціальні рівняння 

3) Алгебра та геометрія 

4) Теорія чисел 

На засіданнях було проголошено 11 пленарних доповідей та близько 40 

секційних. В роботі конференції серед інших учасників взяли участь 

запрошені спікери Марія Власенко (професорка Київської Школи Економіки), 

Анатолій Плічко (професор Центральноукраїнського державного 

університету імені Володимира Вінниченка), Михайло Попов (професор 

Прикарпатського університету імені Василя Стефаника),  Сергій Максименко 

(член-кореспондент Національної Академії наук України), Тарас Банах 

(професор Львівського національного університету імені Івана Франка). 

Цікавою для учасників була проблемна секція, проведена в останній день 

конференції перед її закриттям, де науковці змогли озвучити відкриті 

математичні проблеми та задачі.  
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Учасники конференції відвідали також могилу професора Володимира 

Маслюченка, колишнього завідувача кафедри математичного аналізу і одного 

з організаторів першої ганської конференції у 1984 році.  Цей захід відбувся 

26 вересня 2024 року у день народження Володимира Маслюченка, учасники 

конференції не лише вшанували  Володимира Кириловича, але й поділилися 

світлими спогадами про нього.  

  

На сайті конференції опубліковано програму конференції та тези 

доповідей її учасників https://hahn.chnu.edu.ua/  

https://hahn.chnu.edu.ua/
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Huzyk N.M., Brodyak O.Ya.

COEFFICIENT INVERSE PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATION

WITH STRONG POWER DEGENERATION

In a domain with known boundaries it is investigated an inverse problem for a parabolic
equation with strong degeneration. The degeneration of the equation is caused by power
function with respect to time variable at the higher order derivative of unknown function. It is
known that the minor coefficient of the equation is a polynomial of the first order for the space
variable with two unknown functions with respect to time. The boundary conditions of the
second kind and the means of heat moments as overdetermination conditions are given. We
establish conditions of existence and uniqueness of the classical solution to the named inverse
problem.
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Introduction

The theory of inverse problems for parabolic equations is actively developing in recent
decades due to its practical application. Unlike direct problems, coefficient inverse problems
arise when it is necessary to determine some parameters of the equation in addition to
its solution. One of the first papers that studied the inverse problem of determination of
the time-dependent coefficient of thermal conductivity in a heat equation is the paper by
B.F. Jones [17]. The conditions of existence and uniqueness of the classical solution to this
problem are established in it applying the Schauder Fixed Point Theorem. The coefficient
inverse problems for parabolic equations in a domain with fixed boundaries with different
boundary and overdetermination conditions are well studied for today (see, for example,
[5, 1, 18, 7, 9, 4, 24, 21, 19, 20] and bibliography in them). Note that among these papers
there are some with unknown time-dependent major coefficients of the parabolic equation
[5, 1, 18, 7, 9], and time-dependent [4, 24, 21] or space-dependent [19, 20] minor coefficients
in it.
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When describing such processes as the movement of liquids and gases in a porous medium,
desalination of sea water, the behavior of financial markets, population dynamics, problems
arise for parabolic equations with degenerations. Inverse problems for determination of the
function a = a(t), a(t) > 0, t ∈ [0, T ] in parabolic equation

ut = a(t)tβuxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+ f(x, t)

were investigated in [23, 16] for both cases of weak (0 < β < 1) and strong (β ≥ 1)
degeneration respectively. Coefficient inverse problems for degenerate parabolic equations
were studied in [10, 11, 12, 8, 22, 6, 3]. Note that among them there are problems of
identification of the time-dependent minor coefficient in equations with degenerations with
respect to time variable [10, 11, 12, 8] and space variables [22, 6], and the problem with
unknown space-dependent coefficient in the degenerate equation with respect to this variable
[3]. The problems of determining the coefficients in the degenerate parabolic equations, which
depend on both time and space variables, remain uninvestigated for today.

In this paper coefficient inverse problem for parabolic equation with degeneration caused
by time-dependent power function at the higher order derivative is investigated. It is known
that the minor coefficient of the equation is a a polynomial of the first order for the space
variable with two unknown functions with respect to time. The boundary conditions of the
second kind and the means of heat moments as overdetermination conditions are given. The
case of strong degeneration is studied. The conditions of existence and uniqueness of the
classical solution to the named problem are established. Note that the case of weak degen-
eration for the named problem is investigated in [13, 2] and the case of strong degeneration
with the Dirichlet boundary condition in [14].

1 The statement of the problem and the main results

In a domain QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} we consider the coefficient inverse
problem for the degenerate parabolic equation:

wt = a(t)tβwxx + (b1(t)x+ b2(t))wx + c(x, t)w + f(x, t), (1)

w(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l], (2)

wx(0, t) = µ1(t), wx(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)
l∫

0

w(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)

l∫
0

xw(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (5)

It is known that a(t) > 0, t ∈ [0, T ] and the degeneration of the equation is caused by the
power function tβ, where β ≥ 1 (the case of strong degeneration). The coefficient at the
first derivative of unknown function w = w(x, t) in the equation (1) is a polynomial of the
first order for the space variable with two unknown functions with respect to time variable
b1 = b1(t), b2 = b2(t).
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Definition 1. A triplet of functions (b1, b2, w) ∈ (C[0, T0])
2 × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0

),
|b1(t)| ≤ M1t

η, |b2(t)| ≤ M2t
η, where η = min{γ, β}, γ > β−1

2
is an arbitrary number,

M1,M2 are the positive constants defined by the input data, which satisfies the equation (1)
and conditions (2)-(5) point by point for all t ≤ T0 is called the local solution to the problem
(1)-(5) at T0 < T and the global solution to this problem at T0 = T .

The main result of the paper is contained in the following Theorem.

Theorem. Suppose that the assumptions

A1) φ ∈ C3[0, l], a ∈ C[0, T ], c, f ∈ C1,0(QT ), µi ∈ C1[0, T ], i = {1, 2, 3, 4};

A2) a(t) > 0, t ∈ [0, T ], φ′(x) > 0, x ∈ [0, l];

A3) |f(x, t)| + |fx(x, t)| ≤ A1t
γ, |c(x, t)| + |cx(x, t)| ≤ A2t

γ, (x, t) ∈ QT , |µ′
3(t)| ≤ A3t

γ,

|µ′
4(t)| ≤ A4t

γ, t ∈ [0, T ], where Ai, i = 1, 2, 3, 4 are arbitrary positive constants;

A4) µ1(0) = φ′(0), µ2(0) = φ′(l),
l∫
0

φ(x)dx = µ3(0),
l∫
0

xφ(x)dx = µ4(0)

hold. Then there exists the unique local solution to the problem (1)-(5).

2 Existence of the solution

To prove the existence of the solution to the problem (1)-(5) we apply the Schauder Fixed
Point Theorem. For this purpose, using the apparatus of Green’s functions of boundary value
problems for the heat equation, the inverse problem (1)-(5) is reduced to an equivalent system
of equations and conditions of Schauder’s theorem are ensured for it.

In the problem (1)-(5) we make the substitution

w(x, t) = w̃(x, t) + w0(x, t), (6)

where the function w0(x, t) satisfies the given nonhomogeneous initial and boundary condi-
tions (2), (3). It is easy to verify by direct inspection, that the function w0(x, t) is defined
by the formula

w0(x, t) = φ(x) + x(µ1(t)− µ1(0)) +
x2

2l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)
. (7)

As a result of the substitution (6) we obtain the nonhomogeneous equation with respect to
the function w̃ = w̃(x, t) with homogeneous initial and boundary conditions:

w̃t = a(t)tβw̃xx + (b1(t)x+ b2(t))w̃x + c(x, t)w̃ + f(x, t)− xµ′
1(t)−

x2

2l
(µ′

2(t)− µ′
1(t))

+ (b1(t)x+ b2(t))

(
φ′(x) + µ1(t)− µ1(0) +

x

l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

))
+ c(x, t)

(
φ(x) + x(µ1(t)− µ1(0)) +

x2

2l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

))
+ a(t)tβ

(
φ′′(x) + µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)
,
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w̃(x, 0) = 0, x ∈ [0, l], (8)

w̃x(0, t) = w̃x(l, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (9)

Applying the Green’s function G2 = G2(x, t, ξ, τ) of the second initial-boundary problem
for the heat equation

wt = a(t)tβwxx, (10)

we reduce the problem (2)-(9) to the equivalent integro-differential equation

w̃(x, t) =

t∫
0

l∫
0

G2(x, t, ξ, τ)

((
b1(τ)ξ + b2(τ)

)
w̃ξ(ξ, τ) + c(ξ, τ)w̃(ξ, τ) + f(ξ, τ)

+ a(τ)τβ
(
φ′′(ξ) + µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

)
− ξµ′

1(τ)−
ξ2

2l

(
µ′
2(τ)− µ′

1(τ)
)

+ (b1(τ)ξ + b2(τ))

(
φ′(ξ) + µ1(τ)− µ2(0) +

ξ

l

(
µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

))
+ c(ξ, τ)

(
φ(ξ) + ξ(µ1(τ)− µ1(0)) +

ξ2

2l
(µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0))

))
dξ dτ. (11)

The Green’s functions of the first (k = 1) and the second (k = 2) initial-boundary
problems for the equation (10) are defined by the formulas [15, p. 12]

Gk(x, t, ξ, τ) =
1

2
√
π(θ(t)− θ(τ))

+∞∑
n=−∞

(
exp

(
−(x− ξ + 2nl)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+ (−1)k exp

(
−(x+ ξ + 2nl)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
, k = 1, 2, (12)

with θ(t) =

t∫
0

a(τ)τβdτ . The estimates

l∫
0

|Gk(x, t, ξ, τ)|dξ ≤ 1,

l∫
0

|Gkx(x, t, ξ, τ)| dξ ≤ C1√
θ(t)− θ(τ)

, k = 1, 2, (13)

hold for them ([15, p. 12]), where C1 is an arbitrary positive constant.
Put v(x, t) ≡ wx(x, t), u(x, t) ≡ wxx(x, t). Since G1(0, t, ξ, τ) = G1(l, t, ξ, τ) = 0,

G2x = −G1ξ, then, taking into account (6), (11), we replace the problem (1)-(3) by the
system of equivalent integral equations

w(x, t) = w0(x, t) (14)

+

t∫
0

l∫
0

G2(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))v(ξ, τ) + c(ξ, τ)w(ξ, τ) + f(ξ, τ)− ξµ′

1(τ)

− ξ2(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

2l
+ a(τ)τβ

(
φ′′(ξ) +

µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

l

))
dξ dτ,
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v(x, t) = w0x(x, t) (15)

+

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))u(ξ, τ) + (b1(τ) + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ,

u(x, t) = w0xx(x, t) (16)

+

t∫
0

l∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))u(ξ, τ) + (b1(τ) + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ.

The equations with respect to functions b1 = b1(t), b2 = b2(t) we find multiplying (1) by
xk, k = 0, 1 alternately and integrating them with respect to space variable from 0 to l:

b1(t) = △−1

((
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))−

l∫
0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)

×
(
lw(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w(l, t) + w(0, t))

−
l∫

0

x(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)(
w(l, t)− w(0, t)

))
, (17)

b2(t) = △−1

((
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w(l, t) + w(0, t))−

l∫
0

x(c(x, t)w(x, t)

+ f(x, t))dx

)(
lw(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))

−
l∫

0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)(
l2w(l, t)− 2µ4(t)

))
, (18)

where
△(t) = (lw(l, t)− µ3(t))

2 − (w(l, t)− w(0, t))(l2w(l, t)− 2µ4(t)). (19)

Let us establish the behavior of the integrals on the right hand sides of the formulas (14)-
(16). Denote W (t) = max

(x,τ)∈[0,l]×[0,t]
|w(x, τ)|, V (t) = max

(x,τ)∈[0,l]×[0,t]
|v(x, τ)|,

U(t) = max
(x,τ)∈[0,l]×[0,t]

|u(x, τ)|, t ∈ [0, T ]. Using condition (A3) of the Theorem and (13),

from the equations (14)-(18) we obtain

W (t) ≤ C2 + C3

t∫
0

(
(|b1(τ)|+ |b2(τ)|)V (τ) + τ γW (τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ], (20)



Coefficient inverse problem 15

V (t) ≤ C4 (21)

+ C5

t∫
0

(
(|b1(τ)|+ |b2(τ)|)U(τ) + (|b1(τ)|+ τ γ)V (τ) + τ γW (τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ],

U(t) ≤ C6

t
β−1
2

(22)

+ C7

t∫
0

(|b1(τ)|+ |b2(τ)|)U(τ) + (|b1(τ)|+ τ γ)V (τ) + τ γW (τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ, t ∈ (0, T ],

|b1(t)| ≤ C8

(
tγ + tβ

)
+ C9

(
tγ + tβ

)
W (t) + C10

(
tγ + tβ

)
W 2(t), t ∈ [0, T ], (23)

|b2(t)| ≤ C11

(
tγ + tβ

)
+ C12

(
tγ + tβ

)
W (t) + C13

(
tγ + tβ

)
W 2(t), t ∈ [0, T ]. (24)

We conclude from the (20)-(24) that the functions w = w(x, t), v(x, t) are continuous in
QT , u = u(x, t) has the singularity t

1−β
2 at t → 0 and the functions b1 = b1(t), b2 = b2(t)

tend to zero when t → 0 as the power function tη with η = min{γ, β}. Besides, we note that
the integrals on the right hand sides of (14), (15) tend to zero when t → 0. It yields that
the sum of all the summands of (15) except the first term of the function w0x = w0x(x, t), is
infinitely small when t → 0. It means that we can indicate such number t1, 0 < t1 ≤ T that∣∣∣∣µ1(t)− µ1(0) +

x

l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)

+

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))u(ξ, τ) + (b1(τ) + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ

∣∣∣∣
≤

min
[0,l]

φ′(x)

2
, (x, t) ∈ Qt1 . (25)

As a result from the equation (15) we get

v(x, t) ≥
min
[0,l]

φ′(x)

2
> 0, (x, t) ∈ Qt1 . (26)

Since we can rewrite △(t) in a view

△(t) =

( l∫
0

xv(x, t)dx

)2

−
l∫

0

v(x, t)dx

l∫
0

x2v(x, t)dx

= −1

2

l∫
0

l∫
0

(y2 − y1)
2v(y1, t)v(y2, t)dy1dy2, (27)

then

min
t∈[0,T ]

|△(t)| ≥
l4
(
min
[0,l]

φ′(x)

)2

48
> 0, (x, t) ∈ Qt1 , (28)
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that is the condition (А2) of the Theorem ensures the difference from the zero of the denom-
inator △(t) on the segment [0, t1].

Thus, the problem (1)-(5) is reduced to the system of equations (14)-(18). Under the
solution to this system we will understand such set of the functions (w, v, u, b1, b2), that
(w, v, u, b1, b2) ∈ (C(Qt1))

2×C([0, l]× (0, t1])× (C[0, t1])
2, |b1(t)| ≤ M1t

η, |b2(t)| ≤ M2t
η and

satisfy (14)-(18).
The problem (1)-(5) and the system of equations (14)-(18) are equivalent in the following

sense: if a triplet of finctions (b1, b2, w) is a local solution to the problem (1)-(5) in Qt1 ,
then (w, v, u, b1, b2) is a solution to the system of equations (14)-(18) and contrary. The
first part of this claim emerges from the way of reduction of system of these equations.
We prove that if (w, v, u, b1, b2) ∈ (C(Qt1))

2 × C([0, l]× (0, t1])× (C[0, t1])
2, |b1(t)| ≤ M1t

η,
|b2(t)| ≤ M2t

η is a solution to the system of the equations (14)-(18), then (b1, b2, w) belong to
(C[0, t1])

2×C2,1(Qt1)∩C1,0(Qt1), and satisfy the conditions (1)-(5) and estimations |b1(t)| ≤
M1t

η, |b2(t)| ≤ M2t
η.

Let us differentiate (15) with respect to x. The right hand side of the expression

vx(x, t) = w0xx(x, t) +

t∫
0

l∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))u(ξ, τ) + (b1(τ) + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ

and the equality (16) coincide, so u(x, t) ≡ vx(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× (0, t1]. Then we differenti-
ate the equality (14) with respect to x. Using the known properties of the Green’s functions
we deduce

wx(x, t) = w0x(x, t) +

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(b1(τ)ξ + b2(τ))vξ(ξ, τ) + b1(τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)

× wξ(ξ, τ) + cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ.

Subtracting the corresponding parts of the obtained equality and (15), we obtain the homoge-
neous integral Volterra equation of second kind

wx(x, t)− v(x, t) =

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)c(ξ, τ)
(
wξ(ξ, τ)− v(ξ, τ)

)
dξ dτ.

In a virtue of (13) and uniqueness of the solution to these equations it yields that
v(x, t) ≡ wx(x, t), (x, t) ∈ [0, l] × (0, t1]. Furthermore, taking into account the behavior of
the functions b1 = b1(t), b2 = b2(t), v(x, t) we can state that the products bi(t)v(x, t), i = 1, 2

are continuous in a rectangle [0, l] × [0, t1]. Then, considering the equation (14) as integro-
differential one with respect to w = w(x, t), we can assert that w ∈ C2,1(Qt1) ∩ C1,0(Qt1)

and satisfies (1)-(3).
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We multiply the equality (17) by lw(l, t)−µ3(t) and (18) by w(l, t)−w(0, t) respectively.
Summing up the obtained equalities, we find

b1(t)(lw(l, t)− µ3(t)) + b2(t)(w(l, t)− w(0, t)) = µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))

−
l∫

0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx.

Using (1)-(3), this equality we rewrite in the form

b1(t)

( l∫
0

w(x, t)dx− µ3(t)

)
= −

( l∫
0

wt(x, t)dx− µ′
3(t)

)
.

Put z(t) ≡
l∫
0

w(x, t)dx − µ3(t). Then z′(t) = −b1(t)z(t), and respectively

z(t) = z(0)e
−

t∫
0

b1(τ)dτ
. Since z(0) = 0 according to the condition (A4) of the Theorem,

so z(t) ≡ 0, that is the condition (4) is fulfilled.
As a similar way we multiply the equation (17) by l2w(l, t)−2µ4(t), and (18) by lw(l, t)−

µ3(t). After summing up we find

b1(t)(l
2w(l, t)− 2µ4(t)) + b2(t)(lw(l, t)− µ3(t)) = µ′

4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)

− w(l, t) + w(0, t))−
l∫

0

x(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx.

Then the compatibility condition (A4) of the Theorem yields (5). It means that the equiv-
alence of the inverse problem (1)-(5) and the system of equations (14)-(18) is proved.

Denote p1(t) = b1(t)t
−η, p2(t) = b2(t)t

−η, ũ(x, t) = t
β−1
2 u(x, t). The system of equations

(14)-(18) we represent in the form

w(x, t) = w0(x, t) (29)

+

t∫
0

l∫
0

G2(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

ηv(ξ, τ) + c(ξ, τ)w(ξ, τ) + f(ξ, τ)− ξµ′
1(τ)

− ξ2(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

2l
+ a(τ)τβ

(
φ′′(ξ) +

µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

l

))
dξ dτ,

v(x, t) = w0x(x, t) (30)

+

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ) + (p1(τ)τ

η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ,

ũ(x, t) = w0xx(x, t) (31)
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+ t
β−1
2

t∫
0

l∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ) + (p1(τ)τ

η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ,

p1(t) = △−1τ−η

((
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))−

l∫
0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)

×
(
lw(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w(l, t) + w(0, t))

−
l∫

0

x(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)(
w(l, t)− w(0, t)

))
, (32)

p2(t) = △−1τ−η

((
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w(l, t) + w(0, t))−

l∫
0

x(c(x, t)w(x, t)

+ f(x, t))dx

)(
lw(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))

−
l∫

0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)(
l2w(l, t)− 2µ4(t)

))
, (33)

where △(t) is defined by the formula (19). Note, that this system is considered in Qt1 , so
the difference from zero of the denominators in the formulas (32), (33) is argued in (28).

We represent the system of equations (29)-(33) as an operator equation

ω = Pω, (34)

where ω = (w, v, ũ, p1, p2) and the operator P = (P1, P2, P3, P4, P5) is defined y the right
hand sides of equations (29)-(33) respectively.

Assume that |w(x, t)| ≤ M3, 0 < M4 ≤ v(x, t) ≤ M5, |ũ(x, t)| ≤ M6, (x, t) ∈ Qt1 ,

where M3,M4,M5,M6 are some positive constants. We will define them below. Using these
estimates and (28) in (32)-(33), we find

|P4ω| ≤
C14(t

γ−η + tβ−η)(1 +M3 +M2
3 )

min
t∈[0,t1]

|△(t)|
≡ M1, t ∈ [0, t1], (35)

|P5ω| ≤
C15(t

γ−η + tβ−η)(1 +M3 +M2
3 )

min
t∈[0,t1]

|△(t)|
≡ M2, t ∈ [0, t1], (36)

where the numbers C14, C15 are determined by the input data.
Let us consider the equations (29)-(31). Taking into account (35), (36), we obtain

|P1ω| ≤
∣∣∣∣

t∫
0

l∫
0

G2(x, t, ξ, τ)

(
(M1l +M2)t

ηM5 + max
(x,t)∈Qt1

|c(ξ, τ)|M3
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+ max
(ξ,τ)∈Qt1

∣∣∣∣f(ξ, τ)− ξµ′
1(τ) + a(τ)τβ

(
φ′′(ξ) +

µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

l

)
− ξ2(µ′

2(τ)− µ′
1(τ))

2l

∣∣∣∣) dξ dτ

∣∣∣∣+ max
(x,t)∈Qt1

|w0(x, t)|

≤ C16t
η+1 + C17t

γ+1 + C18t+ max
(x,t)∈Qt1

|w0(x, t)|, (37)

P2ω ≥ min
x∈[0,l]

φ′(x) + min
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣µ1(t)− µ1(0) +
x

l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)

+

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ) + (p1(τ)τ

η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ

∣∣∣∣, (38)

P2ω ≤ max
x∈[0,l]

φ′(x) + max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣µ1(t)− µ1(0) +
x

l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)

+

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ) + (p1(τ)τ

η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ

∣∣∣∣, (39)

|P3ω| ≤
∣∣∣∣tβ−1

2

t∫
0

l∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)

(
(M1l +M2)t

η−β−1
2 M6 +

(
M1τ

η + max
(x,t)∈Qt1

|c(ξ, τ)|
)
M5

+ max
(x,t)∈Qt1

|cξ(ξ, τ)|M3 + max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣f(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ

l
(µ′

2(τ)− µ′
1(τ))

+ a(τ)τβφ′′(ξ)

∣∣∣∣) dξ dτ

∣∣∣∣+ max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣tβ−1
2 w0xx(x, t)

∣∣∣∣
≤ C19t

η−β−1
2 + C20t

γ + C21t
η + C22 + max

(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣tβ−1
2 w0xx(x, t)

∣∣∣∣. (40)

Now we estimate the expresion

∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(p1(τ)ξ + p2(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ) + (p1(τ)τ

η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ cξ(ξ, τ)w(ξ, τ) + fξ(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ(µ′
2(τ)− µ′

1(τ))

l
+ a(τ)τβφ′′′(ξ)

)
dξ dτ

+ µ1(t)− µ1(0) +
x

l

(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(M1l +M2)t

η−β−1
2 M6 +

(
M1τ

η + max
(x,t)∈Qt1

|c(ξ, τ)|
)
M5
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+ max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣cξ(ξ, τ)|M3 + max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣f(ξ, τ)− µ′
1(τ)−

ξ

l
(µ′

2(τ)− µ′
1(τ))

+ a(τ)τβφ′′(ξ)

∣∣∣∣) dξ dτ

∣∣∣∣+ max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣xl
(
µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)∣∣∣∣
+ max

t∈[0,t1]

∣∣µ1(t)− µ1(0)
∣∣ ≤ C23t

η−β−3
2 + C24t

η+1 + C25t
γ+1 + C26t. (41)

Choose the constants M3 −M6 such that

M3 > max
(x,t)∈Qt1

|w0(x, t)|, M4 =
1

2
min
x∈[0,l]

φ′(x), M5 = max
x∈[0,l]

φ′(x) +
1

2
min
x∈[0,l]

φ′(x),

M6 > C22 + max
(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣tβ−1
2 w0xx(x, t)

∣∣∣∣.
Fix the number T0, 0 < T0 ≤ t1 ia a such way

C16T
η+1
0 + C17T

γ+1
0 + C18T0 + max

(x,t)∈Qt1

|w0(x, t)| ≤ M3, (42)

C19T
η−β−1

2
0 + C20T

γ
0 + C21T

η
0 + C22 + max

(x,t)∈Qt1

∣∣∣∣tβ−1
2 w0xx(x, t)

∣∣∣∣ ≤ M6, (43)

C23T
η−β−3

2
0 + C24T

η+1
0 + C25T

γ+1
0 + C26T0 ≤

1

2
min
x∈[0,l]

φ′(x). (44)

As a result we obtain

|P1ω| ≤ M3, 0 < M4 ≤ P2ω ≤ M5, |P3ω| ≤ M6, (x, t) ∈ QT0
. (45)

We consider the operator equation (34) on a convex closed set
N ≡ {(w, v, ũ, p1, p2) ∈ (C(QT0

))3 × (C[0, T0])
2 : |w(x, t)| ≤ M3, 0 < M4 ≤ v(x, t) ≤

M5, |ũ(x, t)| ≤ M6, |p1(t)| ≤ M1, |p2(t)| ≤ M2} in the Banach space B ≡ (C(QT0
))3 ×

(C[0, T0])
2. The estimates (35), (36), (45) guarantee that the operator P maps the set N

into itself. To prove the compactness of the operator P on the set N we apply the Arzela-
Ascoli theorem. For this aim we have to show that the set PN is uniformly bounded and
equicontinuous. The latter means that

∀ε ∃ϱ : |Pω(x2, t2)− Pω(x1, t1)| < ε

for all |x2 − x1| < ϱ, |t2 − t1| < ϱ, ω(x, t) ∈ N .
Let us consider the operator P4ω(t). Using (32) we represent it in the form

P4ω =
F (t)

△(t)tδ
,

where △(t) is defined by (19) and

F (t) ≡
(
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))−

l∫
0

(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)
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×
(
lw(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w(l, t) + w(0, t))

−
l∫

0

x(c(x, t)w(x, t) + f(x, t))dx

)(
w(l, t)− w(0, t)

)
.

Taking into account the conditions of the Theorem and the definition of the set N we deduce
that F (t) is continuous on [0, T0] and F (t) ≤ C27t

δ. The constant C27 in last inequality is
determined by the input data.

Fix an arbitrary number ε > 0. Since lim
t→0

F (t)
△(t)tδ

= κ1, so we can indicate such number t∗,
that ∣∣∣∣ F (t)

△(t)tδ
− κ1

∣∣∣∣ < ε

2

for 0 < t ≤ t∗. As a result we obtain

|P4ω(t2)− P4ω(t1)| ≤ |P4ω(t2)− κ2|+ |κ2 − P4ω(t1)| < ε

for 0 < t1, t2 ≤ t∗.

For the case t1, t2 > t∗ we find

|P4ω(t2)− P4ω(t1)| ≤
∣∣∣∣F (t1)

tδ1

(
1

△(t1)
− 1

△(t2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣F (t1)

△(t2)

(
1

tδ1
− 1

tδ2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣F (t1)− F (t2)

△(t2)tδ2

∣∣∣∣
≤ |F (t1)||△(t2)−△(t1)|

(t∗)δ
(
min

τ∈[0,T0]
|△(τ)|

)2 +
|F (t1)||tδ1 − tδ2|

(t∗)2δ
(
min

τ∈[0,T0]
|△(τ)|

) +
|F (t1)− F (t2)|

(t∗)δ
(
min

τ∈[0,T0]
|△(τ)|

) .
In a virtue of continuity of input data and the mean value theorem we conclude

|P4ω(t2)− P4ω(t1)| ≤ ε, |t2 − t1| < ϱ.

The case t1 < t∗, t2 > t∗ combines two previous ones because

|P4ω(t2)− P4ω(t1)| ≤ |P4ω(t2)− P4ω(t
∗)|+ |P4ω(t

∗)− P4ω(t1)|.

We prove the equicontinuous of the set P5N in a similar way.
The compactness of operators P1−P3, whose kernels are Green’s functions can be proved

according to the scheme given in [15, p. 27] adapted to the case of strong degeneration [16].
Applying the Schauder Fixed Point Theorem we state that there exists the solution to the
system of equations (29)-(33) in QT0

and therefore to inverse problem (1)-(5) in QT0
.

3 Uniqueness of the solution

Suppose that the system of equations (29)-(33) has two solutions (wi, vi, ũi, p1i, p2i), i =

1, 2. Denote w(x, t) = w1(x, t) − w2(x, t), v(x, t) = v1(x, t) − v2(x, t), ũ(x, t) = ũ1(x, t) −
ũ2(x, t), p1(t) = p11(t)− p12(t), p2(t) = p21(t)− p22(t). Using (29)-(33), we find

w(x, t) =

t∫
0

l∫
0

G2(x, t, ξ, τ)

(
(p11(τ)ξ + p21(τ))τ

βv(ξ, τ)
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+ (p1(τ)ξ + p2(τ))τ
βv2(ξ, τ) + c(ξ, τ)w(ξ, τ)

)
dξ dτ, (x, t) ∈ QT0

, (46)

v(x, t) =

t∫
0

l∫
0

G1(x, t, ξ, τ)

(
(p11(τ)ξ + p21(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ)

+ (p1(τ)ξ + p2(τ))τ
η−β−1

2 ũ2(ξ, τ) + (p11(τ)τ
η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ p1(τ)τ
ηv2(ξ, τ) + cξ(ξ, τ)w(ξ, τ)

)
dξ dτ, (x, t) ∈ QT0

, (47)

ũ(x, t) = t
β−1
2

t∫
0

l∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)

(
(p11(τ)ξ + p21(τ))τ

η−β−1
2 ũ(ξ, τ)

+ (p1(τ)ξ + p2(τ))τ
η−β−1

2 ũ2(ξ, τ) + (p11(τ)τ
η + c(ξ, τ))v(ξ, τ)

+ p1(τ)τ
ηv2(ξ, τ) + cξ(ξ, τ)w(ξ, τ)

)
dξ dτ, (x, t) ∈ QT0

, (48)

p1(t) = △−1t−η

((
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))−

l∫
0

(c(x, t)w1(x, t) + f(x, t))dx

)

× lw(x, t)−
(
lw2(l, t)− µ3(t)

) l∫
0

c(x, t)w(x, t)dx−
(
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)

− w1(l, t) + w1(0, t))−
l∫

0

x(c(x, t)w1(x, t) + f(x, t))dx

)(
w(l, t)− w(0, t)

)

−
(
a(t)tβ(w(l, t)− w(0, t))−

l∫
0

xc(x, t)w(x, t)dx

)(
w2(l, t)− w2(0, t)

))
, t ∈ [0, T0], (49)

p2(t) = △−1t−η

((
µ′
4(t)− a(t)tβ(lµ2(t)− w1(l, t) + w1(0, t))

−
l∫

0

x(c(x, t)w1(x, t) + f(x, t))dx

)
lw(l, t) +

(
a(t)tβ(w(l, t)− w(0, t))

−
l∫

0

xc(x, t)w(x, t)dx

)(
lw2(l, t)− µ3(t)

)
−

(
µ′
3(t)− a(t)tβ(µ2(t)− µ1(t))

−
l∫

0

(c(x, t)w1(x, t) + f(x, t))dx

)
l2w(l, t)−

(
l2w2(l, t)− 2µ4(t)

)

×
l∫

0

c(x, t)w(x, t)dx

)
, t ∈ [0, T0]. (50)

Substituting (49)-(50) into (46)-(48), we obtain the system of homogeneous integral



Coefficient inverse problem 23

Voltera equations of second kind with respect to unknowns w = w(x, t), v = v(x, t),

ũ = ũ(x, t) for every x ∈ [0, l] :

w(x, t) =

t∫
0

(K11(t, τ)v(x, τ) +K12(t, τ)w(x, τ))dτ, t ∈ [0, T0], (51)

v(x, t) =

t∫
0

(K21(t, τ)ũ(x, τ) +K22(t, τ)v(x, τ) +K23(t, τ)w(x, τ))dτ, t ∈ [0, T0], (52)

ũ(x, t) =

t∫
0

(K31(t, τ)ũ(x, τ) +K32(t, τ)v(x, τ) +K33(t, τ)w(x, τ))dτ, t ∈ [0, T0]. (53)

Taking into account (13), (45), we can state that the kernels of this system has integrable
singularities. It means that the system has only trivial solution

w(x, t) ≡ 0, v(x, t) ≡ 0, ũ(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ QT0
. (54)

Substituting (54) into (49), (50), we find

p1(t) ≡ 0, p2(t) ≡ 0, t ∈ [0, T0]. (55)

It completes the proof of the Theorem.

4 Conclusions

In the paper it is investigated the inverse problem of determination of two time-dependent
functions in a first order polynomial with respect to space variable. It is a minor coefficient
in a parabolic equation with strong power degeneration.

1. It is established conditions of existence and uniqueness of the local solution to the
named problem.

2. It is proved that for the case of strong degeneration for parabolic equation with
Neumann boundary conditions the unknown function w = w(x, t) and its first derivative with
respect to space variable are continuous in QT0

. The second derivative of this function has
the singularity t

1−β
2 at t → 0 unlike both cases of weak degeneration when all these functions

are continuous in QT0
and strong degeneration of parabolic equation with Dirichlet boundary

conditions when the first derivative of unknown function behaves as t
1−β
2 when t → 0.

3. It is established that the unknown functions b1 = b1(t), b2 = b2(t) behave at t → 0 as
tδ with δ = min{γ, β} in contrast to the case of strong degeneration for parabolic equation
with Dirichlet boundary conditions when δ = min{γ, β+1

2
} with γ > β−1

2
.

4. The system of equations (29)-(33) which is obtained in the paper can served the base
for application some numerical methods for construction the approximate solutions to the
named problem.

5. Results of this paper can be used in research of inverse problems of identification the
younger coefficients in parabolic equation which depend on both space and time variables.
Besides, they are the first step in investigation parabolic equations with general strong
degeneration or multidimensional degenerate parabolic equations.
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5 An example

It can be shown by direct calculation that a triplet of function b1(t) = b2(t)

= (β + 1)tβ, w(x, t) = (x+ 1)et
β+1 is the solution to the inverse problem

wt = tβwxx + (b1(t)x+ b2(t))wx, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),

w(x, 0) = x+ 1, x ∈ [0, 1],

wx(0, t) = wx(1, t) = et
β+1

, t ∈ [0, T ],

1∫
0

w(x, t)dx =
3

2
et

β+1

, t ∈ [0, T ],

1∫
0

xw(x, t)dx =
5

6
et

β+1

, t ∈ [0, T ].

The input data of this problem satisfy the requirements of the Theorem given in the paper.
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В областi з вiдомими межами дослiджується обернена задача для параболiчного рiвня-
ння з сильним виродженням. Виродження рiвняння спричинене степеневою функцiєю вiд
часу при старшiй похiднiй невiдомої функцiї. Вiдомо, що молодший коефiцiєнт рiвняння
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є полiномом першого степеня за просторовою змiнною з двома невiдомими коефiцiєнтами
вiд часу. Задано крайовi умови другого роду та значення теплових моментiв у якостi умов
перевизначення. Встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку вказаної
задачi.
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Mykhaylyuk V.V.1,2, Myronyk V.I.1

UNIFORMLY CONTINUOUS MAPPINGS ON PREMETRIC SPACES

We study the notion of uniformly continuous mapping between quasi-metric spaces and
construct an example of the topological homeomorphism between two compact Hausdorff par-
tially metric spaces such that the corresponding mapping between quasi-metric spaces is not
uniformly continuous. This example shows, in particular, that Theorem 4.4 from [6] is not
true. In addition, we prove an analogue of the classical Heine-Cantor theorem on the uniform
continuity of any continuous mapping f : X → Y between a premetric space X, which satisfies
a strengthened condition of the countable compactness, and a uniform space Y . We also give
an example of a continuous mapping f : X → Y between a compact Hausdorff premetric space
X and a uniform space Y , which is not uniformly continuous.
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Introduction

According to the classical Heine-Cantor theorem, for any compact metric space (X, d)

and any metric space (Y, ϱ) every continuous mapping f : X → Y is uniformly continuous
[3, Theorem 4.3.32]. It is well known that an arbitrary metric d on a set X induces the
uniformity Ud on X, which consists of all sets U for which there exists a number ε > 0 such
that

{(x, y) ∈ X2 : d(x, y) < ε} ⊆ U.

Moreover, for any metric spaces (X, d) and (Y, ϱ) the uniform continuity of a mapping
f : (X, d) → (Y, ϱ) is equivalent to the uniform continuity of the corresponding mapping
f : (X,Ud) → (Y,Uϱ) (see, for example, [3, Exercise 8.1.A]).

On the other hand, for every compact Hausdorff space X there exists exactly one unifor-
mity U on X which is compatible with the topology of X. This uniformity U consists of all
neighbourhoods U of the diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ X} in X2 (see [1, Chapter II, § 4, The-
orem 1]). So, the following theorem (see [1, Chapter II, § 4, Theorem 2]) is a generalization
of the Heine-Cantor theorem.
УДК 517.51
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Theorem 1. Every continuous mapping from a compact Hausdorff space X to a uniform
space (Y,U) is uniformly continuous.

Notice that the metric version of the concept of uniformly continuous mapping can be
naturally adapted to more general classes of spaces: quasi-metric, quasi-pseudometric and
premetric. Since the corresponding metric analogues do not possess the symmetry property,
the study of the uniform continuity of mappings between such spaces cannot be reduced to
the consideration of uniform spaces. Therefore, analogs of Theorem 1 for mappings between
spaces from such classes require separate study and are of independent interest.

The paper [6, Theorem 4.4] contains the following result (see Section 1 for corresponding
definitions and denotations).

Theorem 2. Let f : (X, p1) → (Y, p2) be a continuous mapping from a compact partial
metric space (X, p1) to a partial metric space (Y, p2). Then f is uniformly continuous as
mapping between the quasi-metric spaces (X, qp1) and (Y, qp2).

In this article, we study the notion of uniformly continuous mapping between quasi-metric
spaces and construct an example of the topological homeomorphism between two compact
Hausdorff partially metric spaces such that the corresponding mapping between quasi-metric
spaces is not uniformly continuous. This example shows, in particular, that Theorem 2 is
not true. In addition, we prove an analogue of Theorem 1 on the uniform continuity of any
continuous mapping f : X → Y between a premetric space X, which satisfies a strengthened
condition of the countable compactness, and a uniform space Y . We also give an example
of a continuous mapping f : X → Y between a compact Hausdorff premetric space X and
a uniform space Y , which is not uniformly continuous.

1 Basic notions and denotations

A function q : X2 → [0,+∞) is called a quasi-metric on X (see [7]) if

(q1) q(x, x) = 0;

(q2) q(x, z) ≤ q(x, y) + q(y, z);

(q3) x = y ⇔ q(x, y) = q(y, x) = 0

for all x, y, z ∈ X.
Every quasi-metric q on X induces a conjugate quasi-metric q−1 : X2 → R defined by

q−1(x, y) = q(y, x) for every x, y ∈ X. Moreover, the function dq = q+ q−1 is a metric on X.
Let (X, q) be a quasi-metric space. For every x ∈ X the balls

Bq(x, ε) = {y ∈ X : q(x, y) < ε}, ε > 0

form a base of the quasi-metric topology τq at the point x.
A function p : X2 → [0,+∞) is called a partial metric on X (see [7]) if

(p1) x = y ⇔ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y);
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(p2) p(x, x) ≤ p(x, y);

(p3) p(x, y) = p(y, x);

(p4) p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)− p(y, y)

for all x, y, z ∈ X.
For any partial metric p : X2 → [0,+∞) the function qp : X

2 → R,

qp(x, y) = p(x, y)− p(x, x),

is a quasi-metric on X and the topology of the partial metric space (X, p) is the topology of
the quasi-metric space (X, qp) (see [7, Theorem 4.1]). Moreover, the function dp : X

2 → R,

dp(x, y) = dqp(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y)

is a metric on X.
For any partial metric space (X, p) we have that p is a metric on X if and only if

p(x, x) = 0 for every x ∈ X. Moreover, qp = p and dp = 2p if p is a metric.
Let X be a nonempty set and ∆ = {(x, x) : x ∈ X}. A system U ⊆ 2X

2 is called a
uniformity on X if it satisfies the following conditions:

(U1) ∆ ⊆ U for every U ∈ U ;

(U2) if U ∈ U and U ⊆ V ⊆ X2 then V ∈ U ;

(U3) U ∩ V ∈ U for every U, V ∈ U ;

(U4) for every U ∈ U there exists V ∈ U such that

V ◦ V = {(x, z) : (∃y ∈ X) ((x, y), (y, z) ∈ V )} ⊆ U ;

(U5) U−1 = {(x, y) : (y, x) ∈ U} ∈ U for every U ∈ U .

The pair (X,U) is called a uniform space and an element U ∈ U is called an entourage.
Let (X,U) be a uniform space. For every x ∈ X the sets

U [x] = {y ∈ X : (x, y) ∈ U}, U ∈ U

form the system of all neighbourhoods of x in some topology TU . This topology is called the
topology induced by U (see [1, Chapter II, § 1, Proposition 1 and Definition 3]). In particular,
for a metric space (X, d) and corresponding uniformity Ud on X the topology TUd

coincides
with the topology generated by d.

Let X be a topological space, T be the topology of X and U be a uniformity on the set
X. We say that U is compatible with T if TU = T .

Let X be a topological space. A point x ∈ X is called a cluster point of a sequence
(xn)

∞
n=1 of points xn ∈ X if for every neighborhood U of x the set {n ∈ N : xn ∈ U} is

infinite.
A topological space X is called countably compact if every countable open cover of X

has a finite subcover, or equivalently, every sequence (xn)
∞
n=1 of points xn ∈ X has a cluster

point x ∈ X.
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2 Uniformly continuous mappings between quasi-metric spaces

Let (X, q) and (Y, r) be quasi-metric spaces. Following [6, Definition 4.1] we say that a
mapping f : X → Y is uniformly continuous if for every ε > 0 there exists δ > 0 such that
for every x1, x2 ∈ X the inequality q(x1, x2) < δ implies r(f(x1), f(x2)) < ε.

Clearly, every uniformly continuous mapping between quasi-metric spaces is continuous.

Proposition 1. Let (X, q) and (Y, r) be quasi-metric spaces and f : X → Y . Then the
following conditions are equivalent.

(i) f : (X, q) → (Y, r) is uniformly continuous.

(ii) f : (X, q−1) → (Y, r−1) is uniformly continuous.

Proof. It follows immediately from the equalities

q(x1, x2) = q−1(x2, x1) and r(f(x1), f(x2)) = r−1(f(x1), f(x2))

for all x1, x2 ∈ X.

Proposition 2. Let (X, q) and (Y, r) be quasi-metric spaces and f : (X, q) → (Y, r) be a
uniformly continuous mapping. Then f : (X, dq) → (Y, dr) is uniformly continuous.

Proof. Fix any ε > 0 and choose δ > 0 such that for every x1, x2 ∈ X the inequality
q(x1, x2) < δ implies r(f(x1), f(x2)) <

ε
2
. Then for every x1, x2 ∈ X with dq(x1, x2) < δ we

have that
max{q(x1, x2), q(x2, x1)} ≤ dq(x1, x2) < δ

and therefore,

dr(f(x1), f(x2)) = r(f(x1), f(x2) + r(f(x2), f(x1) <
ε
2
+ ε

2
= ε.

The following example shows that the converse implication is not true.

Proposition 3. There exist quasi-metrics q and r on the set X = R such that the identity
mapping f : (X, q) → (X, r), f(x) = x, is everywhere discontinuous and dq = dr, in
particular, f : (X, dq) → (X, dr) is uniformly continuous.

Proof. Consider the function q : X2 → R defined by

q(x, y) =

{
1, if y < x,

y − x, if y ≥ x.

According to [5, Example 2], q is a quasi-metric on X and q generates the topology of
Sorgenfrey line on X, that is, for every x ∈ X the family ([x, x+ ε) : ε > 0) forms a base of
neighbourhoods of x in (X, q). Notice that

dq(x, y) =

{
0, if x = y,

1 + |y − x|, if x ̸= y.



Uniformly continuous mappings on premetric spaces 31

Now let r = 1
2
dq. Since dq(x, y) = dq(y, x),

dr(x, y) = r(x, y) + r(y, x) = dq(x, y)

for every x, y ∈ X. Moreover, for any x, y ∈ X with dp(x, y) < 1 we have that x = y and, in
particular, dr(x, y) = 0 < ε for every ε > 0.

It follows from the following example that Theorem 2 is not true.

Theorem 3. There exist a compact metric space (X, d), a compact partial metric space
(Y, p) and a homeomorphism f : X → Y such that f : (X, d) → (Y, qp) is not uniformly
continuous.

Proof. Let x0 = 0, xn = 1
n

for every n ∈ N, X = {xn : n ≥ 0} and d(x, y) = |x− y|.
Now Y = {yn : n ≥ 0} where all elements yn are distinct and

p(x, y) = p(y, x) =


1, if x = y = y0,

0, if x = y = yn, n ∈ N,
1 + 1

n
, if x = y0, y = yn, n ∈ N,

1, if x = yn, y = ym, n,m ∈ N, n ̸= m.

Notice that p is a partial metric on Y . Conditions (p1) − (p3) are obvious. It remains to
verify (p4) for distinct points x, y, z ∈ X. If y ̸= y0, then

p(x, z) + p(y, y) = p(x, z) ≤ 2 ≤ p(x, y) + p(y, z).

If y = y0, then p(x, z) = p(y, y) = 1 and

p(x, z) + p(y, y) = 2 ≤ p(x, y) + p(y, z).

Thus, (Y, p) is a partial metric space.
Notice that

qp(x, y) =


0, if x = y,
1
n
, if x = y0, y = yn, n ∈ N,

1 + 1
n
, if y = y0, x = yn, n ∈ N,

1, if x = yn, y = ym, n,m ∈ N, n ̸= m.

Clearly, all points y ̸= y0 are isolated in (Y, p) and yn → y0. Therefore, the mapping
f : X → Y , f(xn) = yn, is a homeomorphism. Moreover, for any distinct n,m ∈ N we
have that d(xn, xm) = | 1

n
− 1

m
| and qp(yn, ym) = 1. So, f : (X, d) → (Y, qp) is not uniformly

continuous.

Remark 1. In the proof of Theorem 2 the authors use the following inequality

sup{q(y, z) : y, z ∈ Bq(x, ε)} ≤ 2ε,

which may not hold for quasi-metric space (X, q).
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3 Uniformly continuous mappings on premetric spaces

In this section we study uniformly continuity of mappings from a premetric space to a
uniform space.

A nonnegative function p : X2 → [0,+∞) is called a premetric on X (see [2]) if p(x, x) = 0

for every x ∈ X.
The following statement has an obvious proof.

Proposition 4. Let (X, p) be a premetric space. Then the system Tp of all sets G ⊆ X such
that for every x ∈ G there exists ε > 0 such that

{y ∈ X : p(x, y) < ε} ⊆ G

forms an topology on X.

The topology Tp from Proposition 4 is called a topology of premetric space (X, p).
Let X be a topological space, T be the topology of X and p be a premetric on the set

X. We say that p is compatible with T if Tp = T .
Clearly, any quasi-metric q : X → R is a premetric on X and the topologies τq of the

quasi-metric space (X, q) and Tq of the premetric space (X, q) coincides.
Notice that, in general, a ball

Bp(x, ε) = {y ∈ X : p(x, y) < ε}

might not be open in a premetric space (X, p). Moreover, Bp(x, ε) might not be a neigh-
bourhood of x (see [2, Section 2]).

Nevertheless, the following characterization of continuous mapping on premetric spaces
follows immediately from the characterization of continuity in the terms of open sets.

Proposition 5. Let (X, p) be a premetric space, Y be a topological space and f : X → Y .
Then the following conditions are equivalent.

(i) f is continuous.

(ii) For every x ∈ X and every neighborhood V of f(x) in Y there exists δ > 0 such that
f(u) ∈ V for every u ∈ X with p(x, u) < δ.

Proof. (i) ⇒ (ii). Let V be an open neighbourhood of f(x) in Y . Then the set U = f−1(V )

is open in X by (i). Therefore, there exists δ > 0 such that Bp(x, δ) ⊆ U .
(ii) ⇒ (i). Let G be an open set in Y . Then the set f−1(G) is open in X by (ii).

We consider the following generalization of the uniform continuity of mappings between
metric spaces.

Definition 1. Let (X, p) be a premetric space, (Y,U) be a uniform space and f : X → Y .
We say that f is uniformly continuous if for every U ∈ U there exists δ > 0 such that
(f(x), f(y)) ∈ U for very x, y ∈ X with p(x, y) < δ.
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The following property follows immediately from Proposition 5.

Proposition 6. Let (X, p) be a premetric space, (Y,U) be a uniform space and f : X → Y

be uniformly continuous. Then f is continuous.

We say that a premetric space (X, p) satisfies (∗) if for any sequences (xn)
∞
n=1 and (yn)

∞
n=1

of points xn ∈ X and yn ∈ X with lim
n→∞

p(xn, yn) = 0 the sequence (zn)
∞
n=1 of points

zn = (xn, yn) ∈ X2 has a cluster point z ∈ ∆ = {(x, x) : x ∈ X}.
The following statement shows that (∗) is a strengthened condition of the countable

compactness.

Proposition 7. If a premetric space (X, p) has (∗), then (X, p) is countably compact.

Proof. Let (xn)
∞
n=1 be a sequence of points xn ∈ X. Since p(xn, xn) = 0 for every n ∈ N, the

sequence of points (xn, xn) ∈ X2 has a cluster point (x, x) ∈ X2. Then the point x ∈ X is a
cluster point of the sequence (xn)

∞
n=1. So, X is a countably compact space.

For quasi-metric spaces (X, q) the condition (∗) is equivalent to the countable
compactness.

Proposition 8. A quasi-metric space (X, q) has (∗) if and only if (X, q) is countably com-
pact.

Proof. According to Proposition 7, it is enough to verify that every countably compact
quasi-metric space (X, q) has (∗).

Now let (X, q) be countably compact, (xn)
∞
n=1 and (yn)

∞
n=1 be sequences of points xn ∈ X

and yn ∈ X with lim
n→∞

q(xn, yn) = 0. Since (X, q) is countably compact, the sequence (xn)
∞
n=1

has a cluster point x ∈ X. Show that the point (x, x) is a cluster point of the sequence of
points (xn, yn) in X2. Fix any neighbourhood W of (x, x) in X2.There exists ε > 0 such that
Bq(x, ε)×Bq(x, ε) ⊆ W . Since lim

n→∞
q(xn, yn) = 0, there exists n0 ∈ N such that q(xn, yn) <

ε
2

for every n ≥ n0. Since x is a cluster point of (xn)
∞
n=1, the set

N = {n ≥ n0 : xn ∈ Bq(x,
ε
2
)}

is infinite. Then for every n ∈ N we have that

q(x, yn) ≤ q(x, xn) + q(xn, yn) <
ε
2
+ ε

2
= ε

and therefore,
(xn, yn) ∈ Bq(x,

ε
2
)×Bq(x, ε) ⊆ W.

The following example shows that the premetric analog of Proposition 8 is not true.

Proposition 9. There exists a compact Hausdorff premetric space (X, p) which has no (∗).
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Proof. Let X = [0, 1]×{0, 1} be the linearly ordered compact with the lexicographical order,
i.e. (y, i) < (z, j) if y < z or y = z and i < j (the space X is known as the two arrow space,
[3, Exercise 3.10.C]). Notice that for any x = (y, 0) ∈ X the sets

B(x, ε) = {x} ∪ {(z, i) ∈ X : 0 < y − z < ε}, ε > 0

form a base of the neighbourhoods of x in X and for any x = (y, 1) ∈ X the sets

B(x, ε) = {x} ∪ {(z, i) ∈ X : 0 < z − y < ε}, ε > 0

form a base of the neighbourhoods of x in X.
For any x1 = (y, i), x2 = (z, j) ∈ X we set

p(x1, x2) =


1, if i = 1 and z < y;

1, if i = 0 and z > y;

1, if y = z and i ̸= j;

|y − z|, otherwise.

Clearly, the function p : X2 → R is a premetric on X.
Fix any x0 = (i, y) ∈ X and ε ∈ (0, 1). If i = 0 then

{x ∈ X : p(x0, x) < ε} = {x0} ∪ {(j, z) ∈ X : z < y and |z − y| < ε} = B(x0, ε).

Analogously, {x ∈ X : p(x0, x) < ε} = B(x0, ε) if i = 1. Therefore, p is compatible with the
topology of X.

It remains to show that the premetric space (X, p) has no (∗). Consider the sequences
(un)

∞
n=1 and (vn)

∞
n=1 of points

un = (1
2
− 1

2n
, 1) and vn = (1

2
+ 1

2n
, 0).

Notice that p(un, vn) =
1

2n−1 for every n ∈ N and (un, vn) → (x1, x2) where x1 = (1
2
, 0) and

x2 = (1
2
, 1). Thus the compact space (X, p) has no (∗).

Now we give a variant of the theorem on the uniform continuity of a continuous mapping
on a compact premetric space.

Theorem 4. Let (X, p) be a premetric space with (∗), (Y,U) be an uniform space and
f : X → Y be a continuous mapping. Then f is uniformly continuous.

Proof. Assume that there exists U ∈ U such that for every n ∈ N there exists xn, yn ∈ X with
p(xn, yn) ≤ 1

n
and (f(x), f(y)) ̸∈ U . Since (X, p) has (∗), the sequence of points (xn, yn) has

a cluster point (x0, x0). Let V ∈ U such that V = V −1 and V ◦V ⊆ U . Using the continuity
of f at x0 choose a neighborhood W of x0 in X such that (f(x0), f(x)) ∈ V for every x ∈ W .
Since (x0, x0) is a cluster point of the sequence (xn, yn)

∞
n=1, the set {n ∈ N : (xn, yn) ∈ W 2} is

nonempty. Therefore, there exists n ∈ N with xn, yn ∈ W . Then (f(xn), f(x0)) ∈ V −1 = V ,
(f(x0), f(yn)) ∈ V and

(f(xn), f(yn)) ∈ V ◦ V ⊆ U,

– a contradiction.
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Corollary 1. Let (X, q) be a countable compact quasi-metric space and (Y,U) be a uniform
space. Then every continuous mapping f : (X, q) → (Y,U) is uniformly continuous.

Remark 2. Notice that countable compactness of a quasi-metric space is not equivalent
to the compactness (see [4]). But for partial metric spaces compactness and countable
compactness are equivalent [8, Theorem 5.7].

The following example shows that for premetric space the analog of Corollary 1 is not
true.

Theorem 5. There exist a compact Hausdorff X, a compatible premetric p on X and a
compatible uniformity U on X such that the identity homeomorphism f : (X, p) → (X,U)
is not uniformly continuous.

Proof. Consider the premetric space (X, p) from Proposition 9. According to
[1, Chapter II, § 4, Theorem 1], there exists a uniformity U on X which is compatible with
Tp. Verify that the identity mapping f : (X, p) → (X,U) is not uniformly continuous.

Let x1 = (1
2
, 0), x2 = (1

2
, 1). Since the uniformity U consists of all neighbourhoods U of

the diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ X} in X2, there exists a closed in X2 entourage U ∈ U such
that (x1, x2) ̸∈ U . There exist open neighbourhoods V1 and V2 of x1 and x2 in X such that
(V1×V2)∩U = ∅. According to the proof of Proposition 9, there exist sequences (un)

∞
n=1 and

(vn)
∞
n=1 of un, vn ∈ X such that un → x1, vn → x2 and p(un, vn) → 0. Then for every δ > 0

there exists N ∈ N such that uN ∈ V1, vN ∈ V2 and p(uN , vN) < δ. Therefore, uN , vN) ̸∈ U

and f is not uniformly continuous.
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Михайлюк В.В., Мироник В.I. Рiвномiрно неперервнi вiдображення на преметричних
просторах // Буковинський матем. журнал — 2024. — Т.12, №2. — C. 27–36.

Вивчаються рiвномiрно неперервнi вiдображення мiж квазiметрчними просторами i
побудовано топологiчний гомеоморфiзм мiж двома компактними гаусдорфовими частко-
во метричними просторами такий, що вiдображенн мiж вiдповiдними квазiметричними
просторами не є рiвномiрно неперервним. Цей приклад, зокрема, показує, що теорема
4.4 з [6] є хибною. Крiм того, доводиться аналог теореми Гейне-Кантора про рiвномiрну
неперервнiсть довiльного неперервного вiдображення f : X → Y , визначеного на преме-
тричному просторi X, який задовольняє деяку пiдсилену умову злiченної компактностi, i
набуває значень у рiвномiрному просторi Y . Також подано приклад неперервного вiдобра-
ження f : X → Y , визначеного на компактному гаусдорфовому преметричному просторi
X, i зi значеннями у рiвномiрному просторi Y , яке не є рiвномiрно неперервним.
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CHAOTIC DYNAMIC SYSTEMS OF SHIFT OPERATORS AND

APPLICATIONS IN ECONOMICS

In this paper we consider chaotic properties of weighted shifts on (non-separable) Hilbert
space. We ivestigate some conditions under which the operators are Li-Yorke chaos. We
examine various structural of the operators that contribute to their chaotic behavior, providing
theoretical results that highlight the interplay between the weights and the underlying space.
Also, we construct chaotic dynamic system for modeling the security price.
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Introduction

Chaos theory has emerged as a vital area in the study of dynamical systems, focusing
on the unpredictable and complex behavior exhibited by certain deterministic systems. A
chaotic dynamical system is one that demonstrates sensitive dependence on initial conditions,
topological transitivity, and a dense set of periodic points. These properties together produce
dynamics that are seemingly random and yet governed by deterministic rules.

In operator theory, the concept of chaos is closely tied to chaotic operators, which extend
the notion of chaos from classical systems to functional spaces. An operator is termed chaotic
if it is hypercyclic and has a dense set of periodic points. Hypercyclicity, a foundational
concept in this area, refers to the existence of a vector in a function space whose orbit under
repeated applications of the operator is dense in that space. This property, first studied
in depth by Birkhoff and MacLane, illustrates how linear operators can exhibit behavior
analogous to classical chaotic systems. The two of examples of classical chaotic systems

The Lorenz System.
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Described by Edward Lorenz in 1963, this system of three coupled nonlinear differential
equations is a classic example of chaos. The Lorenz attractor exhibits a distinctive butterfly-
shaped fractal structure.

The Logistic Map.
An iterative map xn+1 = rxn(1 − xn) that demonstrates chaos for certain values of the

parameter r. Despite its simplicity, it shows complex dynamics, including bifurcations and
chaotic behavior.

As is often the case in linear dynamics, the concepts mentioned above have been exten-
sively studied by researchers within the framework of a particular class of operators known
as weighted shifts. This is largely due to their flexibility in constructing examples in lin-
ear dynamics, operator theory, and its various applications. Over recent decades, numerous
dynamical properties of such operators have been thoroughly examined and described [1],
[2], [3] [4], [10], occasionally even before these properties were fully understood in broader
contexts. Specifically, in [5] and [6], the authors advanced this field by offering detailed
analyses of chaotic properties.

We consider chaotic properties such as

Topologacal transitivity ⇒ Hypercyclicity ⇒ Li− Y orke chaos

Frequent hypercyclicity ⇒ Hypercyclicity ⇐ Chaos

In Section 1 we consider chaotic properties of weighted shifts on (non-separable) Hilbert
space and ivestigate some conditions under which the operators are Li-Yorke chaos. In Sec-
tion 2 we construct a dynamic system based on these operators to model the price behavior
of financial securities. This application demonstrates the practical relevance of chaotic dy-
namics in economics, where security prices often exhibit irregular, unpredictable fluctuations.
This study bridges the gap between abstract operator theory and applied financial modeling,
opening new avenues for both mathematical and economic research.

1 Backward Shifts for Banach Spaces

Let X be a metric space and T be a continuous mapping T : X → X. T is called topo-
logically transitive if, for any pair U, V, (U ̸= ∅, V ̸= ∅) of open subsets of X, there exists
some integer k ≥ 0 such that T k(U) ∩ V ̸= ∅.

A sequence of closed subspaces (Xn) of a Banach space X is called a Schauder decom-
position of X if every element x ∈ X can be expressed uniquely as a sum of elements from
these subspaces

x =
∞∑
k=0

xk, xk ∈ Xk, (1)

and the series (1) converges in X. A Schauder decomposition (Xn) is unconditional if (1)
converges unconditionally.

In [2], it was pointed out that a criterion for topological transitivity, analogous to that
for hypercyclic operators [1, 7], can be formulated.
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Theorem 1. (see for the proof e.g. [8]). Let T be a bounded linear operator on a Banach
space X (not necessarily separable). Suppose that there exists a strictly increasing sequence
(nk), limk 7→∞ nk =∞ of positive integers for which there are the following:

(i) A dense subset Z0 ⊂ X such that T nk(x)→ 0 for every x ∈ Z0 as k →∞.

(ii) A dense subset Y0 ⊂ X and a sequence of mappings (not necessary linear and not neces-
sary continuous) Sk : Y0 → X such that Sk(y)→ 0 for every y ∈ Y0 and T nk ◦ Sk(y)→ y

for every y ∈ Y0 as k →∞.

Then, T is topologically transitive.

We consider an infinite-dimensional (may be non-separable) Banach space X which ad-
mits an unconditional Schauder decomposition to Banach spaces Xk, k = 0, 1, . . . . Let
(Jk)

∞
k=1 be a sequence of injective maps Jk : Xk+1 → Xk with dense ranges and ∥Jk∥ = 1.

We have the following shifts of spaces Xk under maps Jk:

0←− X0
J1←− X1

J2←− · · · Jn←− Xn · · · .

Let us construct a weighted backward shift operator (associated with a Schauder decom-
position (Xn) of X) by

T (x) =
∞∑
k=1

ωkJk(xk), (2)

T : (x0, x1, . . . , xn, . . .) 7→ (ω1J1(x1), ω2J2(x2), . . . , ωnJn(xn), . . .),

where (ωk) is a sequence of positive numbers with supk ωk <∞.

Theorem 2. ([9]) Let X be a Banach space that can be represented as an unconditional
Schauder decomposition into Banach spaces Xk, k = 0, 1, . . . and T a weighted backward
shift, defined as in (2). Assume that the following conditions are satisfied

(i) The weight constants ωk are such that

lim sup
n→∞

n∏
k=1

ωk =∞.

(ii) There is a dense subspace E0 ⊂ (J1) ⊂ X0 such that for every x ∈ E0 the set

{J−1
n ◦ · · · ◦ J−1

1 (x), n ∈ N}

is bounded in X.

Then the operator T defined by (2) is topologically transitive.
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2 Chaotic Properties of Weighted Shifts

Let (Hn)
∞
n=0 be a sequence of Hilbert spaces. In this paper, we assume that each Hn is

nontrivial, meaning Hn ̸= {0} and may not necessarily be separable.
Assume that for all n and m, the spaces Hn and Hm are isomorphic. We define ℓ2(Hn) =

ℓ2((Hn)
∞
n=0) as the Hilbert space consisting of elements x = (x0, x1, . . . , xn, . . .), xk ∈ Hk

endowed with norm ∥x∥ =

(
∞∑
i=0

∥xi∥2
) 1

2

.

Let (ωn) be a sequence of positive numbers, referred to as weights. Additionally, let us
fix a sequence of isomorphisms Jm : Hm → Hm−1, ∥Jm∥ = 1, m ∈ N. An operator

T : ℓ2(Hn)→ ℓ2(Hn)

will be called a backward weighted shift (with respect to the family (Jm)) with weight sequence
(ωn) if it is of the form

T (x) = (ω1J1(x1), ω2J2(x2), . . . , ωmJm(xm), . . .).

We will need the next corollary which is proved in [12].

Corollary 1. ([12]) Let (Hn)
∞
n=0 be a sequence of Hilbert spaces and T : ℓ2(Hn) → ℓ2(Hn)

be a backward weighed shift with respect to (Jm) and with positive weight sequence (ωn).
Let us suppose that

sup
m∈Z+

m∏
n=0

∥J−1
n ∥ <∞. (3)

Then the following are equivalent:

(i) T is topologically transitive.

(ii) There exists a non-trivial T -invariant (separable) closed subspace Y ⊂ ℓ2(Hn) on which
the restriction of T to Y , T : Y → Y , is hypercyclic.

(iii) The restriction T : Y → Y to any T -invariant (separable) closed subspace Y ⊂ ℓ2(Hn)

which contains non-zero vectors of the form (0, . . . , 0, xn, 0, . . .), xn ∈ Hn for every
n ∈ Z+, is hypercyclic.

(iv) lim sup
n→∞

n∏
k=1

ωk =∞.

Let T : X 7→ X be a bounded linear operator acting on topological space X

Definition 1. The operator T is

- Li-Yorke chaotic if there is uncountable set U ⊂ X, called scrambled set, such that for
each x, y ∈ U, x ̸= y, lim

n 7→∞
∥T n(x)− T n(y)∥ = 0
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- Hypercyclic if there is a vector x ∈ X for which the orbit under T, Orb(T, x) =

{x, Tx, T 2x, . . .} is dense in X. Every such vector x is called a hypercyclic vector of T.

- Frequently hypercyclic if T admits a frequently hypercyclic vector x ∈ X such that for
each non-empty open subset U of X, lim

N 7→∞
{1≤n≤N :Tn(x)∈U}

N
> 0.

1. Li-Yorke Chaos.
An operator T is Li-Yorke chaotic if there exists an uncountable set S ⊂ ℓ2(Hn) such

that for any x, y ∈ S, x ̸= y, (points are not asymptotic), lim sup
n→∞

∥T n(x−y)∥ > 0 (points are

proximal). For the weighted shift T , we note that the weights (ω)n control the growth/decay

of iterates. If
n∏

i=1

ωk → 0 or diverges, then the distance between certain points can oscillate,

fulfilling the conditions for Li-Yorke chaos. The isometries Jm preserve structure, allowing T

to meet the chaotic requirements under appropriate ωn. So, we can state the next theorem.

Theorem 3. Let (Hn)
∞
n=0 be a sequence of Hilbert spaces. An operator

T : ℓ2(Hn)→ ℓ2(Hn)

T (x) = (ω1J1(x1), ω2J2(x2), . . . , ωmJm(xm), . . .)

is Li-Yorke chaotic

Proof. For any x = (x1, x2, . . .) ∈ ℓ2(Hn) the action of T is given by

T (x) = (ω1J1(x1), ω2J2(x2), . . . , ωmJm(xm), . . .),

then the n-th iterate T n(x) is

T n(x) = (ωnJn(xn), ωn+1Jn+1(xn+1), . . .)).

with norm

∥T n(x)∥ =

(
∞∑
k=n

ω2
k∥Jk(xk)∥2

)1/2

.

For vectors x, y ∈ ℓ2(Hn), consider z = x− y. The norm satisfies

∥T n(z)∥ =

(
∞∑
k=n

ω2
k∥Jk(zk)∥2

)1/2

.

The weights (ωk) and the dynamics of Jk (3) can ensure such behavior that ∥T n(z)∥ alternates
between being arbitrarily small and bounded away from zero, depending on the decay or
growth of the weights (ωk)

We can constract uncountable set S ⊂ ℓ2(Hn) with the properties by leveraging the
oscillatory behavior of T iterates. Choose S as a subset of ℓ2(Hn) with coordinates that
exhibit chaotic pairing behavior under T .
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This typically involves specific properties of (ωn) and the shifts Jn to create a scrambled

set where the required, using the colorally 1 we will have that if lim sup
n→∞

n∏
k=1

ωk =∞ the norm

of T n(x) for certain vectors x grows arbitrarily large for some iterations n This ensures that
the separation condition for a scrambled set lim sup

n 7→∞
∥T n(x− y)∥ > 0 is satisfied.

So,
lim sup
n 7→∞

∥T n(x− y)∥ > 0,

and
lim inf
n 7→∞

∥T n(x− y)∥ = 0

conditions are satisfied. Thus, T is Li–Yorke chaotic.

2. Chaos.
An operator T is chaotic if there exists a dense set of periodic points.
It is hypercyclic (there exists x ∈ ℓ2(Hn) such that {T n(x) : n ≥ 0} is dense in ℓ2(Hn).

For proving of we need find x whose iterates under T approximate any x ∈ ℓ2(Hn) and show
density of periodic points by solving T n(x) = x for suitable x ∈ X.

For x ∈ ℓ2(Hn) we define periodic sequences xk such that only finitely many coordinates
xk are nonzero. These sequences are in ℓ2(Hn) and are clearly periodic under T . The set of
such periodic points is dense in ℓ2(Hn) because any vector in ℓ2(Hn) can be approximated
arbitrarily closely by a vector with finitely many nonzero coordinates.

So, the operator T satisfies both conditions for Li–Yorke chaos that an uncountable
scrambled set S exists due to the oscillatory nature of norms under T n. The set of periodic
points is dense in ℓ2(Hn).

3. Frequent Hypercyclicity.
An operator T is frequently hypercyclic if there exists x ∈ ℓ2(Hn) such that for every

open set U ∈ ℓ2(Hn), the set {n ≥ 0 : T n(x) ∈ U} has positive lower density.
For proving this statement we need to note that weighted shifts, the growth of (ωn)

ensures the existence of frequently hypercyclic vectors x.
Construct x with nonzero components in Hn that balance the effect of weights.

3 Dynamic systems for modeling of security price.

In this section, we will consider two examples of dynamic systems in the securities market.
Let us begin with the definition of a discrete dynamic system.

Definition 2. A (discrete) dynamical system is a pair (X,T ) consisting of a metric space
X and a continuous map T : X → X.

Sometimes we will simply call T : X → X a dynamical system.

Example 1. (Effectiveness of securities).
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We assume to be given by the value Cn (security price) at discrete times n = 1, 2, . . . .

In a simple model the security price at time n+ 1 will only depend on the security price at
time n. The effectiveness of securities is then described by a law

Cn+1 = T (Cn), n = 1, 2, . . .

where T is suitable map. It follows that

Cn = (T ◦ · · · ◦ T )(C1) n = 1, 2, . . .

with n applicants of the map. Thus the behavior of the security price is completely deter-
mined by the initial price C1 and the map T.

Now we consider the proportional change of security price.
Let Cn be purchase price of the securities, Cn+1 be sale price of the securities and period

of time n = 1, 2, . . . .

We suppose that the value Cn of a price changes proportionally to its actual value, that
is follows the law

Cn+1 − Cn

Cn

= γ, n ≥ 1

where γ is effectiveness of security, γ > −1.
One may write this equivalently as

Cn+1 = (1 + γ)Cn

so that the corresponding dynamical system is given by

T : R+ 7→ R+, Tx = (1 + γ)x.

The orbit of x ∈ R+ can be calculated explicitly as

Orb(x, T ) = {(1 + γ)nx : n ≥ 0}.

Thus, the orbit tends to 0, x and ∞ for −1 < γ < 0, γ = 0 and γ > 0, respectively.
The orbit of x ∈ R+ under the map T (x) = (1+γ)x is not generally dense in R+ Instead,

the orbit describes specific behavior depending on the value of γ such that

- For γ > 0 the orbit grows unbounded as n 7→ ∞, and it is not dense in R+ because it
tends towards infinity.

- For γ = 0 the orbit remains constant Orb(x, T ) = {x}, which is a single point, so it is
not dense.

- For −1 < γ < 0 the orbit tends to 0, n 7→ ∞ and again, it is not dense because it
converges to a single point.
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Example 2. (The change in behavior of security prices and dividends).
To consider the behavior of an individual security in the context of a dynamic system,

we represent it as a chaotic dynamic system in which the security price and dividends are
time-dependent variables.

Let us assume that at time t − 1 the purchase price of a security is Ct−1 and at time t

the security is sold at the price Ct. During the period t, accrued dividends Dt. Then the
rate of return Rt for the period t can be represented as

Rt =
Ct +Dt − Ct−1

Ct−1

.

This value reflects the return over one time period t, which takes into account both the
increase in the value of the security itself and the dividends received.

Let the prices Ct and dividends Dt change over time and their behavior depends on
previous values. Then we can describe them using a dynamic system, where the state at
each step is determined by the state vector Xt = (Ct, Dt), and the evolution of this system
over a time period is modeled by the operator T , which goes from state Xt−1 to Xt

Xt = T (Xt−1),

where the operator T determines the change in price and dividends as a result of the influence
of market factors.

To model the chaotic behavior of the system, we can choose the operator T so that
the orbit of the system is dense in the space of possible states. This can be done if the
operator T is nonlinear and depends on random factors that model market changes, such as
economical-financial indicators. For example

T (Xt−1) =

{
f(Ct−1, Dt−1, εt),

g(Ct−1, Dt−1, εt)

where f and g are nonlinear functions that take into account the interdependence of prices
and dividends, and εt is a random variable that adds stochastic market influence.

The addition of random parameters introduces stochasticity into the previously deter-
ministic model. These random parameters represent external market influences such as
economic shocks or financial news. This example demonstrates how these systems can be
extended to incorporate real-world randomness without losing the fundamental chaotic prop-
erties. Specifically, the random operator remains consistent with chaotic principles, as the
small perturbations caused by preserve the sensitivity to initial conditions and dense orbit
structure, thereby modeling real-world financial data more effectively.

Thus, this system acquires the properties of a chaotic dynamical system with a dense
orbit, since the values of Ct and Dt change depending on previous states and random influ-
ences. This approach allows modeling complex market dynamics and assessing the average
efficiency and risk of a security under uncertainty.

Let the price of a security at time t be denoted by Ct. We can assume that the price
dynamics are a function of previous prices, accrued dividends, trading volume, and other
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market factors. Then we will consider the sequence of values (Ct) as elements of the vector
space ℓ2.

Let T be a shift operator that acts on a sequence of prices (Ct) as follows

(TC)t = αCt−1 + βCt + γCt+1 + εt,

where

- α, β and γ are parameters that adjust the linear combination of prices at different
points in time,

- εt is a small random variable that takes into account the randomness of market factors.

The inclusion of the random element εt adds chaos to the system, and even a linear
operator with a shift can generate complex dynamics.

For an operator to be hypercyclic in the space ℓ2 the coefficients must contribute to the
operator’s orbits being dense in that space. One known way to ensure hypercyclicity of a
shift operator in the space ℓ2 is to choose coefficients that provide sufficient stretching and
shifting of the sequences of values Ct in space, as well as sensitivity to initial conditions.

Consider the operator T for sequences in ℓ2 of the following form

(TC)t = αCt−1 + βC + γCt+1 + εt,

where α, β, γ is the coefficients that we choose εt is a small random component.
For hypercyclicity in the space ℓ2 in particular for the shift operator, the following con-

ditions are important

1. Zero coefficient at Ct. It is important that the operator has no constant component
(i.e., no fixed value at Ct, as this can limit the dynamics of the operator. Therefore, we
set β = 0. This allows the operator to act as a “shift" by one position in the sequence.

2. Nonzero values of α and γ. The coefficients α and γ must be nonzero and have values
that do not converge to zero or a stable value. For example, if we choose α = 1 and
γ = 1 the operator will expand the orbit of the sequence in both directions.

3. A small random component εt. Adding random fluctuations εt depending on time t

provides sensitivity to initial conditions. This guarantees that the sequence can reach
different states in the space ℓ2 are bounded stochastic variables introduced to account
for minor unpredictable fluctuations in the financial markets. Practically, this means,
that by adding small random fluctuations, the system can explore a wider range of
possible states within the space. This enhances the model’s ability to capture rare or
extreme market events (exogenous shock) that deterministic models might overlook.

Thus, for a hypercyclic operator in the space ℓ2 we can choose the following values of the
coefficients

α = 1, β = 0, γ = 1.
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Then the operator will have the next form

(TC)t = Ct−1 + Ct+1 + εt

This configuration with a random perturbation εt will allow the operator to generate a
dense orbit in the space ℓ2, and will also provide sensitivity to initial conditions, which is a
necessary property for hypercyclicity.

To evaluate the norm of operator T in the space ℓ2 by the formula

∥T∥ = sup
C∈ℓ2,∥C∥=1

∥TC∥,

where ∥C∥ =

√√√√ ∞∑
t=1

|Ct|2 is the norm of the sequence C.

For the operator T defined by the following form

(TC)t = Ct−1 + Ct+1 + εt

the norm con be calculated by considering the contributions from the terms Ct−1 and Ct+1.

The random component εt is typically small and bounded, so its contribution to the norm
is negligible for estimation purposes.

Then

∥TC∥2 =
∞∑
t=1

|(TC)t|2 =
∞∑
t=1

|Ct−1 + Ct+1 + εt|2.

Expanding the square and ignoring higher-order terms of εt, we get

∥TC∥2 ≈
∞∑
t=1

(|Ct−1|2 + |Ct+1|2).

We use the shift properties of sequences in Hilbert space ℓ2

1)
∞∑
t=1

|Ct−1|2 =
∞∑
t=1

|Ct|2 = ∥C∥2 = 1;

2)
∞∑
t=1

|Ct+1|2 = ∥C∥2 = 1.

Thus
∥TC∥2 ≈ 2∥C∥2 = 2,

∥T∥ =
√
2.

We consider the classical Black-Scholes model [11]. This model is used to evaluate the
value of financial derivatives, such as options

C = S0N(d1)−Ke−rtN(d2),
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where C is price of the option, S0 is current price of the underlying asset, K is strike
price of the option, t is time to maturity, r is risk-free interest rate, N(d1) and N(d2) are
cumulative distribution functions of the standard normal distribution. The parameters d1

and d2 are defined as d1 =
ln(

S0
X

)+(r+σ2

2
)t

σ
√
t

, d2 = d1 − σ
√
t, where σ represents the volatility of

the underlying asset.
The Black-Scholes model is primarily used to price financial options and provides a

theoretical framework for understanding the relationship between key financial variables.
This model is based on the assumption that the price of the underlying asset. follows
a geometric Brownian motion. Utilizes stochastic differential equations to describe price
dynamics. Designed to price derivatives, specifically European options, rather than modeling
the dynamics of the asset price itself. Focuses on determining the fair value of options
based on risk-free rates, volatility, and time to maturity. The dynamics model with a shift
operator views the price sequence Ct as elements of the vector space ℓ2, emphasizing time
series representation. Assumes that prices are influenced by a linear combination of past,
current, and future prices, with parameters α, β, γ determining the weights. Includes a
random component εt to account for market randomness. Primarily focuses on modeling the
asset price’s behavior directly rather than pricing derivatives. The Black-Scholes model is
the best suited for pricing derivatives like European options or conducting risk analysis in
derivative markets. Model with a shift operator is flexible in incorporating market-specific
factors. Ideal for studying the behavior of asset prices, identifying trends and forecasting
future price movements.

Conclusions In this paper, we have explored the chaotic properties of weighted shift
operators on (non-separable) Hilbert spaces. Specifically, we investigated conditions un-
der which these operators exhibit Li-Yorke chaos. Our study examined various structural
aspects of the operators that contribute to their chaotic behavior, emphasizing the inter-
play between the weights and the underlying Hilbert space. Furthermore, we constructed a
chaotic dynamical system to model the behavior of security prices. The study bridges the
gap between abstract operator theory and applied financial modeling. The chaotic properties
of weighted shifts effectively model irregular price behaviors in financial securities. Introduc-
ing stochastic parameters aligns the model with real-world data without compromising its
chaotic structure. This work provides new insights into the relationship between operator
theory and dynamic systems, offering a foundation for future research in both mathematical
and applied contexts.
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Новосад З.Г. Хаотичнi динамiчнi системи операторiв зсуву та їх застосування в
економiцi // Буковинський матем. журнал — 2024. — Т.12, №2. — C. 37–48.

У статтi дослiджуються хаотичнi властивостi операторiв зваженого зсуву, якi дiють на
(несепарабельному) гiльбертовому просторi, що є одним iз важливих об’єктiв у теорiї ди-
намiчних систем. Особливу увагу придiлено аналiзу умов, за яких такi оператори можуть
бути топологiчно транзитивними, гiперциклiчними i часто гiперциклiчними. Крiм того,
дослiджено феномен хаосу Лi-Йорка, який передбачає iснування незлiченних множин то-
чок iз хаотичною поведiнкою орбiт. Це дозволяє глибше зрозумiти природу динамiчних
систем, що характеризуються нерегулярнiстю i непередбачуванiстю.

У статтi висвiтлюються, як рiзнi властивостi операторiв зваженого зсуву впливають на
їхню динамiчну поведiнку, розглядаючи взаємодiю мiж вагами оператора та структурою
базового простору. Для iлюстрацiї запропоновано два приклади динамiчних систем, якi
можна використовувати для моделювання поведiнки цiн на фiнансових ринках. Перший
приклад базується на простiй лiнiйнiй моделi, де змiна цiни пропорцiйна поточному зна-
ченню. Побудована орбiта в цьому прикладi в загальному випадку не є щiльною. У дру-
гому прикладi моделюється бiльш складна система, яка враховує залежнiсть змiни цiни
вiд попереднiх значень, дивiдендiв та випадкових факторiв. У цьому контекстi оператор
зваженого зсуву вiдiграє ключову роль, дозволяючи створити гiперциклiчну динамiчну
систему, здатну адекватно вiдображати хаотичну поведiнку цiн.

Застосування теорiї хаосу до фiнансових ринкiв є особливо актуальним, оскiльки це
дозволяє враховувати складну динамiку, нелiнiйнiсть та вплив випадкових факторiв на
цiновi змiни. Використання таких моделей може допомогти iнвесторам краще розумiти
природу ризикiв, знаходити можливостi для iнвестицiй та приймати бiльш обґрунтованi
рiшення в умовах невизначеностi. Отриманi результати мають також важливе значення
для широкого спектра наукових дослiджень у галузях математики, фiзики та економiки,
де вивчення хаотичних властивостей систем є центральним для розумiння їхньої поведiн-
ки.
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Àñèìïòîòè÷íà ùiëüíiñòü íåùàñëèâèõ ÷èñåë

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N ðîçãëÿíåìî ñóìó êâàäðàòiâ óñiõ éîãî öèôð i ïîçíà÷èìî

¨¨ ÷åðåç S2(n). Ïîêëàäåìî T0(n) = n, T1(n) = S2(n), . . . , Tk+1(n) = T1(Tk(n)) äëÿ k ≥ 1.

×èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ùàñëèâèì, ÿêùî iñíó¹ k ≥ 1, òàêå, ùî Tk(n) = 1. Iíàêøå, ÷èñëî n

íàçèâà¹òüñÿ íåùàñëèâèì. Âiäîìî, ùî äëÿ êîæíîãî íåùàñëèâîãî ÷èñëà n iñíó¹ òàêå k ≥ 1,

ùî Tk(n) ∈ C = {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}. ßêùî c ∈ C, òî ìè êàæåìî, ùî íåùàñëèâå

÷èñëî n ¹ c-íåùàñëèâèì ó âèïàäêó, êîëè Tk(n) = c i Tk−1(n) 6∈ C äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1.

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ùiëüíiñòü c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë. Îäåðæàíî îöiíêè íà âåðõ-

íþ òà íèæíþ àñèìïòîòè÷íi ùiëüíîñòi c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë òà äîâåäåíî, ùî íàòóðàëüíî¨

ùiëüíîñòi íåùàñëèâèõ ÷èñåë íå iñíó¹.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè: ùàñëèâi ÷èñëà, àïðîêñèìàòèâíà ùiëüíiñòü, öèôðîâi ôóíêöi¨.

1 ×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, Óêðà¨íà;
2 Óíiâåðñèòåò ßíà Êîõàíîâñüêîãî â Êåëüöàõ, Ïîëüùà

e-mail: o.karlova@chnu.edu.ua

1 Ìîòèâàöiÿ i ïîñòàíîâêà çàäà÷i

×åðåç N+ ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë. Ïiä iíòåðâàëîì I =

[a, b] ìè ðîçóìi¹ìî ìíîæèíó {n ∈ N+ : a ≤ n ≤ b}, a, b ∈ R. Ñèìâîëîì |I| ïîçíà÷à¹òüñÿ
ïîòóæíiñòü, òîáòî, êiëüêiñòü öiëèõ ÷èñåë â iíòåðâàëi I.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N ÷åðåç ω(n) ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè êiëüêiñòü öèôð

öüîãî ÷èñëà. Íåõàé

n =

ω(n)−1∑
k=0

10kbk,

äå bk ∈ {0, . . . , 9}, i

S2(n) =

ω(n)−1∑
k=0

b2k.

Äàëi, ïîêëàäåìî

T0(n) = n, T1(n) = S2(n), . . . , Tk+1(n) = T1(Tk(n)) äëÿ k ≥ 1.

Îçíà÷åííÿ 1. ×èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ùàñëèâèì, ÿêùî iñíó¹ k ≥ 1, òàêå, ùî Tk(n) = 1.

Iíàêøå, ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ íåùàñëèâèì.

©Ìèõàéëî Ãîðäåé1, Ñåðãié Ãîðîøêåâè÷1, Îëåíà Êàðëîâà1,2, 2024
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Ðèñ. 1: Ùàñëèâå äåðåâî

Äîáðå âiäîìî [4], ùî äëÿ êîæíîãî íåùàñëèâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ k ∈ N,
òàêå, ùî Tl(n) ∈ {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20} äëÿ âñiõ l ≥ k. Ïîçíà÷èìî

C = {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}.

Îçíà÷åííÿ 2. ßêùî c ∈ C, òî ÷èñëî n ∈ N \C íàçâåìî c-íåùàñëèâèì, ÿêùî iñíó¹ òàêå

k ∈ N, ùî Tk(n) = c i Tk−1(n) 6∈ C.

Äëÿ iíòåðâàëó I ÷åðåç d(I) ïîçíà÷èìî ùiëüíiñòü ùàñëèâèõ ÷èñåë â öüîìó iíòåðâàëi,

à äëÿ c ∈ C ÷åðåç dc(I) ïîçíà÷èìî ùiëüíiñòü c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë â öüîìó iíòåðâàëi,

òîáòî

d(I) =
|{n ∈ I : n ¹ ùàñëèâèì}|

|I|
, dc(I) =

|{n ∈ I : n ¹ c-íåùàñëèâèì}|
|I|

.

ßêùî I = [1, 100], òî (äèâ. ðèñ. 1 i 2)

d(I) = 0.2, d4(I) = 0.05, d16(I) = 0.05, d37(I) = 0.19, (1)

d58(I) = 0.03, d89(I) = 0.56, d145(I) = 0.02, d42(I) = 0, d20(I) = 0.02. (2)

Âëàñòèâîñòÿì ùàñëèâèõ ÷èñåë ïðèñâÿ÷åíà íèçêà ðîáiò ìàòåìàòèêiâ (äèâ. îãëÿäîâó

ñòàòòþ [3] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Îäèí iç íàïðÿìêiâ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ùàñëè-

âèõ ÷èñåë ïîâ'ÿçàíèé ç ¨õ àñèìïòîòè÷íîþ ùiëüíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé n ∈ N i P � äåÿêà âëàñòèâiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî

P (n) = {k ∈ [1, n] : k ìà¹ âëàñòèâiñòü P}. Òîäi

� âåðõíüîþ àñèìïòîòè÷íîþ ùiëüíiñòþ ÷èñåë ç âëàñòèâiñòþ P íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

dP = lim
n→∞

|P (n)|
n

,

ÓÄÊ 511.174

2010 Mathematics Subject Classi�cation: Primary 11B05; Secondary 11A63.
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Ðèñ. 2: Íåùàñëèâi ÷èñëà

� íèæíüîþ àñèìïòîòè÷íîþ ùiëüíiñòþ ÷èñåë ç âëàñòèâiñòþ P íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

dP = lim
n→∞

|P (n)|
n

,

� íàòóðàëüíîþ ùiëüíiñòþ ÷èñåë ç âëàñòèâiñòþ P íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

dP = lim
n→∞

|P (n)|
n

,

ÿêùî òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹.

ßêùî P � öå âëàñòèâiñòü ÷èñëà áóòè ùàñëèâèì, òî äëÿ âåðõíüî¨ i íèæíüî¨ àñèìïòî-

òè÷íèõ ùiëüíîñòåé òà äëÿ íàòóðàëüíî¨ ùiëüíîñòi ìè âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ d, d òà

d, âiäïîâiäíî. ßêùî c ∈ C i P � öå âëàñòèâiñòü ÷èñëà áóòè c-íåùàñëèâèì, òî äëÿ âåðõ-

íüî¨ i íèæíüî¨ àñèìïòîòè÷íèõ ùiëüíîñòåé òà äëÿ íàòóðàëüíî¨ ùiëüíîñòi ÷èñåë ç öi¹þ

âëàñòèâiñòþ ìè âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ dc, dc i dc, âiäïîâiäíî.

Â íàñòóïíié ïîñëiäîâíîñòi íàâîäÿòüñÿ çíà÷åííÿ d(I), äå I = [1, 10n] ïðè n ∈ [2, 17]:

0.2, 0.14, 0.14, 0.14, 0.14, 0.14, 0.14, 0.15, 0.15, 0.15, 0.15, 0.14, 0.14, 0.13, 0.12, 0.12.
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Ði÷àðä Ãàé [2] ïîñòàâèâ ïèòàííÿ, ÷è iñíóþòü îöiíêè çâåðõó i çíèçó äëÿ íàòóðàëüíî¨

ùiëüíîñòi ùàñëèâèõ ÷èñåë? Ó 2013 ðîöi Ãiëìåð [1] äàâ âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ i ïîêàçàâ,

ùî íàòóðàëüíî¨ ùiëüíîñòi ùàñëèâèõ ÷èñåë íå iñíó¹.

Òåîðåìà 1 (Gilmer). Âåðõíÿ òà íèæíÿ àñèìïòîòè÷íi ùiëüíîñòi ùàñëèâèõ ÷èñåë çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

d > 0.18577 i d < 0.1138,

îòæå, íàòóðàëüíî¨ ùiëüíîñòi d íå iñíó¹.

Ó òàáëèöi íèæ÷å íàâåäåíî çíàéäåíi íàìè ùiëüíîñòi dc(I) óñiõ c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë

äëÿ êîæíîãî c ∈ C â iíòåðâàëàõ I = [1, 10n] ïðè n ∈ [2, 8]:

102 103 104 105 106 107 108

d4 0.05 0.066 0.0657 0.06415 0.0063389 0.0630127 0.0601596

d16 0.05 0.096 0.1097 0.10335 0.102019 0.100479 0.0983845

d37 0.19 0.207 0.2202 0.20607 0.199803 0.193805 0.186994

d58 0.03 0.054 0.0464 0.04545 0.046789 0.0455119 0.0451608

d89 0.56 0.362 0.3628 0.38885 0.395517 0.40063 0.407542

d145 0.02 0.051 0.0324 0.0274 0.02685 0.0288736 0.0317456

d42 0 0.012 0.0132 0.011 0.00705 0.0051898 0.0048608

d20 0.02 0.009 0.0054 0.00996 0.015512 0.0206129 0.0225954

Ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îöiíîê âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ àñèìïòîòè÷íèõ

ùiëüíîñòåé c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë äëÿ êîæíîãî c ∈ C òà çíàõîäæåííÿ íàòóðàëüíî¨ ùiëü-

íîñòi dc â ðàçi iñíóâàííÿ. Äîñëiäæåííþ öüîãî ïèòàííÿ ïðèñâÿ÷åíà äàíà ðîáîòà.

Ñòàòòÿ ïîáóäîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ íåîáõiäíi òåî-

ðåòè÷íi âiäîìîñòi òà îñíîâíi iäå¨ çíàõîäæåííÿ îöiíîê àñèìòîòè÷íèõ ùiëüíîñòåé. Ìàòå-

ìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïîáóäîâàíèé öiëêîì ïîäiáíî äî îðèãiíàëüíèõ

iäåé Ãiëìåðà [1]. Òðåòié ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè òà îáðîáêó êîìï'þòåðíèõ îá÷èñëåíü,

îòðèìàíèõ àâòîðàìè. Â îñòàííüîìó, ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ôîðìóëþ¹òüñÿ îñíîâíà òåîðåìà.

Ðåçóëüòàòè ñòàòòi äîïîâiäàëèñÿ òðåòiì ñïiâàâòîðîì íà XVI Ëiòíié øêîëi �ATA XVI:

Sub-Riemannian Geometry and Optimal Transport� (29.07�07.08.2024, Êîëî÷àâà, Óêðà¨-

íà).

2 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Íåõàé xn � âèïàäêîâå n-öèôðîâå ÷èñëî, xn ∈ [0, 10n − 1]. Òîäi îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè S2(xn) ðiâíîñèëüíå ïiäêèäàííþ n ðàçiâ ãðàëüíîãî êóáèêà ç 10-ìà

ãðàíÿìè âàðòiñòþ 0, 1, 4, . . . , 81 i çíàõîäæåííþ ñóìè ÷èñåë, ùî âèïàëè. Îñêiëüêè S2(xn)

¹ ñóìîþ n íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî S2(xn) äîñÿãà¹

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè n→∞. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè x ∈ I ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü

dc(I) = P(S2(x) ¹ c-íåùàñëèâèì ÷èñëîì).
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Íåõàé µ � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

S2(x1) (òîáòî, îáðàçó âèïàäêîâî¨ öèôðè) i σ2 � ¨¨ ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ. Ó íàøîìó

âèïàäêó µ = 28.5 i σ2 = 721.05.

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé A ⊆ N. Ìè êàæåìî, ùî ÷èñëî n ∈ N ¹ A-òèïó, ÿêùî iñíó¹ òàêå

k ∈ N, ùî Tk(n) ∈ A.

Çðîçóìiëî, ùî ÷èñëî ùàñëèâå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ÷èñëîì {1}-òèïó, à ÷èñëî
¹ íåùàñëèâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ÷èñëîì {4}-òèïó.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò Ãiëìåðà ñòîñó¹òüñÿ îöiíêè çíèçó íà âåðõíþ ùiëüíiñòü ÷èñåë A-

òèïó äëÿ A = {1} òà A = {4}. Ïðè öüîìó îäíèì ç êëþ÷îâèõ ïîíÿòü â öié òåîðåìi ¹

ïîíÿòòÿ n-ñòðîãîãî iíòåðâàëó.

Îçíà÷åííÿ 5 ([1]). Íåõàé n ∈ N i n
...4. Iíòåðâàë I íàçèâà¹òüñÿ n-ñòðîãèì, ÿêùî

� I ⊆ [10n−1, 10n − 1],

� |I| = 10
3n
4 .

Íàâåäåìî òåïåð òåîðåìó Ãiëìåðà [1, Theorem 4.1].

Òåîðåìà 2. Íåõàé A ⊂ N � äåÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà, I1 � n1-ñòðîãèé iíòåðâàë, äå

n1 > 13 i dA � âåðõíÿ ùiëüíiñòü óñiõ ÷èñåë A-òèïó. Òîäi

dA ≥ dA(I1) · exp
(

2

1− 10n1/4
+

4σ
√
µ(1− 10n1/8)

)
. (3)

Çàóâàæèìî, ùî â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè íå ìîæåìî îäðàçó âèêîðèñòàòè òåîðåìó

Ãiëìåðà äëÿ îöiíêè âåðõíüî¨ ùiëüíîñòi, íàïðèêëàä, 4-íåùàñëèâèõ ÷èñåë, îñêiëüêè öi

÷èñëà ¹ A-òèïó, äå ìíîæèíà A íåñêií÷åííà. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

c ∈ C òà ÷èñëà m ∈ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Ac(m) = {n ∈ [1, 10m − 1] \ C : S2(n) = c} i Ac =
∞⋃

m=1

Ac(m).

Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå ñïîñòåðåæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé c ∈ C. ×èñëî n ∈ N ¹ c-íåùàñëèâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n ¹

Ac-òèïó.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìè ñïðàâäèëè, ùî ìåòîä Ãiëìåðà ïðàöþ¹ òàêîæ i äëÿ

÷èñåë A-òèïó ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ôàêò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé c ∈ C, I1 � n1-ñòðîãèé iíòåðâàë, äå n1 > 100. Òîäi

dc ≥ dc(I1) · exp

(
2

1− 10n1/4
+

4
√
721.05√

28.5(1− 10n1/8)

)
. (4)
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äîñèòü ãðîìiçäêå i áàçó¹òüñÿ íà äåêiëüêîõ òåõíi÷íèõ ëåìàõ,

ïîÿñíåííÿ ÿêèõ ïîâíiñòþ êîïiþ¹ äîâåäåííÿ Ãiëìåðà ç òèì óòî÷íåííÿì, ùî ìåòîä Ãië-

ìåðà íàâåäåíèé äëÿ ÷èñåë â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ b, à íàøà ïåðåâiðêà ñòîñó¹òüñÿ

äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè. Òîìó ìè îïóñêà¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 â öié ñòàòòi, âiäñèëàþ÷è

÷èòà÷à äî îðèãiíàëüíî¨ ðîáîòè Ãiëìåðà [1].

Îòæå, äëÿ îöiíêè âåðõíüî¨ ùiëüíîñòi íåîáõiäíî ç äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíîãî ïîøóêó

çíàéòè iíòåðâàë Ĩ1 ⊆ [0, 10n1−1], íà ÿêîìó ùiëüíiñòü dc(Ĩ1) äîñòàòíüî âåëèêà, ïîáóäóâàòè
n1-ñòðîãèé iíòåðâàë I1, òàêèé, ùî dc(I1) ≥ dc(Ĩ1) òà çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 3. Äëÿ îöiíêè

íèæíüî¨ ùiëüíîñòi íåîáõiäíî çíàéòè iíòåðâàë Ĩ2 ⊆ [0, 10n2 − 1], íà ÿêîìó ùiëüíiñòü

dc(Ĩ2) äîñòàòíüî ìàëà, ïîáóäóâàòè n2-ñòðîãèé iíòåðâàë I2, òàêèé, ùî d 6=c(I2) ≥ 1−dc(Ĩ2)
òà çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 3 (òóò ÷åðåç d 6=c ìè ïîçíà÷à¹ìî ùiëüíiñòü óñiõ ÷èñåë, ÿêi íå ¹

c-íåùàñëèâèìè).

2.1 Ñòðîãi iíòåðâàëè

Îïèøåìî íåñêëàäíèé ñïîñiá ïîáóäîâè n-ñòðîãèõ iíòåðâàëiâ ç äàíîþ ùiëüíiñòþ.

Ëåìà 1. Íåõàé c ∈ C, n ∈ N, n...4 i I = [10n−1, 10n − 1]. Òîäi iñíó¹ n-ñòðîãèé iíòåðâàë J ,

òàêèé, ùî dc(J) ≥ dc(I).

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî iíòåðâàë I íà íåïåðåòèííi âiäðiçêè

Ik =

[
10n−1 + (k − 1) · 10

3n
4 , 10n−1 + k · 10

3n
4 − 1

]
,

òàêi, ùî |Ik| = 10
3n
4 äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ N , äå N = 9 · 10

n
4
−1, òà I =

⋃
k Ik.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç mk êiëüêiñòü c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë â iíòåðâàëi Ik. Çàóâàæèìî, ùî

dc(Ik) = mk · 10−
3n
4 .

Îñêiëüêè
N∑
k=1

mk = dc(I) · |I| = dc(I) · 9 · 10n−1,

òî iñíó¹ òàêå k ∈ [1, N ], ùî

mk ≥
dc(I) · 9 · 10n−1

N
.

Òîäi

mk ≥
dc(I) · 9 · 10n−1

9 · 10
n
4
−1

= 10
3n
4 · dc(I),

çâiäêè

dc(Ik) =
mk

10
3n
4

≥ dc(I).

Çàëèøèëîñü ïîêëàñòè J = Ik.
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2.2 Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ùiëüíîñòåé dc(I)

Ïîçíà÷èìî S = {0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81} i íåõàé Pm,i = P(S2(Ym) = i), äå Ym �

âèïàäêîâå m-öèôðîâå ÷èñëî. Òîäi

Pm,i =

|{(a1, a2, . . . , am) : ak ∈ S i
m∑
k=1

ai = i}}|

10m
.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî m ïîñëiäîâíiñòü (Pm,i)
∞
i=1 ìà¹ ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ

fm(x) =
∞∑
i=0

Pm,ix
i =

(
1 + x+ x4 + · · ·+ x81

10

)m

.

Çâiäñè âèïëèâàþòü íàñòóïíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè P0,0 =

1, P0,i = 0 ïðè i ∈ z \ {0}, i

Pm,i =
Pm−1,i + Pm−1,i−1 + Pm−1,i−4 + · · ·+ Pm−1,i−81

10
. (5)

Çàóâàæèìî, ùî S2(xm) ⊆ [0, 81m]. Çîêðåìà, Pm,i = 0 ïðè i > 81m. Âèêîðèñòîâóþ÷è

öåé ôàêò ðàçîì ç (5), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé àëãîðèòì äëÿ øâèäêîãî îá÷èñëåííÿ

ùiëüíîñòåé c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë íà iíòåðâàëi [0, 10m − 1].

Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ dc(I) äëÿ I = [0, 10m − 1]

1. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ Pm,i äëÿ êîæíîãî i ∈ [0, 81m] çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîð-

ìóëè (5).

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìï'þòåðíèé ïåðåáið, çíàéòè ìíîæèíó Uc(81m) óñiõ c-íåùàñëèâèõ

÷èñåë íà ïðîìiæêó [0, 81m].

3. Îá÷èñëèòè

d4(I) =
∑

i∈[0,81m]
i∈Uc(81m)

Pm,i.

Çà äîïîìîãîþ öüîãî àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ ùiëüíîñòåé dc(I) ¹ îá÷èñëþâàëüíî ìî-

æëèâèì äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m.

3 Åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi òà îöiíêà ùiëüíîñòåé

Äëÿ n
...4 ïîçíà÷èìî

δ(n) = exp

(
2

1− 10n/4
+

4
√
721.05√

28.5(1− 10n/8)

)
. (6)

Îïèøåìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ îöiíîê ùiëüíîñòåé íà ïðèêëàäi c = 4. Çà äîïîìîãîþ

àëãîðèòìó ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó îá÷èñëÿ¹ìî çíà÷åííÿ d4(In) äëÿ âñiõ n ∈ [1, 1010 000].
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Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ dm4 = 0.0436595 äîñÿãà¹òüñÿ ïðè n4,min = 770, ìàêñèìàëüíå çíà÷å-

ííÿ dM4 = 0.0664854 äîñÿãà¹òüñÿ ïðè n4,max = 2845. Äàëi,

d4([10
771, 10772 − 1]) = 0.043682, d4([10

2843, 102844 − 1]) = 0.066484433.

Ç Ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ 2844-ñòðîãèé iíòåðâàë I2, òàêèé, ùî

d4(I2) ≥ 0.066484433.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè

d 6=4([10
771, 10772 − 1]) = 1− 0.0436595,

òî Ëåìà 1 ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ 772-ñòðîãîãî iíòåðâàëó I1, òàêîãî, ùî

d6=4(I1) ≥ 1− 0.0436595.

Äëÿ δ(772) òà δ(2844) ìà¹ìî îöiíêè

δ(772) > 1− 10−95, δ(2844) > 1− 10−354.

Çâiäñè çà Òåîðåìîþ 3 îòðèìó¹ìî, ùî

d4 > 0.0664844329,

d 6=4 > 1− 0.0436594, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

d4 < 0.0436594.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ ùiëüíîñòi äëÿ êîæíîãî

c ∈ C íàì ïîòðiáíi ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ dMc ùiëüíîñòi dc(In) íà ïðîìiæêó [0, 10n − 1]

ïðè n ∈ [1, 104] â òî÷öi nM
c òà, âiäïîâiäíî, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ dmc ùiëüíîñòi dc(In) íà

ïðîìiæêó [0, 10n− 1] ïðè n ∈ [1, 104] â òî÷öi nm
c Íà îñíîâi çíà÷åíü nm

c òà nM
c ìè áóäó¹ìî

n1,c- òà n2,c-ñòðîãi iíòåðâàëè ç âiäïîâiäíîþ ùiëüíiñòþ òà çíàõîäèìî îöiíêè äëÿ δn1,c òà

δ(n2,c). Íàâåäåìî óñi íåîáõiäíi äàíi î÷èñëåíü ó òàáëèöi íèæ÷å òà íà ãðàôiêàõ ùiëüíîñòåé

dc(I).

c nm
c nM

c dmc dMc n1,c
...4 n2,c

...4 dc > dc <

4 770 2845 0.0436595 0.0664854 772 2844 0.066484 0.043660

16 121 333 0.0718532 0.12826 120 332 0.128228 0.071964

37 3110 160 0.1634 0.249115 3112 160 0.249114 0.163409

58 162 119 0.0331224 0.0661158 160 120 0.0660511 0.033270

89 164 3086 0.326582 0.432535 164 3084 0.432525 0.326571

145 403 10 000 0.0133807 0.0482214 404 10 000 0.048220 0.013383

42 5435 787 0.000630386 0.0189713 5436 788 0.018964 0.000631

20 235 6895 0.000651611 0.0280241 236 6896 0.028021 0.000654



Àñèìïòîòè÷íà ùiëüíiñòü íåùàñëèâèõ ÷èñåë 57

(à) d4 (á) d16

(à) d37 (á) d58

(à) d89 (á) d145

(à) d42 (á) d20
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4 Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 4. Íåõàé dc òà dc � öå âåðõíÿ òà íèæíÿ ùiëüíîñòi c-íåùàñëèâèõ ÷èñåë, âiäïî-

âiäíî, c ∈ C = {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}. Òîäi

1. d4 < 0.04366 < 0.0664 < d4,

2. d16 < 0.071964 < 0.128228 < d16,

3. d37 < 0.163409 < 0.249114 < d37,

4. d58 < 0.03327 < 0.0660511 < d58,

5. d89 < 0.326571 < 0.432525 < d89,

6. d145 < 0.013383 < 0.048220 < d145,

7. d42 < 0.000631 < 0.018964 < d42,

8. d20 < 0.000654 < 0.028021 < d20.

Çîêðåìà, íå iñíó¹ dc äëÿ æîäíîãî c ∈ C.
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For a number n ∈ N we consider the sum of squares of all digits of n and denote it by S2(n).

Let T0(n) = n, T1(n) = S2(n), . . . , Tk+1(n) = T1(Tk(n)) for k ≥ 1. A number n is happy, if

there exists k ≥ 1 such that Tk(n) = 1. Otherwise, n is unhappy. It is well-known that for every

unhappy number n there exists k ≥ 1 such that Tk(n) ∈ C = {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}. If
c ∈ C, then an unhappy number n is called c-unhappy in the case Tk(n) = c and Tk−1(n) 6∈ C

for some k ≥ 1.

By N+ we denote the set of all non-negative integers. We de�ne an interval I = [a, b] as the

set {n ∈ N+ : a ≤ n ≤ b}, a, b ∈ R. Moreover, the symbol |I| stands for the cardinality (i.e. the
number of integers) of I.

Let n ∈ N and c ∈ C. We put Pc(n) = {k ∈ [1, n] : k is c-unhappy} and de�ne the numbers

dc, dc and dc as the following.

� Upper asymtotic density of c-unhappy numbers is

dc = lim
n→∞

|Pc(n)|
n

,

� lower asymptotic density of c-unhappy numbers is

dc = lim
n→∞

|Pc(n)|
n

,

� natural density of c-unhappy numbers is

dc = lim
n→∞

|Pc(n)|
n

,

if the limit exists.

Gilmer in 2013 answering a question of Richard Guy showed that the natural density of

happy numbers does not exist. Moreover, he proved that the following estimations hold

d > 0.18577 and d < 0.1138,

where d and d denote upper and lower asymptotic density of happy numbers. It is natural to

ask if there exists upper (lower, natural) density for c-unhappy numbers for every c ∈ C.

In this paper we study density of c-unhappy numbers. We obtain estimations on upper and

lower asymptotic density of c-unhappy numbers and following the Gilmer's arguments prove

that the natural density does not exist.
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Гутiк О.В., Щипель М.Р.

НАПIВГРУПА СКIНЧЕННИХ ЧАСТКОВИХ ПОРЯДКОВИХ

IЗОМОРФIЗМIВ ОБМЕЖЕНОГО РАНГУ НЕСКIНЧЕННОЇ ЛIНIЙНО

ВПОРЯДКОВАНОЇ МНОЖИНИ

Ми вивчаємо алгебричнi властивостi напiвгрупи OIn(L) скiнченних часткових поряд-
кових iзоморфiзмiв рангу ≤ n нескiнченної лiнiйно впорядкованої множини (L,6). Зокре-
ма описано її iдемпотенти, природний частковий порядок та вiдношення Ґрiна на OIn(L).
Доведено, що напiвгрупа OIn(L) стiйка та мiстить щiльний ряд iдеалiв, а також, що всi
конґруенцiї на напiвгрупi OIn(L) є конґруенцiями Рiса.

Ключовi слова i фрази: Iнверсна напiвгрупа, часткове перетворення, частковий поряд-
ковий iзоморфiзм, конґруенцiя, вiдношення Ґрiна, стiйка напiвгрупа.
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У цiй працi ми користуємося термiнологiєю з монографiй [3, 4, 10, 12].
Якщо визначене часткове вiдображення α : X ⇀ Y з множини X у множину Y , то

через domα i ranα будемо позначати його область визначення та область значень,
вiдповiдно, а через (x)α i (A)α — образи елемента x ∈ domα та пiдмножини A ⊆ domα

при частковому вiдображеннi α, вiдповiдно. Також через rankα будемо позначати ранг
часткового вiдображення α : X ⇀ Y , тобто rankα = | domα|.

Якщо S — напiвгрупа, то визначатимемо вiдношення Ґрiна R, L , D , H i J на S

так:

aRb тодi i лише тодi, коли aS1 = bS1;

aL b тодi i лише тодi, коли S1a = S1b;

aJ b тодi i лише тодi, коли S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦ R = R ◦ L ;

H = L ∩ R.
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(див. означення в [3, §2.1] або [6]).
Вiдношення еквiвалентностi K на напiвгрупi S називається конґруенцiєю, якщо для

елементiв a i b напiвгрупи S з того, що виконується умова (a, b) ∈ K випливає, що
(ca, cb), (ad, bd) ∈ K, для всiх c, d ∈ S. Вiдношення (a, b) ∈ K також будемо записувати
aKb, i в цьому випадку будемо говорити, що елементи a i b є K-еквiвалентними. На
кожнiй напiвгрупi S iснують наступнi конґруенцiї: унiверсальна US = S×S та одинична
(дiагональ) ∆S = {(s, s) : s ∈ S}. Такi конґруенцiї називаються тривiальними. Кожен
двобiчний iдеал I напiвгрупи S породжує на нiй конґруенцiю Рiса: KI = (I × I) ∪∆S.

Надалi через E(S) позначатимемо множину iдемпотентiв напiвгрупи S. Напiвгрупа
iдемпотентiв називається в’язкою, а комутативна напiвгрупа iдемпотентiв — напiвґра-
ткою.

Якщо S — напiвгрупа, то на E(S) визначено частковий порядок: e 4 f тодi i лише
тодi, коли ef = fe = e. Так означений частковий порядок на E(S) називається природ-
ним.

Напiвгрупа S називається iнверсною, якщо для довiльного елемента s ∈ S iснує
єдиний елемент s−1 ∈ S такий, що ss−1s = s i s−1ss−1 = s−1 [2]. В iнверснiй напiвгрупi
S вище означений елемент s−1 називається iнверсним до s.

Означимо вiдношення 4 на iнверснiй напiвгрупi S так: s 4 t тодi i лише тодi, коли
s = te, для деякого iдемпотента e ∈ S. Так означений частковий порядок називається
природним частковим порядком на iнверснiй напiвгрупi S [2]. Очевидно, що звуження
природного часткового порядку 4 на iнверснiй напiвгрупi S на її в’язку E(S) є природ-
ним частковим порядком на E(S).

Через I (X) позначимо множину всiх часткових взаємнооднозначних перетворень
множини X разом з такою напiвгруповою операцiєю

x(αβ) = (xα)β якщо x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα : yα ∈ dom β}, для α, β ∈ Iλ.

Напiвгрупа I (X) називається симетричною iнверсною напiвгрупою або симетричним
iнверсним моноїдом над множиною X (див. [3]). Симетрична iнверсна напiвгрупа вве-
дена В. В. Вагнером у працях [1, 2] i вона вiдiграє важливу роль у теорiї напiвгруп.
Надалi, якщо для α, β ∈ I (X) виконуються умови domα ⊆ dom β i (x)β = (x)α для
довiльного x ∈ domα. то будемо писати α ⊆ β.

Надалi будемо вважати, що (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина.
Для елементiв x, y ∈ L умову x 6 y i x ̸= y записуватимемо так: x < y. Елемент α ∈
I (L) називається частковим порядковим iзоморфiзмом, якщо для довiльних x1, x2 ∈
domα з x1 6 x2 випливає (x1)α 6 (x2)α. Позаяк 6 — лiнiйний порядок на L, то для
α ∈ I (L) i для довiльних x1, x2 ∈ domα з (x1)α 6 (x2)α випливає x1 6 x2. Очевидно, що
композицiя часткових порядкових iзоморфiзмiв лiнiйно впорядкованої множини (L,6) є
частковим порядковим iзоморфiзмом, i обернене часткове вiдображення до часткового
порядкового iзоморфiзму є знову частковим порядковим iзоморфiзмом. Через OI(L)

позначимо напiвгрупу всiх часткових порядкових iзоморфiзмiв лiнiйно впорядкованої
множини (L,6). Очевидно, що OI(L) — iнверсна напiвгрупа симетричного iнверсного
моноїда I (L) над множиною L.
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Для довiльного натурального числа n визначимо

OIn(L) = {α ∈ OI(L) : | domα| ≤ n} .

Очевидно, що OIn(L) — iнверсна пiднапiвгрупа симетричного iнверсного моноїда OI(L)

над множиною L. Надалi напiвгрупу OIn(L) будемо називати напiвгрупою скiнчен-
них часткових порядкових iзоморфiзмiв рангу ≤ n лiнiйно впорядкованої множини
(L,6). Надалi якщо елемент α напiвгрупи OIn(L) вiдображає x1 у y1, . . ., xk у yk, де
x1, . . . xk, y1, . . . yk ∈ L, x1 < · · · < xk, y1 < · · · < yk, k ≤ n, то записуватимемо так;

α =

(
x1 · · · xk

y1 · · · yk

)
.

Порожнє часткове перетворення множини L будемо позначати символом 0. Очевидно,
що 0 — нуль напiвгрупи OIn(L).

Однiєю з класичних задач теорiї напiвгруп перетворень є дослiдження будови напiв-
групи перетворень множини, якi зберiгають структуру множини (геометрiю, частковий
порядок, топологiю), зокрема, коли цi перетворення є локальними, тобто частковими
еквiвалентностями (частковими iзометрiями, частковими порядковими iзоморфiзмами,
частковими гомеоморфiзмами, тощо) [5, 11]. У цiй працi ми дослiджуємо алгебричнi
властивостi напiвгрупи OIn(L) скiнченних часткових порядкових iзоморфiзмiв обме-
женого рангу лiнiйно впорядкованої множини (L,6). Зокрема описано її iдемпотенти,
природний частковий порядок та вiдношення Ґрiна на OIn(L). Доведено, що напiвгрупа
OIn(L) стiйка та мiстить щiльний ряд iдеалiв, а також, що всi конґруенцiї на напiвгрупi
OIn(L) є конґруенцiями Рiса.

Лема 1. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Тодi для довiльно-
го натурального числа k i для довiльних x1, . . . xk, y1, . . . yk ∈ L таких, що x1 < · · · < xk,
y1 < · · · < yk iснує єдиний частковий порядковий iзоморфiзм α : L ⇀ L такий, що
domα = {x1, . . . xk}, ranα = {y1, . . . yk}. Бiльше того, частковий порядковий iзоморфiзм
α : L ⇀ L визначається так: (x1)α = y1, . . . , (xk)α = yk.

Доведення. Позаяк (L,6) — лiнiйно впорядкована множина, то кожна скiнченна пiд-
множина в (L,6) має найменший елемент. За iндукцiєю визначаємо частковий порядко-
вий iзоморфiзм α : L ⇀ L так: (x1)α = y1, . . . , (xk)α = yk. Позаяк множини {x1, . . . xk},
{y1, . . . yk} скiнченнi, то такий частковий порядковий iзоморфiзм α єдиний.

Нагадаємо [9], що напiвгрупа S називається стiйкою, якщо

(1) a, b ∈ S i з Sa ⊆ Sab випливає, що Sa = Sab,

(2) a, b ∈ S i з aS ⊆ baS випливає, що aS = baS.

Теорема 1. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Тодi для до-
вiльного натурального числа n напiвгрупа OIn(L) є стiйкою.
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Доведення. Припустимо, що для деяких елементiв α, β ∈ OIn(L) виконується включен-
ня

αOIn(L) ⊆ βαOIn(L). (1)

Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то за теоремою 1.17 з [3] маємо, що

αOIn(L) = αα−1OIn(L) i βαOIn(L) = βαα−1β−1OIn(L),

а отже,
αα−1OIn(L) ⊆ βαα−1β−1OIn(L). (2)

З включення (2) випливає, що domα ⊆ dom β i domα ⊆ ran β. З включення (1) маємо,
що iснує такий елемент γ ∈ OIn(L), що

α = βαγ. (3)

Нехай rankα = k ≤ n i domα = {x1, . . . , xk}, причому x1 < · · · < xk в (L,6). З
рiвностi (3) випливає, що (x1)β

−1 = x1, . . . , (xk)β
−1 = xk, оскiльки (L,6) — лiнiйно

впорядкована множина, α, β ∈ OIn(L) i x1 < · · · < xk в (L,6). Отже, отримуємо,
що (x1)β = x1, . . . , (xk) = xk, звiдки випливає рiвнiсть α = βα. Тодi, очевидно, що
αOIn(L) = βαOIn(L).

Доведення твердження, що з включення OIn(L)α ⊆ OIn(L)αβ для α, β ∈ OIn(L)

випливає рiвнiсть OIn(L)α = OIn(L)αβ, аналогiчне з точнiстю до дуальностi.

Твердження 1. (1) Ненульовий елемент α напiвгрупи OIn(L) є iдемпотентом тодi i
лише тодi, коли α — тотожне часткове перетворення.

(2) α 4 β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли α ⊆ β.

(3) αRβ в OIn(L) тодi i лише тодi, коли domα = dom β.

(4) αL β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли ranα = ran β.

(5) αH β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли α = β.

(6) αDβ в OIn(L) тодi i лише тодi, коли | domα| = | dom β|.

(7) D = J в OIn(L).

Доведення. Твердження (1) i (2) випливають з означення напiвгрупи OIn(L) та опи-
сання iдемпотентiв симетричного iнверсного моноїда I (L) i природного часткового
часткового порядку на ньому (див. [10, пiдроздiли 1.1 i 3.2]).

Твердження (3) i (4) випливають з означень вiдношень Ґрiна R i L на I (L) i
твердження 3.2.11 з [10].

Твердження (5) випливає з тверджень (3), (4) i леми 1.
(6) Нехай αDβ в OIn(L). Тодi iснує частковий порядковий iзоморфiзм γ ∈ OIn(L)

такий, що αRγ i γL β. З тверджень (3) i (4) випливає, що domα = dom γ i ran γ = ran β.
Позаяк β i γ — частковi бiєкцiї, то

| domα| = | dom γ| = | ran γ| = | ran β| = | dom β|.
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Припустимо, що | domα| = | dom β| для деяких α, β ∈ OIn(L), i нехай

α =

(
x1 · · · xk

y1 · · · yk

)
i β =

(
u1 · · · uk

v1 · · · vk

)
,

для деяких x1, . . . xk, y1, . . . yk, u1, . . . uk, v1, . . . vk ∈ L, x1 < · · · < xk, y1 < · · · < yk,
u1 < · · · < uk, v1 < · · · < vk, k ≤ n. Приймемо

γ =

(
y1 · · · yk
u1 · · · uk

)
.

З тверджень (3) i (4) випливає, що αL γ i γRβ в OIn(L), а отже, αDβ в OIn(L).
(7) За теоремою 1 з [9] у стiйких напiвгрупах вiдношення Ґрiна D i J збiгаються.

Далi скористаємося теоремою 1.

Нагадаємо [10], що iнверсна напiвгрупа S називається комбiнаторною, якщо кожен
її H -клас є одноелементною множиною. З твердження 1(5) випливає

Наслiдок 1. OIn(L) — комбiнаторна iнверсна напiвгрупа.

Також з висловлень (6) i (7) твердження 1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай n — довiльне натуральне число. Тодi сiм’я

{Ik = OIk(L) : k = 0, 1, . . . , n}

мiстить усi двобiчнi iдеали напiвгрупи OIn(L).

Лема 2. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L). Якщо αC0 для деякого α ∈
OIn(L), то αCβ для всiх β ∈ OIn(L) таких, що rank β ≤ rankα.

Доведення. Розглянемо можливi випадки:

(1) rank β = rankα;

(2) rank β < rankα i β 4 α;

(3) rank β < rankα i β ̸4 α.

(1) Якщо rankβ = rankα, то | dom β| = | ran β| = | ranα| = | domα|. За лемою 1
iснують частковi порядковi iзоморфiзми γ, δ ∈ OIn(L) такi, що dom β = dom γ, ran γ =

domα, dom δ = ranα i ran δ = ran β. Тодi маємо, що β = γαδCγ0δ = 0, а отже, βC0 i
βCα.

(2) Якщо rank β < rankα i β 4 α, то за лемою 1.4.6 з [10] β = ββ−1αCββ−10, а отже,
βC0 i βCα.

(3) Припустимо, що rank β < rankα i β ̸4 α. Нехай A — пiдмножина в domα така,
що |A| = rank β < rankα. Позначимо через ε тотожне вiдображення на множинi A.
Тодi εα 4 α i rank(εα) = rank β. З випадку (1) випливає, що εαCαC0, i за випадком (2)
маємо, що εαCβ, а отже, αCβ.
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Лема 3. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) i αCβ для деяких рiзних α, β ∈
OIn(L) таких, що β 4 α. Тодi αCγ для всiх γ ∈ OIn(L) таких, що rank γ ≤ rankα.

Доведення. Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то з тверджень 2.3.4(1) i 1.4.7(4)
монографiї [10] випливає, що αα−1Cββ−1 i αα−1 4 ββ−1. Також, rankαα−1 = rankα i
rank ββ−1 = rank β. Отже, не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що α i β —
iдемпотенти напiвгрупи OIn(L).

Припустимо, що rankα = k для деякого натурального числа k ≤ n. Якщо rank β = 0,
то скористаємося лемою 2. Тому надалi будемо вважати, що p = rank β ̸= 0 i p < k.

Спочатку припустимо, що p = k − 1 i domα = {x1, . . . , xk}. Позначимо β1 = β.
Позаяк L — лiнiйно впорядкована множина, то за лемою 1 iснує частковий порядковий
iзоморфiзм ι1 ∈ OIn(L) такий, що dom ι1 = dom β1 i ran ι1 = domα \ {y1}, де y1 =

maxdom β1. Тодi ι1αι−1
1 = β1 i ι1β1ι

−1
1 ̸= β1. Елемент ι1β1ι

−1
1 є iдемпотентом, оскiльки

ι1β1ι
−1
1 ι1β1ι

−1
1 = ι1ι

−1
1 ι1β1β1ι

−1
1 = ι1β1ι

−1
1 .

Також, позаяк dom ι1 = dom β1, то β1ι1 = ι1, звiдки випливає, що β1ι1β1ι
−1
1 = ι1β1ι

−1
1 , а

отже, ι1β1ι
−1
1 4 β. Оскiльки αCβ = β1, то β2 = ι1β1ι

−1
1 Cι1αι

−1
1 = β1, а отже, β2Cβ1Cα. З

визначення елемента β2 ∈ OIn(L) випливає, що

rank β2 = rank β1 − 1 = k − 2.

Далi за iндукцiєю для довiльного m = 2, . . . , k побудуємо послiдовностi елементiв
ιm ∈ OIn(L) та iдемпотентiв βm+1 ∈ OIn(L), якi задовольняють умови

(1) ιmβm−1ι
−1
m = βm i ιmβmι

−1
m ̸= βm;

(2) βm+1 = ιmβmι
−1
m Cα;

(3) βm+1 4 βm;

(4) rank βm+1 = k −m− 1.

Оскiльки L — лiнiйно впорядкована множина, то за лемою 1 iснує частковий порядковий
iзоморфiзм ιm ∈ OIn(L) такий, що dom ιm = dom βm i ran ιm = dom βm−1 \{ym}, де ym =

maxdom βm. Тодi ιmβm−1ι
−1
m = βm i ιmβmι

−1
m ̸= βm. Елемент ιmβmι

−1
m є iдемпотентом,

оскiльки
ιmβmι

−1
m ιmβmι

−1
m = ιmι

−1
m ιmβmβmι

−1
m = ιmβmι

−1
m .

Також, позаяк dom ιm = dom βm, то βmιm = ιm, звiдки випливає, що βmιmβmι
−1
m =

ιmβmι
−1
m , а отже, ιmβmι

−1
m 4 βm. Оскiльки αC · · ·Cβm−1Cβm, то

βm+1 = ιmβmι
−1
m Cιmβm−1ι

−1
m = βm,

а отже, βm+1CβmC · · ·Cα. З визначення елемента βm+1 ∈ OIn(L) випливає, що

rank βm+1 = rank βm − 1 = k −m− 1.
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За вище викладеною побудовою маємо, що rank βk = 0, а отже, βk = 0 — нуль
напiвгрупи OIn(L). Отже, отримали, що αC0. Далi скористаємося лемою 2.

Припустимо, що p < k − 1. Тодi iснує елемент x ∈ L такий, що x ∈ domα \ dom β.
Нехай ε — тотожне перетворення множини domα \ {x}. Очевидно, що β 4 ε 4 α i
rank ε = rankα − 1. Тодi ε = εαCεβ = β, а отже, εCβ. Звiдки випливає, що εCα. Далi
скористаємося попередньо доведеним фактом.

Лема 4. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) i αCβ для деяких рiзних α, β ∈
OIn(L). Тодi αCγ для всiх γ ∈ OIn(L) таких, що rank γ ≤ max{rankα, rank β}.

Доведення. Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то за твердженнями 2.3.4(1) i 1.4.7(4)
з [10] маємо, що αα−1Cββ−1 i αα−1 4 ββ−1. Також, rankαα−1 = rankα i rank ββ−1 =

rank β. Отже, не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що α i β — iдемпотенти
напiвгрупи OIn(L).

Позаяк α = ααCαβCββ = β, то αCαβCβ. З умови α ̸= β випливає, що αβ 4 α i
αβ 4 β. Далi скористаємося лемою 3.

Теорема 2. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Для довiль-
ного натурального числа n кожна конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) є конґруенцiєю
Рiса.

Доведення. Нехай α — елемент напiвгрупи OIn(L) з rankα = k ≤ n такий, що викону-
ються умови:

(1) iснує елемент β ̸= α напiвгрупи OIn(L) з rank β ≤ rankα такий, що αCβ;

(2) для довiльного γ ∈ OIn(L) з rank γ > k елемент γ C-еквiвалентний лише γ у
випадку, коли k < n.

За лемою 4 усi елементи iдеала Ik = OIk(L) напiвгрупи OIn(L) є C-еквiвалентними,
а отже, конґруенцiя C породжена iдеалом Ik. Очевидно, що одинична та унiверсальна
конґруєцiї є конґруенцiями Рiса на OIn(L), оскiльки вони породженi iдеалами I0 = 0 i
In = OIn(L), вiдповiдно.

Зауваження 1. У працi [8] доведено, що на напiвгрупi I n
ω (

−−→conv) усiх часткових поряд-
ково-опуклих iзоморфiзмв лiнiйно впорядкованої множини (ω,≤) рангу 6 n вiдношення
Ґрiна D i J збiгаються, i крiм того, кожна конґруенцiя на I n

ω (
−−→conv) є конґруенцiєю

Рiса. Очевидно, що для довiльного натурального числа n напiвгрупа I n
ω (

−−→conv) є пiдна-
пiвгрупою в OIn(ω).

Нагадаємо [7], що нескiнченна пiдмножина D напiвгрупи S називається ω-нестiй-
кою, якщо sB ∪ Bs * D для довiльних s ∈ D i нескiнченої пiдмножини B у D. Будемо
говорити, що напiвгрупа S має щiльний ряд iдеалiв J0 ⊆ J1 ⊆ · · · ⊆ Jm, m ∈ N, якщо
J0 — скiнченний iдеал в S i Jk \ Jk−1 — ω-нестiйка пiдмножина в S для довiльного
k = 1, . . . ,m.

Надалi через I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In позначатимемо ряд iлеалiв, визначений у формулю-
ваннi наслiдку 2. Очевидно, що I0 = {0}. Також з твердження 1 i наслiдку 2 випливає,
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що нескiнченна множина Ik \ Ik−1 є D-класом напiвгрупи OIn(L), що складається з
елементiв рангу k. Отже, для довiльного елемента α ∈ Ik \ Ik−1 i довiльної нескiнчен-
ної множини B ⊆ Ik \ Ik−1 iснує елемент β ∈ Ik \ Ik−1 такий, що dom β ̸= ranα або
domα ̸= ran β. З вище наведених мiркувань i визначення напiвгрупової операцiї на
OIn(L) випливає, що {αβ, βα} * Ik \ Ik−1, а отже, Ik \ Ik−1 — ω-нестiйка пiдмножина в
напiвгрупi OIn(L) для довiльного k = 1, . . . , n. Отож, ми довели таке твердження

Твердження 2. I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In — щiльний ряд iдеалiв у OIn(L) для довiльного
натурального числа n.

Вiдомо, що напiвгрупи зi щiльними рядами iдеалiв зберiгаються скiнченними пря-
мими добутками та гомоморфiзмами, для яких кожен елемент з образу має скiнченний
прообраз [7].

Теорема 3. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина, n — довiльне
натуральне число, S — напiвгрупа та h : OIn(L) → S — неанулюючий гомоморфiзм.
Тодi гомоморфний образ (OIn(L))h — напiвгрупа зi щiльними рядами iдеалiв.

Доведення. Твердження теореми очевидне у випадку, коли h : OIn(L) → S — iн’єктив-
ний гомоморфiзм. Позаяк h : OIn(L) → S — неанулюючий гомоморфiзм i за теоремою 2
кожна конґруенцiя на напiвгрупi є конґруенцiєю Рiса, то iснує натуральне число k ≤ n

таке, що виконуються такi умови:

(1) (α)h = (β)h для довiльних α, β ∈ Ik;

(2) (γ)h ̸= (δ)h для довiльних рiзних γ, δ ∈ OIn(L) \ Ik.

Отож, отримуємо, що гомоморфний образ (Ik)h — нуль напiвгрупи (OIn(L))h, а також,
що звуження h�OIn(L)\Ik : OIn(L)\Ik → S гомоморфiзму h є iн’єктивним вiдображенням.
З останньої умови випливає, що множина (Im)h \ (Im−1)h — ω-нестiйка пiдмножина в
напiвгрупi (OIn(L))h для довiльного m = k+1, . . . , n. Справдi, для довiльних елементiв
a, b ∈ (Im)h\(Im−1)h (m = k+1, . . . , n), їхнi повнi прообрази (a)h−1 i (b)h−1 є одноелемент-
ними пiдмножинами в напiвгрупi OIn(L). Нехай α = (a)h−1 i β = (b)h−1. Тодi α, β ∈ Im\
Im−1, i з визначення напiвгрупової операцiї на OIn(L) випливає, що {αβ, βα} * Im\Im−1.
Звiдси, врахувавши умови (1) i (2), отримуємо, що виконується хоча б одна з умов або

ab = (α)h(β)h = (αβ)h /∈ (Im)h \ (Im−1)h,

або
ba = (β)h(α)h = (βα)h /∈ (Im)h \ (Im−1)h,

тобто (Im)h \ (Im−1)h — ω-нестiйка пiдмножина в (OIn(L))h для m = k+1, . . . , n. Отже,
виконується твердження теореми.

Подяка

Автори висловлюють щиру подяку рецензентовi за цiннi поради та зауваження.
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Надiйшло 04.11.2024

Gutik O.V., Shchypel M.R. The semigroup of finite partial order isomorphisms of a bounded
rank of an infinite linearly ordered set, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 60–68.

One of the classical problems of the theory of semigroups of transformations is the study of
the structure of the semigroup of transformations of a set that preserve the structure of the set
(geometry, partial order, topology), in particular, when these transformations are local, that is,
partial equivalences (partial isometries, partial order isomorphisms, partial homeomorphisms,
partial diffeomorphisms, etc.). We study algebraic properties of the semigroup OIn(L) of finite
partial order isomorphisms of the rank ≤ n of an infinite linearly ordered set (L,6). In parti-
cular we describe its idempotents, the natural partial order and Green’s relations on OIn(L).
It is proved that the semigroup OIn(L) is stable and it contains tight ideal series. Moreover, we
show that the semigroup OIn(L) admits only Rees’ congruences and every its homomorphic
image is a semigroup with tight ideal series.
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Дронь В.С.1, Мединський I.П.1,2

ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ВИРОДЖЕНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДОВIЛЬНОГО ПОРЯДКУ З ОДНIЄЮ

ГРУПОЮ ВИРОДЖЕННЯ

Дослiдження присвячене виродженим параболiчним рiвнянням з блочною структурою,
якi за певних умов є узагальненням добре вiдомого виродженого параболiчного рiвняння
дифузiї з iнерцiєю А.М.Колмогорова.

У цiй працi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних
на коефiцiєнти таких рiвнянь, за яких доведено iснування класичного фундаментального
розв’язку задачi Кошi, отримано оцiнки для нього та його похiдних, доведено властиво-
стi такi, як нормальнiсть, формулу згортки, єдинiсть. Також отримано коректну розв’я-
знiсть задачi Кошi у спецiальних вагових просторах та iнтегральнi зображення класичних
розв’язкiв однорiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або узагальнених
мiр, якими задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi Кошi.

Отриманi результати можна використати у подальших дослiдженнях задачi Кошi та
крайових задач для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь.

Ключовi слова i фрази: вироджене параболiчне рiвняння типу Колмогорова, ультра-
параболiчнi рiвняння довiльного порядку, коректна розв’язнiсть задачi Кошi, iнтегральне
зображення класичних розв’язкiв, iнтеграли Пуассона, азiйськi опцiони, спецiальнi умови
Гельдера, спецiальнi ваговi простори.

1 Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача, вул. Наукова,
3-Б, 79060, Львiв
2 Нацiональний унiверситет "Львiвська Полiтехнiка", вул. С.Бандери, 12, 79013, Львiв
e-mail: vdron@ukr.net, ihor.p.medynskyi@lpnu.ua

Вступ

У роботi розглянуто виродженi параболiчнi рiвняння довiльного порядку з блочною
структурою з однiєю групою виродження. Такi рiвняння узагальнюють вiдповiднi рiв-
няння другого порядку, що виникають при дослiдженнях азiйських опцiонiв на ринку
цiнних паперiв [1]. За певних умов вони є модифiкацiєю класичного рiвняння дифузiї з
iнерцiєю А. М. Колмогорова [2]. Це рiвняння та його рiзноманiтнi узагальнення вивча-
лися багатьма авторами. Лiнiйнi й нелiнiйнi виродженi параболiчнi рiвняння виникають
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у теорiї броунiвського руху, теорiї конвективної дифузiї, теорiї бiнарних електролiтiв,
у вiковому наближеннi теорiї сповiльнених електронiв, у деяких задачах теорiї ймовiр-
ностей, математичного моделювання азiйських опцiонiв, у бiологiї, економiцi та iнших
галузях науки (див. [3, 4, 5]).

У данiй працi вивчається коректна розв’язнiсть задачi Кошi для рiвнянь типу Кол-
могорова довiльного порядку з однiєю групою виродження, з певною вимогою щодо
вигляду матрицi, що задає блочну структуру рiвняння. Сформульовано умови на кое-
фiцiєнти рiвняння, за яких доведено iснування класичного фундаментального розв’язку
задачi Кошi, отримано оцiнки для нього та його похiдних, доведено властивостi такi,
як нормальнiсть, формулу згортки, єдинiсть. Також доведено коректну розв’язнiсть за-
дачi Кошi, а також iнтегральне зображення класичного розв’язку у виглядi iнтеграла
Пуссона вiд функцiї або узагальненої мiри, якими задається початкова умова.

1 Формулювання задачi, припущення й означення

Розглянемо рiвняння

(SB − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де b, n1, n2 – натуральнi числа такi, що b > 0, 0 ≤ n2 ≤ n1, n := n1 + n2; x := (x1, x2),
xi := (xi1, ..., xini

), i ∈ {1, 2}; мультиiндекс k ∈ Znj

+ запишемо у виглядi k := (k1, k2), де
ki := (ki1, . . . , kini

) ∈ Zni
+ , |ki| := |ki1|+ . . .+ |kini

|, i ∈ {1, 2}; Π(0,T ] := {(t, x)| t ∈ (0, T ], x ∈
Rn},

SB := ∂t −
n2∑
j=1

(
n1∑
i=1

b1ijx1i

)
∂x2j

, A(t, x, ∂x1) :=
∑

|k1|≤2b

ak1(t, x)∂
k1
x1
. (2)

Перший диференцiальний вираз з (2) у матричнiй формi має вигляд

SB = ∂t − (x,BDx),

де B – матриця розмiру n× n, яка має структуру

B :=

(
O B1

O O

)
, (3)

B1 – матриця, складена з дiйсних чисел bij, i ∈ {1, ..., n1}, j ∈ {1, ..., n2}, O – нульовi
матрицi вiдповiдних розмiрiв, Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1

, ∂x21 , ..., ∂x2n2
), (·, ·) – скалярний

добуток в Rn.
Використовуватимемо такi умови:
А1. Для матрицi (3), в якiй блок B1 записаний у виглядi

(
B1

1

B1
2

)
, де B1

1 , B1
2 – матрицi

вiдповiдно розмiрiв n2 × n2 i (n1 − n2)× n2, виконується умова: detB1
1 ̸= 0;

А2. Iснує така стала δ > 0, що для всiх (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ1 ∈ Rn1 має мiсце оцiнка

Re
∑

|k1|=2b

ak1(t, x)(iσ1)
k1 ≤ −δ

n1∑
j=1

σ2b
1j .
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Рiвняння (1) при виконаннi умов А1 та А2 входять до класу, який часто (див., напри-
клад, [6]) позначається символом EB

21. Вiн узагальнює клас вироджених параболiчних
рiвнянь типу Колмогорова довiльного порядку E21, запроваджений у монографiї [7].
Рiвняння типу (1) узагальнюють рiвняння, якi з’являються в моделях дифузiї з iнер-
цiєю, а також при дослiдженнi математичних моделей азiйських опцiонiв, коли змiннi,
що залежать вiд траєкторiї цiни, включають до простору станiв.

Очевидно, що при виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних

x̂1j =


n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2},

x1j, j ∈ {n2 + 1, ..., n1};
x̂2j = x2j, j ∈ {1, ..., n2} (4)

є невиродженою.
Структура замiни змiнних (4) та її невиродженiсть доводять наступне твердження.

Твердження 1. При виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних (4) зводить
рiвняння (1) до рiвняння

(SB̂ − Â(t, x̂, ∂x̂1))û(t, x̂) = 0, (t, x̂) ∈ Π(0,T ], (5)

в якому

B̂ :=

(
O B̂1

O O

)
, B̂1 :=

(
In2

O

)
In2 – одинична матриця порядку n2, O – нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, дифе-
ренцiальний вираз Â(t, x̂, ∂x̂1) має той самий вигляд, що й вираз A(t, x, ∂x1), його коефi-
цiєнти âij, âi, i â0 виражаються через вираженi в нових змiнних x̂ коефiцiєнти aij, ai i
a0 та елементи матриць B1.

При цьому з виконання умови A2 для рiвняння (1) випливає умова Â2 для рiвняння
(5), яка фактично не вiдрiзняється вiд умови A2.

Надалi використовуватимемо вирази, якi пов’язують просторовi змiннi мiж собою iз
залученням елементiв матрицi B:

X(h) := (X1(h), X2(h)), Xi(h) := (Xi1(h), ..., Xini
(h)), i ∈ {1, 2}, (6)

X1j(h) := x1j, j ∈ {1, ..., n1}, X2j(h) := x2j + h

n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2}, h ∈ R.

Також позначимо: M := (n1 + 3n2)/2, Mk := (|k1| + 3|k2|)/2, якщо k ∈ Zn
+, k := (k1, k2),

kl := (kl1, ..., klnl
), l ∈ {1, 2}; Ec(t, x; τ, ξ) := exp

{
−c

2∑
l=1

(t− τ)1−2l|Xl(t− τ)− ξl|2
}

, t > τ ,

{x, ξ} ⊂ Rn, c > 0 – деяка стала, вирази для Xl, l ∈ {1, 2}, заданi в (6); ∆ξ1
x1
f(t, x) :=

f(·, (x1, x2))−f(·, (ξ1, x2)), ∆ξ2
x2
f(t, x) := f(·, (x1, x2))−f(·, (x1, ξ2)), де {t, τ} ⊂ R, {x, ξ} ⊂

Rn, f – деяка функцiя.
Cтавитимо на коефiцiєнти рiвняння (1) ще такi умови:
A3. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) (тобто функцiї ak1(t, x)) є обмеженими, неперерв-

ними за t на вiдрiзку [0, T ] та гельдеровими за просторовими змiнними у такому сенсi:
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∃H1 > 0, ∃α1 ∈ (0, 1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z1 ∈ Rn1 :
∣∣∆z1

x1
a(t, x)

∣∣ ≤ H1|x1 − z1|α1 ,

∃H2 > 0, ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z2 ∈ Rn2 , ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z2
x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H2(h
3α2/2 + |X2(h)− z2|α2).

∃H3 > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}, ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z1
x1
∆z2

x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H3|x1 − z1|α1(h3α2/2 + |X2(h)− z2|α2),

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ak1 , |k1| ≤ 2b.
A4. В Π[0,T ] iснують обмеженi похiднi ∂k1x1

ak1 , |k1| ≤ 2b, якi задовольняють за просто-
ровими змiнними умову Гельдера у сенсi A3.

Очевидно, що при h = 0 з умови A3 випливають класичнi умови Гельдера для груп
просторових змiнних.

У наступних пунктах роботи вивчатимуться питання щодо класичного фундамен-
тального розв’язку задачi Кошi (далi – КФРЗК) для рiвняння (1) та коректної розв’я-
зностi задачi Кошi у спецiальних вагових проcторах.

2 Класичний фундаментальний розв’язок задачi Кошi

Сформулюємо теореми про iснування та властивостi КФРЗК для рiвняння (1).

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови A1–A3. Тодi iснує
КФРЗК Z для цього рiвняння i

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−MkEc(t, x; τ, ξ), |k1|/2 + |k2| ≤ 1,

k = (k1, k2) ∈ Zn
+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (7)

|SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Для доведення теореми застосуємо невироджену замiну змiнних (4) до рiвняння (1)
й умови теореми. На основi твердження 1 рiвняння (1) буде зведене до рiвняння (5) з
класу E21, а з умов A2–A3 ми отримаємо для цього рiвняння, вiдповiдно, умови Â2–Â3

якi вiдрiзняються вiд перших тiльки тим, що в них вираз X(h) замiнений виразом X̂(h)

який визначений рiвностями

X̂(h) := (X̂1(h), X̂2(h)), X̂i(h) := (X̂i1(h), ..., X̂ini
(h)), i ∈ {1, 2},

X̂ij(h) :=
i−1∑
s=0

1

s!
hsx̂(i−s),j, j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2}.

Використовуючи результати з [8] для рiвняння з класу E21 при n3 = 0 (а саме, теорему
3 з [8, С.15]) ми одержимо доведення твердження тереми 1.
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Теорема 2. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняуть умови A1–A4. Тодi iснує
класичний ФРЗК Z∗ для спряженого рiвняння

S∗
Bv(τ, ξ)− A∗(τ, ξ, ∂ξ1) = 0, (τ, ξ) ∈ Π[0,T ),

де

S∗
B := −∂τ +

n2∑
i=1

(
n1∑
j=1

b1jiξ1j

)
∂ξ2i , A∗(τ, ξ, ∂ξ1) :=

∑
|k1|≤2b

(−∂ξ1)k1(āk1(τ, ξ)v(τ, ξ));

функцiя Z∗ пов’язана iз функцiєю Z рiвнiстю

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (8)

i для Z виконується формула згортки

Z(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z(t, x;λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (9)

Зауважимо, що рiвнiсть (8) означає властивiсть нормальностi ФРЗК.
Доведення теореми 2 базується на формулi Грiна-Остроградського

t2∫
t1

dθ

∫
BR

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
BR

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy−

−
t2∫

t1

dθ

∫
ΓR

(
n2∑
j=1

(
n1∑
s=1

b1sjy1s

)
µ2j

)
(vu)(θ, y)dSy +

t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j=1

Bj[v, u](θ, y)µ1jdSy, (10)

де 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , BR – сфера в Rn радiусу R з центром в початку координат,
ΓR – її межа, (µ11, ..., µ1n1 , µ21, ..., µ2n2) – одиничний вектор зовнiшньої нормалi до ΓR,
L := SB −A(θ, y, ∂y1), L∗ := S∗

B −A∗(θ, y, ∂y1), Bj[v, u], j ∈ {1, ..., n1}, – бiлiнiйнi форми,
якi мiстять похiднi за y1 вiд u i v не вищого за 2b − 1 порядку; u i v – досить гладкi
функцiї.

Перейшовши у формулi (10) до границi при R → ∞, у випадку дiйснозначних фун-
кцiй ми отримаємо формулу

t2∫
t1

dθ

∫
Rn

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
Rn

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy. (11)

Використовуючи оцiнки з теореми 1 i подiбнi оцiнки для Z∗, у формулi (11) ми
можемо покласти u(θ, y) = Z(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) = Z∗(θ, y; t, x), t1 = τ +ε i t2 = t−ε, де ε –
мале додатнє число. В одержанiй рiвностi, прямуючи до границi при ε→ 0, отримаємо
формулу (8).
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Рiвнiсть (9) одержується подiбним чином, тiльки потрiбно взяти t1 = λ. Одержимо
рiвнiсть ∫

Rn

Z∗(λ, y; t, x)Z(λ, y; τ, ξ)dy =

∫
Rn

Z∗(t− ε, y; t, x)Z(t− ε, y; τ, ξ)dy,

в якiй необхiдно перейти до границi при ε→ 0 i використати формулу (8).

Теорема 3. (Єдинiсть класичного ФРЗК). Iснує тiльки один нормальний класи-
чний ФРЗК, для якого мають мiсце оцiнки (7).

Нехай Z1 i Z2 – два нормальнi класичнi ФРЗК для рiвняння (1), для яких справджу-
ються оцiнки (7). Покладемо у формулу (11) u(θ, y) = Z1(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) = Z2(t, x; θ, y).
Тодi одержимо рiвнiсть∫

Rn

Z1(t2, y; τ, ξ)Z2(t, x; t2, y)dy =

∫
Rn

Z1(t1, y; τ, ξ)Z2(t, x; t1, y)dy (12)

для довiльних t1 i t2 з iнтервалу (τ, t). З довiльностi t1 i t2 випливає, що права i лiва
частини в (12) не залежать нi вiд t1, нi вiд t2, i можна перейти до границi в (12),
попрямувавши t1 → τ , t2 → t. Зробивши це, ми отримаємо

Z1(t, x; τ, ξ) = Z2(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Зауважимо, що властивостi КФРЗК для рiвняння (5) з класу EB
22 ультрапараболi-

чних рiвнянь (другого порядку) дослiджувалися у [1].

3 Коректна розв’язнiсть задачi Кошi

Розглянемо набори функцiй k(t, a) i s(t), t ∈ [0, T ], якi означимо таким способом:

k(t, a) := (k1(t, a1), k2(t, a2)), s(t) := (s1(t), s2(t)),

ki(t, ai) := c0ai(c
2b−1
0 − a2b−1

i t2b(i−1)+1)1−q, i ∈ {1, 2};

s1(t) := k1(t, a1) + 2q−1tq∥B1∥qk2(t, a2), s2(t) := 2q−1k2(t, a2),

де q := 2b/(2b−1), c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (7), a := (a1, a2) – набiр таких невiд’ємних
чисел, що T < min

i∈{1,2}
(c0/ai)

(2b−1)/(2b(i−1)+1), ∥B1∥ – норма матрицi B1. Запровадимо ще
таке позначення:

[k(t, a), ξ)] :=
2∑

i=1

ki(t, ai)|ξi|2, t > 0, ξi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}.

Зауважимо, що правильними є спiввiдношення

k(0, a) = a, ki(t, ai) ≥ ai, kij(t, aij) ≥ aij, t ∈ [0, T ], j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2};

k1(t− τ, k1(τ, a1)) = k1(t, a1), k1j(t− τ, k1j(τ, a1j)) = k1j(t, a1j), j ∈ {1, ..., n1};
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k2(t− τ, ki(τ, ai)) ≤ k2(t, ai), k2j(t− τ, k2j(τ, a2j)) ≤ k2j(t, a2j), j ∈ {1, ..., n2},

i справджується нерiвнiсть

−c0
2∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(0, a), ξ] ≤ [k(t, a), X(t)], t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn.

Нехай p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], – задана комплекснозначна функцiя, вимiрна
для будь-якого t ∈ [0, T ]. Для кожного t ∈ [0, T ] означимо норми

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p := ∥u(t, x) exp{−[k(t, a), X(t, 0)]}∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥s(t)
p := ∥u(t, x) exp{−[s(t), x]}∥Lp(Rn).

Використовуватимемо також простори:
L

k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞], – простори вимiрних функцiй φ : Rn → C, для яких є

скiнченними норми ∥φ∥k(t,a)
p ;

Mk(0,a) – простiр злiченно-адитивних функцiй µ : B → C (узагальнених борельових
мiр в Rn), якi задовольняють умову

∥µ∥k(0,a) :=

∫
Rn

exp{−[k(0, a), x]}d|µ|(x) <∞,

де B – σ-алгебра борельових множин простору Rn, а |µ| – повна варiацiя µ;
L
−s(T )
1 – простiр вимiрних функцiй ψ : Rn → C зi скiнченною нормою

∥ψ∥−s(T )
1 := ∥ψ(x) exp{−[s(T ), x]}∥L1(Rn);

C
−s(T )
0 – простiр неперервних функцiй ψ : Rn → C таких, що при |x| → ∞ маємо

|ψ(x)| exp{[s(T ), x]} → 0. Норму в C−s(T )
0 означимо формулою

∥ψ∥−s(T )
∞ := sup

x∈Rn

(|ψ(x)| exp{[s(T ), x]}).

Враховуючи означення точок Xi(t), i ∈ {1, 2}, та нерiвностi (1.3.9), (1.3.10) з [7],
маємо такi нерiвностi:

|X2(t)|2 =
∣∣x2 + t((B1)′x′1)

′∣∣2 ≤ 2
(
|x2|2 + t2|((B1)′x′1)

′|2
)
≤ 2

(
|x2|2 + t2∥B1∥2|x1|2

)
,

та аналогiчно
|X2j(t)|2 ≤ 2

(
|x2j|2 + t2∥B1∥2|x1j|2

)
, j ∈ {1, ..., n2}.

Iз цих нерiвностей випливає нерiвнiсть

exp{−[s(t), x]} ≤ exp{−[k(t, a), x]},

i тому
∥u(t, ·)∥s(t)

p ≤ ∥u(t, ·)∥k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].

Оскiльки за означенням s(t) ≥ k(0, a), t ∈ [0, T ], то для φ ∈ L
k(0,a)
p маємо

∥φ∥s(t)
p ≤ ∥φ∥k(0,a)

p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].
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Теорема 4. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (1) виконуються умови A1–A4 i p ∈ [1,∞].
Тодi правильними є такi твердження:

1) для будь-яких функцiй φ ∈ L
k(0,a)
p формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (13)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (1);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд φ ∈ L

k(0,a)
p , така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

p ≤ C∥φ∥k(0,a)
p ;

для p ∈ [1,∞) справджується рiвнiсть lim
t→0

∥u(t, ·) − φ(·)∥s(t)
p = 0, а для p = ∞ –

граничнi спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

φ у слабкому сенсi, тобто для будь-яких функцiй

ψ : Rn → C з простору L−s(T )
1 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx;

2) для будь-якої узагальненої мiри µ ∈Mk(0,a) формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ], (14)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (1);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд µ ∈Mk(0,a), така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

1 ≤ C∥µ∥k(0,a);

справджується граничне спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

µ у слабкому сенсi, тобто для

будь-яких функцiй ψ : Rn → C з простору C−s(T )
0 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x).

Наступна теорема є в певному сенсi оберненою до теореми 4.

Теорема 5. Нехай виконуються умови A1–A4 i u – розв’язок в Π(0,T ] однорiдного рiв-
няння (1), який задовольняє умову

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p ≤ C, t ∈ (0, T ], (15)

з деякими C > 0 i p ∈ [1,∞]. Тодi для p ∈ (1,∞] iснує єдина функцiя φ ∈ L
k(0,a)
p , а

для p = 1 – єдина узагальнена мiра µ ∈ Mk(0,a), такi, що розв’язок u зображується
вiдповiдно у виглядi (13) або (14).
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Нехай Up, p ∈ [1,∞], – класи усiх розв’язкiв однорiдного рiвняння (1), якi при ко-
жному t ∈ (0, T ] належать до просторiв L

k(t,a)
p як функцiї x i для яких виконується

умова (15). Iз теорем 4 i 5 випливають такi важливi наслiдки.

Наслiдок 1. Множинами початкових значень розв’язкiв iз класiв Up, p ∈ (1,∞], та U1

є вiдповiдно простори Lk(0,a)
p та Mk(0,a) i тiльки вони.

Наслiдок 2. Класи Up, p ∈ (1,∞], i U1 є множинами значень операторiв Пуассона,
визначених формулами (13) i (14) на просторах вiдповiдно Lk(0,a)

p i Mk(0,a), причому цi
оператори є iзоморфiзмами.

Для отримання результатiв, сформульованих у теоремах 4 i 5, використовується
методика, подiбна до працi [7].

Висновки

У роботi розглянуто виродженi параболiчнi рiвняння типу Колмогорова довiльного
порядку з блочною структурою з однiєю групою виродження. Такi рiвняння узагальню-
ють вiдповiднi рiвняння другого порядку, що виникають при дослiдженнях азiйських
опцiонiв на ринку цiнних паперiв.

У статтi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних
на коефiцiєнти рiвнянь, за яких доведено iснування класичного фундаментального
розв’язку задачi Кошi та ряд його властивостей: його оцiнки i оцiнки його похiдних, нор-
мальнiсть, формулу згортки, єдинiсть нормального КФРЗК. Також отримано коректну
розв’язнiсть задачi Кошi у спецiальних вагових просторах та iнтегральне зображення
класичних розв’язкiв однорiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або
узагальнених мiр, якими задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi
Кошi. При цьому одержано оцiнки в спецiальних вагових нормах iнтегралiв Пуассона,
породжених КФРЗК, та дослiджена їх гранична поведiнка.

Наведенi результати є досить точними. З них, зокрема, випливає повна характериза-
цiя розглянутих класiв розв’язкiв. Цим самим для таких розв’язкiв розв’язана задача,
яка є важливою класичною задачею теорiї аналiтичних та гармонiчних функцiй. Вона
полягає у вiдшуканнi умов на розв’язки рiвнянь, визначених в областi, якi гарантують
iснування їхнiх граничних значень на межi областi.

Зауважимо, що подiбнi виродженi параболiчнi рiвняння з блочною структурою дру-
гого порядку вивчалися у [1] i [9], аналогiчнi результати для так званих L-розв’язкiв
задачi Кошi для таких рiвнянь отримано в [6].

Отриманi результати є реалiзацiєю вiдомого пiдходу Ейдельмана–Iвасишена [7]. Во-
ни можуть бути використанi у подальших дослiдженнях задачi Кошi та крайових задач
для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь, а також у теорiї мар-
ковських процесiв, густиною ймовiрностi переходу яких є ФРЗК для рiвнянь iз класу
EB

22.
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The investigation is devoted to degenerated parabolic equations of arbitrary order with block
structure and with one group of degeneration. Such equations generalize the corresponding
second-order equations that arise in the studying of Asian options on financial markets. Under
some conditions they generalize well-known Kolmogorov’s equation of diffusion with inertia.

In the work, for the given equations we study the classical fundamental solutions and soluti-
ons of the Cauchy problem. For the coefficients of the equations we apply special Hölder condi-
tions with respect to spatial variables. Under these conditions, we prove such results as existing
of classic fundamental solution of the Cauchy problem (further – CFSCP), the estimations of
it and of its derivatives, the normality property, the convolution formula, the uniqueness of the
normal CFSCP. Also, the well-posedness of the Cauchy problem in special weighed spaces, the
integral presentation of classic solutions of the Cauchy problem for homogeneous equations (in
the form of Poisson integrals of functions or generalized measures which are given by the initial
condition) of classic solutions of the Cauchy problem for homogeneous equations are obtained.
Limiting behavior of the Poisson integrals was investigated. Classes of well-posedness of the
Cauchy problem are described.
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The presented results are quite accurate. In particular, they lead to a complete characteri-
zation of the considered classes of solutions. It solves a problem for such solutions, which is
an important classical problem of the theory of analytic and harmonic functions. It consists in
finding conditions for solutions of equations defined in a domain that guarantee the existence
of their limiting values on the boundary of the domain.

Previous, the similar degenerated parabolic second-order equations with block structure
have been studied, and similar results for the so-called L-solutions of the Cauchy problem for
such equations have been obtained.

The results obtained in the work are realization of well-known Eidelman–Ivasyshen app-
roach. Ones can be used to advanced studying of the Cauchy problem and boundary value
problems for linear and quasi-linear degenerated parabolic equations as well as in the theory of
Markov processes, the transition probability density of which is the CFSCP for the second-order
equations.
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Єлагiн В.О.

НЕГА-QS-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ I ЙОМУ ВIДПОВIДНI ХВОСТОВI

МНОЖИНИ

В роботi обгрунтовується, що нега -Qs-зображення є перекодуванням Qs-зображення,
воно породжує iдентичну метричну теорiю. Доведено, що группа перетворень одиничного
вiдрiзку, якi зберiгають хвости нега-Qs-зображення чисел є нескiнченною групою, яка
мiстить пiдгрупу зростаючих функцiй.

Ключовi слова i фрази: s-кове зображення чисел, нега-Qs-зображення чисел, цилiндр,
хвостовi множини, неперервнi перетворення, оператори зсуву цифр.

Institution of mathematics of NAS Ukraine
e-mail: fracta.art@gmail.com

Вступ

Сьогоднi людство оперує рiзними числовими системами (системами чисел, якi утво-
рюють певнi алгебраїчнi структури i мають деяку ступiнь автономностi). Це системи
натуральних, цiлих, рацiональних, дiйсних, комплексних, гiперкомплексних чисел то-
що. Представник тiєї чи iншої числової системи має свiй змiст i форму iснування, якi
йому надає система числення. Числовi системи та системи числення обслуговують по-
треби обчислювальної математики та обчислювальної технiки, сучасних IКТ, є засобом
кодування iнформацiї.

Системою числення називається сукупнiсть засобiв для: представлення (математи-
чного вираження); зображення (кодування, скороченого, формального запису); найме-
нування дiйсних чисел; їх iдентифiкацiї та порiвняння; а також побудови арифметики.
Ця сукупнiсть включає: 1) модель дiйсного числа у формi математичного виразу (ряду,
нескiнченного добутку, ланцюгового дробу тощо); 2) алфавiт — набiр цифр (символiв,
знакiв) для формального (скороченого) запису представлення числа математичним ви-
разом, якi вiдiграють роль чисел або iндексiв. Iснуючi системи числення (а їх бага-
то [1, 3, 8, 9]) можна певним чином класифiкувати. Один з класiв утворює системи,
що мають основи одну або бiльше. Найпростiшою у ньому є класична s-кова система (
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1 < s ∈ N) числення, зокрема двiйкова. Ця система має багато рiзних узагальнень та
аналогiв i ряд рiзнопанових застосувань у теорiї чисел, теорiї функцiй, теорiї фракталiв.

Дана робота присвячена зображенню чисел у системi числення з основою (-s), яка на-
зивається нега-s-ковою, а також її узагальненню нега-Qs-зображенню. В роботi доводи-
ться, що нега-Qs-зображення є простим перекодуванням Qs-зображення (у полiосновнiй
системi з s додатними основами). Враховуючи, що нега-Qs-зображення не є топологi-
чно еквiвалентним Qs-зображенню, i те, що нега-s-ковi зображення кiлька разiв вико-
ристовувались для конструювання неперервних локально складних функцiй [1, 4, 5],
вважаємо за доцiльне розвиток теорiї нега-Qs-зображення чисел.

1 Нега-s-кове зображення чисел як перекодування s-кового

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . . , s− 1} — алфавiт s-кової
системи числення, Ls ≡ As × As × · · · × As × · · · — простiр послiдовностей елементiв
алфавiту As.

Нагадаємо [8], що змiст s-кового зображення ∆s
α1α2...αn... числа x ∈ [0; 1], де (αn) ∈ Ls,

розкриває рiвнiсть

x =
α1

s
+

α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αn.... (1)

Тут представленням числа x є ряд (1), при цьому послiдовнiсть sn = s̄n є базисною,
а цифри αn вiдiграють роль чисел у поданнi числа i символiв у його зображеннi.

Теорема 1. [1] Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (τn) ∈ Ls така, що

x =
s

s+ 1
+

∞∑
n=1

τn
(−s)n

≡ ∆−s
τ1τ2...τn...

= (2)

= 1− γ1
s

+
γ2
s2

− γ3
s3

+ · · · = 1 +
∞∑
n=1

γn
(−s)n

, (3)

де γn = τn + 1.

Означення 1. Розклад x у ряд (2) називається його нега-s-ковим представленням, а
його формальний запис ∆−s

τ1τ2...τn...
— нега-s-ковим зображенням. При цьому τn називає-

ться n-ою цифрою даного зображення.

Зауваження 1. Хiд доведення теореми 1 [8] вказує на зв’язок s-кового та нега-s-кового
зображень одного i того ж числа, а саме: цифри τn нега-s-кового зображення ∆−s

τ1τ2...τn...

числа x = ∆s
α1α2...αn... обчислюються за формулою:

τn =

{
s− 1− αn, якщо n непарне,

αn, якщо n парне.
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Якщо ж вiдоме нега-s-кове зображення числа x = ∆s
τ1τ2...τn...

, то цифри його s-кового
зображення можна отримати за формулами:

αn =

{
s− 1− τn, якщо n непарне,

τn, якщо n парне.

Отже, ∆s
α1α2α3α4α5α6...α2nα2n+1...

= ∆−s
[s−1−α1]α2[s−1−α3]α4[s−1−α5]α6...α2n[s−1−α2n+1]...

.

Це дає пiдставу стверджувати, що нега-s-кове зображення по своїй сутi є лише пе-
рекодуванням s-кового зображення числа x. Для бiльш повного обґрунтування такого
висновку проведемо аналiз його тополого-метричних властивостей.

2 Геометрiя нега-s-кового зображеня

Суть геометрiї зображення чисел в значнiй мiрi розкривають властивостi цилiндри-
чних та хвостових множин. Нагадаємо, що цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm для
s-кового та нега-s-кового зображень вiдповiдно називаються множини[8]

∆s
c1c2...cm

≡ {x : αi(x) = ci, i = 1, . . . ,m}, ∆−s
c1c2...cm

≡ {x : τi(x) = ci, i = 1, . . . ,m}.
1. Цилiндр для кожного з зображень є вiдрiзком, причому
1.1. ∆s

c1...cm
= [a; b], де a =

∑m
i=1

ci
si

, b = a+ 1
sm

;
1.2. ∆−s

c1...cm
= [A−B;A+ C], де A = s

s+1
+
∑m

i=1
ci

(−s)i
,

B =

{
1

sm(s+1)
, якщо m непарне,

1
sm−1(s+1)

, якщо m парне;
C =

{
1

sm−1(s+1)
, якщо m непарне,

1
sm(s+1)

, якщо m парне.

2. |∆s
c1c2...cm

| = 1
sm

= |∆−s
c1c2...cm

|.

3.
|∆s

c1c2...cmi|
|∆s

c1c2...cm
| =

1
s
=

|∆−s
c1c2...cmi|

|∆−s
c1c2...cm

| .

4. x = ∆s
α1α2...αm... =

∩∞
m=1∆

s
α1α2...αm

; x = ∆−s
τ1τ2...τm... =

∩∞
m=1∆

−s
τ1τ2...τm

.
Властивiсть 3 цилiндрiв s-кового та нега-s-кового зображень називається основним

метричним вiдношенням, оскiльки вiдiграє важливу (ключову) роль у вiдповiднiй ме-
тричнiй теорiї. Його вираз є свiдченням близькостi (i навiть "iдентичностi") вiдповiдних
метричних теорiй.

Зауваження 2. Враховуючи зазначене, приходимо до висновку, що розв’язки топо-
логiчних i метричних задач для нега-s-кового зображення, аналогiчних задачам для
s-кового зображення, можна отримати з вiдомих результатiв для останнього перефор-
мулюванням у новiй системi кодування з урахуванням вказаних зв’язкiв.

3 Нега-Qs-зображення чисел

Нагадаємо [1] суть полiосновного Qs-зображення чисел з [0; 1]. Нехай Qs ≡ (q0, ..., qs−1)

– заданий ймовiрнiсний вектор з додатними координатами, тобто q0+q1+ · · ·+qs−1 = 1;

β0 = 0, βi+1 = βi + qi = q0 + q1 + · · ·+ qi, i = 0, 1, . . . , s− 1.
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Теорема 2. [2] Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (an) ∈ Ls така, що

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x) ≡ ∆Qs
α1α2...αn... (4)

Скорочений запис ∆Qs
α1α2...αn... ряду (4) i його суми x називають Qs-зображенням чи-

сла x, при цьому αn = αn(x) вiдповiдно n-ою цифрою цього зображення. Подамо ряд
(4) у виглядi:

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + · · ·+ βαk

k−1∏
j=1

qaj + · · · =

= (βα1+1 − qα1) + βα2qα1 + (βα3+1 − qα3)qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 + · · ·+

+(βα2k−1+1 − qα2k−1
)
2k−2∏
j=1

qαj(x) + βα2k

2k−1∏
j=1

qαj(x) + · · · =

= βα1+1 − β′
α2
qα1 + βα3+1qα1qα2 + · · ·+ βα2k−1+1

2k−2∏
j=1

qαj
− β′

α2k

2k−1∏
j=1

qαj
+ · · · =

= β′
α1

+
∞∑
k=2

(−1)k−1(β′
αk
(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)) ≡ ∆−Qs
α1α2...αn..., (5)

де β′
αn

=

{
βαn+1, якщо n - непарне,

1− βαn , якщо n - парне.
Таке представлення числа x називатимемо негa-Qs-представленням, а вiдповiдний

скорочений запис ∆−Qs
α1α2...αn... його негa-Qs-зображенням. Таким чином, нами доведено

наступне твердження.

Лема 1. Для числа x = ∆Qs
α1α2...αn... має мiсце рiвнiсть (5).

Отримане перекодування можна здобути iншим шляхом. Наведемо його.

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 + · · ·+ βαn

n−1∏
j=1

qαj
+ · · · =

= 1− 1 + βα1 + (βα2+1 − qα1)qα1 + βα3qα1qα2 + (βα4+1 − qα4)qα1qα2qα3 + · · ·+

+(βαn+1 − qαn)
n−1∏
j=1

qαj
+ βαn+1

n∏
j=1

qαj
+ · · · =

= 1− (1− βα1) + βα2qα1 − (1− βα3)qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 − · · ·+

+βα2n

2n−1∏
j=1

qαj
− (1− βα2n+1)

2n∏
j=1

qαj
+ . . . =
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= 1− γ1 + γ2qα1 − γ3qα1qα2 + · · ·+ γ2n

2n−1∏
j=1

qαj
− γ2n+1

2n∏
j=1

qαj
+ . . . ,

де γn визначаються так:

γn =

{
1− βαn , якщо n непарне;

βαn+1, якщо n парне.

Тобто для числа x, що має Qs-представлення (4), має мiсце рiвнiсть:

x = 1− γ1 +
∞∑
k=2

(−1)kγk

k−1∏
j=1

qαj
.

Якщо цифри у нега-Qs-зображеннi числа утворюють перiод, то вони записуються
у круглих дужках. Злiченна множина чисел має два нега-Qs–зображення. Це числа
виду: ∆−Qs

α1α2...αk−1αk(0[s−1]) = ∆−Qs

α1α2...αk−1[αk+1]([s−1]0). Детальнiше уявлення про те, числа
якого виду можуть давати два зображення, дає наступний роздiл.

4 Геометрiя нега-Qs-зображеня

Означення 2. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, називається множина ∆−Qs
c1c2...cm

,
що складається з усiх чисел x ∈ [0; 1], що мають нега-Qs-зображення, у якого першi m
символiв рiвнi c1, c2, . . . , cm вiдповiдно.

Далi наведено деякi властивостi цилiндрiв нега-Qs-зображення та висвiтлимо їх зв’я-
зок з цилiндрами Qs-зображення.

1.Для кожного з зображень цилiндр є вiдрiзком, причому:
1.1. ∆Qs

c1...cm
= [a; b], де a =

∑m
i=1 βci

∏i−1
k=1 qci , b = a+

∏m
i=1 qci ;

1.2. ∆−Qs
c1...cm

= [A;B], де

A =

{
= β′

c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj), якщо m непарне,

= β′
c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj) +
∏m

i=1 qci , якщо m парне;

B =

{
= β′

c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj) +
∏m

i=1 qci , якщо m непарне,

= β′
c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj), якщо m парне;

2. ∆−Qs
c1c2...ck

=
∪

t∈As
∆−Qs

c1c2...ckt
; [0, 1] =

∪s−1
i1=0

∪s−1
i2=0 · · ·

∪s−1
in=0∆

−Qs

i1i2...in
;

3.
∩∞

k=1∆
−Qs
c1c2...ck

= x ≡ ∆−Qs
c1c2...ck...

для (ck) ∈ L;
4. max∆−Qs

c1c2...c2k−1i
= min∆−Qs

c1c2...c2k−1[i−1]; max∆−Qs

c1c2...c2k[i]
= min∆−Qs

c1c2...c2k[i+1];

5. |∆−Qs
c1c2...ck

| =
∏k

i=1 qci = |∆Qs
c1c2...ck

|.
Таким чином, числа можуть мати два зображення, тодi i лише тодi, коли вони є

спiльним кiнцем двох цилiндрiв.
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5 Хвостовi множини

Кажуть [1], що нега-Qs-зображення чисел x = ∆−Qs
α1α2···αn··· та y = ∆−Qs

β1β2···βn··· мають
однаковi хвости, якщо iснують деякi натуральнi числа k та m такi, що αk+j = βm+j для
будь-яких j ∈ N. Це символiчно записується x ∼ y.

Означення 3. Множину всiх чисел, що мають однаковий хвiст називають хвостовою
множиною.

Зауважимо, що числа, якi мають два нега-Qs- зображення належать однiй хвостовiй
множинi. Легко бачити, що кожна хвостова множина є злiченною i всюди щiльною на
вiдрiзку [0; 1].

Зауваження 3. Вiдношення ∼ мати однаковий хвiст є бiнарним вiдношенням еквiва-
лентностi.

Лема 2. Фактор-множина G ≡ Ls/ ∼ є континуальною.

Доведення. Припустимо, що G є злiченною множиною. Тодi простiр Ls послiдовностей
елементiв алфавiту є злiченним об’єднанням злiченних множин, тобто злiченною мно-
жиною. Але простiр Ls є континуальною множиною, що суперечить нашому припущен-
ню, про злiченнiсть G.

Нам невiдомi змiстовнi метризацiї множини G, а вони могли б суттєво збагатити
метричну теорiю нега-Qs-зображення чисел i розширити застосування у фрактальному
аналiзi.

6 Спецiальнi функцiї нега-Qs-зображення

Казатимемо, що функцiя f : [0; 1] → [0; 1] зберiгає хвости нега-Qs-зображення чисел,
якщо для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується x ∼ f(x).

Оператор лiвостороннього зсуву цифр нега-Qs-зображення чисел, який означується
рiвнiстю:

η(∆−Qs
α1α2...αn...) = ∆−Qs

α2α3...αn...,

є кусково-лiнiйною функцiєю, а саме: η(x) = −1
qα1

x+
1−β′

α1

qα1
. Оскiльки η(∆−Qs

i(0[s−1])) = ∆−Qs

0[s−1]

i не дорiвнює η(∆−Qs

[i+1]([s−1]0)) = ∆−Qs

[s−1]0, то оператор є коректно означеною функцiєю лише
пiсля домовленостi використовувати одне з двох зображень, нехай те, що мiстить перiод
(0[s− 1]).

Означення 4. n-кратним оператором лiвостороннього зсуву нега-Qs-зображення чи-
сел, де n ∈ N, називається оператор

ηn(∆−Qs
α1α2...αn...) = η(ηn−1(∆−Qs

α1α2...αn...)) = ∆−Qs
αn+1αn+2...

=

(−1)n

qα1qα2 . . . qαn

x+
β′
αn

qαn

−
β′
αn−1

qαnqαn−1

+ · · ·+
(−1)nβ′

α1

qαnqαn−1 . . . qα1

.
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Динамiка у просторi [0;1], породжена вiдображенням η(x), є непростою, хоча трає-
кторiї точок не виходять за межi хвостових множин, якi вони представляють.

Означення 5. Оператором правостороннього зсуву нега-Qs-зображення чисел з пара-
метром i, i ∈ As називається вiдображення(функцiя):

ωi(x = ∆−Qs
α1α2...αn...) = ∆−Qs

iα1α2...αn...
= −qix+ β′

i.

Означення 6. Оператором правостороннього зсуву нега-Qs-зображення чисел з набо-
ром параметрiв (i1, . . . , in) ∈ An

s , n ∈ N називається функцiя

ωi1i2...in(∆
−Qs
α1α2...αn...) = ωi1(ωi2...in(∆

−Qs
α1α2...αn...)) = ∆−Qs

i1i2...inα1α2...αn...
=

= (−1)nx
n∏

j=1

qij +
n∑

j=1

(−1)j−1βij

j−1∏
k=1

qik .

Зауважимо, що всi оператори зсуву цифр є функцiями, що зберiгають хвости нега-
Qs-зображення чисел. Можна побачити, що n-кратний оператор лiвостороннього зсуву
буде зростачою функцiєю на кожному цилiндрi n-рангу, якщо n – парне, i спадною, якщо
n – непарне. Аналогiчний зв’язок можна побачити i у оператора правостороннього зсуву
в залежностi вiд кiлькостi параметрiв, для парної кiлькостi параметрiв, оператор буде
зростаючою фунцiєю, для непарної кiлькостi – спадною.

Нагадаємо, що перетворенням множини називається бiєктивне (одночасно iн’єктив-
не та сюр’єктивне) вiдображення цiєї множини на себе. Неперервне перетворенння вiд-
рiзка [0;1] є зростаючою або спадною неперервною функцiєю такою, що f(0) = 0; f(1) =

1 або f(0) = 1; f(1) = 0. Прикладами перетворень, що зберiгають хвости нега-Qs-
зображення чисел, є наступнi функцiї: f(x) = x;

f2k−1(x) =


ω0(x), коли 0 ≤ x ≤ ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]0︸ ︷︷ ︸
2k−1

0),

η2k−1(x), коли ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]0︸ ︷︷ ︸
2k−1

0) ≤ x ≤ 1;

f[s−1]0(x) =


ω[s−1]0(x), коли 0 ≤ x ≤ ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]︸ ︷︷ ︸
2k

[s−1]0),

η2k(x), коли ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]︸ ︷︷ ︸
2k

[s−1]0) ≤ x ≤ 1.

Очевидно, що таких перетворень iснує нескiнченна кiлькiсть, бо k ∈ N.

Теорема 3. Множина H всiх неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], що зберiгають
хвости нега-Qs-зображення чисел, вiдносно операцiї "композицiя перетворень"утворює
нескiнченну некомутативну групу, яка має пiдгрупу зростаючих перетворень.

Основнi моменти доведення теореми аналогiчнi схемi, яка використовувалась в робо-
тах [6, 7]. Тому ми обмежились лише конструктивним доведенням нескiнченностi групи.
Цiваво було б вивчити структуру групи H, сiм’ю пiдгруп та iнварiантiв.
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Надiйшло 01.12.2024

Yelahin V.O. Nega-Qs-representation of numbers and its corresponding tail sets, Bukovinian
Math. Journal. 12, 2 (2024), 80–88.

The article demonstrates that the nega-Qs-representation serves as a re-encoding of the
traditional Qs-representation and, despite its altered structural framework, leads to the same
metric theory. This equivalence implies that while the representations may appear different in
their formal descriptions, they fundamentally capture the same mathematical relationships and
properties of the system they describe. Moreover, the study explores the group of transformati-
ons acting on the [0,1] interval that preserve the tails of the nega-Qs-representation. This
group, intriguingly, is shown to be infinite, highlighting the extensive symmetry underlying
this representation. Within this infinite group, there exists a particularly interesting subset:
a subgroup composed of increasing functions. These increasing functions retain the order of
points within the interval, suggesting a natural compatibility with the nega-Qs-representation’s
structure and preserving its essential features. This finding is significant because it not only
confirms the mathematical equivalence of the Qs- and nega-Qs-representations but also reveals
the rich algebraic structure associated with transformations that maintain the core properti-
es of the nega-Qsrepresentation. By identifying this infinite group and its increasing function
subgroup, the article deepens our understanding of how such representations interact with
transformations and sheds light on the broader implications for metric theory and number
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representation systems. The study invites further exploration into the properties of these
transformations, particularly how they might be exploited in applications where alternative
number representations or encoding schemes are utilized. Additionally, the identification of
increasing functions within this group suggests potential connections to dynamical systems
and mathematical models where order preservation is crucial.
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Лисенко I.М., Працьовитий О.М., Плакида В.I.

НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ, ОЗНАЧЕНI В ТЕРМIНАХ

ДВОСИМВОЛЬНОГО G2-ЗОБРАЖЕННЯ З ДВОМА

РIЗНОЗНАКОВИМИ ОСНОВАМИ

У роботi розглядаються неперервнi функцiї, визначенi на вiдрiзку, аргумент i значення
яких подається зображенням (G2-зображення) у системi кодування з двома рiзнознакови-
ми основами g0 ∈ [0, 5; 1) i g1 = g0 − 1 та двосимвольним алфавiтом A = {0; 1}:

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆G2
α1α2...αn....

Серед них функцiї трьох класiв. Перший клас представляють функцiї, означенi рiвнiстю:

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
,

де (rn) – задана послiдовнiсть функцiй rn : A → A. Доведено, що в цьому класi крiм
констант, тотожного перетворення вiдрiзка, i функцiї:

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...

iнших неперервних функцiй немає. Другий клас представляють функцiї:

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
, де d : A×A → A.

Доведено, що в цьому класi iснує лише чотири неперервнi функцiї: двi сталi, тотожне пе-
ретворення вiдрiзка i оператор лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення чисел. Третiй
клас представляють неперервнi строго зростаючi сингулярнi функцiї (їх похiдна рiвна ну-
лю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), означеннi системою функцiональних рiвнянь:{

f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
q0 ∈ [0, 5; 1), q1 = q0 − 1.

Графiки функцiй останнього класу є самоафiнними, тобто структурно фрактальними.
Знайдено вираз визначенного iнтеграла по областi визначення для функцiй цього класу.

Ключовi слова i фрази: G2-зображення чисел, оператор лiвостороннього зсуву цифр,
проєктор одного зображення в iнше, сингулярна функцiя, цилiндр, неперервна нiде не
монотонна функцiя, множина рiвня функцiї, функцiя необмеженої варiацiї.
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Вступ

Для аналiтичного дослiдження функцiй зi складною локальною тополого-метричною
структурою i фрактальними властивостями все частiше використовуються рiзнi систе-
ми кодування дiйсних чисел [3, 8, 12, 13, 14, 15]. В першу чергу, сказане стосується
неперервних локально складних функцiй: сингулярних [13], нiде не монотонних та нi-
де не диференцiйовних [3, 6], а також функцiй, якi не мають промiжкiв монотонностi
за виключенням промiжкiв сталостi, функцiй з структурно та метрично фрактальни-
ми властивостями [3, 5, 7]. Теорiя таких функцiй перебуває на конструктивному етапi
розвитку i збагачується в основному за рахунок iндивiдуальних теорiй яскравих пред-
ставникiв вказаних класiв [3, 5, 10].

Нагадаємо, що кодуванням дiйсних чисел множини D засобами алфавiту A нази-
вається сюр’єктивне вiдображення g простору L послiдовностей елементiв алфавiту на
множину D. При цьому послiдовнiсть (αn) така, що g[(αn)] = x ∈ D називається g-
зображенням числа x. Це записується x = ∆g

α1α2...αk...
.

Нагадаємо [4], що двосимвольне G2-зображення дiйсних чисел вiдрiзка [0; g0] визна-
чається алфавiтом A = {0, 1} i двома рiзнознаковими основами g0 ∈ [1

2
; 1] та g1 ≡ g0−1:

[0; g0] ∋ x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj
) ≡ ∆G2

α1α2...αn..., (1)

де (αn) ∈ L ≡ A × A × .... Пiсля введення скорочення δαk
≡ αkg1−αk

, G2-зображення
∆G2

α1α2...αn... = x числа x має таке змiстовне його подання рядом:

x = ∆G2
α1α2...αk...

= δα1 +
∞∑
k=2

δαk

k−1∏
j=1

gαj
. (2)

Якщо g0 =
1
2
, то воно набуває вигляду знакопочережного двiйкового представлння:

x =
α1

2
+

∞∑
k=2

αk(−1)α1+α2+...+αk−1

2k
≡ ∆G∗

2
α1α2...αk...

.

G2-зображення на вiдмiну вiд iнших двосимвольних кодувань дiйсних чисел має ряд
унiкальних властивостей [4, 8, 9, 10, 14]:

1) оператор лiвостороннього зсуву ω(∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

α2α3...αn... =
x

gα1(x)
− δα1(x)

gα1(x)
є непе-

рервною функцiєю;
2) iнверсор G2-зображення I(∆G2

α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
має злiченну всюди

щiльну в [0; g0] множину точок розриву;
3) всi G2-бiнарнi числа (числа, що мають два зображення) належать однiй хвостовiй

множинi (їх зображення мають перiод (0)): ∆G2

c1...cm−101(0)
= ∆G2

c1...cm−111(0)
.

Основна мета даної роботи полягає в тому, щоб оцiнити потенцiал G2-зображення
дiйсних чисел для ефективного задання та дослiдження неперервних функцiй, зокрема
локально складних (сингулярних).
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Теорема 1. Функцiя f , означена рiвнiстю

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...
, (3)

1) є коректно означеною;
2) неперервною кусково-лiнiйною функцiєю, яка має аналiтичне задання:

f(x) =
g1−α1(x)

gα1(x)

x+
gα1(x)δ1−α1(x) − g1−α1(x)δα1(x)

gα1(x)

;

3) строго спадною функцiєю, яка зберiгає хвости G2-зображення чисел.

Доведення. 1. Втрата коректностi означення функцiї потенцiйно могла б трапитись у
G2-бiнарних точках. Але користуючись формулою (3), маємо

f(∆G2

c1...cm01(0)) = ∆G2

[1−c1]c2...cm01(0) = ∆G2

[1−c2]c2...cm11(0) = f(∆G2

c1...cm11(0)),

зокрема
f(∆G2

01(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = f(∆G2

11(0)).

Отже, означення функцiї f рiвнiстю (3) є коректним.
2. Неперервнiсть функцiї f власне рiвносильна коректностi означення функцiї у G2-

бiнарних точках. Незважаючи на це, дамо незалежне доведення неперервностi функцiї,
знайшовши її аналiтичний вираз. Оскiльки

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = δ1−α1 + g1−α1(δα2 + δα3gα2 + ...) = δ1−α1 + g1−α1ω(∆

G2
α1α2...αn...),

де ω(x = ∆G2
α1...αn...) =

x
gα1(x)

− δα1(x)

gα1(x)
, то

f(x) =
g1−α1

gα1

x+ δ1−α1 −
g1−α1δα1

gα1

=

{
g1
g0
x+ g0, якщо α1 = 0

g0
g1
x− g20

g1
, якщо α1 = 1.

Тому функцiя f є кусково-лiнiйною, куски графiка якої сходяться в точцi x = g20 =

∆G2

01(0) = ∆G2

11(0).
Отже, функцiя f неперервна на всiй областi визначення.
3. Враховуючи аналiтичний вираз функцiя f i те, що числа g1

g0
i g0

g1
є вiд’ємними,

бачимо, що f є строго спадною функцiєю. Те, що хвости у аргумента i значення функцiї
збiгаються очевидно з означення функцiї: αn(x) = αn−1(f(x)). Отже, функцiя зберiгає
хвости зображення чисел.

Теорема 2. У класi функцiй, означених рiвнiстю

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
, (4)

де (rn) – послiдовнiсть функцiй, визначених на множинi A = {0, 1}, rn(αn) ∈ A, лише
чотири функцiї φ(x) = const, τ(x) = x i функцiя f , означена рiвнiстю (3), є неперерв-
ними.
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Доведення. Iснує лише чотири функцiї r : A → A. Це rn(α) = 0, rn(α) = 1, rn(α) = α,
rn(α) = 1−α. Якщо rn(α) = i для всiх n ∈ N , то φ(x) = ∆G2

(i) = const. Якщо rn(α) = 1−α

для всiх n ∈ N , то φ(x) є iнверсором – функцiєю, що має злiченну множину точок
розриву. Нехай rm(αm) = 1 − αm для деякого m > 1 . Розглянемо G2-бiнарну точку
x1 = ∆G2

α1...αm−101(0)
= ∆G2

α1...αm−111(0)
= x2. Обчислимо її значення за формулою (3) вiд

двох рiзних G2-зображень. Маємо

φ(x1)− φ(x2) = (
m−1∏
i=1

gαi
)[δ1g0 − (δ1 − δ1g1)] = (

m−1∏
i=1

gαi
)2g0g1 ̸= 0.

1 Функцiї, визначенi ланцюговою скрiпленiстю пар цифр

Теорема 3. Серед функцiй, означених рiвнiстю

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
(5)

неперервними є лише функцiї, для яких d(a, b) = const, d(a, b) = a i d(a, b) = b, тобто
коли g(x) є оператором лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення.

Доведення. Iснує всього 16 функцiй d : A× A → A, ефективне матричне задання яких
запропоноване у роботi Ратушняк С.П. [11]. Функцiю g зручно асоцiювати з матри-
цею ||aij||, де aij = d(i, j). Коли d(i, j) = 0 маємо g(x) = 0, а коли d(i, j) = 1 маємо
g(x) = g0. Тому те, що чотири вказанi функцiї є неперервними очевидно, оскiльки фун-
кцiя d(a, b) = a породжує функцiю f(x) = x, а функцiя d(a, b) = b породжує оператор
лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення чисел, неперервнiсть якого зазначалась ви-
ще.

Для того, щоб функцiя була неперервною, необхiдно i достатньо, щоб значення, обчи-
сленi за формулою (4) вiд рiзних зображень G2-бiнарної точки, були рiвними. Очевидно
(або легко бачити), що контрольними точками є лише ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) i ∆G2

c11(0) = ∆G2

c01(0).
Нехай d(a, b) – функцiя, вiдмiнна вiд чотирьох вказаних. Якщо функцiя d(a, b) =

1− a, то f є iнверсором I(x) цифр G2-зображення чисел, яка як зазначалось вище, має
злiченну множину точок розриву. Якщо d(a, b) = 1 − b, то f(x) = I(ω(x)) i точка x0 =

∆G2

01(0) = ∆G2

11(0) є її точкою розриву, оскiльки матриця ||aij|| =
(

1 0

1 0

)
i g(∆G2

011(0)) =

∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

001(0)).

1. Якщо ||aij|| =
(

1 1

1 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

0(1) ̸= ∆G2

(1) = g(∆G2

01(0)).

2. Якщо ||aij|| =
(

1 1

0 1

)
, то g(∆G2

111(0)) = ∆G2

110(1) ̸= ∆G2

010(1) = g(∆G2

101(0)), хоча

g(∆G2

011(0)) = ∆G2

110(1) = ∆G2

110(1) = g(∆G2

001(0)), g(∆
G2

11(0)) = ∆G2

10(1) = ∆G2

10(1) = g(∆G2

01(0)).

3. Якщо ||aij|| =
(

0 1

1 1

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

111(0) ̸= ∆G2

011(0) = g(∆G2

001(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

11(0) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

111(0)) = ∆G2

111(0) = ∆G2

111(0) = g(∆G2

101(0)).
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4. Якщо ||aij|| =
(

1 0

1 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

(1) ̸= ∆G2

0(1) = g(∆G2

01(0)).

5. Якщо ||aij|| =
(

0 1

1 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

101(0) ̸= ∆G2

011(0) = g(∆G2

001(0)),

g(∆G2

111(0)) = ∆G2

001(0) ̸= ∆G2

111(0) = g(∆G2

101(0)), хоча g(∆G2

11(0)) = ∆G2

01(0) = ∆G2

11(0) = g(∆G2

01(0)).

6. Якщо ||aij|| =
(

1 0

0 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

10(1) ̸= ∆G2

00(1) = g(∆G2

01(0)).

7. Якщо ||aij|| =
(

0 1

0 1

)
, то маємо оператор лiвостороннього зсуву, зокрема

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

1(0) = ∆G2

1(0) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

011(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = g(∆G2

001(0)),
g(∆G2

111(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = g(∆G2

101(0)).

8. Якщо ||aij|| =
(

1 0

1 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

001(0)).

9. Якщо ||aij|| =
(

1 1

0 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

01(0)).

10. Якщо ||aij|| =
(

1 0

0 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

000(1) ̸= ∆G2

100(1) = g(∆G2

001(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

00(1) = ∆G2

00(1) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

111(0)) = ∆G2

000(1) = ∆G2

000(1) = g(∆G2

101(0)).

11. Якщо ||aij|| =
(

0 1

0 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

(0) ̸= ∆G2

1(0) = g(∆G2

01(0)).

12. Якщо ||aij|| =
(

0 0

1 0

)
, то g(∆G2

111(0)) = ∆G2

001(1) ̸= ∆G2

101(0) = g(∆G2

101(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

01(1) = ∆G2

01(1) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

011(0)) = ∆G2

001(1) = ∆G2

001(1) = g(∆G2

001(0)).

13. Якщо ||aij|| =
(

0 0

0 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

1(0) ̸= ∆G2

(0) = g(∆G2

01(0)).

2 Сингулярнi монотоннi функцiї

Нехай g0 i q0 — фiксованi числа, 1
2
≤ g0 < 1, 1

2
≤ q0 < 1.

Теорема 4. Система функцiональних рiвнянь{
f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
(6)

визначених в кожнiй точцi вiдрiзка [0; g0] має єдиний розв’язок, який аналiтично вира-
жається

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = α1g1−α1 +

∞∑
k=2

αkq1−αk

k−1∏
i=1

qαi
≡ ∆G′

2
α1α2...αn..., (7)

де q1 ≡ 1 − q0, i є неперервною строго зростаючою функцiєю, сингулярною функцiєю
при q0 ̸= g0 i f(x) = x при q0 = g0.
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Доведення. Скористаємось скороченням δ′i ≡ iq1−i, тобто δ′0 = 0, δ′1 = q0.
Зауважимо, що коли v = ∆G2

v1v2...vn...
, то

g0v = ∆G2
0v1v2...vn...

, g0 + g1v = ∆G2
1v1v2...vn...

.

Тому в обох випадках (коли α1 = 0 та α1 = 1), враховуючи спiввiдношення (7), маємо:

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = δ′α1

+ qα1f(∆
G2
α2α3...αn...).

З тiєї ж причини
f(x) = δ′1 + qα1(δ

′
α2

+ qα2f(∆
G′

2
α3α4...αn...)).

Продовжуючи тi ж мiркування, за m крокiв отримаємо

f(x) = δ′α1
+

∞∑
k=2

δ′αk

k−1∏
i=1

qαi
+ (

m∏
i=1

qαi
)f(∆G′

2
αm+1αm+2...αm+n...

).

Оскiльки f(x) визначена в кожнiй точцi вiдрiзка [0; g0], а
m∏
i=1

qαi
→ 0(m → ∞),

то процес розкладу числа f(x) є збiжним i кiнцевий результат має форму (7). Оскiльки
∆

G′
2

α1α2...αn... є G2-зображенням з параметром q0, то функцiя (7) є коректно означена у
кожнiй G′

2-бiнарнiй точцi, а отже, є неперервною.
Тепер доведемо сингулярнiсть функцiї. Оскiльки G2-бiнарних точок є злiченна мно-

жина, то диференецiальнi властивостi функцiї в цих точках не впливають на сингуля-
рнiсть. Якщо в G2-унарнiй точцi x0 = ∆G2

c1...cn...
iснує скiнченна похiдна f ′(x0), то вона

може бути обчислена за формулою

f ′(x0) = lim
n→∞

µf (∆
G2
c1...cm

)

|∆G2
c1...cm|

= lim
n→∞

|∆G′
2

c1...cm |
|∆G2

c1...cm |
,

де µf (∆
G2
c1...cm

) — прирiст функцiї f на цилiндрi ∆G2
c1...cm

= {x : x = ∆G2
c1...cma1a2...

, (an) ∈ L}.
Враховуючи, що

|∆G2
c1...cm

| =
m∏
i=1

|gci| = |g1|c1+...+cmg
m−(c1+...+cm)
0 ,

|∆G′
2

c1...cm
| =

m∏
i=1

|qci| = |q1|c1+...+cmq
m−(c1+...+cm)
0 ,

маємо
|∆G′

2
c1...cm|

|∆G2
c1...cm|

=
m∏
i=1

qci
gci

i f ′(x0) =
∞∏
k=1

qck
gck

.

Оскiльки f є строго зростаючою неперервною функцiєю, то згiдно з вiдомою теоремою
Лебега множина W точок, в яких функцiя має скiнченну похiдну, є множиною повної
мiри. Нехай x0 – довiльна точка множини W , тобто f ′(x0) – скiнченна. Тодi при g0 ̸= q0
нескiнченний добуток є розбiжним до нуля, оскiльки не виконується необхiдна умова
його збiжностi. Отже, f ′(x0) = 0 i функцiя f є сингулярною. Теорему доведено.
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Теорема 5. Графiк Γf функцiї f є самоафiнною множиною

Γf = φ0(Γf ) ∪ φ1(Γf ), (8)

φ0 :

{
x′ = g0x,

y′ = q0y,
φ1 :

{
x′ = g0 + g0x,

y′ = q0 + q1y,

i виконується
g0∫
0

f(x)dx =
−q0g0g1

1− q0g0 + q1g1
.

Доведення. Зрозумiло, що

Γf = Γ0 ∪ Γ1, де Γi = {M(x; y) : x = ∆G2
i , y = f(x)}.

Покажемо, що Γi = φi(Γf ). Справдi, включення M ′(x′; y′) ∈ φi(Γf ) рiвносильне вико-
нанню умов {

x′ = ∆G2
iα1...αn...

= δi + gix, x ∈ [0; g0],

y′ = ∆
G′

2
iα2...αn...

= δ′i + qiy = f(x′),

при цьому x′ ∈ ∆G2
i . Тому умова M ′(x′; y′) ∈ φi(Γf ) рiвносильна включенню M(x′; y′) ∈

Γi (i = 0, 1). Отже, має мiсце структурна рiвнiсть (8).
Тепер виразимо iнтеграл

g0∫
0

f(x)dx =

g20∫
0

f(x)dx+

g0∫
g20

f(x)dx =

∫
x∈∆G2

0

f(x)dx+

∫
x∈∆G2

1

f(x)dx =

=

g0∫
0

ydg0x−
g0∫
0

(q0 + q1y)d(g0 + g1x) =

= q0g0

g0∫
0

ydx− g1

g0∫
0

(q0 + q1y)dx =

= q0g0

g0∫
0

f(x)dx− q0g1x|g00 − q1g1

g0∫
0

f(x)dx.

Тодi

[1− q0g0 + q1g1]

g0∫
0

f(x)dx = −q0g0g1,

g0∫
0

q0f(x)dx =
−q0g0g1

1− q0g0 + q1g1
.
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Наслiдок 1. Якщо q0 = g0 та q0 = g0 =
1
2
, то вiдповiдно маємо

g0∫
0

f(x)dx =
g20
2

i

1
2∫

0

f(x)dx =
1

8
.
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Lysenko I.M., Pratsiovytyi O.M., Plakyda V.I. Continuous functions defined in terms of a two-
symbol G2-representation with two bases having different signs, Bukovinian Math. Journal. 12,
2 (2024), 89–97.

In the paper we study defined on an interval continuous functions where the argument and
the values are represented (G2-representation) in a coding system with two oppositely signed
bases g0 ∈ [0, 5; 1) and g1 = g0 − 1 and a two-symbol alphabet A = {0; 1}:

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆G2
α1α2...αn....

These functions are divided into three distinct classes. The first class includes functions defined
by an equation:

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
,

where (rn) is a given sequence of functions rn : A → A. We prove that in this class there exist
no any continuous functions except constants, the identity transformation of the interval, and
the function

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...

The second class is represented by the following functions:

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
, де d : A×A → A.

We prove that this class contains only four continuous functions: two constant functions, the
identity transformation of the interval, and the left-shift operator for the digits of the G2-
representation of numbers. The third class consists of continuous strictly increasing singular
functions (whose derivative is zero almost everywhere in the sense of the Lebesgue measure),
defined by a system of functional equations:{

f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
q0 ∈ [0, 5; 1), q1 = q0 − 1.

The graphs of functions in this class are self-affine, i.e. have fractal structure. We derive an
expression for the definite integral over the area of definition for the functions in this class.
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Мазуренко О.В.

ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ВПОРЯДКОВАНИХ СТРУКТУР,

ЕКВIВАЛЕНТНI ДО ПОВНОТИ ЗА ДЕДЕКIНДОМ

Як вiдомо, повнота за Дедекiндом є одним з основних понять дiйсного аналiзу, яке
виникає одразу при побудовi прямої дiйсних чисел. Оскiльки ця властивiсть має багато
застосувань в рiзних ситуацiях, то природно виникають альтернативнi властивостi, еквi-
валентнi до повноти за Дедекiндом. У цiй статтi основна увага сконцентрована на описi
таких властивостей, на доведеннi еквiвалентностi до повноти i на окремих прикладах за-
стосувань. Зокрема, введено модифiковане означення розрiзiв Дедекiнда, що дало змогу
класифiкувати їх як головнi i вiльнi розрiзи, якi слугують зручними моделями рацiональ-
них i iррацiональних чисел вiдповiдно. Розглянуто аксiоми Кантора i Архiмеда i їх зв’язок
з повнотою за Дедекiндом у впорядкованих полях i у впорядкованих множинах. Знайдено
зв’язок мiж виконанням аксiоми Архiмеда i наявнiстю злiченної всюди щiльної множини
у впорядкованих полях, що задовольняють аксiому Кантора.

Ключовi слова i фрази: повнота за Дедекiндом, розрiз Дедекiнда, аксiома Архiмеда,
дiйсна пряма, нестандартна дiйсна пряма, головнi i вiльнi розрiзи.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, Україна (Мазуренко
О.В.)
e-mail: oles.mazurenko@lnu.edu.ua (Мазуренко О.В.)

Вступ

Автори у [1, 2, 3] описують побудову дiйсних чисел як впорядкованого поля, пов-
ного за Дедекiндом, використовуючи для цього розрiзи Дедекiнда. У [3, 4, 5] авто-
ри переходять до нестандартного аналiзу в неархiмедових впорядкованих полях (якi,
зокрема, не є повними за Дедекiндом). Наша робота має на метi надати бiльше ува-
ги повнотi за Дедекiндом (чи її вiдсутностi), що i утворює сприятливий грунт для
вищезгаданих дослiджень. Зокрема, ми розглянемо питання еквiвалентних до повноти
властивостей у лiнiйно впорядкованих множинах i впорядкованих полях та їх застосу-
вання у згаданих тематиках.

Лiнiйно впорядкована множина (S,<) називається повною за Дедекiндом, якщо для
кожної пари непорожнiх пiдмножин A i B таких, що кожен елемент множини A менший
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за кожен елемент множини B i в об’єднаннi вони вичерпують множину S, знайдеться
елемент c з S, який роздiляє цi множини в сенсi (∀a ∈ A)(∀b ∈ B) : a ≤ c ≤ b. Таке фор-
мулювання повноти за Дедекiндом ми вважатимемо канонiчним. Альтернативним попу-
лярним варiантом повноти вважається iснування точної верхньої межi для обмежених
пiдмножин. Таке формулювання в нашiй роботi згадуватись не буде, а його зв’язок з
канонiчним формулюванням загальновiдомий [6].

В роздiлi 1 ми розглянули поняття розрiзу Дедекiнда, яке було модифiковане нами
спочатку з намiром зручнiшої побудови дiйсної прямої (див. зауваження 1), але згодом
вилилося у класифiкацiю розрiзiв (вiльнi/головнi), яка нагадує класифiкацiю понять в
iнших математичних напрямках, i, вiдповiдно, властивiсть лiнiйно впорядкованої мно-
жини мати лише головнi розрiзи, еквiвалентну до повноти.

В роздiлi 2 ми описали зв’язки мiж аксiомами Кантора i Архiмеда та повнотою за
Дедекiндом при наявностi операцiй (впорядковане поле) i за їх вiдсутностi (лiнiйно впо-
рядкована множина). Як наслiдок, отримали умову iснування злiченної всюди щiльної
пiдмножини в нестандартних моделях дiйсних чисел (тобто в моделях, якi вiдрiзняю-
ться вiд стандартної моделi дiйсних чисел невиконанням однiєї з аксiом другого поряд-
ку, в нашому випадку – аксiоми Архiмеда). За таким принципом показали вiдсутнiсть
злiченної всюди щiльної множини в нестандартнiй прямiй ∗R, що є фактор множиною
рацiональних послiдовностей за вiдношенням еквiвалентностi, побудованим на основi
рiвностi "великої" кiлькостi координат в сенсi ультрафiльтра на натуральних числах
(детальнiше про розширення фiльтра Фреше до ультрафiльтра описано у [5]).

В результатi, для впорядкованих полiв отримали наступнi властивостi, еквiвалентнi
до повноти за Дедекiндом (схематично).

Головнi розрiзи ⇐⇒ повнота за Дедекiндом ⇐⇒ Кантор + Архiмед

⇐⇒ Iснування супремуму

Попереднi вiдомостi

Надалi пiд "повнотою" маємо на увазi повноту за Дедекiндом, пiд "розрiзом" маємо
на увазi розрiз Дедекiнда, а пiд "впорядкованою множиною" — лiнiйно впорядковану
множину.

Впорядкованою множиною називаємо математичну структуру (S,<), де вiдношення
< є iррефлексивним, транзитивним i лiнiйним (всi елементи S порiвняльнi).

Впорядкованим полем називаємо математичну структуру (S,<,+, ·, 0, 1), яка є одно-
часно полем i впорядкованою множиною, надiленою вiдношенням < сумiсним з опера-
цiями +, ·.

Пишучи A = ↓A, маємо на увазi, що множина A збiгається зi своїм нижнiм кла-
сом, тобто разом з кожним своїм елементом мiстить всi меншi елементи простору.
Аналогiчно пiд B = ↑B маємо на увазi, що множина B збiгається зi своїм верхнiм
класом, тобто разом з кожним своїм елементом мiстить всi бiльшi елементи простору.

Якщо елементом нерiвностi є множина, то маємо на увазi, що нерiвнiсть виконує-
ться для кожного елемента цiєї множини. Наприклад, пишучи a < A, розумiємо, що
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∀x ∈ A : a < x.
Злiченною називаємо множину, з якої можна побудувати iн’єктивне вiдображення

у множину натуральних чисел N. Зауважимо, що непорожня множина A є злiченною
тодi i тiльки тодi, коли A = {an | n ∈ N} для деякої послiдовностi (an)n∈N.

Вiльнi та головнi розрiзи Дедекiнда. Їх зв’язок з повнотою.

Визначення розрiзу Дедекiнда, запропоноване нами нижче, дещо вiдрiзняється вiд
стандартних, описаних, наприклад, у [1, 2]. Така модифiкацiя зумовлена низкою
обґрунтованих згодом мiркувань, зокрема, прагненням до зручностi та ефективностi
використання цього визначення.

Означення. Впорядкована пара (A,B) непорожнiх неперетинних пiдмножин деякої
лiнiйно впорядкованої множини (S,<) називається розрiзом Дедекiнда в множинi S,
якщо множина A не має максимального елемента, множина B не має мiнiмального
елемента i виконується наступна умова

∀a, b ∈ S : (a < b) =⇒ (a ∈ A ∨ b ∈ B.) (1)

Для (дещо комплексної) умови (1), справедлива наступна характеризацiя.

Твердження 1. Нехай (S,<) лiнiйно впорядкована множина, непорожня пiдмножина
A ⊂ S не має максимуму, непорожня пiдмножина B ⊂ S не має мiнiмуму i множини
A,B неперетиннi.

Пара множин (A,B) є розрiзом Дедекiнда тодi i тiльки тодi, коли A = ↓A, B = ↑B
i об’єднання A ∪B покриває всю множину S за винятком, можливо, однiєї точки.

Доведення. Нехай маємо розрiз Дедекiнда (A,B). Припустимо, що A ̸= ↓A, тобто для
деякого елемента a ∈ A

(∃ c ∈ S \ A) : c < a

Тодi за умовою (1) отримаємо a ∈ B, що суперечить неперетинностi множин A i B.
Отже, A = ↓A. Аналогiчно отримуємо B = ↑B.

Тепер припустимо, що об’єднання A∪B не покриває бiльше однiєї точки множини S,
зокрема не покриває двi рiзнi точки a, b ∈ S. За лiнiйнiстю порядку цi точки порiвняль-
нi, тому нехай для визначеностi a < b. Звiдси за умовою (1) отримуємо (a ∈ A)∨(b ∈ B),
що суперечить непокритостi обидвох точок об’єднанням A ∪B. Необхiднiсть доведено.

Нехай тепер множини A,B такi, як сказано в умовi твердження, i A = ↓A,
B = ↑B, об’єднання A∪B покриває всю множину S за винятком, можливо, однiєї точки.
Перевiримо виконання умови (1). Нехай маємо a, b ∈ S : a < b. З умови |S \ (A ∪B)| ≤ 1

отримаємо, що a ∈ (A∪B)∨ b ∈ (A∪B). Якщо a ∈ (A∪B), то a ∈ A або a ∈ B, звiдки,
враховуючи B = ↑B, отримуємо b ∈ B. Якщо b ∈ (A ∪ B), то b ∈ B або b ∈ A, звiдки,
враховуючи A = ↓A, отримуємо a ∈ A. В кожному випадку, a ∈ A або b ∈ B. Отже,
умова (1) виконується i пара множин (A,B) є розрiзом Дедекiнда.

Природно з твердження 1 випливає наступна класифiкацiя розрiзiв Дедекiнда.
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Означення. Розрiз Дедекiнда (A,B) у лiнiйно впорядкованiй множинi (S,<)

називають вiльним розрiзом, якщо A ∪B = S, тобто немає непокритої точки.

Означення. Розрiз Дедекiнда (A,B) у лiнiйно впорядкованiй множинi (S,<) назива-
ють головним розрiзом, якщо A∪B ̸= S, тобто множини A i B роздiляє єдина непокрита
точка.

З нової класифiкацiї розрiзiв Дедекiнда, введеної вище, отримуємо наступну
властивiсть лiнiйно впорядкованої множини, еквiвалентну до повноти за Дедекiндом.

Теорема 1. Лiнiйно впорядкована множина (S,<) є повною за Дедекiндом тодi i тiльки
тодi, коли кожен розрiз Дедекiнда в S є головним.

Доведення. Нехай лiнiйно впорядкована множина (S,<) повна за Дедекiндом.
Припустимо протилежне, тобто що iснує розрiз Дедекiнда (A,B) у множинi S, який

не є головним, тобто A∪B = S. Оскiльки (A,B) розрiз, то множини A i B непорожнi i
A < B. Тодi з повноти множини S за Дедекiндом маємо

∃ c ∈ S : A ≤ c ≤ B.

Оскiльки об’єднання A ∪ B покриває всю множину S, то елемент c лежить в однiй
з множин A,B. Якщо c ∈ A, то, враховуючи нерiвнiсть A ≤ c, c є максимальним
елементом множини A. Якщо ж c ∈ B, то, враховуючи iншу частину нерiвностi c ≤ B,
c є мiнiмальним елементом B. Кожен з цих випадкiв суперечить означенню розрiзу
Дедекiнда, а тому кожен розрiз Дедекiнда в S є головним.

Нехай тепер кожен розрiз Дедекiнда в S є головним. Вiзьмемо довiльну пару множин
(A,B), якi задовольняють умови, накладенi на пару множин в означеннi повноти за
Дедекiндом, тобто A,B непорожнi, A ∪B = S i A < B.

Якщо множина A має максимальний елемент c або множина B має мiнiмальний
елемент c, то A ≤ c ≤ B i c є шуканим елементом i множина S повна за Дедекiндом.
В iншому випадку ми стверджуємо, що пара множин (A,B) буде розрiзом Дедекiнда в
S. Для цього залишилось показати, що вона задовольняє умову (1). Маємо A ∪B = S.
Також A = ↓A, бо якщо припустимо протилежне, що для деякого a ∈ A маємо ∃ a∗ ∈
S \ A : a∗ < a отримуємо a∗ ∈ B, що суперечить A < B. Аналогiчно можна показати,
що B = ↑B.

Таким чином, за твердженням 1 пара (A,B) є розрiзом Дедекiнда в S. Оскiльки
кожен розрiз Дедекiнда в S головний, то A ∪ B ̸= S, а це суперечнiсть, яка показує,
що розглянутого випадку, коли множина A не має максимуму, а множина B не має
мiнiмуму, не може iснувати.

Запропонований нетрадицiйний пiдхiд до введення розрiзiв Дедекiнда може бути за-
стосований, наприклад, для зручнiшого введення структури дiйсних чисел при
застосуваннi методу поповнення рацiональних чисел розрiзами Дедекiнда
(стандратний варiант описаний, наприклад, у [1]) i для бiльш лаконiчного доведення
властивостей цiєї структури.
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Зауваження 1. Таке застосування можливе завдяки тому, що означенi нами головнi
i вiльнi розрiзи Дедекiнда є зручними моделями для рацiональних i iррацiональних
чисел вiдповiдно.

Нехай маємо впорядковане поле рацiональних чисел Q. Рацiональне число q ∈ Q
може бути ототожнене з головним розрiзом дедекiнда (←−q ,−→q ), де

←−q = {q∗ ∈ Q | q∗ < q} i −→q = {q∗ ∈ Q | q∗ > q},

а множина iррацiональних чисел може бути подана, як множина всiх вiльних розрiзiв
Дедекiнда

I = {(A,B) ⊂ Q×Q|(A,B) вiльний розрiз Дедекiнда}

Таким чином множина R, отримана при поповненнi Q вiльними розрiзами Дедекiнда I
буде складатися тiльки з розрiзiв Дедекiнда. Ця однорiднiсть спростить введеня опера-
цiй i порядку на R, а також доведення аксiом поля, впорядкованої множини i повноти
за Дедекiндом.

Аксiоми Кантора i Архiмеда як альтернатива повноти

Означення. Впорядковане поле (S,<,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому Архiмеда, якщо

(∀ε > 0)(∃n ∈ N) : n · ε > 1

Означення. Впорядкована множина (S,<) задовольняє аксiому Кантора, якщо
довiльна послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв з S має непорожнiй перетин. Тобто

∀([an, bn])n∈N : (∀n ∈ N [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn]) =⇒
∞∩
n=1

[an, bn] ̸= ∅.

Твердження 2. Лiнiйно впорядкована множина (S,<) задовольняє аксiому Кантора
тодi i тiльки тодi, коли довiльна послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N з S така,
що послiдовностi (an)n∈N i (bn)n∈N є строго монотонними, має непорожнiй перетин.

Доведення. Необхiднiсть напряму випливає з означення аксiоми Кантора. Доведемо
достатнiсть. Нехай маємо довiльну послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N.

Припустимо, що (∀n ∈ N)(∃m ∈ N) : (an < am)∧ (bm < bn). Тодi можемо побудувати
пiдпослiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([ank

, bnk
])k∈N, в якої вiдповiднi послiдовностi кiн-

цiв вiдрiзкiв є строго монотонними. Застосувавши умову теореми отримаємо, що iснує
c ∈

∩∞
k=1[ank

, bnk
]. Розглянемо довiльний вiдрiзок [an, bn] з початкової послiдовностi.

Взявши k ∈ N таке, що n < nk, отримаємо, що c ∈ [ank
, bnk

] ⊆ [an, bn]. Таким чином
c ∈

∩∞
n=1[an, bn].

Тепер нехай (∃n∗ ∈ N)(∀m ∈ N) : (am ≤ an∗) ∨ (bn∗ ≤ bm). Оскiльки маємо вкладенi
вiдрiзки, то ∀m > n∗ маємо am = an∗ , або ∀m > n∗ маємо bn∗ = bm, що в свою чергу дає
{an∗ , bn∗} ∩

∩∞
n=1[an, bn] ̸= ∅. Звiдки

∩∞
n=1[an, bn] ̸= ∅.

В обох випадках (якi є взаємно протилежними) аксiома Кантора задовольняється.
Теорему доведено.
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Вiдомим фактом [6, 7] є наступна теорема про еквiвалентнiсть мiж повнотою за
Дедекiндом i виконанням аксiом Кантора та Архiмеда.

Теорема 2. Впорядковане поле (S,<,+, ·, 0, 1) є повним за Дедекiндом тодi i тiльки
тодi, коли воно задовольняє аксiому Кантора та аксiому Архiмеда.

Доведення. Дивитись у [6, 7].

Зауважимо, що аксiома Кантора i повнота за Дедекiндом є порядковими
властивостями, в той час як аксiома Архiмеда потребує наявностi операцiй. Природно
виникає запитання про зв’язок згаданих порядкових аксiом при вiдсутностi операцiй.

Теорема 3. Якщо впорядкована множина (S,<) є повною за Дедекiндом, то вона за-
довольняє аксiому Кантора.

Доведення. Нехай маємо впорядковану множину (S,<), яка є повною за Дедекiндом.
Припустимо, що аксiома Кантора не задовольняється, тобто iснує послiдовнiсть
вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N з множини S, така що

∩∞
n=1[an, bn] = ∅. Причому за

твердженням 2 можемо вважати, що послiдовностi кiнцiв цих вiдрiзкiв строго монотон-
нi. Задамо множини A та B наступним чином

A = {a ∈ S | a < a1} ∪
∞∪
n=1

[an, an+1]

B = {b ∈ S | b1 < b} ∪
∞∪
n=1

[bn+1, bn].

Переконаємось що заданi множини задовольняють умови, накладенi на пару множин в
означеннi повноти за Дедекiндом. За побудовою множин очевидно, що A,B ⊆ S i A ̸=
∅, B ̸= ∅. За припущенням

∩∞
n=1[an, bn] = ∅ =⇒ A ∪ B = S. Оскiльки послiдовностi

кiнцiв вiдрiзкiв є строго монотонними, то кожен вiдрiзок [an, bn] невироджений. Тобто
an < bn для всiх n ∈ n, звiдки отримаємо A < B. Таким чином, з повноти множини S

за Дедекiндом, отримаємо

(∃c ∈ S)(∀a ∈ A)(∀b ∈ B) : a ≤ c ≤ b.

Оскiльки для всiх n ∈ N маємо an ∈ A, bn ∈ B, то отримаємо ∀n ∈ N : c ∈ [an, bn], що
суперечить припущенню. Отже, аксiома Кантора задовольняється.

Теорема 4. Якщо впорядкована множина (S,<), яка мiстить злiченну всюди щiльну
пiдмножину Q, задовольняє аксiому Кантора, то вона є повною за Дедекiндом.

Доведення. Нехай маємо впорядковану множину (S,<), яка задовольняє аксiому Кан-
тора i мiстить злiченну всюди щiльну пiдмножину Q.

Вiзьмемо довiльнi множини A,B, якi задовольняють умови, накладенi в означеннi
повноти за Дедекiндом, тобто A,B непорожнi, A < B i A ∪ B = S. Якщо множина A
мiстить максимальний елемент c або множина B мiстить мiнiмальний елемент c, то c i
є шуканим, таким що A ≤ c ≤ B i S повна за Дедекiндом.
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Розглянемо випадок, коли множина A не має максимуму, а множина B не має мi-
нiмуму. Оскiльки всюди щiльна множина Q злiченна, а множини A,B непорожнi, то
можемо окремо занумерувати елементи з Q, якi належать множинi A, i елементи з Q,
якi належать множинi B. Нехай A∩Q = {a1, a2, . . . } i B∩Q = {b1, b2, . . . } довiльнi нуме-
рацiї вiдповiдних множин (можливо з повтореннями). Тепер утворимо з цих довiльних
нумерацiй послiдовностi (a∗n)n∈N i (b∗n)n∈N, задавши їх наступним чином.

a∗n = max{a1, . . . , an} та b∗n = min{b1, . . . , bn}

Очевидно, що послiдовнiсть (a∗n)n∈N монотонно неспадна, а послiдовнiсть (b∗n)n∈N
монотонно незростаюча. Тому ми отримали послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв
([a∗n, b

∗
n])n∈N. За аксiомою Кантора iснує такий елемент c ∈ S, що c ∈

∩∞
n=1[a

∗
n, b

∗
n]. Пока-

жемо, що A ≤ c ≤ B.

Припустимо протилежне, тобто що iснує такий елемент a′ ∈ A, що c < a′. Оскiльки
множина A не має максимуму, то iснує елемент a′′ ∈ A такий, що c < a′ < a′′. Тодi
оскiльки iнтервал (c, a′′) непорожнiй, то за всюди щiльнiстю множини Q мiж елемен-
тами c i a′′ iснує деякий елемент ak ∈ Q i, як наслiдок, для нього правильна нерiвнiсть
c < ak ≤ a∗k. Враховуючи, що a∗k є лiвим кiнцем k-го вкладеного вiдрiзка, отримана
нерiвнiсть суперечить тому, що елемент c належить всiм вкладеним вiдрiзкам. Отже,
A ≤ c. За аналогiчними мiркуваннями c ≤ B. Таким чином A ≤ c ≤ B i S повна за
Дедекiндом.

З теореми 2 i теорем 3, 4 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Якщо впорядковане поле, яке мiстить злiченну всюди щiльну пiдмножину,
задовольняє аксiому Кантора, то воно задовольняє аксiому Ахiмеда.

Цей наслiдок дає нам змогу дослiджувати наявнiсть злiченної всюди щiльної
пiдмножини в складнiших структурах, таких як, наприклад, нестандартна дiйсна
пряма. Детальнiше означення цiєї структури та доведення виконання аксiом
впорядкованого поля розглянуте, наприклад, у [3, 4, 5].

Нехай U вiльний ультрафiльтр на ω, який є розширенням фiльтра Фреше
Fr = {A ⊆ ω | ω \ A скiнченна множина}. На множинi Qω = {(an)n∈ω | ∀n ∈ ω : an ∈ Q}
задамо вiдношення еквiвалентностi ∼ наступним чином

(an)n∈ω ∼ (bn)n∈ω ⇐⇒ {n ∈ ω | an = bn} ∈ U .

Фактор–множину ∗R = {∼(an)n∈ω | (an)n∈ω ∈ Qω} називатимемо нестандартною дiй-
сною прямою. Надалi через [α] будемо позначати клас еквiвалентностi за вiдношенням
∼ з представником α = (an)n∈ω. Також α(n) – n-тий член послiдовностi α.

Порядок i операцiї на ∗R задаються наступним чином

[α] + [β] = [α + β], [α] · [β] = [α · β],

де α + β i α · β – операцiї покоординатного додавання i множення послiдовностей.

<∗= {([α], [β]) ∈ ∗R× ∗R | {n ∈ ω | α(n) < β(n)} ∈ U}.
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Теорема 5. Нестандартна пряма (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому Кантора.

Доведення. Введемо позначення uk = [αk] i vk = [βk]. Розглядаємо довiльну послiдов-
нiсть ([uk, vk])k∈N вкладених вiдрiзкiв у впорядкованому полi ∗R. За твердженням 2

без зменшення загальностi вважатимемо, що вiдовiднi послiдовностi кiнцiв вiдрiзкiв є
строго монотонними. Нам потрiбно знайти принаймнi один елемент u ∈ ∗R такий, що
u ∈

∩∞
k=1[uk, vk], тобто uk <∗ u <∗ vk для всiх k ∈ N. Ми знаємо, що

u1 <∗ u2 <∗ u3 <∗ · · · <∗ v3 <∗ v2 <∗ v1. (2)

Але враховуючи означення порядку <∗, такi нерiвностi виконуються не для всiх
членiв вiдповiдних послiдовностей. Утворимо послiдовнiсть множин Ũk ⊆ N таку, що

Ũk = {n ∈ ω | α1(n) < · · · < αk(n) < βk(n) < · · · < β1(n)}. (3)

Тобто множина Ũk мiстить тi номери членiв послiдовностей-представникiв елементiв з
(2), для яких виконуються вiдповiднi нерiвностi щонайменше для перших k вкладених
вiдрiзкiв. З побудови для всiх k ∈ N маємо Ũk ⊇ Ũk+1. Зауважимо також, що множину
Ũk можна подати у виглядi наступного перетину

Ũk =

(
k∩

i=2

{n ∈ ω | αi−1(n) < αi(n)}

)
∩ {n ∈ ω | αk(n) < βk(n)}

∩

(
k∩

i=2

{n ∈ ω | βi(n) < βi−1(n)}

)
.

Причому, враховуючи нерiвностi (2), кожна з використаних множин належить
ультрафiльтру U за означенням порядку <∗. А отже, Ũk ∈ U як перетин скiнченної
кiлькостi множин з ультрафiльтра U .

Тепер додатково перетнемо кожну з множин Ũk з променем натуральних чисел
[k,+∞) = {n ∈ ω | n ≥ k}, отримавши при цьому послiдовнiсть (Uk)k∈N = (Ũk ∩
[k,+∞))k∈N. Враховуючи, що для всiх k ∈ N маємо [k,+∞) ⊃ [k + 1,+∞) i [k,+∞) ∈
Fr ⊂ U , ми не втратимо згаданих вище властивостей послiдовностi (Ũk)k∈N при переходi
до послiдовностi (Uk)k∈N, але тепер також матимемо

∩∞
k=1 Uk = ∅. Це дозволить нам

коректно задати шуканi елементи.
Задамо два елементи u = [α(n)], v = [β(n)] з ∗R наступним чином

(∀k ∈ N) ∀n ∈ (Uk \ Uk+1) : α(n) = αk(n) та β(n) = βk(n). (4)

Таким чином, ми задали тiльки тi члени послiдовностей-представникiв елементiв u, v,
номери яких входили в U1. Щоб задання було коректним, довизначимо

∀n ∈ (N \ U1) : a(n) = α1(n), β(n) = β1(n).

З того що (∀k ∈ N)(∀n ∈ Uk) : αk(n) < βk(n) за побудовою (3), випливає
{n ∈ ω | α(n) < β(n)} ⊇ U1 ∈ U , тобто u <∗ v.
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Зафiксуємо довiльне k∗ ∈ N. Тодi для всiх натуральних k > k∗ за побудовою (3), (4)
маємо

∀n ∈ Uk \ Uk+1 : αk∗(n) < αk(n) = α(n) < β(n) = βk(n) < βk∗(n).

А отже, таке твердження правильне i для всiх n ∈
∪∞

k=(k∗+1)(Uk \ Uk+1) = Uk∗+1.

В результатi отримали, що Uk∗+1 ⊆ {n ∈ ω | αk∗(n) < α(n) < β(n) < βk∗(n)}. Звiд-
си, оскiльки Uk∗+1 ∈ U , отримуємо uk∗ <∗ u <∗ v <∗ vk∗ для довiльного k∗ ∈ N. A
це означає, що [u, v] ⊆

∩∞
k=1[uk, vk], тобто перетин довiльної послiдовностi вкладених

вiдрiзкiв в ∗R не тiльки мiстить хоча б одну точку з ∗R, а й мiстить цiлий невиродже-
ний вiдрiзок [u, v] з ∗R. Отже, впорядковане поле (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому
Кантора.

Теорема 6. Нестандартна пряма (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) не задовольняє аксiому Архiмеда.

Доведення. Приклад нескiнченно малого/великого числа побудовано у [5].

Таким чином, з теорем 5, 6 та наслiдку 1 випливає наступне.

Наслiдок. Модель нестандартних дiйсних чисел (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) не мiстить
злiченної всюди щiльної пiдмножини.
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Mazurenko O.V. On some properties of ordered structures equivalent to Dedekind completeness,
Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 98–107.

As is well known, the Dedekind completeness is one of fundamental concepts of Real
Analysis, arising immediately in the construction of the real number line. Since this property
has numerous applications in various contexts, it is natural to consider alternative properties
equivalent to Dedekind completeness. This paper focuses on expressing the property of Dedeki-
nd completeness through Dedekind cuts. The definition of cuts has been slightly modified, so
that rational and irrational numbers are defined uniformly as principal and free cuts, which
allows to simplify the routine verification of standard properties of real numbers.

The Cantor and Archimedean axioms are also examined as alternatives to Dedekind
completeness in ordered fields. Furthermore, the relationship between the Cantor axiom and
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Dedekind completeness (which, unlike the Archimedean axiom, are purely order-theoretic
properties) is explored in ordered sets, where they are shown to be equivalent under the presence
of a countable dense subset. From these relationships, a criterion for the existence of a countable
dense subset in nonstandard models of real numbers is derived. These models differ from the
standard model of real numbers by failing to satisfy one of second-order axioms, in this case,
the Archimedean axiom.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА МОДУЛЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ

ФУР’Є-СТIЛЬТЬЄСА ОДНОГО КЛАСУ УЗАГАЛЬНЕНИХ ЗГОРТОК

БЕРНУЛЛI

Дослiджуються асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є-Стiлтьєса одного класу
узагальнених згорток Бернуллi. Акцент здiйснюється на знаходження необхiдних та до-
статнiх умов рiвностi нулю, одиницi значення верхньої границi L на нескiнченностi модуля
вiдповiдного перетворення Фур’є-Стiлтьєса. Обчислено значення величини L при певних
умовах, накладених на елементи вiдповiдної згортки.

Ключовi слова i фрази: нескiнченнi згортки Бернуллi, випадковий ряд, теорема
Джессена-Вiнтнера, числа Пiзо-Вiджаярагхавана, асимптотична поведiнка модуля
характеристичної функцiї на нескiнченностi.
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Вступ

Алгебраїчне число λ > 1 називається числом Пiзо (Пiзо-Вiджаярагхавана), якщо
його мiнiмальний многочлен

f(x;λ) = xr + ar−1x
r−1 + ...+ a1x+ a0 (ak ∈ Z ∀k ∈ {0; ...; r − 1}) (1)

має нулi λ, λ1, ..., λr−1, причому |λj| < 1 для кожного j ∈ {1; ...; r − 1}. Нехай ||t|| —
вiдстань вiд t до найближчого цiлого числа. Для алгебраїчного числа x степеня n пiд
Q(x) будемо розумiти поле чисел виду a0 + a1x + ... + an−1x

n−1, де a0, a1, ..., an−1 ∈ Q,
з вiдповiдними арифметичними операцiями. В роботах [13, 16] була доведена наступна
теорема.

Теорема 1. Нехай дiйснi числа α1 ̸= 0 ̸= α2, β1, β2 > 1, причому β2 — алгебраїчне
число. Умови

+∞∑
n=1

sin2(πα1β
n
1 ) < +∞, lim

n→+∞
||α2β

n
2 || = 0,

виконуються тодi i тiльки тодi, коли β1, β2 — числа Пiзо та α1 ∈ Q(β1), α2 ∈ Q(β2).
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НехайM(·) — математичне сподiвання. Для характеристичної функцiї fτ (t) =M(eitτ )

випадкової величини τ розглянемо значення

Lτ = lim
|t|→+∞

|fτ (t)|.

Добре вiдомо [7], що для довiльного дискретного розподiлу τ вiдповiдно Lτ = 1.
Якщо розподiл τ абсолютно неперервний, то Lτ = 0. Для сингулярного розподiлу τ , як
вiдомо [14], величина Lτ може набувати довiльного значення з вiдрiзку [0; 1].

Нехай η ∈ (1;+∞), m ∈ N , m > 1, (ψk) — послiдовнiсть незалежних дискретно
розподiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1,...,m−1 з ймовiрностями
p0k, p1k, ..., p(m−1)k вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину

ψ =
∞∑
k=1

ψkη
−k.

Якщо m = 2, то ймовiрнiсна мiра Pψ(·) є нескiнченною згорткою Бернуллi, яка була
предметом багатьох дослiджень [12, 15]. За теоремою Джессена-Вiнтнера [10] та теоре-
мою Левi [11] ψ має чисто неперервний розподiл. Як вiдомо [12], випадкова величина
ψ має сингулярний розподiл канторiвського типу при η > 2. Нехай S∗ та A∗ — це мно-
жини чисел η ∈ (1; 2), для яких розподiл ψ сингулярний та абсолютно неперервний
вiдповiдно. Вiдомо [12], що множина A∗ має повну мiру Лебега. Найбiльш повно A∗

була описана в роботi [9]. Як було показано в [8], числа Пiзо iнтервалу (1; 2) належать
множинi S∗, причому Lψ > 0 лише тодi, коли η — числа Пiзо з множини (1;+∞) \ {2}.
Iншi приклади чисел з S∗, крiм вказаних, на даний час не вiдомi.

В роботi [5] для випадку η ∈ N були знайденi достатнi умови того, що Lψ > 0 та
було проаналiзовано питання розкладу Fψ(x) у виглядi згортки двох функцiй розподiлу,
одна з яких є абсолютно неперервною. В роботах [1, 2] та [6] були знайденi необхiднi та
достатнi умови того, що Lψ = 0 для випадкiв η = m = 2, η = m = 3 та η = 2,m = 3

вiдповiдно. В [3] були знайденi необхiднi та достатнi умови того, що Lψ = 0 для випадку
η = m ∈ N . Для випадку η ∈ N в статтi [4] було обраховано величину Lψ та були
знайденi необхiднi i достатнi умови того, що Lψ = 0 для достатньо широких умов,
накладених на матрицю ||pjn||.

В данiй роботi розглянуто випадок, коли η є iррацiональним число Пiзо. Знайденi
необхiднi та достатнi умови того, що Lψ = 0 (для достатньо широких умов накладених
на матрицю ||pjn||), Lψ = 1 (в загальному випадку). Обраховано значення Lψ при певних
обмеженнях, накладених на матрицю ||pjn||.

1 Необхiднi та достатнi умови того, що Lψ ∈ {0; 1}.

Для iррацiонального числа Пiзо λ з мiнiмальним многочленом (1) позначимо

∆k = λk + λk1 + ...+ λkr−1, ∆∗
k = λk1 + ...+ λkr−1

та розглянемо множину Rλ[a; b] чисел t ∈ [a; b] таких, що
+∞∑
n=1

sin2(πtλn) < +∞. (2)
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Лема 1. Для кожного промiжку [a; b] множина Rλ[a; b] є зчисленною всюди щiльною в
[a; b].

Доведення. Враховуючи теорему 1, маємо Rλ[a; b] ∈ Q(λ) ∩ [a; b], звiдки Rλ[a; b] є не
бiльш нiж зчисленною. Розглянемо множину

Cλ =

{
br−1λ

r−1 + br−2λ
r−2 + ...+ b1λ+ b0
λw

∣∣∣∣b0, b1, ..., br−1 ∈ Z,w ∈ Z+

}
та покажемо, що Cλ ⊆ Rλ(−∞; +∞). Вiдомо [13], що ∆k ∈ Z для кожного k ∈ N . Таким
чином, для числа z ∈ Cλ маємо

+∞∑
n=w+1

sin2(πzλn) =
+∞∑
n=1

sin2

(
πλn

r−1∑
j=0

bjλ
j

)
=

=
+∞∑
n=1

sin2

(
π

r−1∑
j=0

bj∆n+j − π

r−1∑
j=0

bj∆
∗
n+j

)
=

+∞∑
n=1

sin2

(
π

r−1∑
j=0

bj∆
∗
n+j

)
< +∞,

адже
+∞∑
n=1

r−1∑
j=0

|bj|
(
|λ1|n+j + ...+ |λr−1|n+j

)
< +∞.

Оскiльки для фiксованих цiлих чисел c2, c3, ..., cr−1 множина

{cr−1λ
r−1 + cr−2λ

r−2 + ...+ c2λ
2 + uλ+ v|u, v ∈ Z},

за теоремою Кронекера, всюду щiльна на R, то множина Rλ[a; b] є зчисленною та всюду
щiльною в [a; b].

Лема 2. Якщо λ =
√
5+1
2

, t1 = 1
5
, t2 = λ+2

5
, то виконуються умови: t1 /∈ Rλ(−∞; +∞),

t2 ∈ Rλ(−∞; +∞), t2 /∈ Cλ.

Доведення. Нехай (Tk) — класична послiдовнiсть Люка, тобто T0 = 2, T1 = 1, Tn+1 =

Tn + Tn−1 для кожного натурального n. Оскiльки послiдовнiсть остач членiв (Tk) при
дiленнi на 5 утворює перiод (2; 1; 3; 4), то маємо

||t1λn|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Tn5 − 1

5

(
1−

√
5

2

)n∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ > 1

6

для достатньо великих n, а тому t1 /∈ Rλ(−∞; +∞).
Легко бачити, що для кожного натурального k число Tk+1+2Tk

5
є натуральним, тому

sin2(πt2λ
n) = sin2

π(Tn+1 + 2Tn)

5
− π

(
1−

√
5

2

)n+1

− π

(
1−

√
5

2

)n
 =

= sin2

π(1−
√
5

2

)n+1

+ π

(
1−

√
5

2

)n
 ,
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звiдки легко бачити, що t2 ∈ Rλ(−∞; +∞).
Нехай (An), (Bn) — послiдовностi цiлих чисел такi, що

λn = Anλ+Bn ∀n ∈ Z+.

Зрозумiло, що A0 = 0, B0 = 1, A1 = 1, B1 = 0. Оскiльки λ2 = λ + 1, то для кожного
n ∈ Z+ маємо An+1λ + Bn+1 = λn+1 = λ(Anλ + Bn) = (An + Bn)λ + An i вiдповiдно
An+1 = An +Bn, Bn+1 = An.

Легко бачити, що (An) — послiдовнiсть Фiбоначчi. Для кожного натурального n

маємо
t2λ

n =
(λ+ 2)(Anλ+ An−1)

5
=

1

5

(
λ2An + λAn−1 + 2λAn + 2An−1

)
=

=
1

5
(λ(3An + An−1) + An + 2An−1) .

Оскiльки послiдовнiсть остач членiв послiдовностi (Ak+1 + 2Ak) при дiленнi на 5

утворює перiод (3; 4; 2; 1), то t2 /∈ Cλ.

Для кожного натурального n та j ∈ {1, ...,m− 1} позначимо

Bjn =
∑

0≤i<k≤m−1
k−i=j

pinpkn, fn(x) = 1−
m−1∑
j=1

4Bjn sin
2 (xj)

gn−1(x) =
+∞∏
k=1

fn−1+k

(
x

ηk

)
. (3)

Лема 3. Виконується рiвнiсть

|fψ(t)|2 = g0(0, 5t).

Доведення. Враховуючи незалежнiсть випадкових величин ψn, маємо

fψ(t) = E(eitψ) =
+∞∏
n=1

E(eitψn).

Таким чином, маємо

∣∣E (eitψn)∣∣2 = (m−1∑
k=0

pkn cos

(
kt

ηn

))2

+

(
m−1∑
k=0

pkn sin

(
kt

ηn

))2

=

=
m−1∑
k=0

p2kn +
∑

0≤j<l≤m−1

2pjnpln

(
cos

(
jt

ηn

)
cos

(
lt

ηn

)
+ sin

(
jt

ηn

)
sin

(
lt

ηn

))
=

= 1−
∑

0≤j<l≤m−1

4pjnpln

(
sin2

(
(j − l)t

2ηn

))
= 1−

m−1∑
j=1

4Bjn sin
2

(
jt

2ηn

)
= fn

(
t

2ηn

)
.
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Вiрними [4] є наступнi леми.

Лема 4. Нехай (tk) — послiдовнiсть, що збiгається до деякого додатного числа t. Якщо
послiдовнiсть (gn(t)) є збiжною до 0, то i (gn(tn)) збiгається до 0, де gn(t) визначенi
рiвнiстю (3).

Лема 5. Нехай (tk) — послiдовнiсть, що збiгається до числа t > 0, (mk) — зростаюча
послiдовнiсть натуральних чисел, (gn(t)) — послiдовнiсть функцiй визначених рiвнiстю
(3). Послiдовнiсть (gmn(t)) збiгається до числа A > 0 тодi i тiльки тодi, коли (gmn(tn))

збiгається до числа A > 0.

Теорема 2. Нехай η = λ — iррацiональне число Пiзо та

lim
n→+∞

B1n > 0. (4)

Рiвнiсть Lψ = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

виконується умова
lim

n→+∞
|fψ(2πtλn)| = 0. (5)

Доведення. Якщо Lψ = 0, то для довiльного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] умова (5) очевидно виконує-

ться. Нехай виконується умова (5). Припустимо, що Lψ > 0. Нехай (πtn) — зростаюча,
необмежена зверху послiдовнiсть дiйсних чисел така, що

lim
n→+∞

g0(πtn) = L2
ψ.

Зрозумiло, що

πtn
λ[logλ(tn)]+2

<
πtn

λlogλ(tn)+1
=
π

λ
,

πtn
λ[logλ(tn)]+2

≥ πtn
λlogλ(tn)+2

=
π

λ2
.

Оскiльки послiдовнiсть
(

πtn
λ[logλ(tn)]+2

)
обмежена, то з неї можна видiлити збiжну

пiдпослiдовнiсть, тобто iснує зростаюча, необмежена зверху послiдовнiсть додатних дiй-
сних чисел (t̃n) така, що

lim
n→+∞

|g0(πt̃n)| = L2
ψ, lim

n→+∞

t̃n

λ[logλ(t̃n)]+2
= γ ∈

[
1

λ2
;
1

λ

]
.

Отже, нехай

γ∗n =
t̃n

λ[logλ(t̃n)]+2
, hn = [logλ(t̃n)] + 2.

Зрозумiло, що iснує число A > 0 та NA ∈ N такi, що для кожного натурального
n > NA виконується умова B1n > 0, 25A. Розглянемо випадки.

1) Нехай γ /∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]. Зрозумiло, що ряд

∑+∞
n=1 sin

2(πγλn) є розбiжним, тому iснує
натуральне T таке, що

T∑
n=1

sin2(πγλn) > − ln(0, 08Lψ)
A

.
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Зрозумiло, що iснує натуральне N1 таке, що для кожного n > N1

sin2(πγ∗nλ
j) > sin2(πγλj) +

ln(0, 2)

T
∀j ∈ {1; 2; ...;T}.

Оскiльки 1− z ≤ e−z для кожного z ∈ R, то для кожного n > max(NA;N1) маємо

|fψ(2πtn)|2 ≤
T∏
j=1

fhn−j(πγ
∗
nλ

j) ≤
T∏
j=1

(1− Asin2(πγ∗nλ
j)) ≤

≤ e−
∑T
j=1 Asin

2(πγ∗nλ
j) ≤ e−ln(0,2)−

∑T
j=1 Asin

2(πγλj) ≤ eln(0,08Lψ)−ln(0,2) = 0, 4Lψ.

Маємо суперечнiсть з припущенням Lψ > 0.
2) Нехай γ ∈ Rλ[

1
λ2
; 1
λ
]. Зрозумiло, що ряд

∑+∞
n=1 sin

2(πγλn) є збiжним, а тому є
збiжним i ряд

∑+∞
n=1 ||πγλn||2.

Позначимо Hm = 2π2(12 + 22 + ... + (m − 1)2). Очевидно iснує натуральне число G
таке, що для кожного натурального l ≥ G виконується

∑+∞
n=l ||πγλn||2 <

1
2Hm

.

Зрозумiло, що для кожного натурального k та j ∈ {1; ...;m− 1}

Bjk ≤
∑

0≤j<l≤m−1

pjkplk =
1

4

(
2− 2

m−1∑
j=0

p2jk

)
<

1

2
.

Таким чином, для кожного натурального l та n ≥ G виконується нерiвнiсть

fl(πγλ
n) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πγλnj) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πj||γλn||) ≥

≥ 1− 2π2||γλn||2
m−1∑
j=1

j2 = 1−Hm||γλn||2.

Вiдомо, що для кожних z1, z2, ..., zs ∈ [0; 1]

s∏
j=1

(1− zj) ≥ 1−
s∑
j=1

zj. (6)

Маємо
n−G∏
j=1

fj(πγλ
n−j) ≥

n−G∏
j=1

(1−Hm||γλn−j||2) ≥ 1−Hm

n−G∑
j=1

||γλn−j||2 ≥ 1

2
,

звiдки враховуючи умову (5) при t = γ отримуємо

lim
n→+∞

gn−G(πγλ
G) = 0,

а тому, за лемою 4,
lim

n→+∞
ghn−G(πγ

∗
nλ

G) = 0.

Оскiльки для достатньо великих n величина g0(πtn) ≤ ghn−G(πγ
∗
nλ

G), то маємо супе-
речнiсть з припущенням Lψ > 0.
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Теорема 3. Нехай η = λ — iррацiональне числа Пiзо. Умова Lψ = 1 виконується тодi i
тiльки тодi, коли

lim
n→+∞

+∞∑
k=1

Wn+k

λ2k
=

1

λ2 − 1
, (7)

де Wn = p20n + p21n + ...+ p2(m−1)n для кожного натурального n.

Доведення. Якщо Lψ = 1, то iснує зростаюча необмежена зверху послiдовнiсть (tn)

така, що |fψ(tn)| → 1 (n → +∞). Нехай hn = [logλ(λ(m − 1)tn)], тодi (m−1)tn
λhn

∈ [ 1
λ
; 1].

Оскiльки sin(x) ≤ 2x
π

при x ∈ [0; π
2
], то для кожного j ∈ Z+

fhn+j

(
tn

λhn+j

)
≤ 1− 4

m−1∑
l=1

Bl(hn+j)

(
2ltn

πλhn+j

)2

≤

≤ 1−
(

2tn
πλhn+j

)2

4
m−1∑
l=1

Bl(hn+j) ≤ 1− 16

π2(m− 1)2

∑m−1
l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)
.

Маємо

|fψ(tn)| ≤
+∞∏
j=0

fhn+j

(
tn

λhn+j

)
≤

≤
+∞∏
j=0

(
1− 16

π2(m− 1)2

∑m−1
l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
≤ e

∑+∞
j=0

(
− 16
π2(m−1)2

∑m−1
l=1

Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
,

звiдки
+∞∑
j=0

(
2
∑m−1

l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
→ 0 (n→ +∞).

Оскiльки 2
∑m−1

l=1 Bl(hn+j) = 1−Whn+j, то умова (7) виконується.
Нехай M — достатньо велике натуральне число та умова (7) виконується. Зрозумiло,

що iснує натуральне число kM таке, що

SM =
+∞∑
i=0

1

λ2i

∑
0≤j<l≤m−1

pj(kM+i)pl(kM+i) ≤
1

M
.

Нехай |λ1| ≥ |λ2| ≥ ... ≥ |λr−1|, BM = [logλ(
4
√
M)], AM = kM + BM . Зрозумiло, що

для кожного j ∈ {1; 2; ...; kM − 1}

fj(πλ
AM−j) ≥ 1−Hm||πλAM−j||2 = 1− π2Hm(∆

∗
AM−j)

2 ≥

≥ 1− π2Hm(
r−1∑
l=1

|λl|AM−j)2 ≥ 1− π2Hm(r − 1)2|λ1|2(AM−j).

Враховуючи (6) маємо

kM−1∏
j=1

fj(πλ
AM−j) ≥ 1− π2Hm(r − 1)2

kM−1∑
j=1

|λ1|2(AM−j) ≥
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≥ 1− π2Hm(r − 1)2
+∞∑

j=BM+1

|λ1|2j = 1− π2Hm(r − 1)2

1− |λ1|2
|λ1|2BM+2.

Оскiльки для кожних n ∈ N, r ∈ Z виконується нерiвнiсть

fn(πλ
r) ≥ 1− π2(m− 1)2λ2r

∑
0≤j<l≤m−1

pjnpln,

то маємо:

+∞∏
j=kM

fj(2πλ
AM−j) ≥ 1− π2(m− 1)2

+∞∑
r=kM

(
λ2(AM−r)

∑
0≤j<l≤m−1

pjrplr

)
=

= 1− π2(m− 1)2λ2BMSM ≥ 1− π2(m− 1)2λ2BM

M
≥ 1− π2(m− 1)2

λ2
√
M

.

Маємо:

|fψ(πλAM )|2 ≥
(
1− π2Hm(r − 1)2

1− |λ1|2
|λ1|2BM+2

)(
1− π2(m− 1)2

λ2
√
M

)
→ 1 (M → +∞).

2 Значення величини Lψ.

Теорема 4. Нехай iснують натуральнi числа T та S такi, що для кожного натурального
n ≥ S

pj(n+T ) = pjn ∀j ∈ {0, 1, ...,m− 1},

причому виконується умова (4). Тодi виконується рiвнiсть

L2
ψ = sup

t∈Rλ[ 1
λ2

; 1
λ
]

(
lim

n→+∞
g0(πtλ

n)

)
. (8)

Доведення. Якщо для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] виконується умова (5), то за теоремою 2

маємо Lψ = 0. Нехай для деякого t∗ ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

lim
n→+∞

|fψ(2πt∗λn)| > 0,

тодi зрозумiло, що Lψ > 0. Розглянемо випадки.
1) Нехай S = 1. По аналогiї з доведенням теореми 2 вводимо послiдовнiсть γ∗n i

переконуємось в тому, що для деякого γ ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] виконується умова

lim
n→+∞

γ∗n = γ.

Зрозумiло, що для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

L2
ψ ≥ lim

n→+∞
g0(πtλ

n). (9)
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Зрозумiло, що для заданого натурального M границя limn→+∞ λMTγ∗n = γλMT i
враховуючи лему 5, маємо

lim
n→+∞

ghn−MT (λ
MTπγ∗n) = lim

n→+∞
ghn−M(λMTπγ).

Оскiльки для достатньо великих натуральних n виконується нерiвнiсть

g0(πtn) ≤ ghn−MT (λ
MTπγ∗n),

то маємо
L2
ψ ≤ lim

n→+∞
ghn−MT (λ

MTπγ) ≤ g0(λ
(M−1)Tπγ).

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного натурального M , то маємо

L2
ψ ≤ lim

M→+∞
g0(λ

(M−1)Tπγ) ≤ lim
k→+∞

g0(λ
kπγ)

i враховуючи нерiвнiсть (9), отримаємо потрiбне.
2) Нехай S > 1. Легко бачити, що для кожного γ1 ∈ Rλ[

1
λ2
; 1
λ
] та l ∈ {1; 2; ...;S − 1}

виконується умова

fl(πγλ
n) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πγ1λ

nj) = 1−
m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πj||γ1λn||) → 1(n→ +∞),

звiдки
lim

M→+∞
g0(λ

Mπγ1) = lim
n→+∞

gS(λ
nπγ1),

що i вимагалось довести.

Твердження 1. Теорема 2 виражає необхiднi умови того, що розподiл ψ є абсолютно
неперервним. Предметом подальших дослiджень може бути дослiдження лебегiвської
структури розподiлу ψ, знаходження необхiдних та достатнiх умов того, що Lψ ∈ {0; 1}
для випадку, коли η не є числом Пiзо-Вiджаярагхавана.
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Надiйшло 22.11.2024

Makarchuk O.P. Asymptotic behavior of the Fourier-Stieltjes transform module of one class of
generalized Bernoulli convolutions, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 108–118.

The paper investigates the asymptotic properties of the Fourier-Stieltjes transform modulus
of a class of distributions of random series η, which is a generalization of classical symmetric
Bernoulli convolutions. The corresponding random series η are sums of independent random
variables ηk, each of which has a discrete distribution, and according to the Jessen-Wintner
theorem, the distribution η is discrete or absolutely continuous or singular. According to the
Levy theorem, the distribution η is discrete only if the infinite product composed of the maxi-
mum jumps ηk is convergent. Finding necessary and sufficient conditions for the distribution
η to be absolutely continuous (singular) is a difficult and not completely solved problem at
the moment. The main attention in this work is paid to finding necessary and sufficient condi-
tions for the value of the upper bound of the modulus of the Fourier-Stiltjes transform of
the corresponding class of distributions (of magnitude L) to be zero under certain asymptotic
constraints imposed on the distributions of the terms of the random series η; finding necessary
and sufficient conditions for the value of the value L to be one in the general case; calculating
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the value of the value L under the condition that the corresponding distributions of the terms
η are periodically repeated starting from some place.

For a discrete distribution η, the value of L is equal to one, for an absolutely continuous
distribution η, the value of L is equal to zero, and for a singular distribution η, the value of L
can take on an arbitrary value from the interval [0; 1]. Thus, the value L is in a certain sense an
indicator of the proximity of the distribution η to discrete, absolutely continuous and singular,
respectively. If the distribution η is continuous and the value L is positive, then this allows
us to state that η has a singular distribution. Measures corresponding to distributions η for
which the value L is equal to zero belong to the class of Raichmann measures, which are of
high scientific interest.
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Малик I.В., Iвасюк Р.В.

ПММ ТА НПМ У ЧАСОВИХ РЯДАХ

Основна увага в роботi сфокусована на розгляд, так званих, прихованих ланцюгiв
Маркова та їх аналогiв i узагальнень. Зокрема розглянуто вплив прихованих ланцюгiв
Маркова та напiвмарковських прихованих моделей на моделi часових рядiв, якi опису-
ють вартостi акцiй топових компанiй станом на 2024 рiк. Пiд час дослiдження вдалося
з’ясувати, що розгляд узагальненiших моделей дозволяє бiльш точно описувати динамi-
ку вартостi акцiй, а отже, бiльш адекватно визначати основнi характеристики реального
процесу.

Ключовi слова i фрази: прихованi ланцюги Маркова, напiвмарковськi прихованi мо-
делi.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
e-mail: i.malyk@chnu.edu.ua (Малик I.В.), ivasiuk.roman@chnu.edu.ua (Iвасюк Р.В.)

Вступ

Теорiя прихованих ланцюгiв Маркова iнтенсивно розвивається iз середини мину-
лого столiття i розвиток даної теорiї насамперед пов’язано iз наявнiстю великої кiль-
костi реальних процесiв, динамiка яких залежить вiд iнших (прихованих) випадкових
процесiв. Дана концепцiя знайшла своє впровадження в багатьох прикладних задачах,
включаючи прогнозування фiнансових часових рядiв [1, 2, 3, 4], прогнозування погоди
[5], прогнозування клiматичних змiн на основi часових рядiв [6, 7, 8, 9] тощо. Таким
чином, випадковi процеси iз врахуванням прихованих складових являються ще одним
покращенням опису реальних процесiв та врахування невiдомих факторiв в рiзних при-
кладних задачах.

Слiд вiдмiтити, що класичнi моделi процесiв, що мiстять прихованi складовi в основ-
ному грунтуються на припущеннi про марковiсть прихованого процесу, тобто вiдсу-
тнiсть пiслядiї. Дане припущення з одного боку дозволяє значно спростити оцiнку па-
раметрiв моделi, з iншого боку ж звужує коло реальних процесiв, для яких може бути
використана теорiя процесiв iз прихованими складовими. Враховуючи це, в роботi роз-
глянуто напiвмарковськi прихованi моделi, в яких час перебування в станi описується
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не показниковим розподiлом (як в класичнiй моделi), а довiльним розподiлом, що ви-
значений на R+, тобто

P (θn ≥ 0) = 1,

де θn(u) - час перебування в станi u.

1 Прихованi марковськi моделi у часових рядах

Прихованi марковськi моделi (ПMM) використовуються для моделювання часових
рядiв, де ймовiрнiснi розподiли спостережень визначаються невидимими станами скiн-
ченного стану Марковського ланцюга. У цих моделях робиться припущення, що спостере-
ження Xt у момент часу t залежать вiд деякого неспостережуваного стану St, який є
елементом скiнченного набору станiв {1, 2, ..., N}. Послiдовнiсть станiв {St} утворює
ланцюг Маркова, що означає, що наступний стан залежить лише вiд поточного стану,
а не вiд попереднiх станiв [5, 1, 2, 3, 4].

Ймовiрнiсть переходу мiж станами описується матрицею перехiдних ймовiрностей
P , яка має розмiр N×N i елементи pij, що представляють ймовiрнiсть переходу з стану
i до стану j

P =


p11 p12 . . . p1N
p21 p22 . . . p2N
. . . . . . . . . . . .

pN1 pN2 . . . pNN


а самi ймовiрностi визначаються спiввiдношенням

pij = P (St+1 = j|St = i).

Для кожного стану St = j iснує вiдповiдний розподiл спостережень прихованого ланцю-
га Xt. Наприклад, якщо спостереження є нормально розподiленими, то Xt ∼ N(µj, σ

2
j ),

де µj i σ2
j є середнiм i дисперсiєю спостережень у станi j.

Загальна формула для ймовiрностi спостереження Xt за умови стану St може бути
записана як

P (Xt = xt|St = j) = fj(xt),

де fj(xt)− функцiя щiльностi ймовiрностi для стану j.
Параметри оцiнюються за допомогою методу максимальної правдоподiбностi [5], ча-

сто реалiзованого за допомогою алгоритму Баум-Велча (Baum-Welch algorithm), який є
особливим випадком EM-алгоритму. Цi моделi виявилися корисними для моделювання
рiзких змiн у фiнансових часових рядах, але мали обмеження у вiдображеннi тривалостi
перебування в станах через показниковий розподiл.
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2 Напiвмарковськi прихованi моделi у часових рядах

Напiвмарковськi прихованi моделi (НПМ) узагальнюють ПMM, дозволяючи бiльш
гнучкi розподiли тривалостi перебування в станi (часу перебування в даному станi). Ця
гнучкiсть вирiшує ключове обмеження ПMM, яке полягає в показниковому розподiлi
тривалостi перебування.

Як i в ПММ, НПМ [5, 1] має скiнченну кiлькiсть прихованих станiв S = {s1, s2, ..., sM}.
Кожен стан вiдповiдає певному режиму в часовому рядi. Перехiд мiж станами описує-
ться матрицею перехiдних ймовiрностей P = (pij), {i, j} ⊂ {1, 2, ..., N} але, на вiдмiну
вiд ПММ, НПМ дозволяє задавати тривалiсть перебування в кожному станi за допомо-
гою розподiлу, вiдмiнного вiд показникового. У НПМ перехiдна ймовiрнiсть визначає-
ться як ймовiрнiсть переходу в стан j, якщо вiдбувся вихiд з поточного стану i. Ключова
вiдмiннiсть мiж НПМ i ПMM полягає у розподiлi часу перебування в кожному станi. У
ПММ тривалiсть перебування в станi геометрично розподiлена, тодi як у НПМ може
бути довiльний розподiл тривалостi перебування в станi j, який визначається функцiєю

dj(u) = P ( перебування в станi j триває u перiодiв),

де dj(u)− це ймовiрнiсть того, що процес залишатиметься в станi j протягом u часових
перiодiв. Кумулятивна функцiя розподiлу або функцiя виживання визначається як

Dj(u) =
∑
v≥u

dj(v).

Для кожного стану Si визначено розподiл спостережень. Наприклад, якщо спосте-
реження мають нормальний розподiл в кожному станi, то

Xt ∼ N(µj, σ
2
j ), St = j,

де Xt− спостереження в момент часу t, a µj i σ2
j − середнє та дисперсiя в станi St = j.

Подiбно до ПMM, ймовiрнiсть спостережень залежить вiд послiдовностi станiв. Ймо-
вiрнiсть послiдовностi спостережень O = {O1, O2, ..., OT} задається як

P (O|λ) =
∑
S

P (O|S, λ)P (S|λ),

де λ = (P, dj(u), B) – набiр параметрiв НПМ, включаючи матрицю перехiдних ймовiр-
ностей P , розподiл тривалостi перебування dj(u), та розподiл спостережень B.

НПМ краще моделюють властивiсть фiнансових часових рядiв - повiльне спадання
автокореляцiї у квадратах приростiв - оскiльки їх гнучкiсть дозволяє враховувати дов-
гостроковi залежностi. ПMM, у свою чергу, обмеженi своїм фiксованим набором станiв
та короткостроковими залежностями, тому не можуть точно змоделювати цю характе-
ристику.

Квадрати приростiв для часових рядiв - це квадрат значення приросту (rt) у кожний
момент часу. Цей показник використовується для оцiнки волатильностi (мiнливостi)
фiнансових часових рядiв, що є важливим аспектом аналiзу ризику.
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У статтi розглянуто двi конкретнi НПМ та зроблено порiвняня їх вiдповiдностi до
щоденних рядiв прибуткiв з 18 європейських секторних iндексiв [10], демонструючи,
що НПМ забезпечують значно кращу вiдповiднiсть порiвняно з ПMM. Також є аналiз
прилягання моделей до часових рядiв даних, що включає перевiрку автокореляцiї у
квадратах приростiв.

Цi моделi показали кращу вiдповiднiсть даним, зокрема у випадках повiльного спа-
дання автокореляцiї в квадратах прибуткiв. Вони забезпечують бiльш гнучке моделю-
вання тривалостi перебування в станах, що робить їх бiльш придатними для фiнансових
часових рядiв.

3 Частиннi випадки НПМ моделей

НПМ з негативно-бiномiальним розподiлом часу перебування складається з двох
процесiв: прихованого маркiвського процесу (стани) i видимого процесу (спостереже-
ння). Видимий процес залежить вiд невидимого стану, який змiнюється вiдповiдно до
маркiвського процесу. Негативно-бiномiальний розподiл використовується для опису
часу перебування в кожному станi.

У НПМ з основним нормальним розподiлом (SMN розподiл) спостереження в ко-
жному станi мають нормальний розподiл. Якщо модель знаходиться в станi St = j, то
спостереження Xt буде нормально розподiленим

Xt|St = j ∼ N(µj, σ
2
j ),

де µj− середнє значення, а σ2
j− дисперсiя в станi j.

У НПМ з основним розподiлом Стьюдента (SMt розподiл) спостереження мають
t-розподiл. Якщо модель знаходиться в станi St = j, то спостереження Xt буде розпо-
дiленим за t-розподiлом з параметрами

Xt|St = j ∼ t(vj, µj, σ
2
j ),

де vj− параметр ступенiв свободи t-розподiлу, µj− середнє значення, а σ2
j− масштабний

параметр (дисперсiя) в станi j.
t-розподiл забезпечує важчi "хвости"у розподiлi, що робить його бiльш придатним

для моделювання фiнансових даних iз високою волатильнiстю i частими екстремаль-
ними значеннями. Правдоподiбнiсть для моделi SMN чи SMt розраховується шляхом
пiдсумовування повної правдоподiбностi даних за всiма можливими шляхами, якi може
приймати процес переходу станiв.

На вiдмiну вiд попереднiх моделей, SMN та SMt мають бiльшу гнучкiсть у моде-
люваннi часу перебування в станах, що дозволяє їм точнiше вiдображати залежностi в
даних, особливо для фiнансових часових рядiв, якi характеризуються тривалими перi-
одами як низької, так i високої волатильностi. Завдяки цьому цi моделi здатнi краще
моделювати автокореляцiйнi функцiї.
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Рис. 1. Змiни вартостi акцiй рiзних компанiй протягом року

Рис. 2. Вiдсотковi змiни вартостi акцiй пiд час того самого перiоду

4 Тести для оцiнки стацiонарностi

Розглянемо основнi статистичнi тести для перевiрки стацiонарностi часового ряду,
якi грунтуються на припущеннi скiнченної пiслядiї. Розширений тест Дiккi - Фуллера
(ADF-тест) - це статистичний тест, який використовується для перевiрки стацiонарно-
стi часового ряду. Стацiонарнiсть є ключовою властивiстю, яка означає, що статистичнi
властивостi часового ряду, такi як середнє значення та дисперсiя, залишаються постiй-
ними в часi. Нульова гiпотеза (H0) стверджує, що часовий ряд має одиничний корiнь
i є нестацiонарним, тодi як альтернативна гiпотеза (H1) припускає, що часовий ряд є
стацiонарним. ADF-тест є розширенням класичного тесту Дiккi-Фуллера. Вiн включає
додатковi лаги залежної змiнної, щоб враховувати можливу автокореляцiю залишкiв.
Це робить тест бiльш надiйним для практичного використання.

ADF-тест часто використовується в економiцi та фiнансах для аналiзу стацiонарно-
стi фiнансових часових рядiв, таких як цiни акцiй, валютнi курси та iншi економiчнi
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iндикатори. Якщо ряд не є стацiонарним, для подальшого аналiзу його часто перетво-
рюють, наприклад, шляхом взяття рiзниць або логарифмування.

KPSS-тест - це статистичний тест, що використовується для перевiрки стацiонар-
ностi часового ряду, але на вiдмiну вiд ADF-тесту, його нульова гiпотеза припускає,
що ряд є стацiонарним. Цей тест допомагає виявити, чи має часовий ряд одиничний
корiнь, тобто чи є вiн нестацiонарним. KPSS-тест оцiнює дисперсiю помилок у регресiї,
щоб визначити, чи є часовий ряд стацiонарним. Вiн перевiряє, чи є дисперсiя постiйною
(стабiльною) в часi. Але вимагає вибiр кiлькостi лагiв для регресiї залишкiв, що впли-
ває на результати тесту. Зазвичай використовується автоматичний вибiр оптимального
лагу. KPSS-тест часто використовується разом з ADF-тестом, оскiльки вони мають про-
тилежнi нульовi гiпотези. Це дозволяє провести бiльш всебiчний аналiз стацiонарностi
часового ряду. Якщо ADF-тест вiдхиляє нульову гiпотезу (нестацiонарнiсть), а KPSS не
вiдхиляє (стацiонарнiсть), це означає, що часовий ряд, ймовiрно, є стацiонарним. KPSS-
тест доповнює ADF-тест, оскiльки вони перевiряють рiзнi гiпотези також вiн є надiйним
для рядiв з детермiнованими трендами. Однак, вибiр кiлькостi лагiв може впливати на
результати, а також iснує чутливiсть до вибору тренду в даних. KPSS-тест є потужним
iнструментом для перевiрки стацiонарностi часових рядiв. Його використання разом з
iншими тестами, такими як ADF, допомагає отримати бiльш точнi та надiйнi резуль-
тати щодо природи часового ряду. Як ми можемо бачити з наступної таблицi, майже
всi розглянутi вiдсотковi ставки являються стацiонарними, що забезпечує бiльш точний
аналiз моделей.

Акцiя ADF p− value KPSS тест p− value Стацiонарнiсть Result
AAPL 5.74e-27 0.15 Yes
MSFT 6.17e-30 0.25 Yes
NVDA 6.10e-30 0.10 Yes
AMZN 1.44e-24 0.14 Yes
GOOGL 7.45e-29 0.08 Yes
TSLA 1.12e-28 0.25 Yes
META 2.71e-24 0.08 Yes
BRK-B 2.57e-24 0.04 No
TSM 1.05e-29 0.07 Yes
V 1.75e-22 0.25 Yes
JNJ 7.44e-27 0.10 Yes
UNH 1.46e-26 0.14 Yes
XOM 8.13e-15 0.16 Yes
JPM 1.89e-28 0.12 Yes
PG 2.13e-11 0.04 No
NSRGY 6.30e-05 0.02 No
RHHBY 6.18e-17 0.16 Yes
CVX 1.42e-26 0.08 Yes
BABA 4.03e-29 0.43 Yes
LVMUY 3.18e-26 0.10 Yes
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5 Iнформацiйнi критерiї

Поряд iз статистичними тестами, розглянемо двi метрики, на основi яких будемо
визначати точнiсть моделi – критерiй Акаiке та критерiй Шварца.

Критерiй Акаїке (AIC) використовується для порiвняння рiзних статистичних мо-
делей, що застосовуються для опису одного i того ж набору даних. Його головна мета
- знайти модель, яка найкраще описує данi з найменшими втратами iнформацiї. AIC
враховує як якiсть пiдгонки моделi, так i її складнiсть. Формула для розрахунку AIC
виглядає наступним чином:

AIC = −2ln(L) + 2k

де L− функцiя правдоподiбностi моделi, а k− кiлькiсть параметрiв у моделi. Чим менше
значення AIC, тим краща модель. Важливо вiдзначити, що AIC не дає абсолютної мiри
якостi моделi, а лише дозволяє порiвнювати моделi мiж собою.

Критерiй Шварца або Баєсiвський iнформацiйний критерiй (BIC) є подiбним до
AIC, але враховує розмiр вибiрки i бiльш жорстко штрафує моделi з великою кiлькiстю
параметрiв, що допомагає уникати перенавчання. Формула для розрахунку BIC:

BIC = −2ln(L) + 2kln(n)

де L− максимальна ймовiрнiсть моделi, k− кiлькiсть параметрiв у моделi, i n− кiль-
кiсть спостережень у вибiрцi. Як i у випадку з AIC, модель з меншим значенням BIC
вважається кращою. Оскiльки в BIC враховується розмiр вибiрки, вiн частiше обирає
менш складнi моделi, особливо при великому значеннi n.

Також AIC використовує коефiцiєнт 2k, тодi як BIC використовує kln(n). Це озна-
чає, що BIC бiльше штрафує моделi за складнiсть. AIC зазвичай краще для ситуацiй,
коли важливо максимально точно передбачити данi, а BIC - коли потрiбно визначити
найбiльш вiрогiдну структуру даних.

Обидва критерiї кориснi при виборi моделi, але конкретний вибiр залежить вiд цiлей
аналiзу - AIC краще для передбачень, а BIC - для структурної iнтерпретацiї.

Ticker AIC (ПMM) BIC (ПMM) AIC (НПM) BIC (НПM)
AAPL -1864.5 -1819.17 -1870.43 -1825.10
MSFT -1781.06 -1735.72 -1786.52 -1741.19
NVDA -1400.8 -1355.47 -1398.98 -1353.64
AMZN -1621.33 -1576.0 -1620.79 -1575.46
GOOGL -1667.12 -1621.79 -1670.87 -1625.54
TSLA -1283.05 -1237.71 -1285.33 -1240.0
META -1607.59 -1562.26 -1604.56 -1559.23
BRK-B -2091.91 -2046.58 -2124.63 -2079.29
TSM -1610.71 -1565.37 -1618.68 -1573.35
V -2032.99 -1987.66 -2054.40 -2009.07
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Ticker AIC (ПMM) BIC (ПMM) AIC (НПM) BIC (НПM)
JNJ -2033.42 -1988.09 -2035.43 -1990.1
UNH -1858.96 -1813.63 -1875.58 -1830.25
XOM -1775.22 -1729.89 -1786.14 -1740.8
JPM -1922.17 -1876.84 -1914.54 -1869.21
PG -2048.42 -2003.09 -2074.86 -2029.53
NSRGY -1975.75 -1930.42 -1997.34 -1952.0
RHHBY -1901.05 -1855.71 -1909.57 -1864.24
CVX -1828.25 -1782.91 -1839.76 -1794.43
BABA -1496.71 -1451.38 -1500.2 -1454.86
LVMUY -1690.33 -1644.1 -1695.03 -1649.7

6 Висновок

У роботi розглянуто математичнi моделi марковських та напiвмарковських при-
хованих моделей з використанням до реальних даних. Як було виявлено пiд час до-
слiдження, напiвмарковськi прихованi моделi є бiльш точними для реальних процесiв,
про що свiдчать розглянутi статистичнi тести та вiдповiднi метрики. У майбутнiх робо-
тах в даному напрямку плануеться розглянути рiзнi розподiли прихованих моделей, що
узагальнюють нормальний розподiл та розподiл Стьюдента, також розробити алгоритм
оцiнки параметрiв даних розподiлiв.
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Malik I.V., Ivasiuk R.V. HMM and HSMM in time series, Bukovinian Math. Journal. 12, 2
(2024), 119–127.

The main focus of the work is on the study of so-called hidden Markov chains (hidden
Markov models, HMM) and their analogs and generalizations. In particular, the research exami-
nes the impact of HMM and semi-Markov hidden models (HSMM) on time series models
describing the stock prices of top companies as of 2024. The study revealed that considering
more generalized models allows for a more accurate description of stock price dynamics and,
consequently, a more accurate determination of the key characteristics of the actual process.

The research employs both HMM and HSMM frameworks to analyze financial data, demonstrati-
ng their capacity to capture key features of stock price volatility, including sharp transitions
between periods of high and low market variability. A series of tests and metrics were conducted
to evaluate the performance of these models, including the Akaike Information Criterion (AIC)
and the Bayesian Information Criterion (BIC), which indicate superior fit for HSMMs. Addi-
tionally, methods such as the Augmented Dickey-Fuller (ADF) test and KPSS tests were used
to validate the stationarity properties of the time series.

The study’s results emphasize that semi-Markov extensions provide a significant improvement
over classical HMMs when analyzing financial market data, allowing for better detection of long-
term dependencies and accurate modeling of asset price trends. The findings open avenues for
further applications in financial risk analysis and forecasting tasks, showcasing the potential of
HSMMs to deliver more robust insights into market behavior.



Bukovinian Math. Journal. 2024, 12 (2) , 128–142 Буковинський матем. журнал 2024, Т.12, №2, 128–142
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АНАЛIЗ МОДЕЛЕЙ ТИПУ СКЕЛЛАМА З ПЕРIОДИЧНИМИ

РЕЖИМАМИ

Розглянуто узагальнення моделi Скеллама. Висвiтлено питання iснування та стiйкостi
стацiонарних i перiодичних розв’язкiв моделi без збору та зi збором урожаю. Проведено
комп’ютерний аналiз розв’язкiв моделi.

Ключовi слова i фрази: дискретнi моделi, модель Скеллама, стацiонарнi розв’язки,
перiодичнi розв’язки, стiйкiсть, збiр урожаю.
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Вступ

Для багатьох реальних бiологiчних популяцiй їх стан у момент часу t залежить вiд
стану в попереднi моменти часу. Це популяцiї з неперервними поколiннями, тобто тi,
в яких рiст чисельностi вiдбувається в дискретнi моменти часу. До таких популяцiй
можна вiднести багато видiв комах з однорiчною генерацiєю.

Математичнi моделi таких популяцiй пов’язують чисельностi популяцiї Nt+1 в мо-
мент часу t+1 з чисельностями в попереднi моменти часу. Динамiка чисельностi таких
популяцiй у простiшому випадку описується рiвняннями вигляду

Nt+1 = f(Nt)Nt, t = 0, 1, 2, . . . , (1)

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, а f(·) – гладка функцiя дiйсного аргумен-
ту, яка вiдображає простiр R+ = [0,∞) в R+. Серед дискретних рiвнянь (1) в екологiї
найвiдомiшi дискретна логiстична модель, модель Рiкера та модель Скеллама.

Оскiльки при практичному використаннi природних ресурсiв важливо, щоб експлу-
атацiя популяцiй не призводила до їх знищення, а вiдбувалося вiдновлення природних
ресурсiв, то в працях [1, 2] цi моделi вивчаються з ефектом збору врожаю. Такi мо-
делi дозволяють здiйснити кiлькiсний аналiз антропогенної дiяльностi i забезпечити
рацiональне використання природного ресурсного потенцiалу.

УДК 519.87:574.3
2010 Mathematics Subject Classification: 34D20, 34K06, 34K20.
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У дискретних моделях знання про характер процесiв виживання й народжування
виражається в єдиному популяцiйному показнику – коефiцiєнтi природного вiдтворення
(або коефiцiєнт розмноження)

f(Nt) =
Nt+1

Nt

.

Коефiцiєнт природного вiдтворення – це середня кiлькiсть потомкiв, яка припадає на
одну особину, що iснувала в момент часу t.

Якщо припустити, що вплив саморегулюючих внутрiшньопопуляцiйних факторiв
iз ростом чисельностi тiльки посилюється, то коефiцiєнт розмноження вибирають у
виглядi монотонних спадних функцiй.

У моделi Скеллама коефiцiєнт розмноження має вигляд спадної гiперболiчної фун-
кцiї, тобто

f(Nt) =
a

b+Nt

, (2)

де параметр a задає найбiльше значення розмноження, а коефiцiєнт b описує вплив
саморегулюючих механiзмiв на популяцiйну динамiку.

Модель Скеллама була запропонована в працi [3] в 1951 р. i вiдтодi широко викори-
стовується для опису динамiки чисельностi дискретних популяцiй.

У працi [2] вивчаються узагальнення моделi Скеллама на випадок, коли коефiцiєнт
розмноження має вигляд

f(Nt) =
a

b+N2
t

та f(Nt) =
aNt

b+N2
t

. (3)

Також тут здiйснено аналiз цих моделей з ефектом збору урожаю з постiйною iн-
тенсивнiстю c. Показано, що в усiх цих випадках при певних обмеженнях на параметри
a, b, c рiвняння Скеллама допускають лише монотонну стабiлiзацiю чисельностi по-
пуляцiї до деякого стацiонарного рiвня. Циклiчнi режими вiдсутнi, тодi як логiстичне
дискретне рiвняння та модель Рiкера мають перiодичнi розв’язки.

У данiй статтi знайдено таке узагальнення моделi Скеллама, яке допускає iснування
i перiодичних розв’язкiв. Це вiдбувається тодi, коли

f(Nt) =
a

b+N3
t

.

Для моделi з таким коефiцiєнтом розмноження проведено дослiдження з м’якою
стратегiєю збору врожаю.

1 Аналiз узагальнення моделi Скеллама

У працi [2] дослiджується модель Скеллама та її узагальнень. У рамках цих моделей
спостерiгалися режими з монотонною стабiлiзацiєю чисельностi популяцiй.

Проте, як з’ясувалося, iснують узагальнення моделi Скеллама, якi, крiм стацiонар-
них розв’язкiв, мають i перiодичнi розв’язки рiзних перiодiв. Такою моделлю є дискре-
тне рiвняння вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

≡ F (Nt), t = 0, 1, 2, . . . , a, b > 0. (4)
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Розв’язати рiвняння (4) в аналiтичнiй формi не вдається, але можна знайти ста-
цiонарнi та перiодичнi розв’язки й дослiдити їх на стiйкiсть. Це рiвняння має нульовий
розв’язокN∗0 = 0. Ненульовi стацiонарнi стани знаходяться зi спiввiдношенняN3 = a−b,
тобто N∗1 = 3

√
a− b. N∗1 набуває додатнi значення при a > b.

Для дослiдження стацiонарних точок на стiйкiсть знайдемо мультиплiкатор дина-
мiчної системи (4).

Маємо

F ′(N) =
a (b− 2N3)

(b+N3)2
.

Оскiльки при 0 < a < b F ′ (0) =
a

b
< 1, то нульовий розв’язок стiйкий (рис. 1а).

При a > b нульовий розв’язок перестає бути стiйким i водночас з’являється ненульо-

вий розв’язок N∗1 > 0, який буде стiйким за умови |F ′ (N∗1 )| < 1, тобто при
∣∣∣∣3 ba − a

∣∣∣∣ < 1,

або
a

3
< b < a (рис. 1б).

Якщо b <
a

3
, то iснуючий стацiонарний розв’язок перестає бути стiйким, зокрема,

при a = 1, b = 0.1 стацiонарний розв’язок N∗ = 3
√
a− b = 0.9654 нестiйкий. У цьому

випадку (a > 3b) можуть з’явитися перiодичнi розв’язки.

a б

Рис. 1. Iлюстрацiя стiйкостi стацiонарних розв’язкiв рiвняння (4) а – a = 0.7, b = 1; б –
a = 2, b = 1 (

a

3
< b < a)
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Рис. 2. Нестiйкiсть стацiонарного розв’язку N∗ = 0.9654 рiвняння (4) при a = 1,
b = 0.1 (a > 3b)

Перейдемо до дослiдження iснування перiодичних розв’язкiв i їх стiйкостi. Спочатку
розглянемо випадок перiоду T = 2, тобто коли Nt+2 = Nt для t = 0, 1, 2, . . . .

З (4) маємо

Nt =
a2Nt (b+N3

t )
2

b (b+N3
t )

3
+ (aNt)

3
, (5)

або якщо запровадити замiну N3
t = x, то рiвняння (5) набуває вигляду

bx3 +
(
3b2 − a2

)
x2 +

(
3b3 − 2a2b+ a3

)
x+ b4 − a2b2 = 0. (6)

Вiдомо, що це рiвняння має корiнь a − b, оскiльки Nt = 3
√
a− b задовольняє умову

перiодичностi Nt+2 = Nt.
Роздiливши (6) на x− (a− b), одержуємо рiвняння

bx2 +
(
2b2 − a2 + ba

)
x+ b3 + b2a = 0, (7)

коренями якого є

x1,2 =
a2 − 2b2 − ba±

√
a4 − 3a2b2 − 2a3b

2b
. (8)

Дискримiнант цього рiвняння D = a2 (a2 − 3b2 − 2ab) при b <
a

3
додатний, оскiльки

a2 − 3b2 − 2ab > a2 − 3
(a
3

)2
− 2a

a

3
= 0.

Зокрема, при b = 1, a = 4 (a > 3b) D = 5 > 0, a при a = 2, b = 1 (a < 3b) D = −3 < 0.
Крiм цього, при a > 3b

a2 − 2b2 − ab > a2 − 2
(a
3

)2
− a

3
a =

4

9
a2 > 0,

a2 − 2b2 − ab >
√
(2b2 − a2 − ab)2 − 4b (b3 + b2a).
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Тому рiвняння (7), в цьому випадку, має два рiзнi додатнi коренi. Це означає, що при
b <

a

3
у рiвняння (4) з’являється додатний перiодичний розв’язок N∗1 = 3

√
x1, N∗2 = 3

√
x2

з перiодом T = 2, a стацiонарна точка N∗1 = 3
√
a− b перестає бути стiйкою.

Проведемо дослiдження цього перiодичного розв’язку на стiйкiсть. Для цього обчи-
слимо мультиплiкатор

µ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

· dF
dN

∣∣∣∣
N∗

2

=
a2
(
b− 2 (N∗1 )

3)(
b+ (N∗1 )

3)2 · b− 2 (N∗2 )
3(

b+ (N∗2 )
3)2 = a2 · b− 2x1

(b+ x1)
2 ·

b− 2x2

(b+ x2)
2 .

Враховуючи вирази (8), одержуємо значення мультиплiкатора µ в коефiцiєнтнiй формi

µ =
9b2 + 6ab− 2a2

a2
.

З умови стiйкостi

∣∣∣∣∣9
(
b

a

)2

+ 6
b

a
− 2

∣∣∣∣∣ < 1 встановлюємо, що iснуючий перiодичний розв’я-

зок з перiодом T = 2 стiйкий при
√
2− 1

3
a < b <

a

3
. (9)

Це означає, що при b <
√
2− 1

3
a перiодичний розв’язок з перiодом T = 2 перестає бути

стiйким i з’являється стiйкий перiдичний розв’язок довжиною чотири.
Зокрема, при b = 1, a = 4 для рiвняння (7) маємо квадратне рiвняння

x2 − 10x + 5 = 0. Звiдки x1 = 9.472, x2 = 0.528. Тому N∗1 = 2.1158, N∗2 = 0.8082 – це
значення, що складають перiодичний розв’язок з перiодом T = 2. При цьому µ = 0.0628,
що означає стiйкiсть перiодичного розв’язку (рис. 3а).

При b = 3, a = 10 квадратне рiвняння 3x2 − 52x + 117 = 0 має коренi x1 = 14.6759,
x2 = 2.6504, тобто перiодичний розв’язок задається двома числами: N∗1 = 2.4483, N∗2 =

1.3839. Мультиплiкатор µ = 0.5879 < 1, що забезпечує стiйкiсть цього розв’язку (рис.
3б).

a б
Рис. 3. Iснування та стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння (4) з перiодом T = 2: а

– b = 1, a = 4, (a > 3b), N∗1 = 2.1158, N∗2 = 0.8082; б – b = 3, a = 10, (a > 3b),
N∗1 = 2.4483, N∗2 = 1.3852
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При b = 0.1, a = 1 рiвняння (7) має вигляд

x2 − 8.8x+ 0.11 = 0.

Звiдки x1 = 8.7875, x2 = 0.0125, що дає N∗1 = 2.06358, N∗2 = 0.23219. Значення мульти-
плiкатора µ = 1.31 > 1, тому цей перiодичний розв’язок нестiйкий (рис. 4).

Рис. 4. Нестiйкiсть перiодичного розв’язку (T = 2) рiвняння (4) при a = 1, b = 0.1,
N∗1 = 2.06358, N∗2 = 0.23219

Знайдемо перiодичний розв’язок рiвняння (4) з перiодом T = 4 (умова Nt+4 = Nt,
t = 0, 1, 2, . . .). Якщо ввести позначення Nt = x, Nt+1 = y, Nt+2 = z, Nt+3 = u, то для
знаходження перiодичного розв’язку з перiодом T = 4 маємо систему вигляду

y =
ax

b+ x3
≡ ϕ(x),

z =
ay

b+ y3
≡ ϕ(y),

u =
az

b+ z3
≡ ϕ(z),

x =
au

b+ u3
≡ ϕ(u),

(10)

яку можна звести до одного рiвняння

x = (ϕ (ϕ (ϕ (ϕ(x))))) . (11)

Такi рiвняння можна розв’язувати, застосовуючи числовi методи. Маючи розв’язок
x, за формулами (10) знаходимо y, z, u. Тодi рiзнi числовi значення N∗1 = x, N∗2 = y,
N∗3 = z, N∗4 = u i визначають перiодичний розв’язок рiвняння (4) з перiодом T = 4.

У комп’ютерних експериментах при a = 2.67, b = 0.227 (виконується умова b <√
2− 1

3
a) одержали перiодичний розв’язок (T = 4), який задається числами 0.19087,

3.73198, 0.55059, 2.17832 (рис. 5а).
Мультиплiкатор цього перiодичного розв’язку µ = 0.0399 < 1, що означає його

стiйкiсть (рис. 5б).
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a б
Рис. 5. Графiки перiодичних розв’язкiв з перiодом T = 4 при a = 2.67, b = 0.227: а –

N∗1 = 0.19087, N∗2 = 3.731982, N∗3 = 0.550598, N∗4 = 2.178315; б – його стiйкiсть

Графiчне розв’язування рiвняння (11) в цьому випадку наведено на рис. 6.

Рис. 6. Графiчне розв’язування рiвняння (11). При a = 2.67, b = 0.227 iснує 7 коренiв
(0.190870, 0.285245, 0.550598, 1.346151, 2.178315, 3.045871, 3.731982)

Як бачимо з рис. 6, рiвняння (11) має ще три коренi (всього сiм). Два з них, а саме
N∗5 = 0.285245, N∗6 = 3.04587, визначають перiодичний розв’язок з перiодом T = 2. Вiн
нестiйкий, оскiльки мультиплiкатор µ = 1.4399 > 1 (рис. 5б).

Ще один корiнь N∗7 = 1.346151 визначає стацiонарну точку, яка теж нестiйка (вико-
нується умова b <

a

3
) (рис. 5б).

При подальшiй вiдповiднiй змiнi параметрiв a та b послiдовно вiдбуватиметься бi-
фуркацiя подвоєння довжини циклу, тобто виникають новi стiйкi цикли довжиною 2m

(m > 2) i при цьому втрачається стiйкiсть перiодичного циклу довжиною 2m−1.
У цiй працi ще практично знайденi цикли довжиною вiсiм, зокрема при a = 5.34, b =

0.227. Рiвняння типу (11) мали 15 рiзних коренiв. Вiсiм з них задавали цикл довжиною
вiсiм, чотири – цикл довжиною чотири, два – цикл довжиною два i один – стацiонарний
розв’язок.
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Перейдемо до знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (4) з перiодом T = 3

(виконується умова Nt+3 = Nt, t = 0, 1, 2, . . .).
Такi розв’язки складатимуть три рiзних числа: x, y, z. Для їх знаходження маємо

систему вигляду 
y =

ax

b+ x3
= ϕ(x),

z =
ay

b+ y3
= ϕ(y),

x =
az

b+ z3
= ϕ(z),

або рiвняння
x = (ϕ (ϕ (ϕ(x)))) . (12)

При проведеннi комп’ютерних експериментiв над розв’язуванням рiвняння (12), не
вдалося знайти такi значення параметрiв a та b, щоб рiвняння (12) мало три рiзнi коренi.

Iснував лише єдиний корiнь, що означає iснування стацiонарного стану, для якого
теж виконується умова Nt+3 = Nt (рис. 7).

Рис. 7. Графiчне розв’язування рiвняння (12) при a = 1, b = 0.1. Корiнь N∗ = 0.9654

Зазначимо, що для моделей вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N2
t

, Nt+1 =
aN2

t

b+N3
t

перiодичних розв’язкiв не iснує.

2 Модель збору врожаю з м’якою стратегiєю

Узагальнимо модель (4) на випадок урахування збору врожаю з оберненим зв’язком,
тобто коли збiр урожаю залежить вiд стану популяцiї.

При цьому з популяцiї в певнi моменти часу вiдбирається кiлькiсть особин, яка
пропорцiйна загальнiй чисельностi, тому модель (4) набуває вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

− kNt, a, b > 0, k ∈ (0, 1), t = 0, 1, 2, . . . , (13)
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де Nt, як i ранiше, – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, k – параметр iнтенсивностi
збору врожаю.

Рiвняння (13) має два стани рiвноваги N∗1 = 0 та N∗2 = 3

√
a

1 + k
− b. Додатний стан

N∗2 iснує за умови, що
a

1 + k
> b.

При
a

b
< 1+k N∗1 = 0 стiйкий (рис. 8), а при

a

b
> 1+k, коли з’являється N∗2 , нульовий

розв’язок N∗1 втрачає стiйкiсть. Зокрема, це має мiсце при a = 2, b = 1, k = 0.05 (рис. 9).
Тут N∗2 = 0.9672, натомiсть при k = 0, N∗2 = 1.0. Тобто при iнтенсивностi експлуатацiї
k = 0.05, вiдбувається зменшення стацiонарного рiвня на 3.28%.

Рис. 8. Стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння (13) при a = 0.5, b = 1, k = 0.05

Для визначення стiйкостi N∗2 обчислюємо мультиплiкатор

µ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2

=
a (b− 2N∗2 )

b+ (N∗2 )
3 − k.

З нерiвностi |µ| < 1 одержуємо умови стiйкостi N∗2 у виглядi

1 + 2k

(1 + k)2
< 3

b

a
<

3 + 2k

(1 + k)2
.

Для випадку, коли a = 2, b = 1, k = 0.05 |µ| = 0.05 < 1, що дає стiйкiсть N∗2 (рис. 9).
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Рис. 9. Стiйкiсть ненульового розв’язку N∗2 = 0.9672 при a = 2, b = 1, k = 0.05

Перiодичний розв’язок рiвняння (13) з перiодом T = 2 iснує, якщо система

Nt =
aNt+1

b+N3
t+1

− kNt+1 = ψ (Nt+1) ,

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

− kNt = ψ (Nt) ,

або те ж саме, що рiвняння
Nt = ψ (ψ (Nt)) (14)

має два рiзних додатних розв’язки N∗1 6= N∗2 .
Це рiвняння є алгебраїчним рiвнянням дев’ятого порядку, яке аналiтично не розв’я-

зується. Тому шукаємо його коренi числовими методами на комп’ютерi.
Графiчний аналiз розв’язкiв рiвняння (14) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05 наведено на

рис. 10.

Рис. 10. Графiчне розв’язування рiвняння (14) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05. Коренi
рiвняння N∗ = 0.94815 – стацiонарне значення, N∗1 = 1.837915; N∗2 = 0.199450 –

перiодичний розв’язок з перiодом T = 2
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Як видно з графiка, що за умови

b

a
<

1

3

1 + 2k

(1 + k)2

рiвняння (13) має перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2.
Зокрема, в нашому випадку перiодичний розв’язок складають два значення N∗1 =

0.19945 i N∗2 = 1.83793 (рис. 11а), причому вiн нестiйкий (рис. 11б), оскiльки мульти-
плiкатор

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

· dF
dN

∣∣∣∣
N∗

2

= 2.5779 > 1.

a

b
Рис. 11. Графiки перiодичного розв’язку (T = 2) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05: а –

N∗1 = 0.1995, N∗2 = 1.8379; б – його нестiйкiсть

Нестiйкий також стацiонарний розв’язок N∗ = 0.948152. Для нього мультиплiкатор
µ = 1.81945 > 1.

Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 4 знаходили з рiвняння

x = ψ (ψ (ψ (ψ (x)))) . (15)
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Зокрема, при a = 1, b = 0.1, k = 0.05, побудувавши графiки правої та лiвої ча-
стини рiвняння (15) (рис. 12), знайдено перiодичний розв’язок з перiодом T = 4, який
складають числа 0.128817, 1.25473, 0.571842, 2.064309.

Рис. 12. Графiчний аналiз розв’язкiв рiвняння (15) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05. Точки
перетину графiкiв: 0.128817, 0.199447, 0.541842, 0.948151, 1.254730, 1.837915, 2.064309

Мультиплiкатор цього розв’язку µ = 7.6214 > 1, що означає його нестiйкiсть (рис.
13). Хоча при k = 0 в цьому випадку iснував стiйкий перiодичний розв’язок з перiодом
T = 4 (рис. 14).

Рис. 13. Перiодичний розв’язок рiвняння (13) з перiодом T = 4 та його нестiйкiсть.
a = 1, b = 0.1, k = 0.05
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Рис. 14. Iснування та стiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 4. (a = 1,
b = 0.1, k = 0) N∗1 = 0.3886, N∗2 = 1.5842, N∗3 = 0.1656, N∗4 = 2.4488

Розв’язки рiвняння (13) з перiодом T = 3 шукали з рiвняння

x = ψ (ψ (ψ (x))) ,

яке аналiзувалось теж графiчним методом (рис. 15).

Рис. 15. Графiчне розв’язування рiвняння N = ψ(ψ(ψ(N))) при a = 1, b = 0.1,
k = 0.05. Маємо єдиний розв’язок N∗ = 0.94815

У результатi комп’ютерних експериментiв не знайдено таких значень a, b, k, щоб
рiвняння (13) мало перiодичний розв’язок iз перiодом T = 3.

Зауважимо, що в експериментах отримано розв’язки рiвняння (13), якi мають хао-
тичну поведiнку, зокрема при a = 1, b = 0.1, k = 0.05, N0 = 0.3 (рис. 16).
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Рис. 16. Хаотична поведiнка розв’язкiв рiвняння (13) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05,
N0 = 0.3

Як висновок правомiрно констатувати, що узагальнення моделi Скеллама (4), (13)
мають широкий спектр поведiнки розв’язкiв – вiд стацiонарних до перiодичних iз рi-
зним перiодом. Вони можуть бути як стiйкими, так i нестiйкими. При втратi стiйко-
стi розв’язкiв з перiодом T = 2m, з’являються стiйкi перiодичнi розв’язки з перiодом
T = 2m+1, m ≥ 1. У цих рiвняннях можливi хаотичнi поведiнки розв’язкiв. Характерно
те, що при експлуатацiї популяцiй може втрачатися стiйкiсть розв’язкiв, яка мала мi-
сце в моделях без збору врожаю. Такi моделi дозволяють кiлькiсно оцiнити допустимий
рiвень навантаження на бiологiчнi популяцiї, щоб зберегти їх iснування.
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Matsenko V.G. Analysis of Skellam-type models with periodic regimes, Bukovinian Math. Jour-

nal. 12 (2) (2024), 128–142.

Difference equations are used in order to model the dynamics of population with non-

overlapping generations. In the simplest case such equations have the form Nt+1 = f (Nt)Nt,

where Nt > 0 is the population size at a moment of time t, f (Nt) =
Nt+1

Nt
is a coefficient of

natural reproduction.

In Skellam’s model this coefficient has the form of a decreasing hyperbolic function: f (Nt) =
a

b + Nt
, a, b > 0. Parameter a here plays the role of the largest value of the reproduction

coefficient, and b describes the influence of self-regulating mechanisms on population dynamics.

For the Skellam’s model, both without harvesting and with harvesting, only regimes with

monotonic stabilization of the population size are observed. At the same time, as in other

discrete models, there are periodic and even chaotic solutions.

In this work, the following generalization of the Skellam model is proposed, which allows

the existence of periodic regimes.

Namely, a function is taken for f (Nt) =
a

b + N3
t

. This shows that at certain values of a

and b there are stable stationary states, that later lose stability, whereas with a corresponding

change in a and b, cycles of lengths 2, then 4, 8 appear. That is, there is a bifurcation of the

doubling of the cycle.

Periodic solutions with period 3 where not found, although the existence of chaotic solutions

was established. It has been established that stable periodic regimes during harvesting can lose

their stability.
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Мединський I.П., ПасiчникГ.С.

ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ, ЗАЛЕЖНИМИ ВIД ПАРАМЕТРА, ТА З

ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI

Для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова iз залежними вiд параметра
зростаючими коефiцiєнтами та з виродженням на початковiй гiперплощинi побудовано
фундаментальний розв’язок задачi Кошi та дослiджено його властивостi. Коефiцiєнти
рiвняння є досить гладкими, а їх рiст залежить вiд росту деякої функцiї. Такi властивостi
є важливими для побудови фундаментального розв’язку задачi Кошi для рiвняння типу
Колмогорова зi зростаючими коефiцiєнтими, залежними вiд змiнних основної групи.

Ключовi слова i фрази: ультрапараболiчне рiвняння типу Колмогорова, зростаючi
коефiцiєнти, фундаментальний розв’язок задачi Кошi, виродження на початковiй гiпер-
площинi.
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Вступ

Дослiдження класiв параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь, якi мають виродження
на множинi задання початкових даних, започаткованi в серединi 90-х рокiв минулого
столiття у Чернiвцях. Ними охоплено параболiчнi за Петровським чи за Ейдельманом
системи з обмеженими або необмеженими при |x| → ∞ коефiцiєнтами, виродженi пара-
болiчнi типу Колмогорова (ультрапараболiчнi) рiвняння з обмеженими коефiцiєнтами.
Бiльшiсть вищеназваних результатiв увiйшли повнiстю, або частково до монографiї [1],
а огляди результатiв мiстяться в [2, 3]. Питання побудови, дослiдження i застосування
фундаментального розв’язку задачi Кошi для ультрапараболiчних типу Колмогорова
рiвнянь з виродженнями на початковiй гiперплощинi, коефiцiєнти якого можуть зроста-
ють при |x| → ∞, залишається вiдкритим. Ми розглядаємо ультрапараболiчне рiвняння
типу Колмогорова другого порядку з виродженнями на початковiй гiперплощинi, кое-
фiцiєнти якого задежать вiд параметра y1 i можуть зростають при |y1| → ∞.

УДК 517.956.4
2010 Mathematics Subject Classification: 35K45, 35K65, 35K70, 35A08.
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1 Постановка задачi

Нехай n1, n2 – заданi натуральнi числа такi, що n2 ≤ n1; n := n1 + n2; M :=

n1m1 + n2m2, де m1 := 1/2, m2 := 3/2; змiнна x ∈ Rn складається з двох груп змiнних
xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2}, так що x := (x1, x2). Будемо використовувати ще
позначення: x1 := (x′1, x

′′
1), де x′1 := (x11, . . . , x1n2), x′′1 := (x1(n2+1), . . . , x1n1); X1(t) = x1,

X2(t) = x2 + tx′1; α i β – неперервнi на [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при

t > 0 i α(0)β(0) = 0, причому функцiя β монотонно неспадна; B(t, τ) =
t∫
τ

β(θ)
α(θ)

dθ.

Розглядатимемо в шарi Π(0,T ] := (0, T ]× Rn скiнченної товщини T > 0 рiвняння(
S − β(t)

( n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)∂x1j
∂x1s +

n1∑
j=1

aj(t, y1)∂x1j
+ a0(t, y1)

))
u(t, x) = 0, (1)

в якому S := α(t)∂t − β(t)
n2∑
j=1

x1j∂x2j
, y1 – фiксована точка з Rn1 .

Припускається, що на коефiцiєнти рiвняння (1) виконуються наступнi умови.
А1. Iснує неперервна функцiя D : Rn1 → [1,∞), яка задовольняє такi умови:
1) D(y1) → ∞ при |y1| → ∞;
2) функцiї bjs(t, x1) ≡ ajs(t, y1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, y1) ≡ aj(t, y1)D(y1)

−1, j ∈
{1, ..., n1}, b0(t, y1) ≡ a0(t, y1)D(y1)

−2, y1 ∈ Rn1 , 0 ≤ t ≤ T , обмеженi;
3) для рiвняння без виродження на початковiй гiперплощинi(

∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s −

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j

(
−i∂xn+1

)
−

−b0(t, y1)
(
−i∂xn+1

)2)
v(t, x) = 0,

з обмеженими коефiцiєнтами i додатковою просторовою змiнною xn+1 виконується умо-
ва параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 ∀µ ∈ R :

Re
(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, x1)σ1jσ1s −
n1∑
j=1

bj(t, x1)σ1jµ− b0(t, x1)µ
2
)
≥ δ
(
|σ1|2 + µ2

)
. (2)

.
А2. Iснують неперервнi похiднi ∂k1y1 ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, ∂k1y1 aj, j ∈ {1, ..., n1}, ∂k1y1 a0,

|k1| ≤ 2, для яких справджуються оцiнки
|∂k1y1 ajs(t, y1)| ≤ C(D(y1))

|k1|(1−ε), |∂k1y1 aj(t, y1)| ≤ C(D(y1))
1+|k1|(1−ε),

|∂k1y1 a0(t, y1)| ≤ C(D(y1))
2+|k1|(1−ε), t ∈ [0, T ], y1 ∈ Rn1 ,

де C > 0, ε ∈ (0, 1); функцiї bjs(t, y1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, y1), j ∈ {1, ..., n1}, b0(t, y1)
як функцiї t є неперервними рiвномiрно щодо y1 ∈ Rn1 .

А3. Похiднi ∂k1y1 ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n}, ∂k1y1 aj, j ∈ {1, ..., n}, ∂k1y1 a0, |k1| ≤ 2, задовольня-
ють локальну умову Гельдера за y1 з показником λ ∈ (0, 1) рiвномiрно щодо t ∈ [0, T ],
тобто

∀R > 0 ∃C > 0 ∀{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1−z1| ≤ R ∀ t ∈ [0, T ] : |∆z1
y1
a(t, y1)| ≤ C|y1−z1|λ.
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2 Побудова фундаментального розв’язоку задачi Кошi (ФРЗК)

Розглянемо допомiжне рiвняння(
α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
− β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s +

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j

(
−i∂xn+1

)
+

+b0(t, y1)
(
−i∂xn+1

)2))
v(t, x, xn+1) = 0, (t, x, xn+1) ∈ Π(0,T ] × R, (3)

де y1 – фiксована точка простору Rn1 .
Функцiю φ вважатимемо такою функцiєю, що всi подальшi мiркування є законними,

зокрема, для неї iснує перетворення Фур’є ψ(σ) := Fx→σ[φ], σ ∈ Rn.
Шукаючи розв’язок задачi Кошi для рiвняння (3) у виглядi

v(t, x, xn+1) = F−1
σ→x

η→xn+1

[ṽ(t, σ, η)], t > 0, (x, xn+1) ∈ Rn+1, (4)

i використавши властивостi оберненого перетворення Фур’є, одержимо для невiдомої
функцiї ṽ задачу Кошi(

α(t)∂t + β(t)

n2∑
j=1

σ2j∂σ1j
+ β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)σ1jσ1s−

−i
n1∑
j=1

bj(t, y1)σ1jη − b0(t, y1)η
2
))

ṽ(t, σ, η) = 0, (t, σ, η) ∈ Π(τ,T ] × R, (5)

ṽ(t, σ, η)|t=τ = 2πψ(σ)δ(η), σ ∈ Rn, η ∈ R. (6)

Рiвняння (5) – це лiнiйне неоднорiдне рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку. Задача Кошi для такого рiвняння розв’язується методом характеристик, згiдно
з яким складаємо вiдповiдну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dt

α(t)
=

dσ11
β(t)σ21

= ...=
dσ1n2

β(t)σ2n2

=
dṽ

β(t)
(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)σ1jσ1s+i
n1∑
j=1

bj(t, y1)σ1jη+b0(t, y1)η2
)
ṽ

i знаходимо її n2 + 1 незалежних iнтегралiв

σ1j −B(t, τ)σ2j = Cj, j ∈ {1, . . . , n2};

ṽ = C exp

{ t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)σ1jσ1s + i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)σ1jη + b0(θ, y1)η
2
)β(θ)
α(θ)

dθ

}
,

де Cj, C – довiльнi сталi. Задовольнивши початкову умову (6), в результатi одержимо

v(t, x, xn+1) = (2π)−(n+1)

∫
Rn+1

exp

{
i((x, xn+1), (σ, η))+

+

t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[σ1j −B(t, θ)σ2j]ς̄j + σ1j ¯̄ςj

)(
[σ1s −B(t, θ)σ2s]ς̄s + σ1s ¯̄ςs

)
+
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+i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[σ1j −B(t, θ)σ2j]ς̄j + σ1j ¯̄ςj

)
η + b0(θ, y1)η

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
×

×ψ (σ′
1 −B(t, τ)σ2; σ

′′
1 ; σ2) (2πδ(η)) dσ dη, t > τ, x ∈ Rn, xn+1 ∈ R,

де ς̄j :=
{

1, j ∈ {1, ..., n2},
0, j ∈ {n2 + 1, ..., n1},

¯̄ςj :=

{
0, j ∈ {1, ..., n2},
1, j ∈ {n2 + 1, ..., n1}.

Зробивши замiну змiнних iнтегрування за формулами

σ′
1 −B(t, τ)σ2 = µ′

1, σ′′
1 = µ′′

1, σ2 = µ2, η = ν,

змiнивши порядок iнтегрування, прийдемо до формули

v(t, x, xn+1) =

∫
Rn+1

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1)φ(ξ) dξ dξn+1,

t > 0, x ∈ Rn, xn+1 ∈ R,

де

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1) = (2π)−(n+1)

∫
Rn+1

exp

{
i((x1 − ξ1, µ1)+

+(x2 +B(t, τ)x′1 − ξ2, µ2) + (xn+1 − ξn+1, ν))+

+

t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s +B(θ, τ)µ2s]ς̄s + µ1s ¯̄ςs

)
+

+i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(θ, y1)ν

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
dµ dν =

= F−1
µ→X(B(t,τ))−ξ
ν→xn+1−ξn+1

[V (t, τ, µ, ν, y1)](t, τ, x, ξ, xn+1 − ξn+1, y1), (7)

а функцiя

V (t, τ, µ, ν, y1)= exp

{ t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[µ1j+B(θ, τ)µ2j]ς̄j+µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s+B(θ, τ)µ2s]ς̄s+

+µ1s ¯̄ςs
)
+ i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(θ, y1)ν

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
є розв’язком задачi[
α(t)∂t − β(t)

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)
(
[µ1j +B(t, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s +B(t, τ)µ2s]ς̄s + µ1s ¯̄ςs

)
+

+i

n1∑
j=1

bj(t, y1)
(
[µ1j +B(t, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(t, y1)ν

2
)]
V (t, τ, µ, ν, y1) = 0, (8)

V |t=τ = 1.
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В iнтегралi (7) зробимо замiну змiнних iнтегрування за формулами

µ1 = (B(t, τ))−1/2σ1, µ2 = (B(t, τ))−3/2σ2, ν = (B(t, τ))−1/2η, B(θ, τ) = B(t, τ)ϑ.

В результатi отримаємо рiвнiсть

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1) = (B(t, τ))−(n1+3n2+1)/2×

×F−1

σ1→(B(t,τ))−1/2(x1−ξ1)

σ2→(B(t,τ))−3/2(x2+(t−τ)x′
1−ξ2)

η→(B(t,τ))−1/2(xn+1−ξn+1)

[V̂ (t, τ, σ, η, y1)](t, τ, z, zn+1, y1)
∣∣∣ z=(X(B(t,τ))−ξ)B(t,τ)

zn+1=(B(t−τ))−1/2(xn+1−ξn+1)

, (9)

в якiй xt = (t−1/2x1, t
−3/2x2), i з урахуванням обмеженостi коефiцiєнтiв bjs, bj, j ∈

{1, . . . , n1}, та b0

|V̂ (t, τ, σ, η, y1)| ≤ exp
{ 1∫

0

(
−

n1∑
j,s=1

(
[σ1j + ϑσ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)(
[σ1s + ϑσ2s]ς

′
s + σ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

(
[σ1j + ϑσ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)
η + η2

)
dϑ
}
.

Як в [1], отримується оцiнка

|V̂ (t, τ, σ + iγ, η, y1)| ≤ C exp{−δ1|σ|2 + c1|γ|2 − δ|η|2},
0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, η ∈ R, y1 ∈ Rn1 ,

де C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0. Тому

|V (t, τ, σ + iγ, η, y1)| ≤ C exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)B(t, τ) + (−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(B(t, τ))3−
−δ|η|2B(t, τ)}, 0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, η ∈ R, y1 ∈ Rn1 , (10)

в якiй C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0.
З (7) та (10) за умови A1 одержуємо, як в [1], оцiнку

|∂kx∂kn+1
xn+1

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1)| ≤ Ckkn+1(B(t, τ))−M−Mk0−|kn+1|/2Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp
{
−c |xn+1 − ξn+1|2

B(t, τ)

}
, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {xn+1, ξn+1} ⊂ R, y1 ∈ Rn1 , (11)

де

Ec(t, x, ξ) = exp
{
−c
( |X1(t)− ξ1|2

t
+

|X2(t)− ξ2|2

t3

)}
,

а k ∈ Zn
+, kn+1 ∈ Z1

+ , Ckkn+1 > 0, c > 0 – деякi сталi, Mkl := (|k1|+ |l1|)m1+(|k2|+ |l2|)m2.
При цьому, зокрема, похiдна ∂kxG0(t, x, τ, ξ, z, y1), z = z′+ iz′′ ∈ C, як функцiя аргументу
(B(t, τ))−1/2z при фiксованих t, τ, x, ξ i y є цiлою функцiєю, для якої справджуються
оцiнки

|∂kxG0(t, x, τ, ξ, z, y1)| ≤ Ck(t− τ)−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp
{
−c |z′|2

B(t, τ)
+ c′

|z′′|2

B(t, τ)

}
,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, z ∈ C, y1 ∈ Rn1 , (12)
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де Ck > 0, c > 0, c′ > 0

Нехай Ĝ0(t, x; τ, ξ; ν; y1) ≡ Fz→ν [G0(t, x; τ, ξ; z; y1)]. Тодi функцiя Ĝ0(t, x; τ, ξ; ν; y1),
0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , ν ∈ R, є ФРЗК для рiвняння(

α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
− β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s −

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j
ν−

−b0(t, y1)ν2
))

ṽ(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (13)

для довiльно фiксованих точок ν ∈ R i y1 ∈ Rn1 .
З оцiнок (12) на пiдставi леми 1.1 з [4, с. 35] про перетворення Фур’є випливають

такi оцiнки:∣∣∣∂kxĜ0(t, x; τ, ξ; ν; y1)
∣∣∣ ≤ Ck(B(t, τ))−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp{−cν2B(t, τ)},

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ν ∈ R y1 ∈ Rn1 . (14)

Тепер, поклавши Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) ≡ Ĝ0(t, x; τ, ξ;D(y1); y1), з оцiнок (14) одержуємо∣∣∣∂kxĜ(t, x; τ, ξ; y1)∣∣∣≤ Ck(B(t, τ))−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp{−cB(t, τ)(D(y1))
2},

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ, } ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , (15)

де k ∈ Zn
+, Ck > 0, c > 0.

При цьому функцiя Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = F−1
σ→X(B(t,τ))−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1), 0 < τ <

t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , в якiй V0(t, τ, σ, y1) = V (t, τ, σ,D(y1), y1) згiдно з (8) є
розв’язком рiвняння[
α(t)∂t − β(t)

(
−

n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)
(
[σ1j +B(t, τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)(
[σ1s +B(t, τ)σ2s]ς

′
s + σ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

aj(t, y1)
(
[σ1j +B(t, τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)
+ a0(t, y1)

)]
V0(t, τ, σ, y1) = 0, (16)

є ФРЗК для рiвняння (1) для кожної фiксованої точки y1 ∈ Rn1 .
Зазначимо, з (10) випливає оцiнка

|V0(t, τ, σ + iγ, y1)| ≤ C exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)B(t, τ) + (−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(B(t, τ))3−
−δ(D(y1))

2B(t, τ)}, 0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , (17)

де C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0.

3 Властивостi ФРЗК для рiвняння (1)

Оцiнка (17) лежить в основi отримання повного аналiтичного опису Ĝ.
Наведемо деякi властивостi ФРЗК для рiвняння (1).
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Властивiсть 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1 i А2.
Тодi справджуються оцiнки∣∣∣∂kx∂ly1Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)∣∣∣≤ C(B(t, τ))−(M+Mk0+|l|(1−ε)/2)Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp{−cB(t, τ)(D(y1))
2}, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , k ∈ Zn

+, |l| ≤ 2. (18)

Доведення. Оцiнимо спочатку похiднi вiд Ĝ за y1. Згiдно з вищевикладеним досить
одержати оцiнку V0(t, τ, ϱ, y1), 0 ≤ τ < t ≤ T , ϱ ∈ Cn, y1 ∈ Rn1 . Диференцiюючи рiвнiсть
(16) за y1j, j ∈ {1, ..., n1}, одержуємо

∂y1jV0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)×

×
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1jajs(θ, y1)
(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(θ, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1jaj(θ, y1)
(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ja0(θ, y1)

)
V0(θ, τ, ϱ, y1)

β(θ)

α(θ)
dθ.

Використавши умову А2, оцiнку (17), нерiвнiсть

|r|k exp{−c|r|p} ≤ Ck exp{−c0|r|p}, r ∈ R, (19)

в якiй k > 0, p > 0, c > 0, 0 < c0 < c, Ck > 0, одержимо∣∣∂y1jV0(t, τ ; ϱ; y1)∣∣ ≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3−

−δ(D(y1))
2B(t, τ)

}(
(D(y1))

1−ε + (D(y1))
2−ε + (D(y1))

3−ε
)
B(t, τ) ≤

≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3 − δ1(D(y1))

2B(t, τ)
}
×

×
(
B(t, τ)−(1−ε)/2 +B(t, τ)−(2−ε)/2 +B(t, τ)−(3−ε)/2

)
B(t, τ) ≤

≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3 − δ1(D(y1))

2B(t, τ)
}
×

×(B(t, τ))−(1−ε)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, y1 ∈ Rn1 , ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn, (20)

де δ3 > 0, c3 > 0, δ4 > 0, c4 > 0, 0 < δ1 < δ.
Диференцiюючи рiвнiсть (16) за y1j та y1k, {j, k} ⊂ {1, ..., n1}, отримуємо

∂2y1jy1kV0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)Q(θ, τ, ϱ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ,

де

Q(t, τ, ϱ, y1) =

=
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1kajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(t, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1kaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ka0(t, y1)

)
∂y1jV0(t, τ, ϱ, y1)+
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+
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1jajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(t, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1jaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ja0(t, y1)

)
∂y1kV0(t, τ, ϱ, y1)+

+
(
−

n1∑
j,s=1

∂2y1jy1kajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s + (t− τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂2y1jy1kaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t− τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂2y1jy1ka0(t, y1)

)
V0(t, τ, ϱ, y1)/

За допомогою умови А2, оцiнок (17), (20) та нерiвностi (19) одержуємо∣∣∣∂2y1jy1kV0(t, τ, ϱ, y1)∣∣∣ ≤ C exp
{
(−δ5|σ1|2 + c5|γ1|2)B(t, τ) + (−δ6|σ2|2 + c6|γ2|2)B(t, τ)3−

−δ1(D(y1))
2(t− τ)

}
(B(t, τ))−2(1−ε)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, y1 ∈ Rn1 , ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn. (21)

Оцiнки (20) та (21) дозволяють одержати повний аналiтичний опис для похiдних за
y1 вiд функцiї Ĝ, тобто похiдних

∂ly1Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = B(t, τ)−MF−1
σ→z[∂

l
y1
V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, z, y1)

∣∣∣
z=(X(B(t,τ))−ξ)B(t,τ)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 .

Зауваження 1. З оцiнок (18) випливають оцiнки∣∣∣∂k1x1
Ĝ(t, x; τ, ξ;x1)

∣∣∣≤ C(B(t, τ))−(M+Mk10
)Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp{−cB(t, τ)(D(x1))
2}, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| ≤ 2,

Властивiсть 2. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1–А3.
Тодi справджуються оцiнки

∀R > 0 ∃C > 0 ∀{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1 − z1| ≤ R :

|∆z1
y1
∂kx∂

l
y1
Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣≤ C|y1 − z1|λ(B(t, τ))−(M+Mk0+|l|(1−ε)/2)Ec(B(t, τ), x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, k ∈ Zn
+, |l| ≤ 2, (22)

де C > 0, c > 0, λ ∈ (0, 1] з умови А3, ε ∈ (0, 1) з умови А2.

Доведення. Для отримання оцiнки (22) досить одержати оцiнку |∆z1
y1
∂ly1V0(t, τ, ϱ, y1)|,

{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1 − z1| ≤ R, 0 ≤ τ < t ≤ T , ϱ ∈ Cn. Згiдно з (16)

∆z1
y1
V0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)×

×
(
−

n1∑
j,s=1

∆z1
y1
ajs(θ, y1)

(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(θ, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+



Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ультрапараболiчного ... 151

+i

n1∑
j=1

∆z1
y1
aj(θ, y1)

(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+∆z1

y1
a0(θ, y1)

)
V0(θ, τ, ϱ, z1)

β(θ)

α(θ)
dθ.

Скориставшись умовою А3 та оцiнкою (17), маємо∣∣∣∆z1
y1
V0(t, τ, ϱ, y1)

∣∣∣ ≤ C|y1 − z1|λ exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2+

+c4|γ2|2)(B(t, τ))3
}
, 0 ≤ τ < t ≤ T, {y1, z1} ⊂ BR, ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn.

Аналогiчно оцiнюємо прирости похiдних за y1, використовуючи (18).

Властивiсть 3. Справджується рiвнiсть∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = exp
{ t∫

τ

a0(θ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ
}
, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1 . (23)

Доведення. Маємо∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = F−1
σ→X(B(t,τ))−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1).

Здiйснивши замiну змiнних iнтегрування ξ за формулами X(B(t, τ))−ξ = η, одержуємо∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ =

∫
Rn

(
F−1
σ→η[V0(t, τ, σ, y1)]

)
(t, τ, x, η, y1) dη =

= Fη→0[F
−1
σ→η[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, η, y1)] = V0(t, τ, x, 0, y1) = exp

{ t∫
τ

a0(θ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ
}
.

Зауваження 2. З (23) випливає, що
1) для довiльних k ∈ Zn

+ \ {0}, 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1

∂kx

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 0;

2)

lim
t→τ

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1

рiвномiрно щодо x ∈ Rn, а якщо a0 = 0∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 .

В наступнiй властивостi z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2), ∆zs
xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·),
s ∈ {1, 2}; BR := {x ∈ Rn, |x| ≤ R}, R > 0.



152 Мединський I.П., ПасiчникГ.С.

Властивiсть 4. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1 i А2, а
непрервна функцiя φ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, задовольняє умови

|φ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1+ε/2Ec(B(t, τ), x, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

∀R > 0 ∃λs1 ∈ (0, 1), λ11 < ε, λ21 <
ε

3
∀{x, z(s)} ⊂ BR :

|∆zs
xs
φ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|λ

s
1(B(t, τ))−M−1+λs

2ms

(
Ec(B(t, τ), x, ξ) + Ec(B(t, τ), z(s), ξ)

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, λ12 ≡ ε− λ11, λ22 ≡
ε

3
− λ21, s ∈ {1, 2}.

Тодi функцiя

w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y, x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

має неперервнi похiднi ∂k1x1
w, |k1| ≤ 2, и Sw, для яких правильнi формули

∂x1j
w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1j
Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, (24)

∂2x1jx1l
w(t, x; τ, ξ) =

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y;x1)∆

X(B(t,θ))
y φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y; x1)dy

)
φ(θ,X(B(t, θ)); τ, ξ)

dθ

α(θ)
, (25)

Sw(t, x; τ, ξ) = φ(t, x; τ, ξ) +

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(B(t,θ))
y φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy

)
φ(θ,X(B(t, θ)); τ, ξ)

dθ

α(θ)
, (26)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, B(t, t1) = B(t, τ)/2.

Доведення. Доведення (24) – (26) проводиться модифiкацiєю доведень аналогiчних вла-
стивостей для рiвняння без виродження на початковiй гiперплощинi та рiвнянь з [1],
використовуючи властивостi оцiнних функцiй Ec з [5].



Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ультрапараболiчного ... 153

4 Висновки

Для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку типу Колмогорова зi
зростаючими коефiцiєнтами, залежними вiд параметра y1 ∈ Rn1 , та з виродженням на
початковiй гiперплощинi побудовано i дослiджено фундаментальний розв’язок задачi
Кошi. Аналогiчнi результати є правильними для побудови фундаментального розв’язку
задачi Кошi для рiвняння з коефiцiєнтами, залежними вiд t i параметра y, y ∈ Rn.

Отриманi результати можуть бути використанi для дослiдження фундаментального
розв’язу задачi Кошi для рiвняння з виродженням на початковiй гiперплощинi i зро-
стаючими коефiцiєнтами, залежними вiд змiнної x1 ∈ Rn1 .
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Назарчук В.В., Васькевич С.О., Ратушняк С.П.

ОДИН КОНТИНУАЛЬНИЙ КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ,

ОЗНАЧЕНИХ В ТЕРМIНАХ Q∗
S-ЗОБРАЖЕННЯ

У статтi вводиться в розгляд один континуальний клас багатопараметричних функцiй,
означених в термiнах полiосновного s-символьного Q∗

s-зображення чисел.
Обгрунтовуються структурнi, фрактальнi та тополого-метричнi властивостi множини
значень функцiї i множин рiвнiв в залежностi вiд параметрiв.

Ключовi слова i фрази: Q∗
s-зображення чисел, фрактальнi функцiї, проєктори цифр,

фрактальнi множини, множина канторiвського типу, iнверсор.
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Institute of Mathematics of NASU, Dragomanov Ukrainian State University, Kyiv, Ukraine
(Ratushniak S.P.)
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Вступ

Функцiї, у яких фрактальними є множина значень, графiки [2, 3, 7], рiвнi [4] або iншi
важливi для функцiї множини, ми вiдносимо до фрактальних [1, 5]. Серед функцiй зi
складною локальною структурою i фрактальними властивостями, визначених на вiд-
рiзку [0; 1], окремої уваги заслуговують функцiї, якi мають злiченну множину точок
розриву, а на множинi решти точок є неперервними. Саме таким функцiям присвячена
дана робота. Для їх означення та аналiтичного вивчення використовується полiоснов-
не зображення чисел (Q∗

s-зображення), визначене нескiнченною кiлькiстю параметрiв,
яке є узагальненням класичного s-кового зображення. У роботi Q∗

s-зображення вважа-
ється фiксованим, а клас функцiй, що розглядається, є однопараметричним (параметр
a ∈ [0; 1]). У роботi вивчаються тополого-метричнi властивостi множини значень та
множин рiвнiв функцiй визначеного класу. Зауважимо, що до класу функцiй, якi ви-
вчаються, входять двi неперервнi функцiї: тотожне перетворення одиничного вiдрiзка
та iнверсор цифр Q∗

s-зображення числа.
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1 Полiосновне Q∗
s-зображення дiйсних чисел

Нехай A ≡ {0, 1, ..., s−1} – s-ковий алфавiт, L ≡ A×A× ... – простiр послiдовностей
елементiв алфавiту A; ||qin|| — стохастична матриця, така що 0 < qin < 1, q0n + q1n +

...+ qs−1n = 1, n ∈ N i
∞∏
n=1

max
i∈A

{qin} = 0. (1)

Тодi вiдомо [6], що для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L така, що

x = βα11 +
∞∑
n=2

(βαnn

n−1∏
j=1

qαjj) ≡ ∆Q∗
s

α1α2...αn..., (2)

де βαnn =
αn−1∑
i=0

qin (тобто β0n = 0, β1n = q0n, β2n = q0n + q1n, ..., βs−1,n = 1 − qs−1n).

Розклад числа x в ряд (2) називається Q∗
s-представленням цього числа, а скорочений

запис ∆
Q∗

s
α1α2...αn... — його Q∗

s-зображенням.
Якщо qin = qi ∀n ∈ N , i ∈ A, то Q∗

s-зображення є самоподiбним Qs-зображенням,
при цьому якщо qi =

1
s

для будь-якого i ∈ A, то Q∗
s-зображення збiгається з класичним

s-ковим зображенням.
Iснують числа, що мають два Q∗

s-зображення. Це числа зi зображеннями

∆
Q∗

s

α1α2...αm−1αm(0) = ∆
Q∗

s

α1α2...αm−1[αm−1](s−1). (3)

Вони називаються Q∗
s-бiнарними. Множина таких чисел є злiченною. Решта чисел оди-

ничного вiдрiзка мають єдине зображення. Вони називаються Q∗
s-унарними.

Означення 1. Цилiндром ∆
Q∗

s
c1c2...cm рангу m з основою c1c2...cm називається множина

чисел

∆Q∗
s

c1c2...cm
=

{
x : x =

m∑
k=1

βckk

k−1∏
j=1

qcjj +
m∏
i=1

qcii ·
∞∑

n=m+1

βαnn

n−1∏
j=m+1

qαjj

}
.

∀(c1, ..., cm) i ∀m ∈ N цилiндри Q∗
s-зображення мають властивостi:

1) ∆
Q∗

s
c1c2...cm =

s−1∪
i=0

∆
Q∗

s
c1c2...cmi;

2) ∆
Q∗

s
c1c2...cm = [a; b], a =

m∑
i=1

βcii

k−1∏
j=1

qcjj, b = a+
m∏
i=1

qcii;

3)
∞∩

m=1

∆
Q∗

s
c1c2...cm = ∆

Q∗
s

c1c2...cm... = x;

4) |∆Q∗
s

c1c2...cm | =
m∏
i=1

qcii = qcmm|∆Q∗
s

c1c2...cm−1 |, ∆
Q∗

s
c1 = qc11|[0; 1]|.
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Зауваження 1. Далi ми розглядаємо Q∗
s-зображення, яке задовольняє умови:

0 < ε < min
i
{qin} i max

i
{qin} < δ < 1 ∀n ∈ N,

якi гарантують умови нуль-мiрностi множин канторiвського типу

C[Q∗
s, Vn] = {x : x = ∆Q∗

s
α1...αn..., αn ∈ Vn ⊂ A},

коли Vn ̸= A нескiнченну кiлькiсть разiв [6].

2 Основний об’єкт дослiдження

Нехай a — фiксоване число з одиничного вiдрiзка [0; 1], що має s-кове зображення

a = ∆s
a1a2...an...

=
a1
s

+
a2
s2

+ ...+
an
sn

+ ..., де (an) ∈ L.

Основним об’єктом розгляду у данiй роботi є функцiя fa, означена на [0; 1] рiвнiстю:

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2...αn...) = ∆
Q∗

s

|a1−α1||a2−α2|...|an−αn|.... (4)

Очевидно, що a є одним з параметрiв, що визначають функцiю fa. Клас таких функцiй
позначимо через F .

Найпростiшими представниками класу F є такi функцiї:

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2α3...αn...) = ∆
Q∗

s

[s−1−α1][s−1−α2][s−1−α3]...[s−1−αn]...
, a = ∆

Q∗
s

(s−1) (5)

Функцiя, означена рiвнiстю (5), називається iнверсором цифр Q∗
s-зображення. Вона є

неперервною строго спадною сингулярною функцiєю, коли qin ̸= q[s−1−i]n ∀n ∈ N , i ∈ A.

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2α3...α2k−1α2k...
) = ∆

Q∗
s

[s−1−α1]α2[s−1−α3]...[s−1−α2k−1]α2k...
, a = ∆

Q∗
s

([s−1]0). (6)

Оскiльки має мiсце нерiвнiсть
fa(∆

Q∗
s

α1...αn(0)
) = ∆

Q∗
s

|a1−α1|...|an−αn|an+1...
̸= fa(∆

Q∗
s

α1...[αn−1](s−1)) = ∆
Q∗

s

|a1−α1|...|an−αn+1||an+1−s+1|...,

то для бiльшостi функцiй класу F коректнiсть їх означень вимагає домовленостi викори-
стовувати лише одне з двох зображень Q∗

s-бiнарних чисел. Нехай те, що мiстить (0).
Зауважимо, що значення функцiї fa вiд двох рiзних зображень одного i того ж числа

збiгаються лише у випадку, коли an+i = s− 1−|an+i− s+1| для довiльного i ∈ N ∪{0},
тобто при an+i = s− 1 або an+i = 0 для ∀n ∈ N .

Лема 1. Для чисел a = ∆s
a1a2...an...

i b = ∆s
b1b2...bn...

таких, що (an+bn
2

) ∈ L має мiсце
рiвнiсть

fa(x0 = ∆Q∗
s

c1c2...cn...
) = fb(x0 = ∆Q∗

s
c1c2...cn...

), cn =
an + bn

2
.

Доведення. Нехай задано число a = ∆
Q∗

s
a1a2...an.... Виберемо число b ∈ [0; 1] таке, що b =

∆
Q∗

s
b1b2...bn...

i an+bn
2

∈ A ∀n ∈ N (очевидно, що таке число iснує). Тодi

fa(∆
Q∗

s
c1...cn...

) = ∆
Q∗

s
|a1−b1|

2
...

|an−bn|
2

...
= ∆

Q∗
s

|b1−a1|
2

...
|bn−an|

2
...
=

= ∆
Q∗

s
|2b1−(a1+b1)|

2
...

|2bn−(an+bn)|
2

...
= ∆

Q∗
s

|b1−a1+b1
2

|...|bn−an+bn
2

|...
= fb(x0).
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Наслiдок 1. Якщо a = ∆s
[2d1][2d2]...[2dn]...

, то fa(x = ∆
Q∗

s
d1d2...dn...

) = x.

Справдi, для a = ∆s
[2d1]...[2dn]...

має мiсце fa(x = ∆
Q∗

s
d1...dn...

) = ∆
Q∗

s

|2d1−d1|...|2dn−dn|... = x.

Теорема 1. Функцiї fa класу F є неперервними на множинi Q∗
s-унарних чисел, а на

множинi Q∗
s-бiнарних чисел неперервними функцiями є лише fa, коли a = 0 або a = 1.

Доведення. Для a = ∆s
a1a2...an...

i вiдповiдної функцiї fa доведемо неперервнiсть у Q∗
s-

унарнiй точцi. Нехай x0 = ∆
Q∗

s

α1α2...α′
n...

— Q∗
s-унарна точка. Розглянемо точку x таку, що

x ̸= x0. Для неї iснує такий номер n, що α′
n = αn(x0) ̸= αn(x), але αk(x) = αk(x0) при

k < n. Умова n → ∞ рiвносильна x → x0. Використовуючи означення неперервностi
функцiї f в точцi, тобто lim

x→x0

f(x) = f(x0), маємо lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0. Покажемо, що

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = 0.

Розглянемо вираз

|fa(x)− fa(x0)| =|fa(∆Q∗
s

α1...αn−1αn...)− fa(∆
Q∗

s

α1...αn−1α′
n...

)| =

=|∆Q∗
s

|a1−α1|...|an−1−αn−1||an−αn|... −∆
Q∗

s

|a1−α1|...|an−1−αn−1||an−α′
n|...

| =

=
n−1∏
i=1

qαii ·W, де 0 < W ≤ 1.

Тодi

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| ≤ lim
n→∞

n−1∏
i=1

qαii ≤ lim
n→∞

n−1∏
i=1

max
αi∈A

{qαii} = 0.

А отже, lim
x→x0

fa(x) = fa(x0) в кожнiй Q∗
s-унарнiй точцi.

Враховуючи домовленiсть, що значення функцiї fa у Q∗
s-бiнарнiй точцi (3) обчис-

люється за формулою (4) за першим зображенням, у цiй точцi вона має неусувний
розрив.

3 Структурнi властивостi функцiй класу F

Теорема 2. Множиною значень Efa функцiї fa, де a = ∆s
a1a2...an...

, є множина виду

C[Q∗
s;Vn] = {x ∈ [0; 1] : x = ∆Q∗

s
α1α2...αn..., αn ∈ Vn ≡ {0, 1, ...,max{s− 1− an, an}}, n ∈ N}.

Доведення. Нехай задано функцiю fa, де a = ∆s
a1a2...an...

. Тодi значення функцiї fa має
зображення ∆

Q∗
s

|a1−α1|...|an−αn|..., де (αn) ∈ L. Зрозумiло, що n-та цифра Q∗
s-зображення

числа y може набувати значень Vn = {an, |an − 1|, ..., |an − s + 1|}. Оскiльки an ∈ A, то
множинi Vn належать послiдовнi цифри алфавiту A, окрiм тих, що в сумi з an пере-
вищують (s − 1), тобто цифри вiд 0 до бiльшого з (s − 1 − an) або an. Таким чином,
множина значень довiльної цифри Q∗

s-зображення y визначає множину значень функцiї
fa.
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Наслiдок 2. Множина значень функцiї fa є пiдмножиною вiдрiзка [0;∆
Q∗

s
c1c2...cn...], де

cn = max{s− 1− an, an}, n ∈ N .

Теорема 3. Нехай s > 2. Множина значень Efa функцiї fa, де a = ∆s
a1...an...

, є об’єд-
нанням вiдрiзкiв, якщо для скiнченної кiлькостi мiсць an ∈ {1, 2, ..., s − 2}, або кон-
тинуальною нiде не щiльною нуль-множиною, якщо для нескiнченної кiлькостi мiсць
an ∈ {1, 2, ..., s− 2}.

Доведення. Для доведення континуальностi множини Efa покажемо, що для довiльної
цифри Q∗

s-зображення значення функцiї множина Vn = {0, 1, ...,max{s − 1 − an, an}},
де an ∈ As складається принаймнi з двох елементiв. Оскiльки елементи (s − 1 − an)

i an є iнверсними в s-ковому алфавiтi, то найменше значення, якого може набувати
max{s−1−an, an}, дорiвнює s

2
, якщо s — парне, або s−1

2
, якщо s — непарне. Таким чином,

для довiльного n множина Vn мiстить 0 та 1 для будь-якого s > 2, а тому кожна цифра
Q∗

s-зображення значення функцiї має принаймнi двi альтернативи. Оскiльки цифр у
зображеннi числа y злiченна множина, то рiзних послiдовностей цифр, що визначають
значення функцiї, континуальна множина, тобто множина Efa континуальна.

Нехай iснує k мiсць n1, n2, ..., nk, для яких ani
∈ {1, 2, ..., s−2} ∀i = 1, k. Для простоти

мiркувань будемо вважати, що ani
= 1 ∀i = 1, k. Тодi Vni

= {0, 1, ..., s− 2}, тобто

Efa = [0; 1] \ (
∪

rn1 ̸=s−1

∪
rn2 ̸=s−1

...
∪

rnk
̸=s−1

∆Q∗
s

r1...rm
).

Оскiльки цилiндр Q∗
s-зображення є вiдрiзком, то пiсля вилучення з одиничного вiдрiзка

sk неперетинних вiдрiзкiв (цилiндрiв виду ∆
Q∗

s

r1r2...r[i−1][s−1], i = {n1, n2, ..., nk}), бачимо, що
множина Efa є скiнченним об’єднанням цилiндрiв (nk+1)-го рангу. А тому є скiнченним
об’єднанням вiдрiзкiв.

Нехай iснує нескiнченна кiлькiсть мiсць, для яких ani
∈ {1, 2, ..., s − 2} ∀i ∈ N . То-

дi розглянемо довiльний цилiндр ∆
Q∗

s
r1r2...rm . Iснують цилiндри ∆

Q∗
s

r1r2...rm...rm+j ⊂ ∆
Q∗

s
r1r2...rm ,

якi не мiстять точок множини Efa . Такими цилiндрами, наприклад, є ∆
Q∗

s
r1r2...rm...rm+j−10

i ∆Q∗
s

r1r2...rm...rm+j−1[s−1]. Оскiльки m — довiльне натуральне число, то для будь-якого вiд-
рiзка, кiнцi якого належать множинi Efa , iснує цiлий iнтервал точок, що не належать
Efa . А тому Efa є нiде не щiльною множиною.

Для еврiстичного доведення нуль-мiрностi C[Q∗
s;Vn] покажемо, що її мiра рiвна нулю

за умови q[s−1]n = min
i
{qin}, яка не порушує загальнiсть мiркувань. Розглянемо множину

виду

C[Q∗
s;Vn] = {x ∈ [0; 1] : x = ∆Q∗

s
α1α2...αn..., αn ∈ Vn ≡ {0, 1, ..., s− 2} ∀n ∈ N}.

Множину C[Q∗
s;Vn] можна подати у виглядi:

C[Q∗
s;Vn] = [0; 1] \

∞∪
m=1

(
∪

c1∈V1

...
∪

cm∈Vm

∆
Q∗

s

c1c2...cm[s−1]).

Тодi за адитивною властивiстю мiри Лебега

λ(C[Q∗
s;Vn]) = 1−

∞∑
m=1

(
m−1∏
i=1

qciiq[s−1]m) = 0.
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Оскiльки мiра Лебега "наймасивнiшої"множини рiвна нулю, то зрозумiло, що мiра Ле-
бега множини значень для будь-якого a, такого що на нескiнченнiй кiлькостi мiсць
an ∈ {1, 2, ..., s− 2}, рiвна нулю.

Зауваження 2. Якщо s = 2, то Efa = [0; 1].

Нагадаємо, що множиною рiвня y0 функцiї називається множина

f−1
a (y0) = {x ∈ [0; 1] : fa(x) = y0}.

Приклад 1. Нехай a = ∆5
(314). Тодi множина рiвня y0 = ∆

Q∗
5

4(0) є порожньою; множина

рiвня y0 = ∆
Q∗

5

(0) мiстить лише одну точку f−1
a (∆

Q∗
5

(0)) = {a = ∆
Q∗

5

(314)}; множина рiвня

y0 = ∆
Q∗

5

110...110︸ ︷︷ ︸
3n

(0)
мiстить 4n точок; множина рiвня y0 = ∆

Q∗
5

(110) є континуальною.

Теорема 4. Нехай s > 2. Множина f−1
a рiвня y0 = ∆

Q∗
s

b1b2...bn...
функцiї fa, породженої

параметром a = ∆s
a1a2...an...

, є

1) порожньою множиною, якщо bn = s− 1, an ∈ {1, 2, ..., s− 2};

2) скiнченною множиною, якщо лише для скiнченної кiлькостi n має мiсце{
an + bn ∈ A,

an − bn ∈ A;
або bn = 0 ∀n ∈ N,

3) континуальною множиною, якщо для нескiнченної кiлькостi n має мiсце
bn ̸= 0,

an + bn ∈ A,

an − bn ∈ A.

Доведення. Нехай задано число a = ∆s
a1a2...an...

i функцiя fa, ним породжена. Розгля-
дається y0 = ∆

Q∗
s

b1b2...bn...
. Тодi множиною рiвня y0 є коренi рiвняння fa(∆

Q∗
s

α1(x)...αn(x)...
) =

∆
Q∗

s
b1...bn...

. Згiдно з означення функцiї маємо систему рiвнянь
|a1 − α1| = b1,

. . . . . . . . . . . . ,

|an − αn| = bn,

. . . . . . . . . . . .

(7)

Оскiльки bn ∈ A, то рiвняння виду |an − αn| = bn рiвносильне сукупностi рiвнянь
an − αn = bn i an − αn = −bn, тобто αn = an − bn або αn = an + bn. При цьому, якщо
an − bn i an + bn належить до A одночасно, то рiвняння |an − αn| = bn має не бiльше
двох розв’язкiв, якщо ж це виконується для нескiнченної кiлькостi рiвнянь системи (7)
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i bn ̸= 0 нескiнченну кiлькiсть раз (в цьому випадку рiвняння |an − αn| = bn має два
розв’язки), то вона має континуальну множину розв’язкiв.

Якщо лише одне iз значень αn = an − bn або αn = an + bn належить до A або bn = 0

∀n ∈ N , то дане рiвняння має лише один розв’язок. При цьому, якщо лише скiнченна
кiлькiсть рiвнянь має два розв’язки, а усi решта — один, то система (7) має скiнченну
кiлькiсть розв’язкiв. Якщо для рiвняння |an − αn| = bn, bn = s − 1, а an ̸= s − 1 або
an ̸= 0, то дане рiвняння не має розв’язкiв, а тому i система (7) їх також не має.

Кiлькiсть розв’язкiв системи (7) вiдповiдає кiлькостi прообразiв рiвня y0, що й до-
водить теорему.

4 Деякi частковi випадки

Нехай Q∗
s-зображення є Q3-зображенням з параметрами (q0, q1, q2).

Приклад 1. Якщо an = 1 для будь-якого n ∈ N , то:
1) множиною значень функцiї є самоподiбна множина канторiвського типу C[Q3, {0, 1}]
з фрактальною розмiрнiстю, що є розв’язком рiвняння qx0 + qx1 = 1;
2) множиною рiвня y0 = ∆Q3

(1) є самоподiбна множина канторiвського типу C[Q3, {0, 2}],
фрактальна розмiрнiсть якої є розв’язком рiвняння qx0 + qx2 = 1.

Зауважимо, що для цього випадку легко виписати фрактальнi властивостi всiх рiвнiв
функцiї.
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In the paper we study one class F of multiparameter functions defined in terms of a polybasic
s-adic Q∗

s-representation of numbers by the equality

fa(x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn...) = ∆

Q∗
s

|a1−α1||a2−α2|...|an−αn|...,

where (an) is a sequence of digits for s-adic representation of the parameter a ∈ [0; 1],

∆
Q∗

s
α1α2...αn... = βα11 +

∞∑
n=2

(βαnn

n−1∏
j=1

qαjj)

is Q∗
s-representation of real numbers generated by the positive stochastic matrix ||qij ||, βαnn =

αn−1∑
i=0

qin. For a fixed Q∗
s-representation of numbers the function fa is defined by the parameter

a, make the class of functions fa continuum. In this paper we investigate the continuity of the
function fa on the sets of Q∗

s-binary and Q∗
s-unary numbers. We prove that the functions in this

class are continuous on the set of numbers with a unique Q∗
s-representation, furthermore we

show that all functions, except f0 and f1 have a countable set of discontinuities at Q∗
s-binary

points. We provide a classification of the topological types of the value sets of the function fa
depending on the parameter a, we prove that if the value set is of the Cantor type then it is
zero-dimensional. These properties reveal the fractal nature of the functions in the class F . We
describe the structural properties of the level sets of the function in terms of the digits of the
s-adic representation of the parameter a. In particular we establish that the level set of the
function fa can be an empty set, a finite set, or a continuum. For certain values of s we provide
examples of fractal level sets and calculate its fractal dimensions.
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Нестеренко В.В., Фотiй О.Г.

ПРО СЛАБКУ ГОРИЗОНТАЛЬНУ КВАЗIНЕПЕРЕРВНIСТЬ ТА

СУКУПНУ КВАЗIНЕПЕРЕРВНIСТЬ МНОГОЗНАЧНИХ

ВIДОБРАЖЕНЬ

Дослiджується сукупна квазiнеперервнiсть зверху (знизу) многозначних вiдображень
вiд двох змiнних. Перенесено на випадок многозначних вiдображень деякi результати про
сукупну квазiнеперервнiсть функцiй вiд двох змiнних. Для цього спочатку вводиться по-
няття слабкої горизонтальної квазiнеперервностi зверху (знизу). З допомогою цього по-
няття встановлються достатнi увоми за яких многозначне вiдображення вiд двох змiн-
них є сукпно квазiнеперервним. Зокрема встановлено, що якщо X – берiвський простiр,
простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – регулярний простiр i многозначне вiдображення
F : X × Y → Z слабко горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу та квазiнеперервне
знизу вiдносно другої змiнної при значеннях першої змiнної з деякої залишкової множини
в X, то F – сукупно квазiнеперервне знизу вiдображення. Подiбний результат встанов-
лено i для сукупної квазiнеперервностi зверху: якщо X – берiвський простiр, простiр Y

має злiченну псевдобазу, Z – нормальний, простiр i F : X × Y → Z замкненозначне вiд-
ображення, яке горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу та квазiнеперервне зверху
вiдносно другої змiнної при значеннях першої змiнної з деякої залишкової множини в X,
то F – сукупно квазiнеперервне зверху вiдображення.

Також отримано необхiднi та достатнi умови того, що многозначне вiдображення вiд
двох змiнних є сукупно квазiнеперервним зверху (знизу). Зокрема встановлено, що якщо
X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, Z – метризовний
сепарабельний простiр, то компактнозначне многозначне вiдображення F : X × Y → Z є
сукупно квазiнеперервне зверху i знизу тодi i тiльки тодi, коли F слабко горизонтально
квазiнеперервне зверху i знизу та F x квазiнеперервне зверху i знизу для всiх x з деякої
залишкової множини в X.

Ключовi слова i фрази: Многозначне вiдображення, квазiнеперервнiсть зверху i зни-
зу, сукупна квазiнеперервнiсть зверху i знизу, слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть
зверху i знизу.
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Вступ

Поняття горизонтальної квазiнеперервностi, яке є узагальненням на топологiчнi про-
стори властивостi (A) з [1], застосовувалося в багатьох результатах для отримання су-
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купних властивостей вiдображень. Це стосувалося як однозначних вiдображень, так i
многозначних.

Тут ми будемо вiдштовхуватися вiд основоположного огляду Т.Нойбруна [2] про
властивостi квазiнеперервностi многозначних вiдображень. Зокрема там дано достатнi
умови того, щоб многозначне вiдображення вiд двох змiнних було сукупно квазiнепе-
рервним зверху чи знизу. Цей результат узагальнювався в працях багатьох математикiв
(див. [4, 5, 6]). Серед цих праць слiд вiдзначити роботу [4], де встановлено необхiднi та
достатнi умови того, що многозначне вiдображення вiд двох змiнних є сукупно квазi-
неперервне зверху чи знизу.

В [3] було введено слабку горизонтальну квазiнеперервнiсть, що є бiльш ширшим
поняттям нiж горизонтальна квазiнеперервнiсть. Для топологiчних просторiв X, Y та
Z вiдображення f : X × Y → Z називається слабко горизонтально квазiнеперерв-
ним, якщо для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U в X i V в Y та множи-
ни A в X, що U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G× V ) ⊆ f(A× V ).

Тут ми узагальнюємо деякi результати з [4], де однiєю з достатнiх умов було те, що
многозначне вiдображення горизонтально квазiнеперервне зверху чи знизу.

Основнi поняття та означення

Нам будуть потрiбнi наступнi означення. Нехай X та Z – топологiчнi простори i
F : X → Z – многозначне вiдображення вiд однiєї змiнної. Многозначне вiдображення
F називається квазiнеперервним зверху (знизу) в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльної
вiдкритої множини W в Z, такої, що F (x0) ⊆ W (W ∩ F (x0) ̸= ∅), довiльного околу
U точки x в просторi X iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U

i F (x) ⊆ W (W ∩ F (x) ̸= ∅) для всiх x ∈ G. Многозначне вiдображення F : X → Z

називається квазiнеперервним зверху (знизу), якщо воно є таким в кожнi й точцi з X.
Нехай X, Y та Z – топологiчнi простори i F : X × Y → Z – многозначне вiдобра-

ження. Переносячи поняття слабкої горизонтальної квазiнеперервностi на многозначнi
вiдображення ми отримуємо поняття слабкої горизонтальної квазiнеперервностi. Мно-
гозначне вiдображення F : X × Y → Z називається:

• слабко горизонтально квазiнеперервним зверху (знизу) в точцi (x0, y0) ∈ X × Y ,
якщо для довiльної вiдкритої множини W в Z, такої, що F (x0, y0) ⊆ W (W ∩
F (x0, y0) ̸= ∅), довiльних околiв U та V точок x та y вiдповiдно в просторах X та
Y iснує вiдкрита непорожня множина G в X i вiдображення g : G → V , такi, що
G ⊆ U i F (x, g(x)) ⊆ W (W ∩ F (x, g(x)) ̸= ∅) для всiх x ∈ G;

• сукупно квазiнеперервним зверху (знизу) в точцi (x0, y0) ∈ X × Y , якщо для
довiльної вiдкритої множини W в Z, такої, що F (x0, y0) ⊆ W (W ∩F (x0, y0) ̸= ∅),
довiльних околiв U та V точок x та y вiдповiдно в просторах X та Y iснують
вiдкритi непорожнi множини G в X i H в Y , такi, що G×H ⊆ U×V i F (x, y) ⊆ W

(W ∩ F (x, y) ̸= ∅) для всiх (x, y) ∈ G×H.



164 Нестеренко В.В., Фотiй О.Г.

Многозначне вiдображення F : X × Y → Z називається слабко квазiнеперервним
зверху (знизу) чи сукупно квазiнеперервним, якщо воно є таким в кожнi й точцi з
X × Y . Зрозумiло, що сукупно квазiнеперервне зверху (знизу) многозначне вiдображе-
ння є слабко горизонтально квазiнеперервне зверху (знизу).

Для вiдображення F : X × Y → Z розглянемо вiдображення F x : Y → Z та
Fy : X → Z для кожного x ∈ X та y ∈ Y вiдповiдно. Нагадаємо, що система вiдкритих
непорожнiх множин V простору Y утворює злiченну псевдобазу, якщо кожна вiдкрита
непорожня множина в Y мiстить деяку множину з V .

1 Сукупна квазiнеперервнiсть знизу

Ми почнемо з результатiв для сукупної квазiнеперервностi знизу.

Теорема 1. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z –
регулярний простiр, F : X × Y → Z – многозначне вiдображення, яке задовольняє
наступнi умови:

1) F – слабко горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу;
2) M = {x ∈ X : F x – квазiнеперервне знизу} – залишкова множина в X.
Тодi F – сукупно квазiнеперервне знизу вiдображення.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Покажемо, що вiдображення F сукупно квазi-
неперервне знизу в точцi p0. Вiзьмемо вiдкриту множину W в Z, таку, що F (p0)∩W ̸= ∅,
i U та V – околи вiдповiдно точок x0 в X та y0 в Y . Оскiльки простiр Z регулярний,
то iснує замкнена множина W1, така, що W1 ⊆ W i F (p0) ∩ intW1 ̸= ∅. Вiдображення
F слабко горизонтально квазiнеперервне знизу в точцi p0, тому iснують вiдкрита мно-
жина U1 ⊆ U i вiдображення g : U1 → V , такi, що F (x, g(x)) ∩ intW1 ̸= ∅ для кожного
x ∈ U1.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

An = {x ∈ U1 ∩M : ∀y ∈ Vn, F (x, y) ∩ intW1 ̸= ∅}.

Покажемо, що
∞∪
n=1

An = U1 ∩M . Включення
∞∪
n=1

An ⊆ U1 ∩M є очевидним, оскiльки

кожна множина An мiститься в U1 ∩ M . Якщо ж x ∈ U1 ∩ M , то вiдображення F x є
квазiнеперервним знизу в точцi g(x). Зауважимо, що F x(g(x))∩ intW1 ̸= ∅. З квазiнепе-
рервностi знизу вiдображення F x в точцi g(x) випливає, що iснує вiдкрита непорожня
множина V x, така, що V x ⊆ V i F x(y) ∩ intW1 ̸= ∅ для кожного y ∈ V x. Оскiльки
{Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y , то iснує номер n, такий, що Vn ⊆ V x. Тодi

F x(y)∩ intW1 ̸= ∅ для кожного y ∈ Vn. Це означає, що x ∈ An, а тому U1 ∩M ⊆
∞∪
n=1

An.

Отже,
∞∪
n=1

An = U1 ∩M.

Оскiльки простiр X берiвський, то множина U1 ∩M другої категорiї в X. Тодi iснує
номер n0, такий, що A = An0 щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U2 ⊆ U1,
тобто U2 ⊆ A i Vn0 ⊆ V .
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Отже, ми одержали вiдкриту непорожню множину U2 в X, щiльну в U2 множину
A i вiдкриту непорожню множину H = Vn0 в Y , такi, що U2 ⊆ U1, U2 ⊆ A,H ⊆ V i
F (x, y) ∩ intW1 ̸= ∅ для всiх (x, y) ∈ A×H.

Покажемо, що F (p)∩W1 ̸= ∅ для кожного p ∈ U2×H. Нехай це не так, i iснує точка
p1 ∈ U2 ×H, така, що F (p1) ∩W1 = ∅. Оскiльки множина W1 – замкнена, то множина
W2 = Z\W1 – вiдкрита i F (p1) ⊆ W2. З слабкої горизонтальної квазiнеперервностi зверху
маємо, що iснують вiдкрита непорожня множина U3 ⊆ U2 i вiдображення g1 : U3 → H,
такi, що F (x, g1(x)) ⊆ W2 для кожного x ∈ U3. Оскiльки U3 ∩ A ̸= ∅, то iснує точка
a ∈ U3 ∩ A). Тодi F (a, g1(a)) ⊆ W2 i F (a, g1(a)) ∩ intW1 ̸= ∅. Отримали суперечнiсть.
Отже, F (p) ∩W1 ̸= ∅ для кожного p ∈ U2 ×H, а значить i F (p) ∩W ̸= ∅. Це означає,
що вiдображення F сукупно квазiнеперервне знизу в точцi p0.

2 Сукупна квазiнеперервнiсть зверху

Тепер перейдемо до встановлення вiдповiдного результату для сукупної квазiнепе-
рервностi зверху.

Теорема 2. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z –
нормальний, простiр i F : X × Y → Z замкненозначне вiдображення, яке задовольняє
наступнi умови:

1) F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу;
2) M = {x ∈ X : F x – квазiнеперервне зверху} – залишкова множина в X.
Тодi F – сукупно квазiнеперервне зверху вiдображення.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Покажемо, що вiдображення F сукупно квазi-
неперервне зверху в точцi p0. Вiзьмемо вiдкриту множину W в Z, таку, що F (p0) ⊆ W

i U × V – окiл точки p0. Оскiльки простiр Z нормальний, то iснує замкнена множина
W1 i вiдкрита множина W2, такi, що F (p0) ⊆ W2 ⊆ W1 ⊆ W . Вiдображення F слаб-
ко горизонтально квазiнеперервне зверху в точцi p0, тому iснують вiдкрита непорожня
множина U1 ⊆ U i вiдображення g : U1 → V , такi, що F (x, g(x)) ⊆ W2 для кожного
x ∈ U1.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

An = {x ∈ U1 ∩M : ∀y ∈ Vn, F (x, y) ⊆ W2}.

Покажемо, що
∞∪
n=1

An = U1 ∩M . Включення
∞∪
n=1

An ⊆ U1 ∩M є очевидним, оскiльки

кожна множина An мiститься в U1∩M . Якщо ж x ∈ U1∩M , то вiдображення F x є ква-
зiнеперервним зверху в точцi g(x). Зауважимо, що F x(g(x)) ⊆ W2. З квазiнеперервностi
зверху вiдображення F x в точцi g(x) випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина
V x, така, що V x ⊆ V i F x(y) ⊆ W2 для кожного y ∈ V x. Оскiльки {Vn : n ∈ N} – псев-
добаза простору Y , то iснує номер n, такий, що Vn ⊆ V x. Тодi F x(y) ⊆ W2 для кожного

y ∈ Vn. Це означає, що x ∈ An, а тому U1 ∩M ⊆
∞∪
n=1

An. Отже,

∞∪
n=1

An = U1 ∩M.
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Оскiльки простiр X берiвський, то множина U1 ∩M другої категорiї в X. Тодi iснує
номер n0, такий, що An0 щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U2 ⊆ U1, тобто
U2 ⊆ An0 i Vn0 ⊆ V .

Отже, ми одержали вiдкриту непорожню множину U2 в X, щiльну в U2 множину
A = An0 i вiдкриту непорожню множину H = Vn0 в Y , такi, що U2 ⊆ U1, U2 ⊆ A,H ⊆ V

i F (x, y) ⊆ W2 для всiх (x, y) ∈ A×H.
Покажемо, що F (p) ⊆ W1 для кожного p ∈ U2×H. Нехай це не так, тобто iснує точка

p1 ∈ U2×H така, що F (p1) ̸⊆ W1. Тодi множина W3 = Z \W1 вiдкрита i F (p1) ∩W3 ̸= ∅.
З слабкої горизонтальної квазiнеперервностi знизу маємо, що iснують вiдкрита непоро-
жня множина U3 ⊆ U2 i вiдображення g1 : U3 → H, такi, що F (x, g(x)) ∩ W3 ̸= ∅ для
кожного x ∈ U3. Оскiльки U3∩A ̸= ∅, то iснує точка a ∈ U3∩A. Тодi F (a, g(a))∩W3 ̸= ∅
i F (a, g(a)) ⊆ W2. Отримали суперечнiсть. Тодi F (p) ⊆ W1 для кожного p ∈ U2 ×H, а
отже, i F (p) ⊆ W . Це i означає сукупну квазiнеперервнiсть зверху функцiї F .

3 Характеризацiя сукупної квазiнеперервностi

Для встановлення характеризацiї сукупної квазiнеперервностi нам будуть потрiбнi
наступнi теореми, якi встановленi в [4].

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та Z задовольняють другу
аксiому злiченностi i F : X × Y → Z – многозначне многозначне вiдображення, яке
сукупно квазiнеперервне знизу. Тодi множина

M = {x ∈ X : F x − квазiнеперервне знизу}

залишкова в X.

Теорема 4. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та Z задовольняють другу
аксiому злiченностi i F : X × Y → Z – компактнозначне вiдображення, яке сукупно
квазiнеперервне зверху. Тодi множина

{x ∈ X : F x − квазiнеперервне знизу}

залишкова в X.

Тепер ми можемо встановити основний результат цiєї статтi.

Теорема 5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр i F : X × Y → Z – компактнозначне
многозначне вiдображення. Вiдображення F сукупно квазiнеперервне зверху i знизу
тодi i тiльки тодi, коли F слабко горизонтально квазiнеперервне зверху i знизу та F x

квазiнеперервне зверху i знизу для всiх x з деякої залишкової множини в X.

Доведення. Зауважимо, що метризовний простiр Z є нормальним, а отже, i регуляр-
ним. Додаткова умова сепарабельностi простору Z гарантує те, що цей простiр буде
задовольняти другу аксiому злiченностi.
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Необхiднiсть випливає з теорем 3 i 4, оскiльки перетин двох залишкових множин є
залишковою множиною, i зауваження про те, що сукупно квазiнеперервне зверху (зни-
зу) многозначне вiдображення є слабко горизонтально квазiнеперервне зверху (знизу).

Достатнiсть випливає з теорем 1 i 2.
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Nesterenko V.V., Fotij O.G. On weak horizontal quasi-continuity and joint quasi-continuity of
multivalued mappings, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 162–167.

The joint upper (lower) quasi-continuity of multivalued mappings from two variables is
investigated. Some results on joint quasi-continuity of functions of two variables are transferred
to the case of multivalued mappings. For this purpose, the concept of upper (lower) weak hori-
zontal quasi-continuity is first introduced. With the help of this concept, sufficient conditions are
established under which the multivalued mapping from two variables is joint quasi-continuous.
In particular, it is established that if X is a Baire space, a space Y has a countable pseudobase,
Z a regular space, and the multivalued mapping F : X × Y → Z is upper and lower weakly
horizontally quasi-continuous and lower quasi-continuouswith respect to the second variable
for the values of the first variable from some residual set in X, then F is a joint lower quasi-
continuous mapping. A similar result was established for the joint upper quasi-continuity: if X
is a Baire space, a space Y has a countable pseudobase, Z a normal space, and F : X×Y → Z

is a closed-valued mapping that is upper and lower weakly horizontally quasi-continuous and
upper quasi-continuous with respect to of the second variable at the values of the first variable
from some residual set in X, then F is an upper quasi-continuous mapping . Necessary and
sufficient conditions are also obtained that the multivalued mapping from two variables is joint
upper (lower) quasi-continuous. In particular, it is established that if X is a Baire space, Y
a second countable space, Z a metric separable space, then the compact-valued multivalued
mapping F : X × Y → Z is joint upper and lower quasi-continuous if and only if F is upper
and lower weakly horizontally quasicontinuous and F x is upper and lower quasicontinuous for
of all x from some residual set in X.
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ÏÐÎ ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖIÞ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ IÇ

ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌ Ó ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

Ó ñòàòòi ïðåäñòàâëåíî äåòàëüíó ñõåìó àïðîêñèìàöi¨ ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äëÿ

åâîëþöiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ çàìiíi ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè ç ïiñëÿäi¹þ åâîëþöiéíîþ ñè-

ñòåìîþ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïiñëÿäi¨. Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä ïåðåäáà÷à¹ ðîçáèòòÿ

iíòåðâàëó çàïiçíåííÿ íà ïiäiíòåðâàëè òà ïîáóäîâó âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêà àïðî-

êñèìó¹ ïîâåäiíêó ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî êiëüêiñòü ðiâíÿíü ó òàêié

àïðîêñèìóþ÷ié ñèñòåìi çáiëüøó¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì êiëüêîñòi ïiäiíòåðâàëiâ. Îñíîâíèé ðå-

çóëüòàò äîñëiäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî çà óìîâè, êîëè ðîçáèòòÿ ñòà¹ äåäàëi äðiáíiøèì (òîáòî

êiëüêiñòü ïiäiíòåðâàëiâ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi), âiäñòàíü ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì i ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè áåç çàïiçíåííÿ ïðÿìó¹ äî

íóëÿ.

Òåîðåòè÷íà îñíîâà ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ âèêîðèñòîâó¹ êëþ÷îâi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè

çi ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ, çîêðåìà, äëÿ âèðiøåííÿ ïðî-

áëåì, ïîâ'ÿçàíèõ iç ôóíêöiîíàëüíîþ ïðèðîäîþ ïiñëÿäi¨ òà íåîáìåæåíiñòþ ïðîñòîðó ñòàíiâ.

Äîñëiäæåííÿ íå ëèøå óçàãàëüíþ¹ ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âèïàäêiâ

äî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ñåðåäîâèùà, àëå é ðîçøèðþ¹ ìåòîäè, çàñòîñîâàíi äëÿ äåòåðìiíî-

âàíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì, íà ñòîõàñòè÷íi ñèñòåìè. Ìåòîäîëîãiÿ áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íié

iäå¨ ðîçêëàäó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà çà äîâæèíîþ ií-

òåðâàëó çàïiçíåííÿ h > 0 h>0. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çàìiíèòè ïî÷àòêîâó çàäà÷ó äëÿ

ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì ñèñòåìîþ çàäà÷ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ïîáóäîâàíèõ ñïåöiàëüíèì ÷èíîì.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìàþòü çíà÷íi ïðàêòè÷íi íàñëiäêè, îñîáëèâî äëÿ ñèñòåì, äå çàïi-

çíåííÿ ¹ ïðèðîäíèìè, òàêèõ ÿê ñòîõàñòè÷íi ñèñòåìè óïðàâëiííÿ, äèíàìiêà ïîïóëÿöié àáî

íåñêií÷åííîâèìiðíi ñèñòåìè, îïèñóâàíi ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Çàìiíþþ÷è ñêëàäíi ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿìè áiëüø ïðîñòèìè ñèñòåìàìè áåç çàïiçíåíü,

çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íå ëèøå ñïðîùó¹ ÷èñåëüíi îá÷èñëåííÿ, àëå é çàáåçïå÷ó¹ ãëèáøå

ðîçóìiííÿ äèíàìiêè òàêèõ ñèñòåì. Äîâåäåííÿ óìîâ, çà ÿêèõ àïðîêñèìàöiÿ ¹ êîðåêòíîþ,

ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó òåîðåòè÷íî¨ áàçè ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿìè ó íåñêií÷åííîâè-

ìiðíèõ ïðîñòîðàõ òà ïðîïîíó¹ ïîòóæíèé iíñòðóìåíò äëÿ ¨õ àíàëiçó òà ìîäåëþâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè: çàïiçíåííÿ, ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë, ïðîöåñ Âiíåðà, ãåíåðàòîð,

íàïiâãðóïà, àïðîêñèìàöiÿ.
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Âñòóï

Äàíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü ðîáîòè [5], äå ïîäiáíà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñü

ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó. Îñíîâíà iäåÿ äàíèõ äîñëiäæåíü ïîëÿãà¹ ó çàìiíi âèõi-

äíîãî îá'¹êòó iç ïiñëÿäi¹þ, ñèñòåìîþ ðiâíÿíü áåç ïiñëÿäi¨. Êiëüêiñòü ðiâíÿíü òàêî¨ ñè-

ñòåìè çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi òî÷îê ðîçáèòòÿ iíòåðâàëà çàïiçíåííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ÿêùî

êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ðîçáèòòÿ ñïðÿìóâàòè äî íåñêií÷åííîñòi, òî âiäñòàíü ó ñåðåäíüîìó

êâàäðàòè÷íîìó ìiæ âiäïîâiäíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿìè i ðîçâ'ÿçêàìè

àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè áåç çàïiçíåíü ïðÿìó¹ äî íóëÿ. ßê äàíà ðîáîòà òàê i ðîáîòà

[5] óçàãàëüíþ¹ íà ñòîõàñòè÷íèé âèïàäîê ðåçóëüòàòè ðîáiò I.Ì. ×åðåâêà òà éîãî ó÷íiâ

[6, 7, 8]. Ó âêàçàíèõ ðîáîòàõ ïî÷àòêîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿìè çàìi-

þ¹òüñÿ íàáîðîì çàäà÷ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïîáóäî-

âàíî¨ ñïåöiàëüíèì ÷èíîì çà âèõiäíîþ ñèñòåìîþ iç çàïiçíåííÿìè. Äàíèé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ

íà iäå¨ Ì.Ì. Êðàñîâñüêîãî, ïîâ'ÿçàíî¨ iç ðîçêëàäîì ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì

çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà çà äîâæèíîþ h > 0 âiäðiçêà çàïiçíåííÿ

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó òà ÷îòèðüîõ ÷àñòèí. Ó ïåðøié ÷àñòèíi ïðèâåäåíi íå-

îáõiäíi ó ïîäàëüøîìó ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè ïîâ'ÿçàíi çi ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ó

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ. Äðóãà ÷àñòèíà ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíà ïîñòàíîâöi çàäà÷i,

ôîðìóëþâàííþ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó, òà äåÿêèì äîïîìiæíèì òâåðäæåííÿì. Äîâåäåí-

íÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðèâåäåíî ó ÷àñòèíi òðè. Ó ÷åòâåðòié ÷àñòèíi ïðèâåäåíî ïðèêëàä

çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

1 Ïðîñòîðè, îïåðàòîðè òà ñòîõàñòè÷íi

ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Íåõàé H i K ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ç íîðìàìè || · || i || · ||K âiäïîâiäíî. Íåõàé òàêîæ

(Ω,F ,P) ¹ ïîâíèì éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì, à Q ëiíiéíèé, îáìåæåíèé êîâàðiàöiéíèé

îïåðàòîð òàêèé, ùî Tr(Q) <∞. Ââåäåìî Q- ÿäåðíèé K-çíà÷íèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ

W (t) :=
∞∑
i=1

√
λiβi(t)li, t ≥ 0.

Òóò βi(t) - ñòàíäàðòíi, îäíîâèìiðíi, íåçàëåæíi ó ñóêóïíîñòi ïðîöåñè áðîóíiâñüêîãî

ðóõó, li, i ≥ 1 îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â K, ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë λi çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè

Qli = λili, i = 1, 2, ...
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òà
∞∑
i=1

λi <∞

Ft, t ≥ 0 íîðìàëüíà ôiëüòðàöiÿ, ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâè:

1. W (t) ¹ Ft-âèìiðíèì;

2. W (t+ h)−W (t) íå çàëåæèòü âiä σ-àëãåáðè Ft äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà h ≥ 0.

×åðåç L0
2 = L2(Q

1
2 (K), H) ïîçíà÷èìî ïðîñòið îïåðàòîðiâ Ãiëüáåðòà-Øìiäòà, ùî äi-

þòü ç Q
1
2 â H çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

⟨Φ,Ψ⟩L0
2
= Tr(ΦQΦ∗)

. Íåõàé A : H → H- íåîáìåæåíèé, çàìêíóòèé, ëiíiéíèé îïåðàòîð i D(A) ⊂ H- éîãî

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ.

Áóäåìî ââàæàòè , ùî âií ¹ ãåíåðàòîðîì êîìïàêòíî¨ íàïiâãðóïè S(t), t > 0 â H.

Äëÿ L0
2- çíà÷íèõ, Ft- âèìiðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Φ(t) òàêèõ, ùî

P{
∫ T

0

||Φ(t)||2L2
0
dt <∞} = 1,

ââåäåìî, àíàëîãi÷íî [1] H- çíà÷íèé ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë∫ t

0

Φ(t)dW (s).

Çíîâó àíàëîãi÷íî [1] áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñòîõàñòè÷íó êîíâîëþöiþ∫ t

0

S(t− s)Φ(t)dW (s),

äëÿ ÿêî¨ ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. [1] Íåõàé p > 2, T > 0 òà Φ ∈ L0
2- çíà÷íèé, Ft- âèìiðíèé ïðîöåñ, ùî

E
∫ T

0

||Φ(t)||2L2
0
dt ≤ ∞.

Òîäi iñíó¹ ñòàëà M =M(T ) > 0, òàêà, ùî

E sup
t∈[0,T ]

||
∫ t

0

S(t− s)Φ(s)dW (s)||p ≤ME
∫ T

0

||Φ(s)||2L2
0
ds

×åðåç C = C([−h, 0];H) ïîçíà÷èìî ïðîñòið H-çíà÷íèõ, íåïåðåðâíèõ ôóíêöié φ :

[−h, 0] → H iç ñóïðåìíîþ íîðìîþ

||φ||C = sup
t∈[−h,0]

||φ(t)||,
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òóò h > 0- iíòåðâàë çàïiçíåííÿ.

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåí-

íÿì âèãëÿäó

du(t) = [Au(t) + f(t, u(t), u(t− h))]dt+ σ(t, u(t), u(t− h))dW (t), t ∈ [0, T ], (1)

u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0].

Âiäíîñíî âiäîáðàæåíü f i σ áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè íàñòóïíi óìîâè:

1. f : [0, T ] × H × H → H, σ : [0, T ] × H × H → L0
2 ¹ íåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ

àðãóìåíòiâ;

2. iñíó¹ ñòàëà L > 0, ùî âèêîíàíà óìîâà ëiíiéíîãî ðîñòó

||f(t, u, v)||2 + ||σ(t, u, v)||2L0
2
≤ L(1 + ||u||2 + ||v||2),

äëÿ äîâiëüíèõ t, u, v ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ;

3. òà óìîâà Ëiïøèöÿ

||f(t, u1, v1)−f(t, u2, v2)||2+ ||σ(t, u1, v1)−σ(t, u2, v2)||2L0
2
≤ L(||u1−u2||2+ ||v1−v2||2),

äëÿ t ∈ [0, T ] òà äîâiëüíèõ u1, u2, v1, v2 ∈ H;

4. ïî÷àòêîâà íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ φ : [−h, 0] → H ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (1) áóäåìî ðîçóìiòè ó ì'ÿêîìó ñåíñi.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåïåðåðâíèé Ft àäàïòîâàíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ u : [−h, T ] × Ω → H

íàçâåìî ì'ÿêèì ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (1) íà [0, T ] ÿêùî:

1. u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0];

2. Íà [0, T ]u(t) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

u(t) = S(0)φ(0)+

∫ t

0

S(t−s)f(s, u(s), u(s−h))ds+
∫ t

0

S(t−s)σ(s, u(s), u(s−h))dW (s),

(2)

ç [1]. Òóò ïåðøèé iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê iíòåãðàë Áîõíåðà, à äðóãèé ÿê ñòîõà-

ñòè÷íèé iíòåãðàë Iòî.

Ç ðîáîòè [3] âèïëèâà¹, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ 1-4, ïî÷àòêîâà çàäà÷à (1) ìà¹ ¹äèíèé

íà [0, T] ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìà¹ îáìåæåíèé p-ìîìåíò (p ≥ 1).
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Çà ðiâíÿííÿì (1) ïîáóäó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

áåç çàïiçíåííÿ, ÿêó ìè íàçâåìî àïðîêñèìóþ÷îþ.

Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå m òà ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [−h, 0] òî÷êàìè h
m
j, j = 0,m íà m

÷àñòèí. Âèçíà÷èìî ïðîöåñè zj(t) ∈ H ÿê ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ çàäà÷ Êîøi
dz0(t) = [Az0 + f(t, z0(t), zm(t))] dt+ σ(t, z0(t), zm(t)) dW (t),

dzj(t) =
m
h
(zj−1(t)− zj(t)) , t ∈ [0, T ],

zj(0) = φ
(
−hj

m

)
, j = 0,m.

(3)

Òóò z0(t)- ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, ðîçóìi¹òüñÿ ó ì'ÿêîìó ñåíñi, à ðåøòàm ðiâíÿíü ó

çâè÷àéíîìó ñåíñi, äå
dzj(t)

dt
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ñèëüíà, çà íîðìîþ ïðîñòîðóH ïîõiäíà. Ç [1]

âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à Êîøi (3) ìà¹ ¹äèíèé íà [0, T ] ðîçâ'ÿçîê, äå ïðîöåñ z0(t) çàäîâiëüíÿ¹

(3) ó ì'ÿêîìó ñåíñi, à zj(t) çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíi m ðiâíÿíü ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìà (3) íàçèâà¹òüñÿ àïðîêñèìóþ÷îþ äëÿ (1) ó ñåðåäíüîìó êâàäðà-

òè÷íîìó, ÿêùî

sup
t∈[0,T ]

E||u(t− h

m
j)− zj(t)||2 → 0, m→ ∞, j = 0,m.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ðîáîòè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Çà âèêîíàííÿ óìîâ 1-4 ñèñòåìà (3) ¹ àïðîêñèìóþ÷îþ ó ñåðåäíüîìó êâàäðà-

òè÷íîìó äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (1) ðiâíîìiðíî ïî j = 0,m, òîáòî

sup
j=0,m

sup
t∈[0,T ]

E||u(t− h

m
j)− zj(t)||2 → 0, m→ ∞. (4)

Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáèòüñÿ ëåìà, ùî ¹ àíàëîãîì ëåìè 1 ç ðîáîòè [5] äëÿ íåñêií-

÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêó.

Ëåìà 2 (Ïðî ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi). Çà âèêîíàííÿ óìîâ 1-4 äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i (1) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

sup
t1∈[−h,T ]

E sup
t2∈[t1,t1+l]

||u(t2)− u(t1)||2 ≤ C(T, ||φ||C , l) → 0, l → 0 (5)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ìà¹ìî

∥u(t)∥ ≤ 3 ∥S(t)φ(0)∥2 + 3

(∫ t

0

∥S(t− s)f(s, u(s), u(s− h))∥ ds
)2

+3

∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

∥∥∥∥2 .
(6)
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Îñêiëüêè íàïiâãðóïà S(t) ¹ íàïiâãðóïîþ êëàñó C0, òî ∥S∥ ≤ M , ïðè t ∈ [0, T ] [2]. Òîäi,

â ñèëó óìîâè 2, ìàòèìåìî

∥u(t)∥2 ≤ 3M ∥φ(0)∥2 + 3TM

∫ t

0

L
(
1 + ∥u(s)∥2 + ∥u(s− h)∥2

)
ds

+ 3 sup
s∈[0,t]

∥∥∥∥∫ s

0

S(t− τ)σ(τ, u(τ), u(τ − h))dW (τ)

∥∥∥∥2
≤ 3

(
M ∥φ(0)∥2 + TM

∫ t

0

L
(
1 + sup

τ∈[0,s]
∥u(τ)∥2 + sup

τ∈[0,s]
∥u(τ − h)∥2

)
ds

+ sup
s∈[0,t]

∥∥∥∥∫ s

0

S(t− τ)σ(τ, u(τ), u(τ − h))dW (τ)

∥∥∥∥2
)
,

(7)

ïðè öüîìó äëÿ îöiíêè ïåðøîãî iíòåãðàëà âèêîðèñòàíà íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.

Î÷åâèäíîþ ¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

sup
s∈[0,t]

∥u(s− h)∥2 ≤ ∥φ∥2C + sup
s∈[0,t]

∥u(s)∥2 . (8)

Âðàõóâàâøè (8) òà Ëåìó 1, ìàòèìåìî

E sup
s∈[0,t]

∥u(s)∥2 ≤ 3
(
M ∥φ(0)∥+ T 2LM ∥φ∥C + T 2ML+ 2TM

∫ t

0

LE sup
τ∈[0,s]

∥u(τ)∥2 ds

+ C1(T, ∥φ∥C) + C2(T, ∥φ∥h)LM
∫ t

0

E sup
τ∈[0,s]

∥u(τ)∥2 dτ
)
,

çâiäñè, â ñèëó íåðiâíîñòi Ãðîãóîëëà, îòðèìà¹ìî îöiíêó

E sup
s∈[0,t]

∥u(s)∥2 ≤ C3(T, ∥φ∥T ). (9)
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Íåõàé t2 = t1 + r. Äàëi, ÿêùî t1 ≥ 0 òî iç (2) ìàòèìåìî

u(t2)− u(t1) = (S(t2)− S(t1))φ(0)

+

∫ t1

0

(S(t2 − s)− S(t1 − s))f(s, u(s), u(s− h)) ds

+

∫ t2

t1

S(t2 − s)f(s, u(s), u(s− h)) ds

+

∫ t1

0

(S(t2 − s)− S(t1 − s))σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

+

∫ t2

t1

S(t2 − s)σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

= (S(t1 + r)− S(t1))φ(0)

+

∫ t1

0

(S(t1 + r − s)− S(t1 − s))f(s, u(s), u(s− h)) ds

+

∫ t1+r

t1

S(t1 + r − s)f(s, u(s), u(s− h)) ds

+

∫ t1

0

(S(t1 + r − s)− S(t1 − s))σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

+

∫ t1+r

t1

S(t1 + r − s)σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s).

(10)

Òîäi

E sup
t2∈[t1,t1+l]

∥u(t2)− u(t1)∥2 = E sup
r∈[0,l]

∥u(t1 + r)− u(t1)∥2

≤ 5

(
sup
r∈[0,l]

∥S(t1 + r)φ(0)− S(t1)φ(0)∥2

+ TE sup
τ∈[0,l]

∫ t1

0

∥S(t1 + r − s)− S(t1 − s)∥2 ∥f(s, u(s), u(s− h))∥2 ds

+ E sup
τ∈[0,l]

∫ t1+l

t1

L ∥S(t1 + r − s)∥2
(
1 + E ∥u(s)∥2 + E ∥u(s− h)∥2

)
ds

+ E sup
τ∈[0,l]

∥∥∥∥∫ t1

0

(S(t1 + r − s)− S(t1 − s))σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

∥∥∥∥2
+ E sup

τ∈[0,l]

∥∥∥∥∫ t1+r

t1

S(t1 + r − s)σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

∥∥∥∥2
)

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5.

(11)

Îöiíèìî êîæåí äîäàíîê â (11). Îñêiëüêè íàïiâãðóïà S(t) ¹ íàïiâãóïîþ êëàñó C0, òî

â ñèëó ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi âèðàç I1 ðiâíîìiðíî ïî t1 ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè r → 0.
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Äàëi, äëÿ îöiíêè I2 ìà¹ìî

I2 ≤ TE

(
sup
τ∈[0,l]

∫ t1

0

∥S(t1 + r − s)− S(t1 − s)∥2 ds sup
s∈[0,t1]

∥f(s, u(s), u(s− h))∥2
)

≤ T

∫ T

0

∥S(t+ r)− S(t)∥2 dt L
(
1 + 2C3(T, ∥φ∥h)

)
,

(12)

â ñèëó (9). Îñêiëüêè íàïiâãðóïà S(t) êîìïàêòíà, òî â ñèëó [2], âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ â

ðiâíîìiðíié îïåðàòîðíié òîïîëîãi¨ ïðè t > 0, à òîìó âèðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi (12) ïðÿìó¹

äî 0 ïðè r → 0, â ñèëó òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îöiíèìî âèðàç I3.

Ìà¹ìî â ñèëó (9)

I3 ≤ L(1 + 2C3(T, ∥φ∥h))
∫ t1+l

t1

∥S(t1 + r − s)∥2 ≤ LM2(1 + 2C3(T, ∥φ∥h))l → 0, (13)

ïðè l → 0. Äëÿ îöiíêè I4 âèêîðèñòà¹ìî ôàêòîðèçàöiéíó ôîðìóëó [1], çãiäíî ç ÿêîþ∫ t1

0

(S(t1 + r − s)− S(t1 − s))σ(s, u(s), u(s− h)) dW (s)

=
sinπα

α

∫ t1

0

(
(t1 + r − s)α−1S(t1 + r − s)− (t1 − s)α−1S(t1 − s)

)
Y(s) ds.

(14)

äå

Y(s) =

∫ s

0

(s− v)−αS(s− v)σ(v, u(v), u(v − h))dW (v),

α ∈ (0, 1)

Âèáåðåìî äëÿ p > 1, α ∈ ( 1
2p
, 1
2
). Òîäi, iç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà äëÿ îöiíîê äîäàíêó I4

îòðèìó¹ìî

I4 ≤ E

(
sup
r∈[0,1]

(∫ t1

0

∥∥∥ (t1 + r − s)α−1 S (t1 + r − s)− (t1 − s)α−1 S (t1 − s)
∥∥∥2qds) p

q

×

×
∫ t1

0

∥Y(s)∥2p ds

)
= sup

r∈[0,1]

(∫ T1

0

∣∣(s+ r)α−1S(s+ r)− sα−1S(s)
∣∣2q ds) p

2q

×

× E
∫ t1

0

∥Y(s)∥2p ds. (15)

Àëå, îñêiëüêè íàïiâãðóïà S(t) êîìïàêòíà ïðè t > 0, òî âîíà íåïåðåðâíà â ðiâíîìiðíié

îïåðàòîðíié òîïîëîãi¨. Îòæå ïåðøèé ñïiâìíîæíèê ó (15) ïðÿìó¹ äî íóëÿ â ñèëó òåîðå-

ìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Ïîêàæåìî, ùî äðóãèé ñïiâìíîæíèê îáìåæåíèé.

Ìà¹ìî

E ∥Y(t)∥2p = E
∥∥∥∥∫ t

0

(t− s)−αS(t− s)σ(s, u(s), u(s− h))dW (s)

∥∥∥∥2p ≤
CTE

(∫ t

0

(t− s)−2α ∥σ(s, u(s), u(s− h)∥2L0
2

)p

.
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Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Þíãà, îòðèìà¹ìî

∫ t1

0

E ∥Y(t)∥2p dt ≤CT

(∫ T

0

(t− s)−2α

)p

E
∫ T

0

∥σ(s), u(s), u(s− h)∥2p
L0
2

⩽ C3

∫ T

0

LP (1 + E∥u(s)∥p + E∥u(s− h)∥p) ds ≤ C4.

Îöiíþ¹ìî íàðåøòi äîäàíîê I5. Ìà¹ìî

I5 ≤ E sup
r∈[0,l]

∥
∫ t+r

t1

S (t1 + r − s)σ(s, u(s), u(s− h)dW (s)∥2 ≤

≤ E
∫ t1+l

t1

M2∥σ
(
s, u(s), u(s− h)∥2L0

2
ds ≤ C5l → 0, l → 0.

ßêùî æ t1 òà t1 + l íàëåæàòü [−h, 0], òî â ñèëó îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ìà¹ìî, ùî

E sup
t2∈[t1,t1+l]

∥u(t2)− u(t1)∥2 = sup
t2∈[t1,t1+l]

∥φ(t2)− φ(t1)∥2 → 0, l → 0,

â ñèëó ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi íà [−h, 0] ôóíêöi¨ φ(t).
ßêùî æ t1 ∈ [−h, 0], à t2 > 0, òî ∥u(t2)− u(t1)∥ ≤ ∥u(t2)− φ(0)∥+ ∥u(t1)− φ(0)∥.
Î÷åâèäíî, ùî t1 → 0 i t2 → 0, ÿêùî l → 0. Òîäi, âðàõóâàâøè, ùî âñi îòðèìàíi âèùå

îöiíêè ðiâíîìiðíi ïî t1, îòðèìó¹ìî äîâåäåííÿ ëåìè.

3 Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Çàóâàæèìî, ùî ïðèíöèïîâîþ âiäìiííiñòþ äàíî¨ ðîáîòè âiä [5] ¹ äîâåäåííÿ ëåìè ïðî

ìîäóëü íåðiâíîñòi. Â ðåøòi ðîáîòè iäå¨ äîâåäåííÿ ñõîæi ç [5], òîìó ìè äåòàëüíî íå

áóäåìî éîãî ïîâòîðþâàòè, à çóïèíèìîñü ëèøå íà òèõ âiäìiííîñòÿõ, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ

çàâäÿêè íåñêií÷åííîâèìiðíîñòi.

Çàçíà÷èìî, ùî ç [1] âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü òðà¹êòîði¨ u(t) â íîðìi ïðîñòîðó H. Ââå-

äåìî íàñòóïíèé çãëàäæåíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ uµ(t) ïîáóäîâàíèé äëÿ êîæíîãî ìàëîãî

µ > 0 íàñòóïíèì ÷èíîì

uµ(t) =
1

µ

∫ t+µ

t

u(s)ds, t ∈ [−h, T ]. (16)

Ïðè öüîìó äëÿ t ≥ T ïðîöåñ u(s) ïðîäîâæåíî ÿê ñòàëó âèïàäêîâó âåëè÷èíó çà

íåïåðåðâíiñòþ. Iç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëó Áîõíåðà âèïëèâà¹ ñèëüíà ãëàäêiñòü ïðîöåñó

uµ(t) i ç [5]

u̇µ(t) =
1

µ
[u(t+ µ)− u(t)]. (17)

Îöiíèìî ðiçíèöþ ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ìiæ u(t) i uµ(t). Ìà¹ìî
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sup
t∈[−h,T ]

E∥u(t)− uµ(t)∥2 =
1

µ2
sup

t∈[−h,T ]

E
∥∥∥∥∫ t+µ

t

(u(s)− u(t))ds

∥∥∥∥2 ⩽
≤ 1

µ2
sup

t∈[−h,T ]

E
(∫ t+µ

t

∥(u(s)− u(t))∥ ds
)2

⩽
1

µ
sup

t∈[−h,T ]

∫ t+µ

t

E ∥(u(s)− u(t))∥2 ds ≤

≤ C(T, ∥φ∥C , µ) → 0, µ→ 0,

â ñèëó ëåìè ïðî ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi.

Îñêiëüêè â ñèñòåìi (3) âñi ðiâíÿííÿ ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ¹ ëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè iç

îáìåæåíèìè ñòàëèìè îïåðàòîðàìè, òî âîíè ìàþòü ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äàëi ñèñòåìà (3) ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ñèñòåìè, i ðîçâ'ÿçîê zj(t) = z
(1)
j (t) + z

(2)
j (t)

ïîäà¹òüñÿ â äàíié ôîðìi, äå z
(1)
j ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè



h

m
ż
(1)
1 = u(t)− z

(1)
1

h

m
ż
(1)
j = z

(1)
j−1 − z

(1)
j , j = 1,m,

z
(1)
j (0) = u(−hj

m
).

(18)

à z
(2)
j ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè


h

m
ż
(2)
1 = −z(2)1 + (z0 − x)

h

m
ż
(2)
j = z

(2)
j−1 − z

(2)
j , j = 1,m,

z
(2)
j (0) = 0.

(19)

Òîäi

sup
t∈[0,T ]

E
∥∥∥∥u(t− hj

m
)− zj(t)

∥∥∥∥2 ≤ 2

(
sup

t∈[0,T ]

E
∥∥∥∥u(t− hj

m
)− z

(1)
j (t)

∥∥∥∥2 + sup
t∈[0,T ]

E
∥∥∥z(2)j (t)

∥∥∥2) .
(20)

Ïîçíà÷èìî (yj(t) = u(t− hj
m
), iiNj(t) = E

∥∥∥yj(t)− z
(1)
j (t)

∥∥∥2 , j = 0,m.

Äàëi, àíàëîãi÷íî [5], äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó ó (19) îòðèìó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

√
E
∥∥∥yj(t)− z

(1)
j (t)

∥∥∥2 ≤ 2h

µ
C

1
2 (T, ∥φ∥C ,

h

m
) + 3C

1
2 (T, ∥φ∥C , µ)). (21)

ßêùî â îñòàííié íåðiâíîñòi ïîêëàñòè µ = C
1
4 (T, ∥φ∥C ,

h
m
), òî ìàòèìåìî
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sup
t∈[0,T ]

√
E
∥∥∥yj(t)− z

(1)
j (t)

∥∥∥2 ≤ 2h

µ
C

1
4 (T, ∥φ∥C ,

h

m
) + 3C

1
2 (T, ∥φ∥C , C

1
4 (T, ∥φ∥C ,

h

m
)) =

= α(T, ∥φ∥C ,
h

m
) → 0, m→ ∞.

(22)

Âiäïîâiäíi îöiíêè äëÿ ñèñòåìè (19) íàáèðàþòü âèãëÿäó

E
∥∥∥z(2)j (t)

∥∥∥2 ≤ sup
t∈[0,T ]

N0(t). (23)

Òîìó, àíàëîãi÷íî [5] îòðèìó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

√
Nj(t) ≤ α

(
T, ∥φC∥ ,

h

m

)
+
√

sup
t∈[0,T ]

N0(t). (24)

Íàðåøòi îöiíèìî N0(t). Ìà¹ìî

z0(t)− u(t) =

∫ t

0

S(t− s)(f(s, z0(s), zm(s))ds +

+

∫ t

0

S(t− s)(σ(s, z0(s), zm(s))− σ(s, u(s), u(s− h))dW (s).

Iç âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ òîäi îòðèìó¹ìî

N0(t) ≤2T

∫ t

0

LM2
(
E ∥z0(s)− u(s)∥2 + E ∥zm(s)− u(s− h)∥2

)
ds ≤

≤ 2TLM2

∫ t

0

4L sup
τ∈[0,s]

N0(s)ds+ 2α2C(T, ∥φ∥C ,
h

m
).

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì ëåìè Ãðîíóîëëà, ìàòèìåìî

sup
t∈[0,T ]

N0(t) ≤ 2α2C(T, ∥φ∥C ,
h

m
)e(T+1)LMT → 0, m→ ∞.

Îñòàííÿ îöiíêà iç óðàõóâàííÿì (24) äîâîäÿòü òåîðåìó.

4 Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ

Ïðîiëþñòðó¹ìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò íàñòóïíèì ñòîõàñòè÷íèì ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì òèïó ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ.

Íåõàé D-îáìåæåíà îáëàñòü â Rd iç ìåæåþ ∂D, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëÿïóíîâà

H = L2(D) i îïåðàòîð A ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó åëiïòè÷íîãî

òèïó
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Au =
d∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

= div(a(x)∇u).

Òóò aij ¹ íåïåðåðâíèì çà Ãåëüäåðîì êîåôiöi¹íòàìè iç ïîêàçíèêàìè Ãåëüäåðà β ∈
(0, 1), ñèìåòðè÷íèìè, îáìåæåíèìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi

d∑
i,j=1

aijηi ηj ≥ C0|η|2, η ∈ Rd,

äëÿ äåÿêîþ ñòàëî¨ C0 > 0, | · | - åâêëiäîâà íîðìà â Rd. Íåõàé en(x)- îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ â H òàêèé, ùî en(x) ∈ L∞(D), supn ∥en∥L∞(D) <∞. Ââåäåìî êîâàðiàöiéíèé îïåðà-

òîð Q ∈ L(H) òàêèé, ùî Q ¹ íåâiä'¹ìíèì i Tr(Q) <∞, à òàêîæ Qen = λnen. Ïðè öüîìó

λn ¹ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ùî

∞∑
n=1

λn <∞.

Òåïåð âèçíà÷èìî H-çíà÷íèé Q-ÿäåðíèé ïðîöåñ Âiíåðà

W (t) :=
∞∑
i=1

√
λi βi(t)ei(x), t ≥ 0.

Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòîðè K i H â îçíà÷åííi âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó ñïiâïà-

äàþòü, òîáòî K = H = L2(H). Ïîçíà÷èìî V := Q
1
2 (L2(D)). ßê âèïëèâà¹ ç [4](Ëåìà 2.2)

V ⊂ L∞(D).

Òîäi ìîæíà ââåñòè ìóëüòèïëiêàòèâíèé îïåðàòîð Ψ : V → H íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ

êîæíîãî ôiêñîâàíîãî φ ∈ L2(D) ïîêëàäåìî Ψ(φ) = φ·ψ, äëÿ ψ ∈ V . Îñêiëüêè φ ∈ L2(D)

òà ψ ∈ L∞(D), òî îïåðàòîð Ψ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé, à òàêîæ Ψ ◦ Q 1
2 : L2(D) → L2(D)

âèçíà÷à¹ îïåðàòîð Ãiëüáåðòà-Øìiäòà iç îöiíêîþ íîðìè∥∥Ψ ◦Q2
∥∥2
L0
2
≤ Tr(Q) sup

n
∥en∥2∞ ∥φ∥2L2(D) .

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ


d(u(t, x)) = [Au+ f(t, u(t), u(t− h))] dt+

∑∞
i=1

√
λiσ(t, u(t), u(t− h))ei(x) dβi(t)

u(t, x) = φ(t, x), t ∈ [−h, 0], u(0, x) = φ0(x) â D,

u(t, x) = 0, x ∈ ∂D, t ≥ 0.

(25)
Òóò äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ f : [0, T ]×R1×R1 → R1, σ : [0, T ]×Rd×Rd → R1, âèçíà÷åíi,

íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ òà çàäîâîëüíÿþòü çà äðóãîþ òà òðåòüîþ çìiííèìè
ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ òà óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó. Iç [2] âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A
¹ ãåíåðàòîðîì êîìïàêòíî¨ íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ S(t) : H → H. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî
óìîâè 1-4 äëÿ ðiâíÿííÿ (25) âèêîíàíi, à òîìó äëÿ (25) ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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Petryna G., Stanzhytskiy O., and Martynyuk O. On the Approximation of Stochastic Delay

Equations in In�nite-Dimensional Spaces, Bukovinian Math. Journal. 12 (2) (2024), 168�181.

The article presents a detailed scheme for the mean square approximation of evolutionary

stochastic delay equations in in�nite-dimensional spaces. The primary focus lies in substi-

tuting the original system with delay by a system of evolutionary stochastic equations wi-

thout delay. The proposed approach involves partitioning the delay interval into subintervals

and constructing a corresponding system of equations that approximates the original system's

behavior. Notably, the number of equations in the approximating system grows as the number

of partition subintervals increases. A signi�cant result of this study demonstrates that, as

the partitioning becomes �ner (i.e., the number of subintervals approaches in�nity), the mean

square distance between the solutions of the delay equation and the solutions of the delay-free

approximating system converges to zero.

The theoretical framework of the approximation method leverages key concepts and results

from in�nite-dimensional stochastic analysis, incorporating tools to address the challenges

posed by the functional nature of the delay term and the unboundedness of the state space. The

study not only generalizes earlier �nite-dimensional results to the in�nite-dimensional setting

but also extends the methods used for deterministic delay systems to stochastic systems. The

methodology builds on the classical idea of decomposing the solution of the delay equation

using a Taylor expansion in terms of the delay length h > 0. This decomposition allows the

construction of an approximating system that replaces the original delay equation with a system

of Cauchy problems for ordinary di�erential equations (ODEs).

The results have signi�cant implications for practical applications, particularly for systems

where delays naturally arise, such as in stochastic control, population dynamics, and in�nite-

dimensional systems described by stochastic PDEs.

The ability to replace complex delay systems with delay-free approximations not only simpli-

�es numerical computations but also provides insight into the underlying dynamics of these

systems. By rigorously establishing the conditions under which the approximation is valid,

this work contributes to the theoretical foundation of stochastic delay equations in in�nite-

dimensional spaces and o�ers a robust tool for analyzing and simulating such systems.
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ЦIЛОЧИСЛЕННI ТОВАРНI ВЕКТОРИ У МОДЕЛI ЕКОНОМIКИ

ЕРРОУ-ДЕБРЕ

Ми розглядаємо невiд’ємнi цiлочисленнi товарнi вектори у моделi економiки Ерроу-
Дебре. Наш основний результат є версiєю теореми Ерроу-Дебре про рiвноважну цiну,
адаптовану до випадку цiлочисленних товарних векторiв. Доведення базується на геоме-
тричнiй формi теореми Гана-Банаха та iстотно використовує специфiку цiлочисленного
простору товарiв. Наше доведення працює лише для одноточкової множини агентiв, i ми
не знаємо, чи можна його модифiкувати для загального випадку, використовуючи ту ж
саму iдею.

Ключовi слова i фрази: модель Ерроу-Дебре, вiдношення переваги, товарний вектор,
функцiя попиту.
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Вступ

Класична модель економiки Ерроу-Дебре побудована ще в серединi минулого сто-
лiття. Незважаючи на це, вона залишається актуальною темою сучасних дослiджень,
див. [4], [5], [7]. Автори даної замiтки у недавнiй статтi [8] дослiджували модель типу
Ерроу-Дебре на основi нового фазового простору, який називається комплементарним
простором, i який узагальнює простори Рiсса та булевi кiльця.

В данiй статтi розглядається версiя класичної моделi Ерроу-Дебре, в якiй розгляда-
ються лише цiлочисленнi кiлькостi товарiв, що є природним обмеженням для практи-
чних задач. Таке обмеження дозволяє по-новому осмислити задачу iснування рiвнова-
жної цiни. Доведення цiлочисленної версiї теореми Ерроу-Дебре, з одного боку, виглядає
простiшим. Але, з iншого боку, доведення, яке базується на геометричнiй версiї теоре-
ми Гана-Банаха, годиться лише для випадку одного агента. Залишається вiдкритим
питання, чи можна дану iдею доведення застосувати до випадку довiльної скiнченної
кiлькостi агентiв.
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1 Термiнологiя моделi Ерроу-Дебре

Загальноприйняту термiнологiю та позначення з теорiї векторних ґраток ми запо-
зичили з пiдручника Алiпрантiса i Буркiншава [2].

Нагадаємо, що бiнарне вiдношення ≽ на множинi P називається вiдношенням
переваги (див. [1, Definition 1.1.1]), якщо виконуються наступнi умови для довiльних
x, y, z ∈ P :

1. x ≽ x (рефлексивнiсть);

2. x ≽ y або y ≽ x (лiнiйнiсть);

3. якщо x ≽ y та y ≽ z, то x ≽ z (транзитивнiсть).

Очевидно, що кожне вiдношення нестрогого лiнiйного порядку є вiдношенням пере-
ваги, але, наприклад, максимальне вiдношення P 2, тобто, (∀x, y ∈ P ) x ≽ y є вiдноше-
нням переваги, яке не є вiдношенням порядку. З iншого боку, на фактор-множинi по
вiдношенню еквiвалентностi x ∼ y тодi i лише тодi, коли x ≽ y та y ≽ x, вiдношення
переваги iндукує вiдношення порядку. Запис x ̸≽ y означає заперечення x ≽ y. “Строга”
версiя вiдношення переваги визначається так: x ≻ y означає, що x ≽ y та y ̸≽ x. Вжи-
вають також y ≼ x, як рiвносильну версiю запису x ≽ y (аналогiчне правило стосується
вiдношень ≻ та ̸≽). Вiдношення x ̸≻ y означає заперечення x ≻ y.

Нехай ≽ – вiдношення переваги на множинi P . Елемент q0 ∈ Q пiдмножини Q ⊆ P

називається ≽-максимальним (чи просто максимальним , якщо зрозумiло, про яке
вiдношення переваги йдеться), якщо не iснує x ∈ Q такого, що x ≻ q0.

Класична модель економiки Ерроу-Дебре [3], [1] базується на додатному конусi Rd
+

d-вимiрного простору Рiсса Rd, де d ∈ R – це кiлькiсть товарiв даної економiки. Ве-
ктори x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

+ розглядаються як вибiрки кiлькостей товарiв i називаю-
ться товарними векторами , якi можуть вироблятися, продаватися, обмiнюватися
та споживатися.

Для елементiв u = (u1, . . . , ud) та v = (v1, . . . , vd) простору Рiсса Rd вважається, що:

• u ≤ v, якщо ui ≤ vi для кожного i = 1, . . . , d;

• u < v, якщо u ≤ v та u ̸= v.

Вiдношення переваги ≽ на Rd
+ називається:

• монотонним , якщо для довiльних x,y ∈ Rd
+ з умови x > y випливає x ≽ z;

• строго монотонним , якщо для довiльних x,y ∈ Rd
+ з умови x > y випливає

x ≻ z.

Елементи дуального простору Рiсса (Rd)′ всiх лiнiйних на Rd функцiоналiв, який
ототожнюється iз самим Rd, називаються цiнами . Таким чином, кожна цiна p =

(p1, . . . , pd) ∈ Rd
+, як функцiя на E+, визначає цiну довiльного стану x ∈ Rd

+ за до-
помогою виразу p(x), який дорiвнює p(x) =

∑d
k=1 pkxk.
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Кожна фiксована цiна p ∈ Rd
+ та фiксований товарний вектор ωωω ∈ Rd

+ (який назива-
ється початковим запасом) визначають бюджетну множину товарних векторiв
за допомогою рiвностi:

Bωωω(p) :=
{
x ∈ Rd

+ : p(x) ≤ p(ωωω)
}
.

Геометрично, бюджетна множина – це багатовимiрна пiрамiда, яка за умови p >> 0

є компактною пiдмножиною Rd, i яка цiлком природно має ≽-максимальнi елементи
для широкого класу вiдношень переваги ≽ на Rd

+ (див. [1, Subsection 1.2]), а при певних
умовах на вiдношення переваги максимальний елемент єдиний [1, Theorem 1.2.3] (на
просторi Рiсса Rd вiдношення (x1, . . . , xd) >> (y1, . . . , yd) означає, що xk > yk для всiх
k = 1, . . . , d). Оскiльки умова p >> 0, яка рiвносильна до умови p ∈ IntRd

+, є, очеви-
дно, необхiдною для обмеженостi бюджетної множини Bωωω(p), ωωω ∈ Rd

+, то максимальнi
елементи бюджетних множин розглядаються лише для цiн p з внутрiшностi IntRd

+.
Нехай ≽ – вiдношення переваги на Rd

+ та ωωω ∈ Rd
+ – початковий запас. Позначи-

мо через D≽
ωωω – множину всiх цiн p ∈ IntRd

+, для яких iснує єдиний ≽-максимальний
елемент у бюджетнiй множинi Bωωω(p), який називатимемо вектором попиту вiдно-
шення переваги ≽ при дiї цiни p i позначатимемо через xωωω(p). Вiдповiдне вiдображення
xωωω : D≽

ωωω → Rd
+ називається функцiєю попиту , що вiдповiдає вiдношенню переваги ≽.

Позначимо через P множину всiх вiдношень переваги на Rd
+.

Нехай A – скiнченна множина (елементи якої називаються агентами). Довiльне
вiдображення E : A → Rd

+ ×P називається економiкою обмiну.
Значення економiки обмiну записують в iндекснiй формi: для кожного агента k ∈ A

значення Ek = (ωωωk,≽k) характеризує початковий запас k-го агента ωωωk та вiдношення
переваги ≽k, яке вiн обрав. Далi уводиться поняття повного запасу економiки , яке
дорiвнює ωωω :=

∑
k∈Aωωωk. Для кожного k ∈ A функцiя попиту xk,ωωωk

: D≽k
ωωωk

→ Rd
+ визна-

чена на своїй областi. Тому розглянемо спiльну область визначення економiки обмiну
E рiвнiстю DE :=

∩
k∈AD≽k

ωωωk
. Нарештi, функцiя надлишкового попиту ζ : DE → Rd

уводиться за допомогою формули

ζ(p) :=
∑
k∈A

(
xk,ωωωk

(p)−ωωωk

)
=

∑
k∈A

xk,ωωωk
(p)−ωωω. (1)

Вектор цiн p ∈ DE називається рiвноважним , якщо ζ(p) = 0. Основне питання
моделi економiки Ерроу-Дебре полягає у наступному.

Проблема 1. За яких умов на економiку обмiну iснує рiвноважний вектор цiн?

Класична теорема Ерроу-Дебре дає позитивну вiдповiдь для, так званої, неокласи-
чної економiки обмiну (див. [3], [1, Theorem 1.4.9]).

2 Випадок цiлочисленних товарних векторiв

У даному роздiлi ми розглядатимемо випадок, у якому кiлькiсть товарiв не може
бути дробовою, що є вельми природною вимогою для значної кiлькостi товарiв. Отже,
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товарнi вектори розглядатимуться у множинi Nd
0 замiсть Rd

+, де N0 := N∪{0}. Тодi роль
внутрiшностi IntRd

+ для Nd
0 замiсть Rd

+ вiдiграватиме Nd. Решта понять з попереднього
пiдроздiлу залишаються без змiн. Зокрема, цiни, як i ранiше, розглядаються з додатного
конусу p ∈ Rd

+.
Позначимо ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . . , 0) ∈ Nd
0 ⊆ Rd

+ при i = 1, . . . , d.

Твердження 1. Для довiльного ненульового початкового запасу ωωω ∈ Nd
0 i довiльної

цiни p = (p1, . . . , pd) ∈ Rd
+ наступнi умови рiвносильнi:

(i) бюджетна множина Bωωω(p) скiнченна;

(ii) p >> 0.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай, навпаки, iснує число i ∈ {1, . . . , d} таке, що pi = 0, де
p = (p1, . . . , pd). Тодi для довiльного n ∈ N маємо n · ei ∈ Bωωω(p), що суперечить (i).

(ii) ⇒ (i). Для довiльного x = (x1, . . . , xd) ∈ Bωωω(p) та довiльного i ∈ {1, . . . , d}
маємо

pixi ≤
d∑

j=1

pjxj ≤ p(ωωω).

Оскiльки pi > 0, то з попередньої нерiвностi отримуємо xi ≤ p(ωωω)
pi

. Беручи до уваги,
що xi ∈ N0, отримуємо xi ∈

{
0, 1, . . . ,

[
p(ωωω)
pi

]}
, де через [z] позначається цiла частина

числа z ∈ R. Тому кiлькiсть елементiв бюджетної множини має оцiнку

|Bωωω(p)| ≤
d∏

i=1

([
p(ωωω)

pi

]
+ 1

)
.

Твердження 2. Нехай ≽ – вiдношення переваги на Rd
+ та ωωω ∈ Nd

0 – ненульовий поча-
тковий запас. Тодi для кожної цiни p ∈ Nd iснує ≽-максимальний елемент у бюджетнiй
множинi Bωωω(p). Якщо, крiм того, вiдношення переваги ≽ є лiнiйним порядком, то такий
максимальний елемент єдиний, а отже, D≽

ωωω = Nd.

Доведення. Згiдно з твердженням 1, бюджетна множина Bωωω(p) скiнченна. Використо-
вуючи лiнiйнiсть вiдношення переваги ≽, iндукцiєю за кiлькiстю елементiв Bωωω(p) дово-
димо iснування максимального елементу. Єдинiсть максимального елементу є безпосе-
реднiм є наслiдком того, що вiдношення переваги є вiдношенням лiнiйного порядку.

3 Коротке доведення версiї теореми Ерроу-Дебре для випадку
цiлочисленних товарних векторiв

Нагадаємо, що пiдмножина K ⊆ Rd називається опуклою, якщо для довiльних
x,y ∈ K та довiльного скаляру λ ∈ (0, 1) маємо λx+ (1− λ)y ∈ K. Опукла оболонка
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convK довiльної пiдмножини K ⊆ Rd визначається, як перетин всiх опуклих пiдмно-
жин Rd, що мiстять K. Опукла оболонка довiльної пiдмножини є коректно визначеною.
Безпосередньо легко довести, що convK є опуклою множиною.

Вiдношення переваги ≽ на Rd
+ називається опуклим , якщо для довiльного z ∈ Rd

+

множина {x ∈ Rd
+ : x ≽ z} є опуклою в Rd.

Дещо iнакше дається означення строго опуклого вiдношення переваги (див. [1, Defi-
nition 1.1.5]). Вiдношення переваги ≽ на Rd

+ називається строго опуклим , якщо для
довiльних x,y, z ∈ Rd

+ з умов x ≽ z, y ≽ z та x ̸= y випливає, що для довiльного
λ ∈ (0, 1) маємо λx+ (1− λ)y ≻ z.

Наведемо версiю останнього означення, адаптовану до випадку цiлочисленних то-
варних векторiв.

Означення 1. Вiдношення переваги ≽ на Nd
0 називатимемо строго опуклим, якщо

для довiльних x,y, z ∈ Nd
0 з умов x ≽ z, y ≽ z та x ̸= y випливає, що для довiльного

λ ∈ (0, 1) з умови λx+ (1− λ)y ∈ Nd
0 випливає, що λx+ (1− λ)y ≻ z.

Позначимо через P0 множину всiх строго монотонних i строго опуклих вiдношень
переваги на Nd

0.

Теорема 1. Кожна одноагентна економiка обмiну E : {a} → Nd
0 ×P0 з умовою DE = Nd

має рiвноважний вектор цiн p0 ∈ IntRd
+.

Доведення базується на геометричнiй формi теореми Гана-Банаха.

Лема 1 (Теорема Гана-Банаха, [6], c. 280). Нехай A,B – неперетиннi опуклi пiдмно-
жини дiйсного нормованого простору X, причому A – вiдкрита множина. Тодi iснує
ненульовий лiнiйний неперервний функцiонал f : X → R та дiйсне число γ такi, що
f(x) < γ для довiльного x ∈ A та f(y) ≥ γ для довiльного y ∈ B.

Доведення теореми 1. Позначимо E(a) = (ωωω,≽); ωωω = (ω1, . . . , ωd). Тодi сума (1) скла-
дається з одного доданку, а отже, означення рiвноважного вектору p0 зводиться до
рiвностi

xωωω(p0) = ωωω, (2)

яку потрiбно довести.
Визначимо множини A := {x ∈ Rd

+ : x < ωωω}, B0 := {x ∈ Nd
0 : x ≽ ωωω} та B := convB0.

З опуклостi вiдношення переваги ≽ отримуємо:

B ∩Nd
0 = B0. (3)

Згiдно з означеннями,

(∀p ∈ Rd
+) xωωω(p) ∈ B0 ∩ Bωωω(p), (4)

а отже, поклавши B∗
0 := {x ∈ Nd

0 : x ≻ ωωω}, отримуємо, що умова (2) рiвносильна до
наступної:

B∗
0 ∩ Bωωω(p0) = ∅. (2′)
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Розглянемо Rd, як нормований простiр, наприклад з евклiдовою нормою ∥x∥2 =

x2
1 + . . .+ x2

d для x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Вiдкритiсть та опуклiсть множини A доводяться
стандартно, використовуючи лише означення. Виберемо, згiдно з лемою 1, функцiонал
q = (q1, . . . , qd) ∈ Rd та дiйсне число γ так, щоб q(x) < γ для довiльного x ∈ A та
q(y) ≥ γ для довiльного y ∈ B. Оскiльки 0 ∈ A, то 0 = q(0) < γ. Отже, γ > 0.

Покладемо λm := 1 − 1
m

та xm := λmωωω для m = 1, 2, . . .. Тодi limm→∞ ∥ωωω − xm∥ = 0

та xm ∈ A. З неперервностi q та нерiвностi q(xm) < γ отримуємо q(ωωω) ≤ γ, а з умови
ωωω ∈ B – нерiвнiсть q(ωωω) ≥ γ. Отже,

d∑
i=1

qiωi = q(ωωω) = γ. (5)

Оскiльки для кожного i ∈ {1, . . . , d} маємо ωωω − ωiei ∈ A, то

γ − qiωi = q(ωωω − ωiei) < γ,

звiдки дiстаємо, що qiωi > 0, а отже, qi > 0. Таким чином,

q >> 0. (6)

Позначимо через xωωω(q) = (x1, . . . , xd) вiдповiдний вектор попиту, який є коректно
визначений, згiдно з (6). З максимальностi вектора попиту випливає, що xωωω(q) ∈ B0, а
отже, q

(
xωωω(q)

)
≥ γ. З iншого боку, оскiльки xωωω(q) ∈ Bωωω(q), то з (5) дiстаємо q

(
xωωω(q)

)
≤

q(ωωω) = γ. Таким чином,
q
(
xωωω(q)

)
= γ. (7)

Отже, вектор попиту xωωω(q) лежить на гiперплощинi {x ∈ Rd : q(x) = γ}. Будувати
шуканий вектор цiни p0 з умовою (2) будемо за рахунок “малого” збурення вектора q.

Якщо xωωω(q) = ωωω, то p0 := q є шуканим вектором цiн з умовою (2). Розглянемо
випадок xωωω(q) ̸= ωωω. Тодi з максимальностi та єдиностi максимального вектора xωωω(q)

випливає xωωω(q) ≻ ωωω. Зi строгої монотонностi вiдношення переваги випливає, що iснує
координата i ∈ {1, . . . , d} така, що

xi > ωi. (8)

Вектор цiн p0 шукатимемо у виглядi

pε = (q1, . . . , qi−1, qi + ε, qi+1, . . . , qd), ε > 0. (9)

Для довiльного ε > 0 маємо

pε(xωωω(q))
(9)
= q(xωωω(q)) + εxi

(7)
= γ + εxi

(8)
> γ + εωi

(5)
= q(ωωω) + εωi

(9)
= pε(ωωω),

тобто, xωωω(q) /∈ Bωωω(pε), а отже, xωωω(q) не може бути вектором попиту xωωω(pε) при дiї цiни
pε. Аналогiчно, для довiльних x = (x1, . . . , xn) ∈ B0 та ε > 0 виконується iмплiкацiя

(xi > ωi) ⇒
(
x /∈ Bωωω(pε)

)
. (10)
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Доведемо включення ∩
ε∈(0,1]

(
B∗

0 ∩ Bωωω(pε)
)
⊆ B∗

0 ∩ Bωωω(q). (11)

Дiйсно, нехай y = (y1, . . . , yd) – довiльний елемент B∗
0 . Якщо для довiльного ε ∈ (0, 1]

виконується y ∈ Bωωω(pε), то

(∀ε ∈ (0, 1]) pε(y) =
d∑

j=1

qjyj + εyi ≤
d∑

j=1

qjωj + εωi,

звiдки при ε ↓ 0 дiстаємо

q(y) =
d∑

j=1

qjyj ≤ q(ωωω),

а отже, (11) доведено. Оскiльки всi множини, якi фiгурують в (11), є пiдмножинами
скiнченної множини Bωωω(p1), то всi цi множини теж скiнченнi. Тому з очевидного вклю-
чення Bωωω(pε1) ⊇ Bωωω(pε2) при ε1 < ε2 випливає, що серед множин лiвої частини (11),
якi стоять в перетинi, є найбiльший (в розумiннi включення) елемент. Отже, умова (11)
може бути рiвносильно переписана так:(

∃ε0 ∈ (0, 1]
) (

B∗
0 ∩ Bωωω(pε0)

)
⊆ B∗

0 ∩ Bωωω(q). (11′)

З (11′) випливає, що коли за допомогою збурення qi на ε0 ми виключаємо з множи-
ни B∗

0 елемент xωωω(q) ̸= ωωω, який не потрапляє до множини бюджетних векторiв збуре-
ного вектора Bωωω(pε0), ми не отримуємо нових бюджетних векторiв, а отже, кiлькiсть
елементiв множини B∗

0 ∩ Bωωω(q) зменшується на 1. Залишається розглянути при цьо-
му можливiсть при новому виключеннi чергового елементу повторного отримання вже
вилученого ранiше. Якщо на якомусь етапi вилучення вектора z при збуреннi певної
координати qs на довiльне ε ∈ (0, ε′) у вiдповiднiй множинi бюджетних векторiв з’яв-
ляється вже вилучений на попереднiх етапах вектор u, то в цьому випадку вектор u є
лiнiйною комбiнацiєю векторiв ωωω та z (iнакше вектори u i z можна було б вiдокремити
прямою, що проходить через вектори ωωω, при певному збуреннi ε). Оскiльки на кожному
етапi вилучення вiдповiднi координати вектора z задовольняють умову (8), а з iмплiка-
цiї (10) випливає, що координати вектора u не можуть задовольняти аналогiчну умову,
то вектори z та u знаходяться по рiзнi боки прямої вiд точки ωωω. Це означає, що iснує
λ ∈ (0, 1) таке, що ωωω = λz + (1− λ)u. Оскiльки z,u ∈ B0 та z ̸= u, зi строгої опуклостi
вiдношення переваги ≽ випливає, що ωωω = λz + (1 − λ)u ≻ ωωω, – суперечнiсть. Отже,
строга опуклiсть вiдношення ≽ гарантує, що при поетапному збуреннi вектора цiни q

на кожному етапi будуть виключатися по одному вектору з B∗
0 ∩ Bωωω(q), причому не

лише нових елементiв не з’явиться, але й не повернуться вже вилученi вектори. За ра-
хунок скiнченностi множини Bωωω(q) процес вилучення призведе до порожньої у залишку
множини B∗

0 ∩ Bωωω(p0). Таким чином, теорему доведено.



Цiлочисленнi товарнi вектори у моделi економiки Ерроу-Дебре 189

Список лiтератури

[1] Aliprantis C.D., Brown D. J., Burkinshaw O. Existence and Optimality of Competitive Equilibria,
Springer-Verlag, Berlin. (1989). DOI 10.1007/978-3-662-21893-8

[2] Aliprantis C. D., Burkinshaw O. Positive Operators, Springer, Dordrecht, 2006.

[3] Arrow K. J., Debreu G. Existence of an equilibrium for a competetive economy, Econometrica 1954, 22,
265–290.

[4] Chen P.-A., Lu C.-J., Lu, Y.-S. An alternating algorithm for finding linear Arrow-Debreu market equi-
libria. Preprint. (2019). Available at arXiv:1902.01754. https://doi.org/10.48550/arXiv.1902.01754

[5] Fratini S.M. Interest, profit and saving in Arrow-Debreu equilibrium models. Review of Keynesian
Economics, 8, (2020), no 1, 39–53.

[6] Кадець В. М. Курс функцiонального аналiзу та теорiї мiри. – Львiв: СПД Чижиков, 2011, – 600 с.

[7] Keller C., Tseng M. C. Arrow-Debreu meets Kyle: Price discovery for derivatives. Preprint. (2023).
Available at arXiv:2302.13426. https://doi.org/10.48550/arXiv.2302.13426

[8] Popov M. M., Ukrainets O. Z. A maximal Riesz-Kantorovich theorem with applications
to markets with an arbitrary commodity set. Mat. Studii. 62 (2024), no 2, 199–210.
https://doi.org/10.30970/ms.62.2.199-210

Надiйшло 15.12.2024

Popov M. M., Ukrainets O. Z. Integer commodity vectors in the Arrow-Debreu model of
economy, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 182–189.

We consider nonnegative integer values of commodity in the Arrow-Debreu model of
economy. Our main result is a version of the Arrow-Debreu equilibrium price theorem adapted
to the setting of integer commodity vectors. The proof is based on the geometric form of the
Hahn-Banach theorem and essentially uses peculiarity of the integer-valued commodity space.
Our proof works for one-point set of agents only, and we do not know, whether it can be
adjusted to the general case using the same idea.
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Працьовитий М.В., Черчук Н.В.

НIДЕ НЕ МОНОТОННА ФУНКЦIЯ ТИПУ СЕРПIНСЬКОГО,

ПОВ’ЯЗАНА IЗ ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ РЯДАМИ КАНТОРА

У роботi означено нiде не монотонну функцiю, аргумент якої представлений у
канторiвськiй системi числення з послiдовнiстю натуральних основ (sk), де sk = 2k + 1:

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
,

де αk(x) ∈ Ak ≡ {0, 1, ..., sk − 1}, sk = 2k + 1. Значення функцiї визначається ланцюговою
залежнiстю цифр Qs-зображення числа вiд цифр зображення аргументу i мають
наступний вигляд:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2},

де β1 = γ(α1) i βk = γ(αk), якщо ck = 0 або βk = 2−γ(αk), якщо ck ̸= 0. Також c1 = c2 = 0,
ck = ck−1, якщо αk−1 ̸= sk−1−1

2 або ck = 1− ck−1, якщо αk−1 = sk−1−1
2 i γ(α) ∈ A3.

Описано властивостi її рiвнiв, диференцiальнi та фрактальнi властивостi.
Ключовi слова i фрази: Qs-зображення числа, неперервна нiде не монотонна функцiя,

канторiвська система числення.
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Dragomanov Ukrainian State University, Kyiv, Ukraine
e-mail: prats444@gmail.com, nadiacercuk@gmail.com

Вступ

Бiльшiсть функцiй з метричного простору C[0;1], у топологiчному сенсi, є нiде не
монотонними та нiде не диференцiйовними. Яскравим прикладом являється функцiя
Серпiнського [4], для задання якої використовується трiйкове та п’ятiркове зображен-
ня дiйсних чисел. Рiзнi системи зображення чисел та перетворювачi символiв одного
зображення у iнше [9],[7], [6] дозволяють розширити класи таких функцiй та вивчати
їх властивостi [3], [8], [14],[13],[15].

У данiй роботi розглядається неперервна нiде не монотонна функцiя — аналог
функцiї Серпiнського, яка дослiджувалася у роботах [1], [3], [5], [10],[11], [12], [14]. Для
задання її аргументу використовується канторiвське зображення чисел з послiдовнiстю
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основ (sk), де sk = 2k+1, k ∈ N, а значення функцiї визначається залежнiстю цифр Q3

– зображенням числа.
(sk) — задана послiдовнiсть натуральних чисел; Ak ≡ {0, 1, ..., sk−1} — послiдовнiсть

алфавiтiв, L ≡ A1 × ... × Ak × ... — простiр послiдовностей алфавiтiв,
L = {(αk) : αk ∈ Ak, k ∈ N}. Як вiдомо [2], подання числа x ∈ [0; 1] рядом

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
(1)

називається (sk) - представленням, а формальний запис ∆
(sk)
α1α2...αk... — (sk)-зображення

числа x (зображення числа x у канторiвськiй системi числення з послiдовнiстю основ
(sk)).

Числа, для яких

∆
(sk)
α1...αm(0) = ∆

(sk)
α1...αm−1[αm−1][sm+1−1][sm+2−1]... ≡ ∆

(sk)
α1...[αm−1](sm+k−1),

мають два (sk) – зображення називаються (sk) – бiнарними. Решта — мають єдине
(sk) – зображення i називаються (sk) – унарними.

Розглянемо число x , що належить вiдрiзку [0; 1]. Його розклад

x = βa1(x) +
∞∑
k=2

(
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

)
≡ ∆Qs

a1(x)a2(x)...ak(x)...
,

де ak(x) ∈ As ≡ {0, 1, . . . , s − 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj називається Qs – розкладом [9], а

∆Qs

a1(x)a2(x)...ak(x)...
— Qs – зображенням числа x.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) – упорядкований набiр елементiв алфавiту As. Цилiндром рангу
m з основою c1c2 . . . cm називають множину чисел x ∈ [0; 1], що мають Qs-зображення
∆Qs

c1c2...cmam+1...am+k...
, am+k ∈ As.

Властивостi цилiндрiв:

1. Цилiндр ∆Qs
c1c2...cm

є вiдрiзком [∆Qs

c1c2...cm(0); ∆
Qs

c1c2...cm(s−1)].

2. ∆Qs
c1...cm

= ∆Qs

c1...cm0 ∪ . . . ∪∆Qs

c1...cm[s−1].

3. Довжина цилiндра |∆Qs
c1c2...cm

| =
m∏
i=1

qci .

4. |∆Qs

c1...cmi| = qi|∆Qs
c1...cm

|.

Вiдрiзкок [∆
(sk)
a1...am(0); ∆

(sk)
a1...am([sm+k−1])] є цилiндром ∆

(sk)
a1...am з основою (a1, . . . , am),

ak ∈ Ask , який вiдповiдає (sk) – зображенню, має довжину 1
s1·s2·...·sm .
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1 Об’єкт дослiдження

Нехай Ask ≡ {0, 1, ..., sk−1} — послiдовнiсть алфавiтiв. Визначимо на Ask дискретну
функцiю

γ(α) =


0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ Ak \ {0, sk − 1},
2, якщо α = sk − 1.

(2)

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L ≡ A1 × ... × Ak × ... визначимо послiдовнiсть (ck):
c1 = c2 = 0, ck = 1− ck−1, якщо αk−1 = k − 1 та ck = ck−1 в усiх iнших випадках.

На вiдрiзку [0; 1] розглядається функцiя g, значення якої має Q3-зображення:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, (3)

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck ̸= 0.
(4)

2 Коректнiсть означення функцiї та її неперервнiсть

Покажемо, що функцiя g коректно визначена в (sk) – бiнарнiй точцi, тобто для
одного й того ж аргумента, який має два рiзнi зображення

x1 ≡ ∆
(sk)
α1α2...αk−1αk(0)

= ∆
(sk)
α1α2...αk−1[αk−1](sk+i−1) ≡ x2,

значення g(x1) i g(x2) спiвпадають.
Очевидно, що g(x1)=∆Q3

β1...βk−1βkβk+1...βk+n...
, g(x2)=∆Q3

β1...βk−1β
∗
kβ

∗
k+1...β

∗
k+n...

.

Тому

|g(x1)− g(x2)| =
k−1∏
i=1

qβi
|∆Q3

βk...βk+n...
−∆Q3

β∗
k ...β

∗
k+n...

|

Для i ≤ k, ci(x1) = ci(x2). Якщо i > k, то можливi випадки{
ck=ck+1(x1),

ck=ck+1(x2);

{
ck ̸=ck+1(x),

ck=ck+1(x
∗);

{
ck=ck+1(x),

ck ̸=ck+1(x
∗).

Розглянемо кожен iз випадкiв.
1) Якщо ck+1(x1) = ck = ck+1(x2), тодi αk(x) ∈ Ak \ { sk−1

2
}.

Якщо ck=0, то β∗
k=βk−1, а якщо ck=1, то βk=β∗

k−1,

βk+n=

{
0 при ck=0,

2 при ck=1;
β∗
k+n=

{
0 при ck=1,

2 при ck=0.

Оскiльки δβk
= δβk−1

+ qβk−1, то отримаємо

|g(x1)− g(x2)| =



k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

βk(0)
−∆Q3

[βk−1](2)

∣∣∣ = 0,

k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

[β∗
k−1](2) −∆Q3

β∗
k(0)

∣∣∣ = 0.
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2) Якщо ck+1(x) ̸= ck = ck+1(x
∗), тодi αk(x) =

sk−1
2

або αk(x)− 1 = sk−1
2

. Оскiльки

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
,

де βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, причому

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck ̸= 0,

отримаємо βn = β∗
n для всiх n = k, k + 1, k + 2 . . .. Тодi, g(x)− g(x∗) = 0.

Випадок коли ck+1(x) = ck ̸= ck+1(x
∗) розглядається аналогiчно.

Звiдки, очевидно, що g(x1) = g(x2). Тобто, у (sk) – бiнарнiй точцi функцiя визначена
коректно.

У (sk) – унарнiй точцi коректнiйсть функцiї очевидна.

Теорема 1. Функцiя g є неперервною на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Для доведення неперервновстi функцiї g в довiльнiй точцi x0 ∈ [0; 1] пока-
жемо, що

lim
x→x0

|g(x)− g(x0)| = 0.

Спершу розглянемо випадок, коли x0 — (sk) – унарна точка. Для довiльного x0 ∈ [0; 1]

iснує m(x) таке, що {
αj(x) = αj(x0), j = 1,m− 1,

αm(x) ̸= αm(x0),

причому умова x → x0 рiвносильна умовi m → ∞. Тодi,

|g(x)− g(x0)| =
∣∣∣∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
−∆Q3

β1β2...βm−1β′
m...β′

m+k...

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
m−1∏
i=1

qβi
(∆Q3

βm...βm+k...
−∆Q3

β′
m...β′

m+k...
)

∣∣∣∣∣ ≤
m−1∏
i=1

qβi
→ 0 при m → ∞,

де g(x) = ∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
, g(x0) = ∆Q3

β1β2...βm−1β′
m...β′

m+k...
.

Отже, функцiя g є неперервною в (sk) – унарнiй точцi.
Для (sk) – бiнарної точки неперервнiсть функцiї g випливає iз доведення її

коректностi.

3 Нiде не монотоннiсть функцiї

Нагадаємо, що неперервна функцiя g називається нiде не монотонною, якщо вона
не має жодного промiжку монотонностi.

Теорема 2. Функцiя g є нiде не монотонною на вiдрiзку [0; 1].
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Доведення. Розглянемо цилiндр ∆
(sk)
a1a2...am , кiнцi якого вiдповiдно g(∆

(sk)
a1a2...am(sm+k−1)) та

g(∆
(sk)
a1a2...am(0)).

Вiдомо, що приростом функцiї g на цилiндрi ∆(sk)
a1a2...am називається рiзниця

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = g(∆
(sk)
a1a2...am(sm+k−1))− g(∆

(sk)
a1a2...am(0)).

Для доведення нiде не монотонностi функцiї g достатньо показати, що для довiльно-
го цилiндра ∆

(sk)
a1a2...am рангу m знайдеться цилiндр ∆

(sk)
a1a2...amj рангу (m + 1) такий, що

прирости µg(∆
(sk)
a1a2...am) i µg(∆

(sk)
a1a2...amj) набувають рiзних знакiв.

Використавши означення функцiї, розглянемо всi можливi випадки для значення
µg.

1) Якщо cm = 0, то

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = ∆Q3

b1b2...bm(2) −∆Q3

b1b2...bm(0) =
m∏
i=1

qbi .

2) Якщо cm = 1, то

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = ∆Q3

b1b2...bm(0) −∆Q3

b1b2...bm(2) = −
m∏
i=1

qbi .

Очевидно, що для кожного iз випадкiв, завжди можна вказати цилiндр рангу
(m + 1) прирости на якому в кожному з випадкiв набуватимуть рiзного знаку. Отже,
функцiя g є нiде не монотонною.

Наслiдок 1. Прирiст функцiї g на цилiндрi ∆
(sk)
a1a2...am рангу m визначається за

формулою

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = (−1)cm
m∏
i=1

qdi

.

4 Диференцiальнi властивостi функцiї

Теорема 3. Функцiя g є нiде не диференцiйовною.

Доведення. 1) Розглянемо x0 = ∆
(sk)
α1α2...αk...— (sk) – унарну точку.

Прирiст функцiї g на цилiндрi ∆(sk)
α1α2...αm визначається рiвнiстю

µg(∆
(sk)
α1α2...αm

) = (−1)cm
m∏
i=1

qbi .

Тодi

g′(x0) = lim
m→∞

µg(∆
(sk)
α1α2...αm)

|∆(sk)
α1...αm |

= (−1)cm
m∏
i=1

siqbi .
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Оскiльки siqbi > 1, i ∈ 1,m, за вийнятком, можливо, скiнченної кiлькостi для якої
siqbi = 1 або siqbi < 1, то

g′(x0) = ±∞.

2) Нехай x0 = ∆
(sk)
α1α2...αk...— (sk) – бiнарна точка, тобто

x0 = x
(2)
0 ≡ ∆

(sk)
α1...[αn−1](sn+k−1) = ∆

(sk)
α1...αn(0)

≡ x
(1)
0 , k ∈ N

Розглянемо послiдовнiстi (x′
j), (x

′′
j ):

x
′

j = x
(1)
0 +

1

s1 · s2 · . . . · sn+j

= ∆
(sk)

α1...αn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j−1

1(0)
,

x
′′

j = x
(1)
0 − 1

s1 · s2 · . . . · sn+j

= ∆
(sk)

α1...[αn−1] [sn+1 − 1] . . . [sn+j−1 − 1]︸ ︷︷ ︸
j−1

[sn+j−2](sn+j+k−1)
,

x
′

j → x0 + 0, x
′′

j → x0 − 0, при j → ∞.

Згiдно формул (3)-(4), маємо

g(x
(1)
0 ) =

{
∆

(sk)
β1β2...βn(0)

при cn(x
(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)
β1β2...βn(2)

при cn(x
(1)
0 ) = 1;

g(x
(2)
0 ) =

{
∆

(sk)
β1β2...β′

n(2)
при cn(x

(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)
β1β2...β′

n(0)
при cn(x

(1)
0 ) = 1;

g(x
′

j) =


∆

(sk)

β1β2...βn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j−1

1(0)
при cn(x

(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)

β1β2...βn 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
j−1

1(2)
при cn(x

(1)
0 ) = 1;

g(x
′′

j ) =


∆

(sk)

β1β2...β′
n 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸

j−1

1(2)
при cn(x

(2)
0 ) = 0,

∆
(sk)

β1β2...β′
n 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

j−1

1(0)
при cn(x

(2)
0 ) = 1.

Таким чином

g(x
′

j)− g(x
(1)
0 ) =


qj0

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(1)
0 ) = 0,

− qj−1
2

q1
1− q2

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(1)
0 ) = 1;

g(x
(2)
0 )− g(x

′′

j ) =


qj−1
2

q1
1− q2

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(2)
0 ) = 0,

− qj0

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(2)
0 ) = 1.
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Розглянемо

B
′

j =
g(x

′
j)− g(x

(1)
0 )

x
′
j − x

(1)
0

=


qj0

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(1)
0 ) = 0

− qj−1
2

q1
1− q2

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(1)
0 ) = 1;

та

B
′′

j =
g(x0)− g(x

′′
j )

x0 − x
′′
j

=


qj−1
2

q1
1− q2

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(2)
0 ) = 0

− qj0

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(2)
0 ) = 1.

Легко бачити, якщо cn(x
(1)
0 ) ̸= cn(x

(2)
0 ), то

lim
j→∞

B
′

j ̸= lim
j→∞

B
′′

j .

Якщо ж cn(x
(1)
0 ) = cn(x

(2)
0 ), то, оскiльки smq0 > 1 та smq2 > 1, m ∈ n, n+ j, j ∈ N,

отримаємо, що
lim
j→∞

B
′

j та lim
j→∞

B
′′

j є нескiнченними.

Тому g(∆
(sk)
α1α2...αk...) у (sk)— бiнарнiй точцi є недиференцiйовною. Отже, функцiя g є

всюди не диференцiйовною.

5 Множини рiвнiв функцiї

Означення 1. Множиною рiвня y0 функцiї g називається множина:

g−1(y0) = {x : g(x) = y0}

Лема 1. 1) Якщо y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де dk ∈ A3\{1}, k ∈ N, то множина g−1(y0) мiстить

єдину точку x = ∆
(sk)
m1m2...mk..., (sk) — цифри зображення якої визначаються за формулою:

mk =

{
0, якщо dk = 0,

sk − 1, якщо dk = sk − 1.
(5)

2) Якщо Q3—зображення точки y0 мiстить скiнченну кiлькiсть цифр ”1”, якi розта-
шованi на мiсцях kn1 , kn2 , . . . , knm , то множина g−1(y0) є скiнченною i мiстить
N = (2kn1 − 1) · . . . · (2knm − 1) точок.

3) Якщо y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де {

dkn(y0) = 1, n ∈ N
dj(y0) ̸= 1, j /∈ {kn},

то множина g−1(y0) є континуальною.
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Доведення. Нехай y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де dk ∈ A3\{1}, k ∈ N, тодi згiдно формул (2)-

(4) слiдує, що ck = 0, а тому множина f−1(y0) мiстить єдину точку x, цифри якої
визначаються за формулами (5).

Нехай в зображеннi точки y0 мiститься скiнченна кiлькiсть цифр ”1”, якi розташо-
ванi на мiсцях kn1 , kn2 , . . . , knm . З означення функцiї g слiдує, що для кожної цифри
dknj

(y0) = 1 iснує (2knj
−1) цифр αknj

(x). Тому загальну кiлькiсть елементiв, що входить
до множини g−1(y0), можна визначити за формулою N = (2kn1 − 1) · . . . · (2knm − 1).

Аналогiчними мiркуваннями, можна прийти до висновку, що кiлькiсть елементiв
множини g−1(y0), при виконаннi умов пункту (3) теореми, визначається за формулою

N =
∞∏
j=1

(2knj
− 1), а множина g−1(y0) є континуальною.

Наслiдок 2. Якщо y0 = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

dm+1dm+2 . . ., де dm+j ∈ A3\{1}, j ∈ N, то множина

g−1(y0) є скiнченною i мiстить N = (2m− 1)!! точок.
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In the paper, is defined a continuous nowhere monotonic function such that its argument is
represented in Cantor numeral system with a sequence of natural bases (sk), where sk = 2k+1:

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
,

where αk(x) ∈ Ak ≡ {0, 1, ..., sk − 1}, sk = 2k + 1. Value of the function is determined by a
chain dependence of digits of Qs-representation of a number on digits of representation of the
argument and given in the following form:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2},

where β1 = γ(α1) and βk = γ(αk), if ck = 0 or βk = 2 − γ(αk), if ck ̸= 0. Also c1 = c2 = 0,
ck = ck−1, if αk−1 ̸= sk−1−1

2 or ck = 1− ck−1, if αk−1 = sk−1−1
2 and γ(α) ∈ A3.

We describe properties of level sets of these functions, differential and fractal properties.



Bukovinian Math. Journal. 2024, 12, 2, 200–210 Буковинський матем. журнал 2024, Т.12, №2, 200–210

Пукальський I.Д., Яшан Б.О.

ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В КРАЙОВIЙ ЗАДАЧI ДЛЯ

2B-ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ З IНТЕГРАЛЬНОЮ НЕЛОКАЛЬНОЮ

УМОВОЮ

Дослiджується задача вибору оптимального керування системою, що описується кра-
йовою задачею для 2b-параболiчних рiвнянь з iнтегральною нелокальною умовою i обме-
женим внутрiшнiм, межовим та стартовим керуванням. Критерiй якостi задається сумою
об’ємних та поверхневих iнтегралiв. За допомогою функцiї Грiна загальної крайової задачi
для 2b-параболiчного рiвняння встановлено iснування, єдинiсть та iнтегральне зображен-
ня розв’язкiв нелокальної крайової задачi для 2b-параболiчного рiвняння з iнтегральною
умовою за часовою змiнною. Знайдено оцiнки розв’язку нелокальної крайової задачi та йо-
го похiдних в гельдерових просторах. Одержанi результати використанi для встановлення
необхiдних i достатнiх умов iснування оптимального розв’язку систем, що описуються па-
раболiчною крайовою задачею з нелокальною iнтегральною умовою за часовою змiнною.
Розглянуто випадки обмежених внутрiшнiх, стартових та межових керувань.

Ключовi слова i фрази: функцiя Грiна, стартове керування, межове керування, нело-
кальна задача, задача оптимiзацiї, гельдеровi простори, метод послiдовних наближень,
резольвента iнтегрального рiвняння.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
e-mail: i.pukalsky@chnu.edu.ua (Пукальський I.Д.), b.yashan@chnu.edu.ua (Яшан Б.О.)

Вступ

Теорiя оптимального керування системами, що описуються рiвняннями з частинни-
ми похiдними, багата результатами i активно розвивається в наш час. Популярнiсть
такого роду дослiджень пов’язана з їх активним використанням при вирiшеннi проблем
природознавства, зокрема, гiдро- i газодинамiки, фiльтрацiї, дифузiї, фiзики тепла, те-
орiї бiологiчних популяцiй. Її основи вперше систематично описано в монографiї [1].
Важливi результати теорiї оптимального керування системами у випадку еволюцiйних
рiвнянь, що заданi на обмеженому часовому промiжку, отриманi, зокрема, у працях
[2, 3, 4, 5, 6].
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У роботах [7, 8, 9, 10] вивчаються задачi оптимального керування системами, що
описуються нелiнiйними рiвняннями з частинними похiдними. Зокрема, у працi [10]
представленi аналiтичнi i чисельнi розв’язки задачi оптимального керування для ква-
зiлiнiйних параболiчних рiвнянь. Доведено iснування i єдинiсть розв’язку цiєї задачi.

Задачам вибору оптимального керування системами, що описуються параболiчними
крайовими задачами з обмеженим внутрiшнiм керуванням присвячено працi [11, 12, 13].
Функцiонали якостi визначаються обмеженими iнтегралами.

У цiй статтi розглядається задача вибору оптимального керування системою, що
описується крайовою задачею для 2b-параболiчного рiвняння з iнтегральною нелокаль-
ною умовою i обмеженим внутрiшнiм, межовим та стартовим керуванням. За допомо-
гою функцiї Грiна загальної крайової задачi для 2b-параболiчного рiвняння доведено
iснування єдиного розв’язку параболiчної задачi з iнтегральною умовою за часовою
змiнною. Одержанi результати використанi для встановлення необхiдних i достатнiх
умов iснування оптимального розв’язку системи, що описується параболiчною крайо-
вою задачею з нелокальною iнтегральною умовою за часовою змiнною i обмеженим
внутрiшнiм, стартовим та межовим керуванням. Критерiй якостi задається сумою об’-
ємних та поверхневих iнтегралiв.

1 Постановка задачi та основний результат

Нехай T , T1, T2, T3 – фiксованi додатнi числа, Tλ ≤ T , λ ∈ {1, 2, 3}. D – обмежена
область в Rn з межею ∂D, dimD = n. В областi Q = [0, T ) × D розглянемо задачу
знаходження функцiй (u, q), q = (q1, q2, q3), на яких функцiонал

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1 (t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q1(x)) dx+

+

T1∫
0

dt

∫
D

F2(t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q2(x))dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q3(x))dxS (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V =
{
q|q1 ∈ Cα(D), q2 ∈ C2b+α(D), q3 ∈

C2b−r+α(Γ), νλ1(x) ≤ qλ ≤ νλ2(x), iз яких u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)) задовольняє при (t, x) ∈
Q рiвняння

(Lu)(t, x) ≡

∂t − ∑
|k|≤2b

Ak(t, x)∂
k
x

u = f0(t, x; q1(x)), (2)

iнтегральну умову за часовою змiнною

u(0, x; q1(x), q2(x), q3(x)) +

T3∫
0

a(τ, x)u(τ, x; q1(x), q2(x), q3(x))dτ = φ(x; q2(x)), (3)
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а на межi областi Γ = [0, T ]× ∂D крайовi умови

lim
x→z∈∂D

(
Bu(µ) − fµ

)
(t, x) = lim

x→z∈∂D

∑
|k|≤rµ

b
(µ)
k (t, x)∂k

xu− fµ(t, x; q3(x))

 = 0, (4)

|k| = k1 + . . .+ kn, ∂k
x = ∂k1

x1
· · · ∂kn

xn
, µ = {1, . . . , b}, r = min

µ
rµ.

Будемо вважати виконаними такi умови:
а) коефiцiєнти рiвняння (1) Ak(t, x) ∈ C l+α(Q), a(t, x) ∈ C2b+α(Q), b(µ)k (t, x) ∈ C2b+l−rµ+α(Γ),

∂D ∈ C2b+α+l, l = 4b+ 1− 2τ i задача

(Lu)(tx) = f̃0(t, x), u(0, x) = φ̃(x), lim
x→z∈∂D

(
Bu(µ) − f̃µ

)
= 0

задовольняє в областi Q рiвномiрну умову параболiчностi та умову Я.Б. Лопатинського
[14];

б) функцiї φ(x; q2(x)) ∈ C2b+α(D), f0(t, x; q1(x)) ∈ Cα(Q), fµ(t, x; q3(x)) ∈ C2b−rµ+α(Γ),

lim
x→z∈∂D

[
fµ(0, x; q3(x)) +

T3∫
0

a(τ)fµ(τ, x; q3(x))dτ −Bµφ(x, q2(x))

]
, x ∈ ∂D;

в) f0(t, x; q1(x)) ≡ d0(t)g0(x; q1(x)), fµ(t, x; q3(x)) = dµ(t)gµ(x; q3(x)), F1(t, x;u; q1(x)),
F2(t, x;u; q2(x)), F3(t, x;u; q3(x)), φ(x; q2(x)) мають похiднi другого порядку за змiнними
(u; q1; q2; q3), якi належать, як функцiї змiнних (t, x), x вiдповiдно просторам Cα(Q),
C2b−rµ+α(Γ), C2b+α(D), ν1j ∈ Cα(Q), ν2j ∈ C2b+α(D), ν3j ∈ C2b−r+α(Γ), j ∈ {1, 2}.

За умов, накладених на коефiцiєнти рiвняння (2), крайових умов (4), iснує функцiя
Грiна (G0, G1, . . . , Gb) крайової задачi ([14], теорема 1)

(Lv)(t, x) = f0(t, x; q1(x)), v(0, x) = φ(x; q2(x)), lim
x→z∈∂D

(
Bv(µ) − fµ

)
(t, x) = 0, (5)

за допомогою якої розв’язок задачi (5) визначається формулою

v(t, x; q) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=0

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS. (6)

При виконанi умов а), б) згiдно з теоремою 1 [14] iснує єдиний розв’язок задачi (5)
в просторi C2b+α(Q) при довiльних q ∈ V i для нього правильна оцiнка

∥v∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (7)

Правильна така теорема.
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Теорема 1. Нехай виконанi умови а), б),
T3∫
0

|a(τ)|dτ
∫
D

|G0(t, x, 0, ξ)|dξ ≤ d < 1. Тодi

iснує функцiя Грiна
(
G⃗, E⃗

)
= (G0, G1, . . . , Gb;E0, E1, . . . , Eb; ) задачi (2)–(4) єдиний її

розв’язок зображається формулою

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS +

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3; t, x; τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ+

+

∫
D

E0(T3; t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ +
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3; t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS

i для нього правильна оцiнка

∥u∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (8)

Доведення. Розв’язок задачi (2)–(4) шукаємо у виглядi

u(t, x; q) =

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)u(0, ξ; q)dξ + v(t, x; q), (9)

де v(t, x; q) – розв’язок крайової задачi (5).
Задовольнивши iнтегральну умову (3), матимемо

u(0, x; q) +

T3∫
0

a(t)

∫
D

G0(t, x; 0, ξ)u(0, ξ; q)dξ

 dt = −
T3∫
0

a(t)v(t, x; q)dt ≡ F (x; q). (10)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (10) шукаємо методом послiдовних наближень.
Враховуючи нерiвнiсть d < 1, одержуємо розв’язок iнтегрального рiвняння (10), для
якого правильна нерiвнiсть

|u(0, x; q)| ≤ c

1− d

(
∥f0∥C(Q) + ∥φ∥C(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C(Γ)

)
.

Запишемо розв’язок iнтегрального рiвняння (10) у виглядi

u(0, x; q) = F (x, q) +

∫
D

R(x, y)F (y; q)dy, (11)
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де R(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвняння

R(x, ξ) =

T2∫
0

a(t)G0(t, x, 0, ξ)dt−
∫
D

R(x, y)dy

T3∫
0

a(t)G0(t, y, 0, ξ)dt,

звiдки отримуємо оцiнку ∣∣∣∣∣∣
∫
D

R(x, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ d

1− d
.

Пiдставляючи у рiвнiсть (10) замiсть F (x, q) значення

F (x, q) = −
T2∫
0

a(t)

 t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)φ(ξ; q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS

 dt

i змiнюючи порядок iнтегрування, отримаємо

u(0, x; q) =

T3∫
0

dτ

∫
D

Γ0(T3, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

Γ0(T3, x, 0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Γµ(T2, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3)dξS,

де

Γ0(T3, x, τ, ξ) = −
T3∫
τ

a(t)G0(t, x, τ, ξ)dt−
T3∫
τ

dt

∫
D

a(t)R(x, y)G0(t, y, τ, ξ)dy,

Γµ(T3, x, τ, ξ) = −
T3∫
τ

a(t)Gµ(t, x, τ, ξ)dt−
T3∫
τ

dt

∫
D

a(t)R(x, y)Gµ(t, y, τ, ξ)dy.

Пiдставляючи значення u(0, x; q) у рiвнiсть (9) та змiнюючи порядок iнтегрування,
отримаємо для розв’язку задачi (2)–(4) зображення

u(t, x, q) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q)dξ +

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµdξS +

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3, t, x, τ, y)f0(τ, y; q)dy+
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+

∫
D

E0(T3, t, x, 0, y)φ(y; q2)dy +
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3, t, x; τ ; y)fµdyS, (12)

де

Eµ(T3, t, x, τ, y) =

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)Γµ(T3, ξ, τ, y)dξ.

Знайдемо оцiнку норми ∥u∥C2b+α(Q).
Враховуючи оцiнки компонент функцiї Грiна задачi (5) iз [14] i рiвняння (10), маємо

∥u(0, x; q)∥C2b+α(D) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (13)

На пiдставi теореми 1 iз [13], враховуючи властивостi функцiї G0(t, x, 0, ξ) i формулу
(9), знаходимо

∥u∥C2b+α(Q) ≤ c
(
∥u(0, x, q)∥C2b+α(D) + ∥v∥C2b+α(Q)

)
. (14)

Пiдставляючи (7), (13) в (14), одержимо оцiнку норми ∥u∥C2b+α(Q).

2 Задача оптимального керування

В областi Q розглянемо задачу (1)–(4). Будемо вважати, що виконанi умови a)-в).
Позначимо через

λ1(ξ) =

T∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
×

×E0(T3, t, x, τ, ξ)dx+

T1∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dx+

+

T1∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
E0(T3, t, x, τ, ξ)dx+

+

T2∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dxS+

+

T2∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
E0(T3, t, x, τ, ξ)dxS.

λ2(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx+
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+

T1∫
0

dt

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx,

Pµ(ξ) =

T∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
Gµ(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
×

×Eµ(T3, t, x, τ, ξ)dx+

T1∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
Gµ(t, x, 0, ξ)dx+

+

T1∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
Eµ(T3, t, x, 0, ξ)dx+

+

T2∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
Gµ(t, x, τ, ξ)dxS+

+

T2∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
Eµ(T3, t, x, τ, ξ)dxS,

H1(ξ, u, λ1, q1) = λ1(ξ)f0(ξ; q1(ξ)) +

T∫
0

F1(t, ξ;u, q1)dt,

H2(ξ, u, λ2, q2) = λ2(ξ)φ(ξ; q2(ξ)) +

T1∫
0

F2(t, ξ;u, q2)dt,

H3(ξ, u, P, q3) =
b∑

µ=1

Pµ(ξ)gµ(ξ, q3(ξ)) +

T2∫
0

F3(t, ξ;u, q3)dξ,

q(0) =
(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
– оптимальне керування, u(t, x; q(0)) – оптимальний розв’язок за-

дачi (1)–(4).
Правильна така теорема.

Теорема 2. Нехай виконанi умови теореми 1 i умова в). Тодi
1) якщо DqlHl > 0, l ∈ {1, 2, 3}, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν21, ν31);
2) якщо DqlHl > 0, l ∈ {1, 2}, Dq3H3 < 0, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν21, ν32);
3) якщо Dq1H1 > 0, Dq2H2 < 0, Dq3H3 < 0, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν22, ν32);
4) якщо DqlHl < 0, l ∈ {1, 2, 3}, то оптимальне керування q(0) = (ν12, ν22, ν32);
5) якщо Dq1H1 < 0, Dq2H2 > 0, Dq3H3 > 0, то оптимальне керування q(0) = (ν12, ν21, ν31).
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Доведення. Розглянемо випадок 1). Нехай ∆q = (∆q1,∆q2,∆q3) – допустимий прирiст
керування q = (q1, q2, q3). Через ∆u = ∆q1u + ∆q2u + ∆q3u позначимо прирiст функцiї
u(t, x; q1, q2, q3). Тодi ∆qku в областi Q будуть розв’язками вiдповiдних крайових задач

(L∆qku)(t, x) = δk1r0(t)∆f0(x, q1),

B(∆qku)(x) = δk2∆φ(x, q2), (15)(
B(µ)∆qku

)
(t, x)

∣∣
Γ
= δk3∆fµ(x, q3)rµ(t),

де δki – символ Кронекера, i, k ∈ {1, 2, 3}.
За теоремою 1 iснує функцiя Грiна задачi (15) i прирости ∆qku зображаються фор-

мулами

∆q1u =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)∆f0(ξ, q1(ξ))r0(τ)dξ+

+

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3, t, x, τ, ξ)∆f0(ξ; q1(ξ))r0(τ)dξ,

∆q2u =

∫
D

[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)]∆φ(ξ; q2(ξ))dξ, (16)

∆q3u =
b∑

µ=1

 t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x, τ, ξ)∆fµ(ξ, q3(ξ))rµ(τ)dξS+

+

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3, t, x, τ, ξ)∆fµ(ξ, q3(ξ))rµ(τ)dξS

 .

Рoзглянемо прирiст функцiоналу

∆I(q) = ∆q1I(g) + ∆q2I(g) + ∆q3I(g). (17)

Скористаємось формулою Тейлора, тодi

∆qkI =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂F1

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk1

(
∂F1

∂q1
∆q1 +O

(
|∆q1|2

))]
dx+

+

T1∫
0

dt

∫
D

[
∂F2

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk2

(
∂F2

∂q2
∆q2 +O

(
|∆q2|2

))]
dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

[
∂F3

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk3

(
∂F3

∂q3
∆q3 +O

(
|∆q3|2

))]
dxS. (18)
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Пiдставляючи (10), (18) у (17) i змiнюючи при цьому порядок iнтегрування, знахо-
димо

∆I(q) =

∫
D

[
Dq1H1(ξ, u, λ1, q1)∆q1 + ∂q2H2(ξ, u, λ2, q2)∆q2 +O

(
|∆q1|2

)
+O

(
|∆q2|2

)]
dx+

+

∫
∂D

[
Dq3H3(ξ, u, λ3, q3)∆q3 +O

(
∥∆q3u∥2

)]
dxS.

Якщо qk = νk1(x) i DqkHk > 0, то при досить малих ∆qk маємо ∆I(q) > 0, k ∈ {1, 2, 3}.
Нехай q(0) – оптимальне керування, тобто ∆I(q) > 0. Перевiримо виконання умови

1) теореми 2. Якщо вирази Dq1H1, Dq2H2, Dq3H3 знакозмiннi величини, тобто Dq1H1 > 0

в D1 ⊂ D, Dq2H2 > 0 в D2 ⊂ D, Dq3H3 > 0 в Γ1 i Dq1H1 < 0 в D \ D1, Dq2H2 < 0 в
D \D2, Dq3H3 < 0 в ∂D \ Γ1, то використовуючи теорему про середнє значення, маємо

∆I(q) = Dq1H1(x
+, u+, λ+

1 , q
+
1 )

∫
D1

∆q1dx−
∣∣Dq1H1(x

−, u−, λ−
1 , q

−
1 )
∣∣ ∫
D\D1

∆q1dx+

+Dq2H2(x
+, u+, λ+

2 , q
+
2 )

∫
D2

∆q2dx−
∣∣Dq2H2(x

−, u−, λ−
2 , q

−
2 )
∣∣ ∫
D\D2

∆q2dx+

+Dq3H3(x
+, u+, λ+

3 , q
+
3 )

∫
Γ1

∆q3dxS −
∣∣Dq3H3(x

−, u−, λ−
3 , q

−
3 )
∣∣ ∫
∂D\Γ1

∆q3dxS+

+

∫
D

[
O
(
|∆q1|2

)
+O

(
|∆q2|2

)]
dx+

∫
∂D

O
(
|∆q3 |2

)
dxS.

При досить малих ∆qk знак ∆I визначається першими шiстьма доданками суми. Рi-
зниця перших двох i наступних пар двох доданкiв змiнює знак в залежностi вiд величин
mesD1, mes(D \D1), mesD2, mes(D \D2), mesΓ1, mes(∂D \ Γ1), ∆qk, k ∈ {1, 2, 3}. При
досить малих величинах mesD1 < 0, mesD2 < 0, mesΓ1 < 0 i ∆qk > 0 маємо ∆I(q) < 0

i навпаки ∆I(q) > 0, якщо малi величини mes(D \ D1), mes(D \ D2), mes(∂D \ Γ1) i
∆qk > 0. Отже, функцiонал I(q) не досягає мiнiмуму. Знаходження оптимального ке-
рування q(0) у iнших випадках, якi залежать вiд знаку величин DqkHk, k ∈ {1, 2, 3},
доводяться аналогiчно.

Нехай умови теореми 2 не виконанi.
Тодi правильна така теорема.

Теорема 3. Нехай виконанi умови теореми 1. Для того, щоб керування q(0) =
(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
було оптимальним, необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови:

1) функцiї Hl(ξ, u, λl, ql), l ∈ {1, 2}, H3(ξ, u, p, q3) за аргументами qk, k ∈ {1, 2, 3}
мають в точцi q(0)k мiнiмальнi значення;

2) для довiльного вектора
(
l
(1)
k , l

(2)
k

)
̸= 0 виконується нерiвнiсть

D2
uFk

(
t, x;u, q

(0)
k

)(
l
(1)
k

)2
+ 2DuDqkFk

(
t, x;u, q

(0)
k

)
l
(1)
k l

(2)
k +
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+D2
qk
Fk

(
t, x;u, q

(0)
k

)(
l
(2)
k

)2
> 0, k ∈ {1, 2, 3}.

Доведення теореми 3 проводиться за допомогою методики доведення теореми 2.14
iз [15].
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Pukalskyy I.D., Yashan B.O. Optimal control in a boundary value problem for 2b-parabolic
equations with an integral nonlocal condition, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 200–
210.

The theory of optimal control of systems described by equations with partial derivatives
is rich in results and is actively developing nowadays. The popularity of this kind of research
is connected with their active use in solving problems of natural science, in particular, hydro-
and gas dynamics, filtration, diffusion, heat physics, theory of biological populations.

The problem of choosing the optimal system control described by the boundary value
problem for 2b-parabolic equations with an integral non-local condition and limited internal,
boundary and starting control is investigated. The quality criterion is given by the sum of
volume and surface integrals. Using Green’s function of the general boundary value problem
for the 2b parabolic equation, the existence, uniqueness, and integral image of the solutions of
the nonlocal boundary value problem for the 2b parabolic equation with the integral condition
on the time variable have been established. Estimates of the solution of the nonlocal boundary
value problem and its derivatives in Hölder spaces are found. The obtained results are used
to establish the necessary and sufficient conditions for the existence of an optimal solution of
systems described by a parabolic boundary value problem with a nonlocal integral condition for
the time variable. The cases of limited internal, starting and boundary controls are considered.
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Сергiйко Д.М., Ратушняк С.П.

СИНГУЛЯРНI ФУНКЦIЇ, ПОВ’ЯЗАНI З МАРКОВСЬКИМ

ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

У статтi вводиться в розгляд трисимвольне марковське зображення чисел, що
грунтується на розкладi числа в ряд

x =

α1−1∑
i=0

qi +
∞∑
k=1

qα1

αk−1∑
i=0

qαki

k−1∏
j=1

qαjαj+1

 = ∆α1α2...αk..., αk ∈ A = {0, 1, 2},

де ∥qij∥ — додатня стохастична матриця (матриця перехiдних ймовiрностей), (q0; q1; q2) —
додатний стохастичний вектор. Дане зображення є узагальненням класичного трiйкового
зображення чисел i спiвпадає з ним при qi =

1
3 = qij ∀i, j ∈ A. Описано тополого-метричнi

властивостi цилiндрiв марковського зображення, зокрема виписано основне метричне
вiдношення довжин цилiндрiв попереднього i наступного рангiв. Введено поняття
марковсько-нормального числа i доведено, що множина чисел, асимптотична частота ко-
жної цифри i яких вiдповiдно рiвна

∑
i∈A

qjqji, i, j ∈ A, має повну мiру Лебега.

Введена в розгляд функцiя (iнверсор цифр), означена рiвнiстю

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

Доведено, що функцiя I є неперервною строго спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1]. На
основi поняття цилiндричної похiдної знайдено вираз похiдної функцiї I в точцi.
Використовуючи нормальну властивiсть числа за його марковським зображенням i
отриманий вираз похiдної знайдено умови, рiвностi похiдної нулю майже в кожнiй точцi
одничного вiдрiзка у розумiннi мiри Лебега, тобто умови сингулярностi функцiї I.

Ключовi слова i фрази: сингулярна функцiя, нормальна властивiсть числа, марковське
зображення дiйсних чисел, iнверсор цифр зображення.
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нову систему кодування дробової частини дiйсного числа (марковське трисимвольне
зображення) [5]. Це є аналогом вiдомого двосимвольного марковського зображення, що
вивчалось у роботах [1, 2], яке заслуговувало на окрему увагу в силу мiнiмальностi
алфавiту. Геометрiя цього зображення чисел, породжена залежнiстю цифр, продукує
складнiшi тополого-метричнi властивостi множин рiзного роду особливостей функцiй,
визначених автоматами зi скiнченною пам’яттю у просторах марковських зображень.

Cтаття присвячена однiй сингулярнiй функцiї (неперервнiй функцiї, вiдмiннiй вiд
константи, похiдна якої дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), озна-
ченiй в термiнах марковського зображення чисел. Розглядувана функцiя вiдноситься
до класу "iнверсорiв цифр прикладами таких є iнверсор цифр Q2-зображення чисел [6],
iнверсор цифр Q∗

2-зображення [3], iнверсор цифр Q3-зображення чисел [7] тощо. Для
доведення сингулярностi iнверсора цифр поглиблюється ергодична теорiї марковського
зображення чисел, а саме вводиться марковсько-нормальна властивiсть числа.

1 Марковське трисимвольне зображення дiйсних чисел

Нехай A ≡ {0, 1, 2} – алфавiт, L = A × A × ... – простiр послiдовностей елементiв

алфавiту, q0, q1, q2 – фiксований набiр додатних чисел такий, що
2∑

i=0

qi = 1, ∥qij∥ —

стохастична матриця 3-го порядку (
2∑

j=0

qij = 1, ∀i ∈ A, qij > 0).

Теорема 1. Для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує (αn) ∈ L така, що має мiсце рiвнiсть

x = βα1 +
∞∑
k=1

βαkαk+1

k−1∏
j=1

qαjαj+1
= ∆α1α2...αk..., (1)

де βα1 =

α1−1∑
i=0

qi, βαkαk+1
= qα1

αk−1∑
i=0

qαki.

Доведення. Доведемо iснування розкладу для довiльного числа x ∈ [0; 1]. Зазначимо,
що має мiсце рiвнiсть x ∈ [0; 1] = [β0; β1] ∪ [β1; β2] ∪ [β2; β3] =

∪2
i=0 [βi; βi+1]. Тодi iснує

α1 ∈ A таке, що x ∈ [βα1 ; βα1+1], тобто

βα1 ≤ x < βα1+1, 0 ≤ x− βα1 ≡ x1 < βα1+1 − βα1 = qα1 ⇒ x = βα1 + x1.

Якщо x1 = 0, то x = βα1 = ∆α1(0). Тобто αn = 0 ∀n > 1.
Якщо x1 > 0, то можна знову запустити аналогiчний процес:

x1 ∈ [0; qα1) =
2∪

i=0

[βα1i; βα1(i+1),

то iснує α2 ∈ A таке, що
βα1α2qα1 ≤ x1 < βα1(α2+1)qα1 ,
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тобто
0 ≤ (x1 − βα1α2qα1) ≡ x2 < qα1(βα1(α2+1) − βα1α2)

0 ≤ x2 < qα1qα1α2 .

Отже, x1 = βα1α2qα1 + x2, а x = βα1 + βα1α2qα1 + x2.

Якщо x2 = 0, то x = βα1 + βα1α2qα1 = ∆α1α2(0)∀n > 2.
Продовжуючи цей процес, знайдемо числа α3, α4, ..., αn i x3, x4, ..., xn, такi, що

0 ≤ xn−1 − βαn−1αnqα1qα1α2 ...qαn−2αn−1 = xn i

x = βα1 + βα1α2qα1 + ...+ βαn−1αnqα1qα1α2 ...qαn−2αn−1 + xn.

Аналогiчно, записуємо, що оскiльки

xn ∈ [0; qα1

n−1∏
k=1

qαkαk+1
) =

2∪
i=0

[βαni; βαn(i+1)),

то iснує αn+1 ∈ A, таке, що

0 ≤ xn − βαnαn+1qα1qα1α2 ...qαn−1αn ≡ xn+1 < qα1qα1α2 ...qαk−1αk
qαkαk+1

= qα1

n∏
k=1

qαkαk+1
.

Цей процес є нескiнченним, але збiжним, оскiльки xn+1 < (max {q00, q01, q10, q11})n → 0

(n → ∞). Отже, розклад числа x в ряд (1) iснує, що й доводить теорему.

Запис числа x у формi ряду (1) називається марковським представленням цього
числа, а формальний запис x = ∆α1α2...αn... – його марковським зображенням, елемент
αn називають n-ою цифрою (символом) марковського зображення числа x.

Iснують числа, що мають два зображення. Це числа виду:

∆α1α2...αk−1i(2) = ∆α1α2...αk−1[i+1](0), i ∈ {0, 1}.

Їх називатимемо марковсько-бiнарними. Решта чисел мають єдине зображення, їх на-
зиватимемо марковсько-унарними.

2 Геометрiя марковського зображення чисел

Пiд геометрiєю марковського зображення чисел ми розумiємо геометричний змiст
цифр, метричнi спiввiдношення та геометричнi властивостi множин чисел (фiгур), що
мають на фiксованих мiсцях заданi марковськi цифри. Такими множинами є цилiндри,
напiвцилiндри, хвостовi множини тощо [4].

Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cn) – фiксований впорядкований набiр цифр алфавiту
A. Цилiндром рангу n з основою (c1c2...cn) називається множина ∆c1c2...cn всiх чисел
x ∈ [0; 1], якi мають наступне марковське зображення x = ∆c1c2...cnαn+1...αn+m..., αn+i ∈ A.
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Цилiндр ∆c1...cn є вiдрiзком з кiнцями a = ∆c1...cn(0) i b = ∆c1...cn(2), тобто ∆c1...cn =

[a; b]. Його внутрiшнiсть будемо позначати через ∇c1...cn i називатимемо цилiндричним
iнтервалом, тобто ∇α1...αn = int∆c1...cn = (a, b).

Вивчимо властивостi цилiндрiв.
Властивiсть 1. Для довiльного (c1, ..., cn) ∈ An має мiсце рiвнiсть

∆c1...cn = ∆c1...cn0 ∪∆c1...cn1 ∪∆c1...cn2.

Випливає безпосередньо з означення цилiндра.
Властивiсть 2. ∀i = 0, 1 виконуються рiвностi:

max∆c1...cni = min∆c1...cn(i+1), max∆c1...cn2 = max∆c1...cn , min∆c1...cn0 = max∆c1...cn .

Властивiсть 3. Основне метричне вiдношення обчислюється за формулою:

|∆c1...cnij|
|∆c1...cni|

= qij, де i, j ∈ A.

З властивостi 1 для цилiндрiв (n+1)-го рангу маємо:

∆c1...cni = ∆c1...cni0 ∪∆c1...cni1 ∪∆c1...cni2, i ∈ A.

З врахуванням властивостi 2, перепишемо останню рiвнiсть у виглядi:

|∆c1...cni| = |∆c1...cni0|+ |∆c1...cni1|+ |∆c1...cni2|,

1 =
|∆c1...cni|
|∆c1...cni|

=
|∆c1...cni0|
|∆c1...cni|

+
|∆c1...cni1|
|∆c1...cni|

+
|∆c1...cni2|
|∆c1...cni|

.

Тодi

|∆c1...cni2|
|∆c1...cni|

= 1−qi0−qi1 = qi2,
|∆c1...cni1|
|∆c1...cni|

= 1−qi0−qi2 = qi1,
|∆c1...cni0|
|∆c1...cni|

= 1−qi1−qi2 = qi0.

Властивiсть 4. Довжина цилiндра ∆α1...αn обчислюється за формулою

|∆α1...αn | = qα1

n−1∏
i=1

qαiαi+1
.

З властивостi 3 цилiндрiв n-го рангу маємо:

|∆α1...αn | = qα[n−1]αn |∆α1...α[n−2]α[n−1]
| = ... = qα[n−1]αnqα[n−2α[n−1]

...qα2α3qα1α2 |∆α1 | =

= qα1

n−1∏
i=1

qαiαi+1
.

Властивiсть 4. Для довiльної послiдовностi (αn) ∈ L: |∆α1...αn | → 0 (n → ∞). Випли-
ває з того, що |∆α1...αn | ≤ (maxi∈A qi)(maxi,j∈A {qij})n−1 → 0 (n → ∞).

Властивiсть 5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або збiгаються (рiвнi), при-
чому ∆c1c2...cn = ∆c′1c

′
2...c

′
n
⇔ ci = c′i, i = 1,m.

Властивiсть 6. Для довiльної послiдовностi (cn) ∈ L, iснує єдина точка x ∈ [0; 1], та-

ка, що належить всiм цилiндрам послiдовностi, тобто x =
∞∩
n=1

∆c1c2...cn = ∆c1c2...cn....
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3 Марковсько-нормальнi властивостi числа

Нехай Ni(x, k) – кiлькiсть цифр i в марковському зображеннi числа x до k-го мi-
сця включно. Тодi границя (якщо вона iснує) νi(x) = lim

k→∞
Ni(x,k)

k
називається частотою

(асимптотичною частотою) цифри i в марковському зображеннi числа x.

Лема 1. Якщо в марковському зображеннi числа x iснують νi1(x) i νi2(x), де i1 ̸= i2 та
i1, i2 ∈ {0, 1, 2} то iснує ν3−i1−i2(x).

Доведення. Згiдно означення з введених позначень можемо записати:

N0(x, k) +N1(x, k) +N2(x, k) = k,

тодi
N0(x, k)

k
+

N2(x, k)

k
+

N2(x, k)

k
= 1.

Тодi, якщо iснують границi lim
k→∞

Ni1
(x,k)

k
i lim
k→∞

Ni2
(x,k)

k
, то

lim
k→∞

Ni1(x, k)

k
+ lim

k→∞

Ni1(x, k)

k
= lim

k→∞
(1− N3−i1−i2(x, k)

k
),

тобто
νi1(x) + νi2(x) = 1− ν3−i1−i2(x).

Означення 2. Число x = ∆α1α2...αn... називається марковсько-нормальним, якщо для
його частот справджуються рiвностi

νj =
∑
i∈A

qiqij, ∀i, j ∈ A. (2)

Теорема 2. Мiра Лебега множини всiх марковсько-нормальних чисел вiдрiзка [0; 1]

дорiвнює 1.

Доведення. Доведемо, що для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x одиничного
вiдрiзка виконується рiвнiсть

lim
k→∞

Nj(x, k)

k
=

∑
i∈A

qiqij, ∀j ∈ A.

Розглянемо функцiю f(x), таку що

f(x = ∆α1α2...αn...) = ∆Q3
α1α2...αn...,

де ∆Q3
α1α2...αn... = α1q

′
1−α1

+
∞∑
n=2

αnq
′
1−αn

n−1∏
k=1

q′αk
— Q3-зображення чисел з параметрами

q′0 = q0q00 + q1q10 + q2q20, q′1 = q0q01 + q1q11 + q2q21, q′2 = q0q02 + q1q12 + q2q22.
Вiдомо [7], що мiра Лебега тих чисел x = ∆Q3

α1...αn..., для частот яких мають мiсце
рiвностi ν0(x) = q0, ν1(x) = q1, ν2(x) = q2, є повною, а тому властивiсть числа мати
частоти цифр 0, 1, 2 вiдповiдно рiвними q0, q1, q2 є нормальною.
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Оскiльки функцiя f є проєктором цифр двох топологiчно еквiвалентних зображень
(трисимвольного марковського зображення в Q3-зображення чисел), а тому є бiєкцiєю
[0; 1] в [0; 1], то

νi(y) = lim
n→∞

Ni(y, n)

n
= lim

n→∞

Ni(x, n)

n
= q′i, i = {0, 1, 2}.

Отже, множина тих чисел, якi в марковському трисимвольному зображеннi мають ча-
стоти цифр вiдповiдно рiвнi q′0, q′1, q′2, є множиною повної мiри.

Введемо такi фiксованi частоти для пари цифр (ij), ∀i, j ∈ A. Нехай Nij(x, n) –
кiлькiсть тих k ≤ n для яких αk(x) = i i αk+1(x) = j в марковському зображеннi
числа x до n-го мiсця включно. Тодi границя (якщо вона iснує) νij(x) = lim

n→∞
Nij(x,n)

n

називається частотою пари (i, j) в марковському зображеннi числа x.

Означення 3. Число x = ∆α1α2...αn..., для частот пар цифр якого справджуються рiв-
ностi

νj(x) = ν0j + ν1j + ν2j = q0q0j + q1q1j + q2q2j, де νij = qiqij, (i, j) ∈ A,

називається марковсько-нормальним.

4 Iнверсор цифр марковського зображення

Розглядається функцiя (iнверсор цифр), означена рiвнiстю:

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

Очевидно, що означення функцiї I є коректним на множинi чисел, що мають два фор-
мально рiзних зображення: I(∆α1α2...αn(0)) = I(∆α1α2...[αn−1](2)).

Теорема 3. Функцiя I є неперервною cтрого спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Неперервнiсть функцiї I у множинi марковсько-бiнарних точках є наслiд-
ком коректностi її означення. Покажемо неперервнiсть функцiї у множинi марковсько-
унарних точках, тобто що виконується рiвнiсть lim

x′→x
|I(x′)− I(x)| = 0, де x – марковсько-

унарне число. Нехай x = ∆α1...αm..., x′ = ∆c1...cm.... Умова x′ → x рiвносильна тому, що
m → ∞, де αm(x) ̸= cm(x

′), але aj(x) = cj(x
′) при j < m. Нехай am = 1 та c′m ̸= 1 – m-тi

цифри марковського числа вiдповiдно для I(x) та I(x′). Тодi

lim
x′→x

|I(x′)− I(x)| = lim
m→∞

m−1∏
i=1

q[2−αj−1][2−αj ] · |A| = 0,

A ≡ β[2−cm][2−cm+1]−β1[2−αm+1]+β[2−cm+1][2−cm+2]q[2−cm][2−cm+1]−β[2−αm+1][2−αm+2]q1[2−αm+1]+....
Отже, I(x) неперервна в усiх точках вiдрiзка [0; 1]. Тепер доведемо, що iнверсор є

спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1]. Розглянемо x1 i x2 такi, що x1 = ∆α1...αn−1αn... <
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x2 = ∆α1...αn−1α′
n..., причому αn < α′

n, тодi 2− αn > 2− α′
n i

I(x1)− I(x2) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn−1][2−αn]... −∆[2−α1][2−α2]...[2−αn−1][2−α′
n]... =

= (β[2−αn−1][2−αn] − β[2−αn−1][2−α′
n])

n−2∏
j=1

q[2−αj ][2−αj+1]+

+ (β[2−αn][2−αn+1] − β[2−α′
n][2−α′

n+1]
)
n−1∏
j=1

q[2−αj ][2−αj+1] + . . . > 0.

Тому I(x1) > I(x2) при x1 < x2, тобто функцiя I є монотонно спадною на [0; 1].

Теорема 4. Якщо I ′(x) iснує, то

I ′(x) = − lim
n→∞

|I(∆α1(x)α2(x)...αn(x))|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

= −
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

.

Доведення. Оскiльки функцiя I є монотонною на [0; 1], то згiдно з теоремою Лебега
вона має скiнченну похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега. Скористаємось ци-
лiндричною похiдною. Тодi

− I ′(x) = lim
n→∞

|I(∆α1(x)α2(x)...αn(x))|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

= lim
n→∞

|∆[2−α1(x)][2−α2(x)]...[2−αn(x)]|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

=

= lim
n→∞

q[2−α1]

∏n−1
i=1 q[2−αi][2−αi+1]

qα1

∏n−1
i=1 qαiαi+1

=

= lim
n→∞

q[2−α1]

qα1

· q
N22(x,n)
00 q

N21(x,n)
01 q

N20(x,n)
02 q

N12(x,n)
10 q

N11(x,n)
11 q

N10(x,n)
12 q

N02(x,n)
20 q

N01(x,n)
21 q

N00(x,n)
22

q
N00(x,n)
00 q

N01(x,n)
01 q

N02(x,n)
02 q

N10(x,n)
10 q

N11(x,n)
11 q

N12(x,n)
12 q

N20(x,n)
20 q

N21(x,n)
21 q

N22(x,n)
22

= lim
n→∞

q[2−α1]

qα1

· q
N22(x,n)−N00(x,n)
00 q

N21(x,n)−N01(x,n)
01 q

N20(x,n)−N02(x,n)
02 q

N12(x,n)−N10(x,n)
10

q
N12(x,n)−N10(x,n)
12 q

N20(x,n)−N02(x,n)
20 q

N21(x,n)−N01(x,n)
21 q

N22(x,n)−N00(x,n)
22

=

=
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

.

Теорема 5. Якщо принаймнi для однiєї з пар q00 ̸= q22, q01 ̸= q21, q02 ̸= q20 або q10 ̸= q12,
то iнверсор I є сингулярною функцiєю (тобто неперервною функцiєю похiдна якої рiвна
нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Доведення. Нехай W – множина точок, для яких iснує похiдна скiнченна I ′(x), а B

– множина марковсько-нормальних чисел. Оскiльки мiри Лебега λ(W ) = λ(B) = 1, то
λ(W ∩B) = 1. Покажемо, що I ′(x) = 0 для будь-якого x = ∆α1α2...αn... ∈ W ∩B. Оскiльки
x ∈ B, то

νij(x) = qiqij, i, j ∈ A.
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Взявши до уваги теорему 4, обчислимо похiдну

− I ′(x) =
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

=
q[2−α1]

qα1

·

· lim
n→∞

((q00
q22

)N22(x,n)
n

−N00(x,n)
n

(q01
q21

)N21(x,n)
n

−N01(x,n)
n

(q02
q20

)N20(x,n)
n

−N02(x,n)
n

(q10
q12

)N12(x,n)
n

−N10(x,n)
n

)n

=
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

(((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)
)n

.

Оцiнимо значення виразу
((

q00
q22

)q22
(

q01
q21

)q21
(

q02
q20

)q20
)q2((

q00
q22

)q00
(

q01
q21

)q01
(

q02
q20

)q02
)q0 ·

(
q10
q12

)q1(q12−q10):

• якщо q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20, q10 < q12, то((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо хоча б одна з умов q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20 порушується (не порушуючи
загальностi, припустимо, що q00 > q22), але q10 < q12 та q2 < q0, то

q00
q22

> 1,

(
q00
q22

)q2q22(
q00
q22

)q0q00 < 1,

((
q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо ж усi умови попереднього випадку зберiгаються, але q2 > q0, то

q00
q22

> 1,
q2
q0

< 1,

((
q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1.

Цей випадок аналогiчним чином працює i для iнших пар з умов

q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20;

• якщо ж порушуються кiлька або всi зразу умови q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20, але
q10 < q12, то аналогiчним до попереднiх двох випадкiв чином можна показати, що(

q00
q22

)q2q22( q01
q21

)q2q21( q02
q20

)q2q20(
q00
q22

)q0q00( q01
q21

)q0q01( q02
q20

)q0q02 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо ж q10 > q12, то q1(q12 − q10) < 0, то
(
q10
q12

)q1(q12−q10)< 1.

Тодi маємо, що

lim
n→∞

(((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)
)n

= 0.

А тому I ′(x) = 0 для точок множини W ∩B. Отже, похiдна функцiї I на вiдрiзку [0; 1]

дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега, тобто функцiя є сингулярною.
Теорему доведено.
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In this article, we introduce the three-symbol Markov representation of numbers, based on
the decomposition of a number into the series

x =

α1−1∑
i=0

qi +
∞∑
k=1

qα1

αk−1∑
i=0

qαki

k−1∏
j=1

qαjαj+1

 = ∆α1α2...αk..., αk ∈ A = {0, 1, 2},

where ∥qij∥ is a positive stochastic matrix (transition probability matrix), and (q0; q1; q2) is a
positive stochastic vector. This representation corresponds to thee classical ternary
representation of numbers and coincides with it if qi = 1

3 = qij ∀i, j ∈ A. The topological and
metric properties of the cylinders in this Markov representation are described. In particular, the
basic metric ratio between the lengths of cylinders of the successive ranks is derived. Moreover,
the concept of a Markov-normal number is introduced, and it is proved that the set of numbers
for which the asymptotic frequency of each digit i equals to

∑
i∈A

qjqji, i, j ∈ A, has full Lebesgue

measure. The function (inversor of numbers) is introduced and defined by the equality

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

It is proved that the function I is a continuous, strictly decreasing function on the interval [0; 1].
An expression for the derivative of the function I at a point is foud based on the concept of a
cylindric derivate. Using the normal property of a number in its Markov representation and the
obtained expression for the derivative, conditions for the derivative to be zero at almost every
point of the unit interval in the sense of the Lebesgue measure are established. Therefore, the
conditions for the singularity of the function I are determined.
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