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БАГАТОТОЧКОВА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ БАГАТЬМА ПЕРЕТВОРЕНИМИ

АРГУМЕНТАМИ

Чисельно-аналiтичним методом дослiджується питання iснування та наближеної по-
будови розв’язку багатоточкової крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь iз
скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв.

Запропоновано та обгрунтовано традицiйну схему методу з визначальним рiвнянням.
Отримано умови iснування розв’язку розглядуваної крайової задачi та оцiнку похибки

побудованих послiдовних наближень.
Ключовi слова i фрази: чисельно-аналiтичний метод, система диференцiальних рiв-

нянь, перетворений аргумент, крайова задача, багатоточковi крайовi умови.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
e-mail: m.filipchuk@chnu.edu.ua, o.filipchuk@chnu.edu.ua

Вступ

Одне з чiльних мiсць в теорiї диференцiальних рiвнянь займають питання дослiдження
iснування та наближеної побудови розв’язкiв рiзноманiтних крайових задач. Вдалим констру-
ктивним методом, який дозволяє ефективно розв’язувати цi питання для досить широких кла-
сiв задач, є чисельно-аналiтичний метод А.М. Самойленка [1, 2, 3]. Актуальним є поширення
цього методу на новi класи крайових задач, зокрема, для рiвнянь з вiдхиленим аргументом
[4].

У данiй працi за допомогою чисельно-аналiтичного методу дослiджуватимемо питання
iснування та наближеної побудови розв’язку багатоточкової крайової задачi для системи ди-
ференцiальних рiвнянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), (1)

N∑
i=0

Aix(ti) = d, (2)

УДК 517.929.7
2010 Mathematics Subject Classification: 34K10.
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де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn; λi : [0, T ]→ [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi неперервнi
вiдображення; Ai (i = 0, N) – сталi n × n матрицi; N ≥ 2; 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T ; d –
вiдомий сталий n-вимiрний вектор.

Зауважимо, що випадки лiнiйних двоточкових та iнтегральних крайових умов для системи
(1) ранiше були розглянутi в працях [5, 6] i [7] вiдповiдно.

Функцiю f(t, x, y1, . . . , yk) вважатимемо визначеною та неперервною в областi

(t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ]×Dk+1,

де D – замкнена обмежена область в Rn, обмеженою вектором M ∈ Rn, Mi > 0 (i = 1, n), i
задовольняючою умову Лiпшiца по x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0; i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤M, (3)

∣∣f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)
∣∣ ≤ K (∣∣x− x∣∣+

k∑
i=1

∣∣yi − yi∣∣) . (4)

Тут
|f(t, x, y1, . . . , yk)| = (|f1(t, x, y1, . . . , yk)| , . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|)

i нерiвнiсть мiж векторами розумiється покомпонентно.

Схема чисельно-аналiтичного методу та її обґрунтування

Припустимо, що виконується умова

det

(
N∑
i=1

tiAi

)
6= 0. (5)

Позначимо через Dβ множину точок x0 ∈ Rn, якi мiстяться в областi D разом зi своїм
β-околом, де

β = T (E + L)M + T |Hd(x0)| ,

H =

(
N∑
i=1

tiAi

)−1
, L =

N∑
i=1

ti |HAi| , d(x0) = d−

(
N∑
i=0

Ai

)
x0.

Нехай
Dβ 6= ∅ (6)

i найбiльше власне значення матрицi Q = (k + 1)T (E + L)K не перевищує одиницi:

λmax(Q) < 1. (7)

Розглянемо послiдовнiсть функцiй, якi визначаються рекурентним спiввiдношенням

x0(t, x0) = x0, xm(t, x0) = x0 +

t∫
0

gm−1(s, x0)ds −

− tH

N∑
i=1

Ai

ti∫
0

gm−1(s, x0)ds+ tHd(x0), m = 1, 2, . . . , (8)
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де
gm−1(t, x0) ≡ f(t, xm−1(t, x0), xm−1(λ1(t), x0), . . . , xm−1(λk(t), x0)),

а параметр x0 ∈ Rn.
Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що для довiльних x0 всi функцiї цiєї по-

слiдовностi задовольняють крайовi умови (2).

Має мiсце наступне твердження про збiжнiсть послiдовних наближень xm(t, x0) вигляду
(8).

Теорема 1. Нехай виконуються умови (3)-(7). Тодi послiдовнiсть функцiй xm(t, x0) вигляду
(8) рiвномiрно збiгається при m → ∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ до граничної функцiї
x∗(t, x0), яка задовольняє крайовi умови (2) i є розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = x0 +

t∫
0

g(s)ds− tH
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g(s)ds+ tHd(x0), (9)

де
g(t) ≡ f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

який при t = 0 проходить через точку x∗(0, x0) = x0. Крiм цього, x∗(t, x0) є розв’язком крайової
задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))) + ∆(x0),
N∑
i=0

Aix(ti) = d, (10)

де

∆(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g(t)dt.

Для вiдхилення x∗(t, x0) вiд xm(t, x0) при всiх (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i m = 1, 2, . . . вiрна оцiнка

|x∗(t, x0)− xm(t, x0)| ≤Wm(x0), Wm(x0) ≡ Qm(E −Q)−1β. (11)

Доведення. Покажемо, що в просторi неперервних вектор-функцiй послiдовнiсть (8) є фунда-
ментальною, а отже, i рiвномiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що при x0 ∈ Dβ всi функцiї xm(t, x0) мiстяться в областi D. На
пiдставi (8) iз врахуванням (3) знаходимо:

|x1(t, x0)− x0| ≤ TM + T
N∑
i=1

|HAi|Mti + T |Hd(x0)| =

= T

(
E +

N∑
i=1

ti |HAi|

)
M + T |Hd(x0)| = T (E + L)M + T |Hd(x0)| = β. (12)

Тому x1(t, x0) ∈ D, як тiльки x0 ∈ Dβ . Iндукцiєю легко показати, що для всiх m = 1, 2, . . . , t ∈
[0, T ] i будь-якого x0 ∈ Dβ функцiї xm(t, x0) вигляду (8) не виходять за межi областi D.

Покладаючи rm+1(t, x0) = |xm+1(t, x0)− xm(t, x0)|, на пiдставi (8) iз врахуванням (4) отри-
муємо:

rm+1(t, x0) ≤ K
t∫

0

ωm(s, x0)ds+ t

N∑
i=1

|HAi|K
ti∫
0

ωm(s, x0)ds, (13)
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де

ωm(s, x0) = rm(s, x0) +
k∑
i=1

rm(λi(s), x0).

Згiдно з (12), r1(t, x0) = |x1(t, x0)− x0| ≤ β, тому iз (13) при m = 1 знаходимо:

r2(t, x0) ≤ K(k + 1)βt+ t

N∑
i=1

|HAi|K(k + 1)βti ≤

≤ (k + 1)TKβ + (k + 1)T
N∑
i=1

ti |HAi|Kβ = (k + 1)T (E + L)Kβ = Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ

rm+1(t, x0) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t, x0)− xm(t, x0)| ≤
j∑
i=1

rm+i(t, x0) ≤

(
j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (14)

Умова (7) гарантує виконання спiввiдношень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (15)

Тодi iз (14) та (15) на пiдставi критерiю Кошi випливає, що послiдовнiсть xm(t, x0) вигляду
(8) рiвномiрно збiгається при m→∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i

lim
m→∞

xm(t, x0) = x∗(t, x0). (16)

Оскiльки всi послiдовнi наближення xm(t, x0) задовольняють крайовi умови (2), то й гра-
нична функцiя x∗(t, x0) також їх задовольняє. При j → ∞ iз (14), враховуючи (16) та (15),
для всiх m = 1, 2, . . . , (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ отримуємо оцiнку (11). Крiм цього, переходячи iз
врахуванням (16) у (8) до границi при m→∞, бачимо, що функцiя x∗(t, x0) є розв’язком iнте-
грального рiвняння (9), який при t = 0 проходить через точку x∗(0, x0) = x0. Отже, гранична
функцiя x∗(t, x0) справдi є розв’язком крайової задачi (10). Теорему доведено.

На пiдставi теореми 1, використовуючи стандартну технiку обгрунтування чисельно-аналiтичного
методу [2, 3], нескладно отримати наведенi далi твердження.

Необхiднi i достатнi умови для того, щоб гранична функцiя x∗(t, x0) послiдовностi (8) була
розв’язком крайової задачi (1), (2), дає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб розв’язок x∗(t) початко-
вої задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) = x0,

був одночасно розв’язком крайової задачi (1), (2), необхiдно i досить, щоб x0 було розв’язком
визначального рiвняння

∆(x0) = 0, (17)
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де

∆(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

g∗(t, x0)dt, (18)

g∗(t, x0) ≡ f(t, x∗(t, x0), x
∗(λ1(t), x0), . . . , x

∗(λk(t), x0)).

При цьому x∗(t) = x∗(t, x0) i для всiх m = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] щодо вiдхилення точно-
го розв’язку x∗(t) = x∗(t, x0) крайової задачi (1), (2) вiд її наближеного розв’язку xm(t, x0)

вигляду (8) вiрна оцiнка (11).

На пiдставi теореми 2 отримуємо наступний чисельно-аналiтичний алгоритм побудови
розв’язку крайової задачi (1), (2):

а) при x0 ∈ Dβ згiдно з (8) будуємо послiдовнiсть функцiй xm(t, x0), залежну вiд x0 як вiд
параметра;

б) знаходимо граничну функцiю x∗(t, x0) цiєї послiдовностi;
в) складаємо визначальну функцiю ∆(x0) вигляду (18) i яким-небудь чисельним методом

знаходимо розв’язок x0 = x∗0 визначального рiвняння (17);
г) шукаємо розв’язок початкової задачi ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) = x∗0,

або, що те саме, граничну функцiю x∗(t, x∗0) послiдовностi xm(t, x∗0).
Отримана функцiя i буде точним розв’язком крайової задачi (1), (2), а за її наближений

розв’язок, який дає похибку, що не перевищуєWm(x∗0), можна взяти функцiю xm(t, x∗0) вигляду
(8).

Головною проблемою при реалiзацiї наведеного алгоритму є побудова в аналiтичному ви-
глядi функцiї x∗(t, x0). Крiм цього, з точки зору практичного застосування, важливо вмiти
зробити висновок про iснування розв’язку крайової задачi (1), (2) не за граничною функцiєю
x∗(t, x0), а за її m-тим наближенням xm(t, x0).

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, а також умови:
1) iснує опукла замкнена область D1 ⊂ Dβ , в якiй наближене визначальне рiвняння

∆m(x0) = 0, (19)

де

∆m(x0) = Hd(x0)−H
N∑
i=1

Ai

ti∫
0

gm(t, x0)dt, (20)

gm(t, x0) ≡ f(t, xm(t, x0), xm(λ1(t), x0), . . . , xm(λk(t), x0)),

має для деякого фiксованого m ≥ 1 єдиний розв’язок x0 = x0m ненульового iндексу;
2) на межi S1 областi D1 виконується нерiвнiсть

inf
x0∈S1

|∆m(x0)| > (k + 1)LKWm(x0).

Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язок x∗(t), початкове значення

x∗(0) = x∗0 (21)

якого визначається таким x∗0, яке належить областi D1.
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Оцiнку близькостi граничних функцiй x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) для точок x′0, x′′0 ∈ Dβ дає насту-
пне твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для будь-яких точок x′0, x′′0 ∈ Dβ щодо
вiдхилення граничних функцiй x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) послiдовностей xm(t, x′0) i xm(t, x′′0) вигляду
(8) вiдповiдно вiрна оцiнка∣∣x∗(t, x′0)− x∗(t, x′′0)

∣∣ ≤ (E −Q)−1(E +R2)
∣∣x′0 − x′′0∣∣ ,

де

R2 = T

∣∣∣∣∣H
N∑
i=0

Ai

∣∣∣∣∣ .
Неперервну залежнiсть визначальної функцiї ∆(x0) вигляду (18) вiд x0 дає наступне твер-

дження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi функцiя ∆(x0) вигляду (18) визначена,
неперервна в областi Dβ i для всiх x′0, x′′0 ∈ Dβ задовольняє оцiнку

∣∣∆(x′0)−∆(x′′0)
∣∣ ≤ [ 1

T
R2 + (k + 1)LK(E −Q)−1(E +R2)

] ∣∣x′0 − x′′0∣∣ .
Необхiднi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб деяка область D2 ⊂ Dβ

мiстила точку x∗0, яка визначає при t = 0 початкове значення (21) розв’язку x∗(t) крайової
задачi (1), (2), необхiдно, щоб для всiх m i довiльного x0 ∈ D2 виконувалась нерiвнiсть

|∆m(x0)| ≤ sup
x0∈D2

[
1

T
R2 + (k + 1)LK(E −Q)−1(E +R2)

]
|x0 − x0|+ (k + 1)LKWm(x0).

Оцiнку вiдхилення наближеного розв’язку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближеного ви-
значального рiвняння (19), вiд точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗0) крайової задачi (1), (2) дає
наступне твердження.

Теорема 7. Нехай виконуються умови теореми 3. Тодi для вiдхилення наближеного розв’язку
xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближеного визначального рiвняння (19), вiд точного розв’язку
x∗(t) = x∗(t, x∗0) крайової задачi (1), (2) вiрна оцiнка

|x∗(t, x∗0)− xm(t, x0m)| ≤ (E −Q)−1(E +R2) |x∗0 − x0m|+Wm(x0m).

Аналогiчно [2, 3], при деяких додаткових умовах гладкостi правої частини системи (1)
можна показати, що |x∗0− x0m| → 0 при m→∞ та довести рiвномiрну збiжнiсть наближеного
розв’язку xm(t, x0m) до точного x∗(t) = x∗(t, x∗0).

Вiдмiтимо також, що у частковому випадку k = 1 (наявнiсть лише одного перетвореного
аргументу в системi) всi наведенi в цiй секцiї результати повторюватимуть результати, ранiше
отриманi в [8].
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Приклад

Проiлюструємо використання розробленої схеми чисельно-аналiтичного методу на конкре-
тному прикладi. Для простоти та компактностi викладок обмежимося розглядом скалярного
випадку.

Приклад. Розглянемо крайову задачу

ẋ(t) =
1

20

(
x(
t

2
)− x(

t

3
)

)
,

−x(0) + x(1) + x(2) = 5,

де t ∈ [0, 2], D = [0, 10].

Нескладно перевiрити, що в цьому випадку

k = 2, N = 2, T = 2, t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2, A0 = −1, A1 = 1, A2 = 1, d = 5,

M =
1

2
, K =

1

20
,

N∑
i=1

tiAi = 3 6= 0, H =
1

3
, L = 1, Q =

3

5
,

d(x0) = 5− x0, β = 2 +
2

3
|5− x0| , Dβ 6= ∅,

а тому виконуються всi умови теореми 1.
Послiдовнi наближення x1(t, x0) i x2(t, x0), знайденi згiдно з (8), мають вигляд:

x1(t, x0) = x0 +
1

3
(5− x0)t,

x2(t, x0) = x0 +
1

3
(5− x0)

(
143

144
t+

1

240
t2
)
.

Вiдповiднi їм наближенi визначальнi функцiї ∆1(x0) i ∆2(x0), знайденi згiдно з (20), мають
вигляд:

∆1(x0) =
143

144
· 1

3
(5− x0),

∆2(x0) =
51481

51840
· 1

3
(5− x0).

Коренями наближених визначальних рiвнянь ∆1(x0) = 0 i ∆2(x0) = 0 є вiдповiдно x01 = 5

i x02 = 5.
Тодi наближеним розв’язком розглядуваної крайової задачi буде функцiя

x1(t, x01) = x2(t, x02) = 5.

Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що точним розв’язком розглядуваної кра-
йової задачi якраз i є функцiя x∗(t) = 5.
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Надiйшло 01.08.2025

Filipchuk M.P., Filipchuk O.I. Multipoint boundary value problem for a system of differential
equations with many transformed arguments, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 7–15.

A boundary value problem for a system of differential equations with finite quantity of
transformed arguments in the case of multipoint boundary conditions is considered in this
paper.

To investigate the existence and approximate construction of the solution of such boundary
value problem it is proposed a traditional scheme of the A.M. Samoilenko’s numerical-analytic
method with a determining equation.

A recurrent sequence of functions that depend on parameter, each of which satisfies gi-
ven boundary conditions, is constructed. It is shown that under typical for numerical-analytic
method assumptions, this sequence uniformly convergences to the limit function. It is establi-
shed the value of the parameter at which the limit function will be an exact solution of the origi-
nal boundary value problem. Approximate determining function and approximate determining
equation put into consideration, and on the basis of them sufficient conditions for the solvability
of this boundary value problem are obtained. The necessary conditions for the solvability of
the considered boundary value problem and an estimation of the deviation of the approximate
solution from the exact solution were also obtained.

The proposed scheme of the numerical-analytic method is illustrated by concrete example.
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Ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

íåéòðàëüíîãî òèïó

Äîñëiäæåíî ñõåìó çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó çi çìiííèì âiäõèëåííÿì àðãóìåíòiâ, ùî áà-

çó¹òüñÿ íà çàïðîïîíîâàíié iòåðàöiéíié ñõåìi iç çàñòîñóâàííÿì êóái÷íèõ ñïëàéíiâ äåôåêòó

äâà. Äëÿ ïðàêòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òàêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ðîçðîáëåíî ïðèêëàäíèé çà-

ñòîñóíîê çi çðó÷íèì êîðèñòóâàöüêèì iíòåðôåéñîì äëÿ çàäàííÿ âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ òà

âiçóàëiçàöi¨ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè: êðàéîâà çàäà÷à, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, íåéòðàëü-

íèé òèï, êóái÷íèé ñïëàéí äåôåêòó äâà, ìåòîä ñïëàéí-àïðîêñèìàöi¨.

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà

e-mail: a.dorosh@chnu.edu.ua (Äîðîø À.Á.), i.cherevko@chnu.edu.ua (×åðåâêî I.Ì.)

Âñòóï

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ùî îïèñóþòüñÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, âèíèêàþòü

ïðè âèâ÷åííi ïðèêëàäíèõ ôiçè÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ. Çîêðåìà, iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè iç çàïiçíåííÿì âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè ìîäåëþ-

âàííi áàãàòüîõ ðåàëüíèõ ÿâèù â åêîëîãi¨ [1]. Îñòàííiìè ðîêàìè çðîñòà¹ iíòåðåñ äî iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ¹ êîìáiíàöi¹þ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðå-

äãîëüìà ÷è Âîëüòåððè. Âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ òåõíiêè, àñòðî-

íîìi¨, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ïîøèðåííÿ åïiäåìié, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨

òà õiìi÷íî¨ êiíåòèêè [2, 3].

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì ¹ äîñòàòíüî ñêëà-

äíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ. Âiäîìî, ùî íå iñíy¹ óíiâåðñàëüíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè ¨õ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó îñíîâíèìè òåîðåòè÷íèìè ïèòàííÿìè ïðè äîñëiäæåííi òàêèõ çàäà÷ ¹ îá ðóí-

òóâàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ ïiäõîäiâ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ òà ðîçðîáêà åôåêòèâíèõ

ìåòîäiâ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âàæëèâîþ òàêîæ ¹ çàäà÷à îäåðæàííÿ îöiíîê ïîõè-

áîê äëÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íà äàíèé ÷àñ äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ iç

çàïiçíåííÿì âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ïðîåêöiéíî-iòåðàöiéíi ìåòîäè,

ÓÄÊ 517.956
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ìåòîäè ñïëàéí-ôóíêöié [4, 5, 6, 7]. Öiêàâèìè äëÿ ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü âèÿâèëèñü ñõåìè

àïðîêñèìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ïîñëiäîâíiñòþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü [8, 9, 10].

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíî¨ ñõåìè çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

íîâîãî êëàñó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó ç áàãà-

òüìà çàïiçíåííÿìè çà äîïîìîãîþ êóái÷íèõ ñïëàéíiâ äåôåêòó äâà.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Iñíóâàííÿ ðîçâÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

[y(x)] =
(
y
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y

(
x− τn(x)

))
,

[y(x)]1 =
(
y′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′

(
x− τn(x)

))
, (1)

[y(x)]2 =
(
y′′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′′

(
x− τn(x)

))
.

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

y′′(x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
+ (2)

+

b∫
a

g
(
x, s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
ds, x ∈ [a; b],

y(p) (x) = φ(p) (x) , p = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (3)

äå çàïiçíåííÿ τ0 (x) = 0, à τi (x) , i = 1, n � íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà [a, b],

φ (x) � çàäàíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà [a∗; a], γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Ââåäåìî ìíîæèíè òî÷îê, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çàïiçíåííÿìè τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei1 =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
,

Ei2 =
{
xj ∈ [a, b] : x0 = a, xj+1 − τi (xj+1) = xj , j = 0, 1, 2, . . .

}
,

E2 =

n⋃
i=1

(
Ei1 ∪ Ei2

)
.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàïiçíåííÿ τi (x) , i = 1, n � òàêi ôóíêöi¨, ùî ìíîæèíè Ei1, Ei2, i = 1, n, ¹

ñêií÷åííèìè. Çàíóìåðó¹ìî òî÷êè ìíîæèíè E2 â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

P = sup

{∣∣∣f(x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2)∣∣∣+
∣∣∣∣∣

b∫
a

g
(
x, s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
ds

∣∣∣∣∣ :∣∣∣y(x− τi(x)
)∣∣∣ ≤ P1,

∣∣∣y′(x− τi(x)
)∣∣∣ ≤ P2,∣∣∣y′′(x− τi(x)

)∣∣∣ ≤ P3, i = 0, n, x, s ∈ [a; b]

}
,

J = [a∗; a] , I = [a, b] ,

I1 = [a, x1] , I2 = [x1, x2] , . . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] ,

B2

(
J ∪ I

)
=

{
y (x) : y (x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J)∪C1(I)

)
∩

∩
(k+1⋃

j=1

C2 (Ij)

))
, |y(x)| ≤ P1, |y′(x)| ≤ P2, |y′′(x)| ≤ P3

}
,

äå P1, P2, P3 � äîäàòíi ñòàëi.

Ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (2)-(3) ââàæàòèìåìî ôóíêöiþ y = y (x), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (2) íà [a; b] (çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì òî÷îê ìíîæèíè E2) i êðàéîâi óìîâè (3). Áóäåìî

øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(3), ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó B2(J ∪ I).

Iç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó B2(J ∪ I) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(3) áóäå íåïåðåâíî-

äèôåðåíöiéîâíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ [a, b], äå y′ (a) � ïðàâà ïîõiäíà, à â òî÷êàõ ìíîæèíè E2

iñíóþòü ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi äðóãi ïîõiäíi ðîçâ'ÿçêó, ÿêi ìîæóòü íå ñïiâïàäàòè.

Ââåäåìî íîðìó â ïðîñòîði B2(J ∪ I):

∥y∥B2
= max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J

|y′(x)|, max
x∈I

|y′(x)|
)
,

max
(
max
x∈J

|y′′(x)|, max
x∈I1

|y′′(x)|, . . . , max
x∈Ik+1

|y′′(x)|
)}

.

Ïðîñòið B2(J ∪ I) iç öi¹þ íîðìîþ ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Êðàéîâà çàäà÷à (2)-(3) åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ [11, 12]

y (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
+

b∫
a

g
(
s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1, [y(ξ)]2

)
dξ
]
×

×G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I, (4)

G (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, â iíøîìó âèïàäêó,

l (x) =

{
φ (x) , x ∈ J,

γ−φ(a)
b−a (x− a) + φ (a) , x ∈ I,

äå G (x, s) � ôóíêöiÿ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.
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Âèçíà÷èìî îïåðàòîð T ó ïðîñòîði B2(J ∪ I) íàñòóïíèì ÷èíîì

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
+

+

b∫
a

g
(
s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1, [y(ξ)]2

)
dξ
]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I.

Íåõàé ôóíêöiÿ f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
� íåïåðåðâíà ó G = [a; b]×Gn+1

1 ×Gn+1
2 ×Gn+1

3 ,

à g
(
x, s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
� íåïåðåðâíà ó Q = [a; b] × G, äå G1 =

{
u ∈ R : |u| ≤ P1

}
,

G2 =
{
v ∈ R : |v| ≤ P2

}
, G3 =

{
w ∈ R : |w| ≤ P3

}
, P1, P2, P3 � äîäàòíi ñòàëi, ùî âõîäÿòü â

îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó B2(J ∪ I).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) max

{
max
x∈J

|φ (x)| , (b−a)2

8 P +max
{
|φ (a)| , |γ|

}}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J

|φ′ (x)| , b−a
2 P +

∣∣∣γ−φ(a)
b−a

∣∣∣} ≤ P2,

3) max

{
max
x∈J

|φ′′ (x)| , P
}

≤ P3,

4) ôóíêöi¨ f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
i g
(
x, s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëi-

ïøèöÿ ó G çà çìiííèìè [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2 çi ñòàëèìè L1
i òà L

2
i , i = 0, 3n+ 2, âiäïîâiäíî,

5) (b−a)2

8

n∑
i=0

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
+ b−a

2

2n+1∑
i=n+1

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
+

3n+2∑
i=2n+2

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
< 1.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(3) ó ïðîñòîði B2(J ∪ I).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè íåñêëàäíî îäåðæàòè çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï ñòèñëèõ âiäîáðàæåíü äëÿ

îïåðàòîðà T [7, 13].

2 Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà. Çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

Âèáåðåìî íåðiâíîìiðíó ñiòêó ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} íà âiäðiçêó [a; b], òàêó ùî

E2 ⊂ ∆. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(x, y) iíòåðïîëÿöiéíèé êóái÷íèé ñïëàéí äåôåêòó äâà íà ∆ äëÿ

ôóíêöi¨ y (x), ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó B2(J ∪ I).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

M+
j = S′′(xj + 0, y), j = 0, 1, . . . ,m− 1, (5)

M−
j = S′′(xj − 0, y), j = 1, 2, . . . ,m. (6)

Ñïëàéí S(x, y) äåôåêòó äâà, ùî iíòåðïîëþ¹ ôóíêöiþ y(x), ìà¹ âèãëÿä [6, 7]:

S(x, y) = M+
j−1

(xj − x)3

6hj
+M−

j

(x− xj−1)
3

6hj
+ (7)

+

(
yj−1 −

M+
j−1h

2
j

6

)
xj − x

hj
+

(
yj −

M−
j h2j
6

)
x− xj−1

hj
,

x ∈ [xj−1;xj ], j = 1, 2, . . . ,m.
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Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi êóái÷íîãî ñïëàéíà ó âíóòðiøíiõ âóçëàõ ñiòêè ∆, ìà¹ìî ðiâíîñòi:

S′
j(xj − 0, y) = S′

j+1(xj + 0, y), j = 1,m− 1. (8)

Ðiâíîñòi (8), âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ñïëàéíà, ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà-

¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêó çàäîâîëüíÿþòü âåëè÷èíè M+
j−1 i M

−
j (j = 1, 2, . . . ,m).

hj+1yj−1 − (hj + hj+1)yj + hjyj+1 =
hjhj+1

6 ×
×
(
hjM

+
j−1 + 2hjM

−
j + 2hj+1M

+
j + hj+1M

−
j+1

)
,

j = 1,m− 1.

(9)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2)-(3) ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi êóái÷íèõ ñïëàéíiâ

äåôåêòó äâà çà íàñòóïíîþ ñõåìîþ:

À) Âèáåðåìî êóái÷íèé ñïëàéí S
(
x, y(0)

)
= γ−φ(a)

b−a (x− a) + φ (a), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi

óìîâè (3) ïðè x = a òà x = b.

Á) Âèêîðèñòîâóþ÷è âèõiäíå ðiâíÿííÿ (2) òà ñïëàéí S
(
x, y(k)

)
, çíàõîäèìî äëÿ k = 0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j = f

(
xj , [S(xj + 0, y(k))], [S(xj + 0, y(k))]1, [S(xj + 0, y(k))]2

)
+

+

b∫
a

g
(
xj , s, [S(s, y

(k))], [S(s+ 0, y(k))]1, [S(s+ 0, y(k))]2
)
ds,

j = 0,m− 1, (10)

M
−(k+1)
j = f

(
xj , [S(xj − 0, y(k))], [S(xj − 0, y(k))]1, [S(xj − 0, y(k))]2

)
,

+

b∫
a

g
(
xj , s, [S(s, y

(k))], [S(s− 0, y(k))]1, [S(s− 0, y(k))]2
)
ds,

j = 1,m. (11)

Ó ñïiââiäíîøåííÿõ (10), (11) ïiäñòàâëÿ¹ìî S(p)
(
x, y(k)

)
= φ(p)(x), p = 0, 1, 2 ïðè x < a.

Â) Îá÷èñëþ¹ìî y
(k+1)
j , j = 0,m, ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü (9).

Ã) Îäåðæó¹ìî êóái÷íèé ñïëàéí S
(
x, y(k+1)

)
ó ôîðìi (7), âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi çíà÷åííÿ

y
(k+1)
j , j = 0,m, M

+(k+1)
j , j = 0,m− 1, M

−(k+1)
j , j = 1,m. Öåé ñïëàéí âèñòóïà¹ â ÿêîñòi

íàñòóïíîãî íàáëèæåííÿ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

λ1 =

n∑
i=0

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
, (12)

λ2 =

2n+1∑
i=n+1

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
, λ3 =

3n+2∑
i=2n+2

(
L1
i + (b− a)L2

i

)
,

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H + λ3

)
.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2)-(3) iñíó¹ òà íàëåæèòü ïðîñòîðó B2(J ∪ I).

Òîäi ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi

θ = uλ1 + vλ2 + λ3 < 1 (13)

iñíó¹ òàêå H∗, ùî ïðè âñiõ 0 < H < H∗ ïîñëiäîâíiñòü ñïëàéíiâ
{
S
(
x, y(k)

)}
, k = 0, 1, . . .

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà [a; b] i ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∥∥∥∥ lim
k→∞

S(p)(x, y(k))− y(p) (x)

∥∥∥∥ ≤ Rpω
(
y′′ (x) , H

)
, p = 0, 1, 2, (14)

R0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1− θ
+

5H2

2

)
, R1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1− θ
+ 5H

)
,

R2 = sup
H≤H∗

(
µ

1− θ
+ 5

)
,

ω
(
y′′ (x) , H

)
= max

1≤r≤l+1
ωr

(
y′′ (x) , H

)
,

äå ωr(f,H) � öå ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó δr.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 1 äëÿ ëiíiéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì [11].

3 ×èñëîâi åêñïåðèìåíòè

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì

òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ ðîçðîáëåíî êðîñïëàòôîðìíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ çàñîáàìè ìîâè

JavaScript iç âèêîðèñòàííÿì òåõíîëîãi¨ NodeJS òà ôðåéìâîðêó NW.js, ÿêèé äà¹ çìîãó íàäàòè

ïðîãðàìi çðó÷íèé êîðèñòóâàöüêèé iíòåðôåéñ äëÿ ââåäåííÿ ïàðàìåòðiâ ðiçíîãî òèïó.

Ðèñ. 1: Âèãëÿä âiêíà çàñòîñóíêó
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Ó áîêîâié ÷àñòèíi âiêíà ïðîãðàìè çàäàþòüñÿ ïàðàìåòðè êðàéîâî¨ çàäà÷i, à ñàìå ïî÷àòîê

a òà êiíåöü âiäðiçêà b, êiëüêiñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ m, êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ai, bi, ci, çàïiçíåí-

íÿ τi (i = 0, n), òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ ε òîùî. Ôóíêöiþ f ìîæíà ââåñòè ïðÿìî â òåêñòîâîìó

ïîëi, ¨¨ ðîçïiçíà¹ âáóäîâàíèé ñèíòàêñè÷íèé àíàëiçàòîð JavaScript. ßêùî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ íåâiäîìèé, ìîæíà âèìêíóòè ïðàïîðåöü �Ïîêàçóâàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê�. Çà íàÿâíîñòi

iíòåãðàëüíîãî äîäàíêà ó ðiâíÿííi êîðèñòóâà÷ ìîæå îáðàòè ìåòîä éîãî îá÷èñëåííÿ � êâàäðà-

òóðíó ôîðìóëó òðàïåöié àáî Ñiìïñîíà. Ìàòåìàòè÷íèé âèãëÿä êðàéîâî¨ çàäà÷i âiäîáðàæà¹òüñÿ

ó âåðõíié ÷àñòèíi âiêíà.

Óâiâøè âñi ïàðàìåòðè, êîðèñòóâà÷ íàòèñêà¹ êíîïêó �Îá÷èñëèòè�, ùîá ïîáà÷èòè ðåçóëüòàò.

Ïðîãðàìà âèâîäèòü íà åêðàí óñi iòåðàöi¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè, ïîêè íå äîñÿãíå ïîòði-

áíî¨ òî÷íîñòi. Ó òàáëèöi ç'ÿâèòüñÿ íàñòóïíà iíôîðìàöiÿ: íîìåð iòåðàöi¨, íîìåð êîæíî¨ òî÷êè

âiäðiçêà òà ¨¨ çíà÷åííÿ, íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî çàäàíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, òî âií òåæ

áóäå âiäîáðàæàòèñÿ ðàçîì ç àáñîëþòíîþ òà âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ ìiæ òî÷íèì i íàáëèæåíèì

ðîçâ'ÿçêàìè.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó:

y′′(x) = −αy′′
(
x− π

2

)
+

π
2∫

0

y
(
t− π

2

)
dt, x ∈

[
0;

π

2

]
, (15)

y(x) = sinx+ 1, y′(x) = cosx, y′′(x) = − sinx, x ≤ 0, (16)

y
(π
2

)
= 1− α.

Ïðè α = 0.25 iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i, à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (13)

òåîðåìè 2, îñêiëüêè ïðè h = 0.1 ìà¹ìî, ùî θ ≈ 0.7357 < 1.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i y(x) çíàéäåíî ìåòîäîì êðîêiâ:

y(x) = α cosx+
(π
2
− 1
) x2

2
−
(π
2
− 1
) π

4
x+ 1− α.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê y20S (x), îäåðæàíèé íà 2-é iòåðàöi¨ ïðè 20 òî÷êàõ ðîçáèòòÿ âiäðiçêà

òà α = 0.25, íàâåäåíî â òàáëèöi 1.

Òàáë. 1: Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (15)-(16).

x Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê y(x) Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê y20S (x) ∆20
S

0 1 1 0
π
8

0.848934 0.851048 0.002114
π
4

0.750729 0.746732 0.003997
3π
8

0.713635 0.711245 0.00239
π
2

0.75 0.75 0
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Dorosh A.B., Cherevko I.M.Modeling boundary value problems for neutral-type integro-di�erential

equations, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 16�23.

A scheme for �nding approximate solutions to boundary value problems for neutral-type

integro-di�erential equations with variable argument deviation is studied, based on the suggested

iterative scheme using cubic splines with the defect two. For a practical modeling of such

boundary value problems, an application with a user-friendly interface for setting input parameters

and visualizing the results has been developed.
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Маценко В.Г.

Аналiз моделi Скеллама з дробовим показником у функцiї розмноження

Запропоновано узагальнення дискретної моделi Скелема на випадок, коли функцiя
розмноження мiстить дробовi показники для чисельностi популяцiї Nt. Дослiджується
поведiнка розв’язкiв моделi при зростаннi показника вiд значення три до значення чотири.
Показано, що має мiсце бiфуркацiя циклiв. Проведено комп’ютернi розрахунки розв’язкiв
моделi.

Ключовi слова i фрази: модель Скеллами, стацiонарнi точки, перiодичнi режими, стiй-
кiсть розв’язкiв, комп’ютернi експерименти.

Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, Chernivtsi, Ukraine

e-mail: v.matsenko@chnu.edu.ua

Вступ

Моделi Скеллама широко використовуються для вивчення динамiки чисельностi популяцiй
iз неперекривними поколiннями [1, 2]. До таких популяцiй слiд вiднести дрiбних гризунiв, ба-
гатьох комах з однорiчною генерацiєю. У них рiст чисельностi вiдбувається в окремi фiксованi
моменти часу.

Математичнi моделi таких популяцiй – це дискретнi рiвняння, якi в простiшому випадку
мають вигляд

Nt+1 = f (Nt)Nt, t = 0, 1, 2, . . . ,

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, а функцiя f (Nt) описує процес природного
вiдтворення в популяцiї (коефiцiєнт розмноження), тобто це середня кiлькiсть потомкiв, що
припадає на одну особину, яка iснувала в момент часу t.

У припущеннi, що з ростом чисельностi Nt вплив саморегулюючих факторiв тiльки поси-
люється, коефiцiєнт розмноження f (Nt) описується монотонно спадними функцiями.

У класичнiй моделi Скеллама f (Nt) – це спадна гiперболiчна функцiя [1]

f (Nt) =
a

b+Nt
.

Тут параметр a визначає найбiльше значення розмноження, а параметр b описує вплив само-
регулюючих факторiв на динамiку дискретної популяцiї.
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Сама модель Скеллама є дискретним рiвнянням вигляду

Nt+1 =
aNt

b+Nt
, t = 0, 1, 2, . . . . (1)

У працi [3] вивчаються деякi узагальнення (1), а саме

Nt+1 =
aNt

b+N2
t

i Nt+1 =
aN2

t

b+N2
t

, t = 0, 1, 2, . . . .

Показано, що для цих моделей має мiсце лише монотонна стабiлiзацiя чисельностi до де-
якого стацiонарного рiвня. Але в природi часто спостерiгаються i перiодичнi поведiнки чисель-
ностi Nt. Як показано в [4], перiодичнi режими iснують для моделi з монотонною функцiєю
розмноження f (Nt) =

a

b+N3
t

. З натурних спостережень вiдомо, що функцiя природного вiд-

творення f (Nt) не завжди монотонна. Тому в [5] вивчається узагальнення моделi Скеллама з

немонотонною функцiєю f (Nt) =
aNt

b+N4
t

. При цьому модель Скеллама Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

має як

стацiонарнi, так i перiодичнi розв’язки будь-якого перiоду.
Якщо в знаменнику понизити степiнь величини Nt до трьох, то, як показано в [5], в цьому

випадку модель Nt+1 =
aN2

t

b+N3
t

володiє лише стацiонарними режимами i чисельнiсть Nt з

часом стабiлiзується до цих стацiонарних рiвнiв. Перiодичнi режими тепер повнiстю вiдсутнi,
хоча ранiше iснували цикли будь-яких перiодiв.

Цiлком логiчно постає питання про дослiдження перiодичних режимiв та їх властивостей
при змiнi показника вiд 3 до 4, тобто потрiбно вивчити поведiнку розв’язкiв для моделi

Nt+1 =
aN2

t

b+N3+α
t

, a, b > 0, α ∈ [0, 1], t = 0, 1, 2, . . . . (2)

При α = 0 та α = 1 дослiдження моделi (2) повнiстю проведено в [5].
Перейдемо до вивчення поведiнки розв’язкiв моделi (2) при α ∈ (0, 1).

1 Дослiдження стацiонарних i перiодичних розв’язкiв моделi (2)

Модель (2) – це нелiнiйне дискретне рiвняння, загальнi розв’язки якого в аналiтичнiй формi
не можна знайти, тому знайдемо простiшi розв’язки i дослiдимо їх на стiйкiсть.

Стацiонарнi розв’язки рiвняння (2) знаходимо зi спiввiдношення

N3+α
t = aNt − b. (3)

Проведемо графiчний аналiз iснування додатних коренiв цього рiвняння.
Спочатку знайдемо точки N∗, в яких права та лiва частина рiвняння (3) мають однаковий

кутовий коефiцiєнт. Це точка N∗ =

(
a

3 + α

) 1
2+α

> 0. Тепер, якщо в цiй точцi значення правої

та лiвої частин рiвняння (3) збiгаються, тобто b =
a(2 + α)

3 + α

(
a

3 + α

) 1
2+α

≡ q, то рiвняння (3)

має єдиний розв’язок N∗. А якщо b < q, то (3) має два дiйснi рiзнi додатнi коренi N∗
1 i N∗

2 .
Якщо b > q, то (3) не має дiйсних додатних коренiв.

Зокрема, при a = 3 α = 0.1 знаходимо q = 2.0008. Тому, якщо b = 2.0008, то (3) має
єдиний додатний корiнь N∗ = 0.9845 (рис. 1a). При b = 0.1 < q iснують два додатних коренi:
N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712 (рис. 1б) i при b = 2.5 > q таких коренiв немає (рис. 1в).
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a) б) в)
Рис.1. Графiчний аналiз коренiв рiвняння (3): а) a = 3, b = 2.0008, α = 0.1, N∗

1 = 0.9845; б)
a = 3, b = 0.1, α = 0.1. N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712; в) a = 3, b = 2.5, α = 0.1. Коренiв немає

Для дослiдження стiйкостi стацiонарних режимiв знаходимо похiдну правої частини рiв-
няння (2) в стацiонарних точках

λ = F ′(N)
∣∣
N∗ =

aN∗ (2b− (1 + α)N∗3+α
)

(b+N∗3+α)2
.

Її модуль порiвнюємо з одиницею. Якщо |λ| < 1, то N∗ стiйкий, якщо |λ| > 1, то N∗ нестiйкий.
Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2 знаходимо з умови Nt+2 = Nt, Nt+1 ̸= Nt, t =

0, 1, 2, . . .. Для їх знаходження маємо рiвняння

Nt = F (F (Nt)) , (4)

де F (Nt) =
aN2

t

b+N3+α
t

.

Вiдповiдно для знаходження перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 4 та T = 8 маємо
рiвняння

Nt = F (F (F (F (Nt)))) , (5)

Nt = F (F (F (F (F (F (F (F (Nt)))))))) . (6)

Такi рiвняння розв’язуються, в основному, лише числовими методами. Для дослiдження стiй-
костi перiодичних розв’язкiв знаходимо їх мультиплiкатори i порiвнюємо з одиничним значе-
нням.

2 Комп’ютерний аналiз моделi

Наведемо приклади розв’язкiв моделi (2) при рiзних значеннях показника α, оскiльки при
зростаннi α вiд 0 до 1 спостерiгаються рiзнi типи поведiнки чисельностi Nt.

Комп’ютерний аналiз розв’язкiв рiвняння (2) в залежностi вiд α проведемо, зокрема, при
a = 3, b = 0.1. Результати обчислень показують, що у випадку, коли a = 3, b = 0.1 рiвняння
(2) має два стацiонарних режими для α ∈ [0, 1], але лише при α ∈ [0, 0.06] iснує стiйкий
стацiонарний розв’язок. Зокрема, при α = 0.06 маємо N∗

1 = 0.0333, N∗
2 = 1.6881, причому N∗

1 –
нестiйкий, N∗

2 – стiйкий (рис. 2), оскiльки їх мультиплiкатори λ1 = 1.9976 > 1, a λ2 = 0.996 < 1

вiдповiдно.
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Рис. 2. Стацiонарнi режими та їх стiйкiсть при a = 3, b = 0.1, α = 0.06. N∗
1 = 0.0333,

N∗
2 = 1.6881

При α ≥ 0.07 стацiонарний розв’язок N∗
2 перестає бути стiйким, натомiсть з’являються

стiйкi цикли з перiодом T = 2. При a = 3, b = 0.1, α = 0.1 рiвняння (2) має два нестiйких
стацiонарних розв’язки N∗

1 = 0.03334, N∗
2 = 1.6712 та перiодичний розв’язок з перiодом T = 2,

який задається значеннями N∗
3 = 0.9353, N∗

4 = 2.8757. Цей перiодичний розв’язок стiйкий,
оскiльки його мультиплiкатор λ = 0.82 < 1 (рис. 3). У комп’ютерних експериментах при a = 3,
b = 0.1 стiйкiсть перiодичних розв’язкiв установлена при α ∈ [0.07, 0.45].

Починаючи з α = 0.46, перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2 хоча iснують, але перестають
бути стiйкими, зате з’являються перiодичнi розв’язки з перiодом T = 4.

Зокрема, при a = 3, b = 0.1, α = 0.5 цикл iз перiодом T = 2 (N∗
3 = 0.4302, N∗

4 = 3.6474) –
уже нестiйкий. Його мультиплiкатор дорiвнює 1.196 > 1 (рис. 4).

Рис. 3. Стiйкий цикл iз перiодом T = 2 при a = 3, b = 0.1, α = 0.1. N∗
3 = 0.9353, N∗

4 = 2.8757
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Рис. 4. Нестiйкий цикл iз перiодом T = 2 при a = 3, b = 0.1, α = 0.5. N∗
3 = 0.4302, N∗

4 = 3.6474

Водночас, як випливає з рiвняння (5), iснує перiодичний розв’язок iз перiодом T = 4, що
визначається числами N∗

5 = 0.3663, N∗
6 = 0.5481, N∗

7 = 3.1019, N∗
8 = 4.0614. Вiн стiйкий

(рис. 5), оскiльки його мультиплiкатор λ = 0.267 < 1.

Рис. 5. Стiйкий цикл iз перiодом T = 4 при a = 3, b = 0.1, α = 0.5. N∗
5 = 4.0614, N∗

6 = 0.3663,
N∗

7 = 3.1019, N∗
8 = 0.5481

В обчислювальних експериментах у випадку, коли a = 3, b = 0.1, стiйкiсть розв’язку з
перiодом T = 4 спостерiгалася при α ∈ [0.46, 0.56]. Починаючи з α = 0.57 цикли з перiодом
T = 4 перестають бути стiйкими, натомiсть з’являються цикли з перiодом T = 8. Вони стiйкi
при α ∈ [0.57, 0.59]. Зокрема, при α = 0.57 перiодичний розв’язок з перiодом T = 8, який
складають числа N∗

9 = 0.3209, N∗
10 = 0.3379, N∗

11 = 0.5824, N∗
12 = 0.6536, N∗

13 = 2.6343,
N∗

14 = 2.8363, N∗
15 = 4.0161, N∗

16 = 4.1506 (рис. 6), стiйкий (рис. 7) (його мультиплiкатор
λ = 0.62 < 1.
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Рис. 6. Графiчне дослiдження коренiв рiвняння (6) при a = 3, b = 0.1, α = 0.57. Iснує 16
коренiв

Рис. 7. Стiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 8 при a = 3, b = 0.1, α = 0.57.
N∗

9 = 0.3209, N∗
10 = 2.6343, N∗

11 = 0.6536, N∗
12 = 4.0161, N∗

13 = 0.3379, N∗
14 = 2.8363,

N∗
15 = 0.58324, N∗

16 = 4.1506

Далi при зростаннi α (α ≥ 0.6) цикли з перiодом T = 8 перестають бути стiйкими, i
виникають цикли нових перiодiв.

При a = 3, b = 0.1, α = 0.57 рiвняння (2) має, крiм стацiонарних розв’язкiв, ще й два
розв’язки з перiодом T = 3 (рис. 8). Вони нестiйкi (їх мультиплiкатори бiльшi за одиницю).

a) б)
Рис. 8. Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3 при a = 3, b = 0.01, α = 0.8. а) N∗

3 = 0.0369,
N∗

4 = 0.4112, N∗
5 = 11.4904; б) N∗

3 = 0.0299, N∗
4 = 0.2682, N∗

5 = 12.9232
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А це означає, що рiвняння (2) допускає перiодичнi розв’язки будь-яких перiодiв [6], а також
розв’язки з хаотичною поведiнкою.

Отже, узагальнення (2) моделi Cкеллама з немонотонною функцiєю народжуваностi i дро-
бовим показником для величини Nt володiє стацiонарними i перiодичними режимами. При
зростаннi показника α спостерiгається бiфуркацiя подвоєння циклу. Для всiх значень α ∈ (0, 1]

iснують стацiонарнi режими, але вони можуть бути стiйкими лише при початкових значеннях
показника α. Далi при зростаннi α з’являються стiйкi перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2,
якi згодом втрачають стiйкiсть, натомiсть виникають стiйкi цикли з перiодом T = 4 i т.д. Такi
рiвняння допускають i перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3, i як наслiдок будь-яких перiодiв.

Проте iснують такi значення параметрiв a, b, при яких рiвняння (2) не буде мати перiо-
дичних розв’язкiв для всiх α ∈ [0, 1], наприклад при a = 2, b = 1. Це має мiсце тодi, коли
рiвняння (2) при α = 1 не має перiодичних розв’язкiв.

У данiй роботi проiлюстровано, що вiдносно простi дискретнi моделi можуть мати досить
складну поведiнку чисельностi Nt.
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Matsenko V.G. Analysis of the generalization of the Skellam model with a fractional exponent
for the multiplication function, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 24–31.

Difference equations are widely used as models of population dynamics with non-overlapping
generations. In the simplest case, they have the form Nt+1 = f (Nt)Nt, where Nt is the
population size at a given time t, f (Nt) is the natural reproduction rate. This function, in
particular in the Skellam model, is monotonically decreasing. But as ecological observations
show, f (Nt) is not always monotonic; for small values of Nt, the function f (Nt) is increasing,
and for large values, it is decreasing.

Therefore, in paper [5], for f (Nt), a generalization of the Skellam model for a nonmonotonic

multiplication function of the form f (Nt) =
aNt

b+N4
t

is considered. It is shown that such a model

has stationary and periodic modes of any period.
If we lower the exponent of the value of en in the denominator to 3, then the model with

f (Nt) =
aNt

b+N3
t

allows only stationary solutions, and periodic modes no longer exist.

This paper considers a generalization of these models with an exponent for Nt ranging from

3 to 4, i.e. a model of the form Nt+1 =
aNt

b+N3+α
t

, a, b > 0, α ∈ (0, 1]. It is shown how, as the

parameter a increases from 0 to 1, the behavior of the solutions of this model changes, namely,
a bifurcation of the doubling of the cycle lengths occurs. In computational experiments, such
solutions were found and their stability was studied. The existence of periodic solutions with
period 3 has also been established, which means that this model has periodic solutions of any
period and solutions with chaotic behavior.
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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ НЕЛIНIЙНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Установлено iснування та єдинiсть класичного розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного
параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючими при |x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiй-
ної частини. Цей розв’зок належить до класу гельдерових функцiй з t ∈ (0;T0], де досить
мале T0 ∈ (0, T ]. За допомогою цього результату доведено iснування та єдинiсть розв’яз-
ку задачi про визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному лiнiйному
параболiчному рiвняннi з незалежними вiд t коефiцiєнтами.

Ключовi слова i фрази: нелiнiйне параболiчне рiвняння, зростаючi коефiцiєнти, кла-
сичнй розв’язок задачi Кошi.
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Вступ

Найповнiшi результати про розв’язнiсть залачi Кошi для параболiчних рiвнянь на сьогоднi
отримано для випадку, коли рiвняння лiнiйне [1]. Вагомий внесок у дослiдження нелiнiйних
задач зробив С.Д. Ейдельман, чиє 105-рiччя з дня народження вiдзначається у 2025 роцi.
Праця [2] мiстить огляд результатiв С.Д. Ейдельмана та їх розвиток до вивчення квазiлiнiйних
параболiчних та ультрапараболiчних рiвеянь i систем рiвнянь. Цi результати стосувались, в
основному, нелiнiйних рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами.

Питання коректної розв’язностi задачi Кошi для рiвняння ∂tu−∆u+uKu = f , де на опера-
тор K накладаються спецiальнi умови, вивчались у працi [3]. Аналогiчнi питання для рiвняння
α(t)∂tu(t, x)−(Lu)(t, x)+u(t, x)(Ku)(t, x) = f(t, x), де (Lu)(t, x) = ∂2xxu(t, x)+x∂xu(t, x)+u(t, x),

α : [0;T ] → [0,∞) – неперервна функцiя така, що α(0) = 0, α(t) > 0 при t > 0 i
t∫
0

dτ
α(τ) < ∞,

розглянуто в [4].
У цiй статтi дослiджується розв’язнiсть задачi Кошi для параболiчного рiвняння другого

порядку з коефiцiєнтами лiнiйної частини, якi зростають при |x| → ∞. Доведення отрима-
них результатiв здiйснюється за методикою з [3] з використанням результатiв з [5]. Частково
результати доповiдались на науковiй конференцiї [6].

УДК 517.956.4
2010 Mathematics Subject Classification: 35K10, 35K55.
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1 Постановка задачi

Нехай ΠH := {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}, де промiжок H ⊂ R . Розглядається задача

(Lu)(t, x) + (uKu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (2)

де T > 0, K – локально обмежений та локально лiпшицевий оператор у класi Eλ
α(T ) неперерв-

них у Π[0,T ] функцiй u, для яких

max
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ B

{
(|x|2 + 1)α для λ = 0,

exp{α(|x|2 + 1)λ/2} для λ ∈ (0, 2],

α > 0, B > 0, i диференцiальний вираз

Lu := ∂tu−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiu+ aj(t, x)u

)
−

n∑
j=1

bj(x)∂xju− c(t, x)u.

Припускається, що дiйснозначнi функцiї aij = aji, ∂xjaij , aj , ∂xjaj , bj , ∂xjbj i c є гельдеровими
в кожнiй компактнiй пiдобластi шару Π[0,T ] та iснують додатнi сталi µ, Cj , j ∈ {1, 2, 3}, i число
λ ∈ [0, 2] такi, що для будь-яких (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ ∈ Rn

µ|σ|2 ≤
n∑

i,j=1
aij(t, x)σiσj ≤ C1(|x|2 + 1)(2−λ)/2|σ|2,

max{|∂xjaij(t, x)|, |aj(t, x)|, |bj(t, x)|} ≤ C2(|x|2 + 1)1/2,

max{c(t, x) + ∂xjaj(t, x), c(t, x)− ∂xjbj(t, x)} ≤ C3(|x|2 + 1)λ/2.

За сформульованих умов та додаткоаих умов на K вивчається питання iснування та єди-
ностi класичного розв’язку задачi (1), (2) та iснування та єдинiсть розв’язку задачi про визна-
чення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному лiнiйному параболiчному рiвняннi з
незалежними вiд t коефiцiєнтами.

2 Iснування та єдинiсть розв’язку

Для довiльного α > 0, як в [5], розглянемо функцiю

gα(t, x) =

{
ln (|x|2+1)α

1−βt , λ = 0

(α+ βt)(|x|2 + 1)λ/2, λ ∈ (0; 2],
(t, x) ∈ Π[0;Tα],

де β = β(α), a величина Tα буде означена нище. Нехай vα(t, x) = u(t, x) exp{−gα(t, x)}, (t, x) ∈
Π[0;Tα]. Тодi

(Lu)(t, x) = exp{gα(t, x)}
(
∂tv

α(t, x)−
n∑

i,j=1

∂xj

(
aij(t, x)∂xiv

α(t, x)
)
−

−
n∑

j=1

aαj (t, x)∂xjv
α(t, x)− cα(t, x)vα(t, x)

)
≡ exp{gα(t, x)}(Lαvα)(t, x),

де

aαj (t, x) := aj(t, x) + bj(t, x) +
n∑

i=1

aij(t, x)∂xigα(t, x),
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cα(t, x) :=c(t, x) +
n∑

j=1

∂xjaj(t, x) +
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂xigα(t, x)∂xjgα(t, x) +
n∑

j=1

(
aj(t, x) + bj(t, x)

)
×

× ∂xjgα(t, x) +
n∑

i,j=1

∂xjaij(t, x)∂xjgα(t, x) +
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂
2
xixj

gα(t, x)− ∂tgα(t, x),

Очевидно, що (Lu)(t, x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли (Lαvα)(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0;Tα]. Крiм
того, якщо Zα(t, x; τ, ξ) є фундаментальним розв’язком рiвняння (Lαvα)(t, x) = 0, то

Z(t, x; τ, ξ) = exp{gα(t, x)− gα(τ, ξ)}Zα(t, x; τ, ξ) (3)

є фундаментальним розв’язком рiвняння (Lu)(t, x) = 0.
При побудовi фундаментального розв’язку Zα важливу роль вiдiграє знак коефiцiєнта cα.

Якщо λ = 0, то

cα(t, x) ≤ 4C1α
2 + 2(n+ 2)(2C1 + C2)α+ C3 −

β

1− βt

i тодi, якщо β(α) = 2(4C1α
2 + 2(n+ 2)(2C1 +C2)α+C3), a Tα = min{T, 1/(2β(α))}, маємо, що

cα(t, x) < 0, (t, x) ∈ Π[0,Tα]. Якщо λ > 0, то

cα(t, x) ≤(|x|2 + 1)λ/2
(
C1λ

2(α+ βt)2 + (n+ 2)λ(C1 + C2)(α+ βt) + C3 − β
)
≤

≤δα(t)(|x|2 + 1)λ/2.

Тодi за β треба взяти β(α) = 2(C1λ
2α2 + (n + 2)λ(C1 + C2)α + C3, а Tα = min{T, T̃α}, де

T̃α – додатний корiнь рiвняння δα(t) = −β(α)/4, щоб виконувалась нерiвнiсть cα(t, x) < 0,
(t, x) ∈ Π[0,Tα].

В обох випадках Tα є незростаючою функцiєю змiнної α i lim
α→0

Tα = T0(C1, C2, C3) ≤ T ,

lim
α→∞

Tα = 0. Тому 0 < Tα ≤ T0, α ∈ (0;∞).
У працi [5] для задачi Кошi

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (4)

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (5)

доведено iснування i єдинiсть розв’язку та одержано iнтегральне зображення для нього

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0;Tα), (6)

якщо функцiя φ неперервна в Rn, f неперервна i задавольняє умову Гельдера за x рiвномiрно
в кожнiй обмеженiй областi шару Π(0;T ], а також φ i f належать до класу Eλ

α(T ).
Розв’язок задачi (4), (5), який визначається формулою (6), при заданих вище умовах на

функцiї f i φ належить до класу Eλ
α1
(Tα1) з α1 = 2α при λ = 0 i α1 = α+ β(α)Tα при λ ∈ (0; 2]

i вiн єдиний в класi функцiй Eλ
α(Tα) з довiльним α > 0.

У зображеннi (6) Z є фундаментальним розв’язком рiвняння Lu = 0 має вигляд (3), де
Zα є фундаментальним розв’язком рiвняння Lαuα(t, x) = 0, який визначений для {x, ξ} ⊂ Rn,
0 ≤ τ < t ≤ Tα, причому ∫

Rn

Zα(t, x; τ, ξ) dξ = 1,

0 ≤ Zα(t, x; τ, ξ) ≤ C(t− τ)−n/2, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ Tα,
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де C – стала, яка залежить вiд n i µ i не залежить вiд α.
З того, що розв’язок (6) належить до класу Eλ

α(Tα), випливає нерiвнiсть

|u(t, x)| ≤ C(1 + Tα) exp{gα(t, x)}, (t, x) ∈ Π(0;Tα].

Розглядатимемо означенi в [4] простори гельдерових функцiй H l,l/2(Π(0;T ]) i H l(Rn), де l –
нецiле додатне число, i вiдповiднi норми

∥u∥(0;T ] ≡ sup
(t,x)∈Π(0;T ]

∣∣∣u(t, x) exp{−gα(t, x)}∣∣∣,
∥φ∥ ≡ sup

x∈Rn

∣∣∣φ(x) exp{−gα(0, x)}∣∣∣.
Вважатимемо, що оператор K задовольняє такi умови:
1) ∥Ku∥(0;T ] ≤ B1(∥u∥(0;T ], T ),
2) ∥Ku1 −Ku2∥(0;T ] ≤ B2(∥u1∥(0;T ], ∥u2∥(0;T ], T ) ∥u1 − u2∥(0;T ],

де u ∈ Eλ
α(T ) i неперервна в Π[0,T ], a функцiї B1(a, c) i B2(a, b, c) обмеженi, коли аргументи

змiнюються в обмеженiй областi.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) i оператор K задовольняють умови, сформу-
льованя вище, f ∈ H l,l/2(Π(0;T ]) ∩ Eλ

α(T ), φ ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ
α(T ). Тодi iснує єдиний розв’язок

задачi Кошi (1), (2) з простору H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ])∩Eλ
α1
(T0), де T0 – досить мале додатне число,

l ∈ (0; 1), α1 = 2α при λ = 0 i α1 = α+ β(α)Tα при λ ∈ (0; 2].

Доведення. Доведення проводиться за методикою з [4]. У просторi C1,2(Π(0;T ])∩Eλ
α(T ) задача

(1), (2) еквiвалентна рiвнянню
u(t, x) = (Nu)(t, x), (7)

де

(Nu)(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ−

−
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)u(τ, ξ)(Ku)(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0;T ]. (8)

Переконаємось, що в просторi C1,2(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) рiвняння (7) для досить малих T має

розв’язок. Скориставшись властивостями потенцiалiв, ядрами яких є фундаментальний розв’я-
зок Z, одержуємо

|(Nu)(t, x)| ≤
(
∥φ∥+ Tα∥f∥(0;Tα] + Tα∥u∥(0;Tα]∥Ku∥(0;Tα]

)
exp{gα(t, x)}.

Тому
∥Nu∥(0;Tα] ≤ ∥φ∥+ Tα∥f∥(0;Tα] + Tα∥u∥(0;Tα]∥Ku∥(0;Tα]. (9)

НехайM = 2(∥φ∥+Tα∥f∥(0;Tα]). Тодi з (9), використавши умову 1), отримаємо для розв’язку
u ∈ C1,2(Π(0;T ]) ∩ Eλ

α(T ) такого, що ∥u∥(0;Tα] ≤M , нерiвнiсть

∥Nu∥(0;Tα] ≤
M

2
+ TαM B1(M,Tα). (10)
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Виберемо Tα так, що 2TαB1(M,Tα) ≤ 1. Такий вибiр можливий, бо B1(M,Tα) є обмеженою
величиною. Тому з (10) отримуємо ∥Nu∥(0;Tα] ≤M .

Нехай {u1, u1} ⊂ C2,1(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) i ∥u1∥(0;Tα] ≤M , ∥u2∥(0;Tα] ≤M . Тодi

(Nu1)(t, x)− (Nu2)(t, x) = −
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)
(
(u1(τ, ξ)− u2(τ, ξ))(Ku1)(τ, ξ)+

+u2(τ, ξ)
(
(Ku1)(τ, ξ)− (Ku2)(τ, ξ)

))
dξ.

Звiдси, згiдно з умовою 1), одержується

∥Nu1 −Nu2∥(0;Tα] ≤ Tα

(
∥u1 − u2∥(0;Tα]∥Ku1∥(0;Tα] + ∥u2∥(0;Tα]∥Ku1 −Ku2∥(0;Tα]

)
≤

≤ Tα∥u1 − u2∥(0;Tα]

(
B1(M,Tα) +MB2(M,M,Tα)

)
. (11)

Взявши Tα так, щоб 2B1(M,Tα) +MB2(M,M,Tα) ≤ 1, з (11) отримуємо

∥Nu1 −Nu2∥(0;Tα] ≤
1

2
∥u1 − u2∥(0;Tα].

Скориставшись принципом стиснених вiдображень, одержуємо, що оператор N має єдину не-
рухому точку в просторi C1,2(Π(0;T0])∩Eλ

α(T0) з T0 таким, що 2TαB1(M,Tα) ≤ 1 i 2B1(M,Tα)+

MB2(M,M,Tα) ≤ 1.
Отже, рiвняння (7) має єдиний розв’язок u в просторi C1,2(Π(0;T0])∩Eλ

α(T0) з досить малим
T0.

Переконаємось, що цей розв’язок належить до простору H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0])∩Eλ
α(T0). З рiв-

ностi (8), використовуючи властивостi потенцiалiв, ядрами яких є фундаментальний розв’я-
зок Z та його похiднi, одержуємо, що (Nu) ∈ H l+1,(l+1)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0). Тодi з (7) ви-
пливає, що u ∈ H l+1,(l+1)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0), а тому (Ku) ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0) i, от-

же, (u(Ku)) ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0). Продовжуючи цi мiркування, з (8) дiстаємо (Nu) ∈

H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0). а тому й u ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ

α(T0).

Теорема 2. Якщо для функцiй fi ∈ H l,l/2(Π(0;T0]) ∩ Eλ
α(T0) i φi ∈ H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T0) iснують
розв’язки ui ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T0

) ∩ Eλ
α(T0), i ∈ {1, 2}, задачi Кошi (1), (2), а оператор K

задовольняє умову 2), то

∥u1 − u2∥(0;T0] ≤ C4∥f1 − f2∥(0;T0] + C5∥φ1 − φ2∥(0;T0],

де сталi C4 i C5 залежать вiд T0, ∥ui∥(0;T0], i ∈ {1, 2}, ∥Ku1∥(0;T0].

Доведення. Оскiльки ui, i ∈ {1, 2}, є розв’язками задачi Кошi (1), (2), то для w = u1 − u2
маємо задачу

(Lw)(t, x) + w(t, x)(Ku1)(t, x) = f1(t, x)− f2(t, x)− u2(t, x)
(
(Ku1)(t, x)− (Ku2)(t, x)

)
,

(t, x) ∈ Π(0,T0],

w(t, x)|t=0 = φ1(x)− φ2(x), x ∈ Rn. (12)
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Розв’язок задачi (12) можна подати у виглядi

w(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)(φ1(ξ)− φ2(ξ)) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)×

×w(τ, ξ)(Ku1)(τ, ξ) dξ +
t∫

0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)u2(τ, ξ)
(
(Ku1)(τ, ξ)− (Ku2)(τ, ξ)

)
dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)
(
f1(τ, ξ)− f2(τ, ξ)

)
dξ, (t, x) ∈ Π(0;T0),

З цього зображення, скориставшись оцiнками потенцiалiв з [5] i умовою 2), одержуємо нерiв-
нiсть

∥w∥(0;T0] ≤
(
∥φ1 − φ2∥+ T0∥f1 − f2∥(0;T0] + ∥Ku1∥(0;T0] + C1(∥u1∥(0;T0], ∥u2∥(0;T0], T0)×

×∥u2∥(0;T0])
) T0∫

0

∥w∥(0;τ ]dτ.

Застосувавши лему Гронуолла [1], з останньої нерiвностi отримуємо оцiнку

∥w∥(0;T0] ≤
(
∥φ1 − φ2∥+ T0∥f1 − f2∥(0;T0]

)
×

× exp{∥Ku1∥(0;T0] + C1(∥u1∥(0;T0], ∥u2∥(0;T0], T0) ∥u2∥(0;T0]},

з якої випливає твердження теореми 2.

3 Визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї

Розглянемо задачу визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї в параболiчному рiвняннi
другого порядку. Задача полягає у знаходженнi функцiй u ∈ H l+4,(l+4)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ

α(T ) i q ∈
H l+2(Rn) ∩ Eλ

α(T0) з умов

(Lu)(t, x) + q(x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

u(t, x)|t=0 = 0, u(t, x)|t=T = ψ(x), x ∈ Rn, (13)

де f ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ) ∩ Eλ
α(T ), ψ ∈ H l+4(Rn) ∩ Eλ

α(T ), f(0, x) = 0, ψ(x) ≥ ψ0 > 0, x ∈ Rn.
Вважатимемо, що коефiцiєнти L не залежать вiд t.

Ввiвши позначення v(t, x) := ∂tu(t, x), для функцiй v ∈ H l+2,(l+2)/2(Π(0;T ]) ∩ Eλ
α(T ) i g ∈

H l+2(Rn) ∩ Eλ
α(T ) з (13) отримуємо задачу

(Lv)(t, x) + q(x)v(t, x) = ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, v(t, x)|t=T = (Lψ)(x)− q(x)ψ(x) + f(T, x), x ∈ Rn. (14)

Якщо з третьої умови в (14) знайти q i пiдставити його в рiвняння, то одержимо, що v є
розв’язком задачi

(Lv)(t, x) + v(t, x)
1

ψ(x)

(
(Lψ)(x) + f(T, x)− v(T, x)

)
= ∂tf(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

v(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn. (15)
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Застосувавши до задачi (15) теорему 1, отримаємо, що вона має єдиний розв’язок v ∈
H l+2,(l+2)/2(Π(0;T1])∩Eλ

α(T1), де T1 – досить мале додатне число. Звiдси випливає, що й задача
(13) має єдиний розв’язок.

4 Висновки

У просторах гельдерових функцiй установлено iснування та єдинiсть класичного розв’яз-
ку задачi Кошi для нелiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку з зростаючими при
|x| → ∞ коефiцiєнтами лiнiйної частини. За допомогою цього результату доведено iснування
та єдинiсть розв’язку задачi про визначення коефiцiєнта при невiдомiй функцiї у вiдповiдному
лiнiйному параболiчному рiвняннi з незалежними вiд t коефiцiєнтами.

Отриманi результати можуть бути використанi для дослiдження розв’язностi задачi Кошi
для нелiнiйних параболiчних рiвнянь довiльного порядку, в тому числi й з виродженням на
початковiй гiперплощинi, i зростаючими коефiцiєнтами при |x| → ∞.
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The existence and uniqueness of a classical solution to the Cauchy problem for a nonlinear
parabolic equation of the second order with coefficients of the linear part increasing as |x| → ∞
are established. This solution belongs to the class of H?lder functions with t ∈ (0;T0], where
T0 ∈ (0, T ] is sufficiently small. With the help of this result, the existence and uniqueness
of a solution to the problem of determining the coefficient of an unknown function in the
corresponding linear parabolic equation with coefficients independent of t are proved.
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НЕПЕРЕРВНИЙ ПРОЄКТОР ДВIЙКОВОГО ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ В

ЛАНЦЮГОВЕ A2-ЗОБРАЖЕННЯ

У роботi вводиться в розгляд i вивчається одна неперервна функцiя, що є проєктором
цифр класичного двiйкового зображення чисел в цифри ланцюгового A2-зображення з
нульовою надлишковiстю, а саме функцiя виду:

f(

∞∑
n=1

αn

2n
) = 1/2α1−1+1/2−α2+1/2α3−1+1/2−α4+ ...+1/2α2k−1−1+1/2−α2k + ..., αn ∈ {0; 1}.

В роботi обґрунтовується коректнiсть означення функцiї f , яка могла бути порушена че-
рез iснування чисел, що мають два формально рiзнi двiйковi зображення, доводиться її
неперервнiсть та монотоннiсть. Використовуючи нормальнi властивостi чисел за їх двiй-
ковим зображенням (властивостi, якими володiють зображення чисел множини повної
мiри Лебега) i теорему Лебега, яка констатує iснування майже скрiзь скiнченної похiдної
у неперервної монотонної функцiї, доводиться сингулярнiсть функцiї f . Пiд сингулярною
функцiєю розумiється неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, похiдна якої рiвна
нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега.

У статтi висвiтлюється взаємозв’язок розглядуваної функцiї, оператора правосторон-
нього зсуву цифр та iнверсора цифр ланцюгового зображення чисел. На основi даного
взаємозв’язку обгрунтовується сингулярнiсть iнверсора цифр ланцюгового зображення
чисел.

Ключовi слова i фрази: ланцюговий дрiб, A2-зображення чисел, проєктор цифр, iн-
версор цифр, сингулярна функцiя, нормальна властивiсть чисел за його зображенням,
суперпозицiя сингулярних функцiй.

1,2Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, 2Dragomanov Ukrainian State University, Kyiv,
Ukraine
e-mail: nikorak@imath.kiev.ua, ratush404@gmail.com

Вступ

Функцiї зi складними локальними властивостями часто виникають як вiдображення, по-
родженi перетворювачами цифр одного зображення чисел в iнше. Цi зображення можуть збi-
гатися, можуть бути узгодженнi (геометрiєю, алфавiтами). Окрему увагу заслуговує клас не-
перервних функцiй, для яких системи зображення узгодженi потуж- ностями алфавiтiв, але
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не обов’язково геометрiєю зображення. Серед цiкавих прикладiв таких функцiй зi складних
диференцiальними властивостями, означених в термiнах ланцюгових зображень чисел можна
навести такi: сингулярна функцiя Мiнковського [8], сингулярна функцiя типу Сєндова [2],
неперервнi нiде не монотоннi функцiї типу Трибiн-функцiй [13, 12] тощо. Вивчення їх дифе-
ренцiальних властивостей в кожному з випадкiв вимагає свої iндивiдуальнi пiдходи. Загальних
методiв доведення сингулярнос- тi функцiї, хоча б одна зi змiнних якої записана ланцюговим
зображенням чисел, на сьогоднi нам невiдомi.

В роботi дослiджується одна неперервна функцiя, значення якої записане нескiнче- нним
ланцюговим A2-зображенням чисел i доводимо її сингулярнiсть, черпаючи iдеї доведення ре-
алiзованi в роботi [2].

1 Ланцюгове A2-зображення дiйсних чисел

Ланцюговим дробом називається вираз виду

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+...

≡ a0 + 1/a1 + 1/a2 + 1/a3... ≡ [a0; a1, a2, a3, . . .]

де ai ∈ R, i ∈ N, a0 ∈ N0. Збiжнiсть нескiнченного ланцюгового дробу забезпечує теорема
Зейделя [9]. Вiдомо, що будь-яке дiйсне число x ∈ R можна подати у виглядi елементарного
ланцюгового дробу, тобто такого, для якого an ∈ N.

Значення скiнченного ланцюгового дробу [a0; a1, a2, ..., an] є рацiональним числом, тобто
[a0; a1, a2, ..., an] =

pn
qn

, причому дрiб pn
qn

нескоротний. Дрiб виду pn
qn

називають пiдхiдним дробом
ланцюгового дробу [a0; a1, a2, ..., an]

Для пiдхiдних дробiв мають мiсце наступнi рекурентнi спiввiдношення:{
pn = anpn−1 + pn−2,

qn = anqn−1 + qn−2,
n ∈ N, де

{
p0 = a0,

q0 = 1,

{
p−1 = 1,

q−1 = 0.

Справедливими є наступнi властивостi пiдхiдних дробiв [3]: для будь-якого k ∈ N

1) qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k;

2) qk
qk−1

= [ak; ak−1, ..., a1];

3) [a0; a1, a2, ...., ak] = pk−1rk+pk−2

qk−1rk+qk−2
, де rk = [ak; ak+1, ak+2, ...].

Для нескiнченного ланцюгового дробу [a0; a1, ..., an, ...] i вiдповiдних пiдхiдних дробiв pn
qn

=

[a0; a1, ..., an] має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

pn
qn

= [a0; a1, ..., an, ...].

Розглянемо одне кодування дiйсних чисел вiдрiзка [12 ; 1] нескiнченними ланцюговими дро-
бами, а саме A2-дробами. Нехай A2 ≡ {1

2 , 1} – алфавiт, L2 ≡ A2 × A2 × ... – простiр послiдов-
ностей елементiв алфавiту A2.

Ланцюговим A2-дробом (коротко A2-дробом) називається ланцюговий дрiб виду

0 + 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ..., де an ∈ A2.
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Теорема 1. [1] Для довiльного числа x ∈ [12 ; 1] iснує послiдовнiсть (an) ∈ L2 така, що

x = 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ... ≡ ∆A2
a1a2...an.... (1)

Розклад числа x в ланцюговий дрiб [0; a1, ..., an, ...] називається ланцюговим A2-представленням,
а запис виду ∆A2

a1a2...an... – його ланцюговим A2-зображенням.

Означення 1. [1] Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина ∆A2
c1c2...cm чисел

виду ∆A2
c1c2...cma1a2..., тобто

∆A2
c1c2...cm = {x : x = ∆A2

c1c2...cma1a2...an..., an ∈ A2 ∀n ∈ N}.

Цилiндр ∆A2
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями:

[0; c1, ..., cm, (e1, e0)] i [0; c1, ..., cm, (e0, e1)],

причому де лiвий, а де правий залежить вiд парностi i непарностi m.
Дiаметр (довжина) цилiндра ∆A2

c1c2...cm виражається формулою [1, 10]:

|∆A2
c1c2...cm | =

1

(qm−1 + qm)(qm−1 + 2qm)
=

(2c2 + 1 + 2c qm−1

qm
)

(1 + c qm−1

qm
)

|∆A2
c1c2...cmc|. (2)

З тополого-метричною i ймовiрнiсною теорiями ланцюгового A2-зображення чисел можна
ознайомитися в роботах [4, 5, 6].

2 Основний об’єкт дослiдження

Для означення об’єкту дослiдження нагадаємо, що пiд класичним двiйковим зобра- женням
чисел ми розумiємо запис виду ∆2

α1α2...αn..., αn ∈ {0; 1} ≡ A i його змiст

∆2
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

αn

2n
=

∞∩
n=1

∆2
α1...αn

, ∆2
α1...αn

=

[
n∑

i=1

αi

2i
;

n∑
i=1

αi

2i
+

1

2n

]
.

Розглядається функцiя f , означена рiвнiстю

f(x) = f(∆2
α1α2...α2n−1α2n...) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]( 1
2)

α2 ...( 1
2)

[1−α2n−1]( 1
2)

α2n ...
. (3)

Означення функцiї рiвнiстю (3) є коректним, незважаючи на те, що двiйково-рацiо- нальнi
числа (тобто числа виду ∆2

α1...αn−10(1)
= ∆2

α1...αn−11(0)
) мають два формально рiзнi зображення.

Справдi,

f(∆2
α1...α2n(0)

) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

α2n ( 1
2
1)

= ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

α2n−1
(1 1

2
)
= f(∆2

α1...[α2n−1](1)),

f(∆2
α1...α2n−1(0)

) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

[1−α2n−1](1 1
2
)
= ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

2−α2n−1 ( 1
2
1)

= f(∆2
α1...[α2n−1−1](1)).

Теорема 2. Функцiя f(x) є неперервною строго спадною функцiєю, причому f(0) = 1 i f(1) =
1
2 .
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Доведення. Обґрунтуємо окремо неперервнiсть функцiї f по множинi двiйково-рацiона- льних
та двiйково-iррацiональних чисел. Нехай x0 = ∆2

α1...αn... – двiйково-iррацiональна точка вiд-
рiзка [0; 1]. Функцiя f є неперервною в точцi x0, якщо для довiльної послiдовностi двiйково-
iррацiональних чисел має мiсце рiвнiсть lim

x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0. З того, що x ̸= x0 слiдує, що

iснує такий номер m, що αm(x) ̸= αm(x0) i αi(x) = αi(x0), i < m. Тодi умова x → x0 рiвно-
сильна тому, що m → ∞. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що αm(x0) = αm, тодi
x = ∆2

α1...αm−1[1−αm]α′
m+1α

′
m+2...

. Нехай

f(x0) = ∆A2
b1b2...bm−1bm... =

rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
, rm+1 = [bm+1; bm+2, bm+3...]

f(x) = ∆A2
b1b2...bm−1b′m... =

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
, r′m+1 = [b′m+1; b

′
m+2, b

′
m+3...].

Тодi

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = lim
m→∞

|rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
−

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
| =

= lim
m→∞

|rm+1 − r′m+1|
(rm+1qm + qm−1)(r′m+1qm + qm−1)

= 0.

В силу довiльностi вибору x0, функцiя f є неперервною по множинi двiйково-iррацiона льних
чисел. Неперервнiсть функцiї f по множинi двiйково-рацiональних чисел є прямим наслiдком
коректностi означення функцiй в двiйково-рацiональнiй точцi.

Розглянемо два довiльнi числа x1 = ∆2
α1α2...αn... i x2 = ∆2

β1β2...βn...
, такi що x1 < x2, тобто

iснує таке натуральне число n, що має мiсце одна з умов:

αi = βi, i = 1, 2, ..., 2n, але 0 = α2n+1 < β2n+1 = 1,

αi = βi, i = 1, 2, ..., 2n− 1, але 1 = α2n > β2n = 0,

тодi для вiдповiдних значень функцiї мають мiсце нерiвностi (згiдно з правилами порiв- няння
чисел за їх ланцюговим зображенням [1]):

f(x1) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n 1

2
...
> ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n1...

= f(x2),

f(x1) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n−11...

> ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n−1 1

2
...
= f(x2).

Отже, з умови x1 < x2 випливає, що f(x1) > f(x2), а значить функцiя є строго спадною,
причому f(0) = f(∆2

(0)) = ∆A2

( 1
2
1)

= 1, f(1) = f(∆2
(1)) = ∆A2

(1 1
2
)
= 1

2 .

Теорема 3. Функцiя f є сингулярною.

Доведення. Оскiльки функцiя f неперервна i монотонна, то згiдно з теоремою Лебега, вона має
скiнченну похiдну у майже всiх точках областi визначення. Позначимо множину таких точок
через D. Розглянемо число x0 ∈ D, таке, що є нормальним числом [2] (тобто використовує
довiльний набiр нулiв та одиниць нескiнченну кiлькiсть раз у своєму двiйковому зображеннi,
як вiдомо, множина H таких чисел є множиною повної мiри Лебега). Тодi x0 ∈ W = D ∩H.
Таким чином λ(W ) = 1, як мiра перерiзу двох множин повної мiри Лебега.
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Нехай f(x0) = f(∆2
α1...αn...) = ∆A2

a1a2...an.... Використовуючи означення цилiндричної похi-
дної [10], маємо

−f ′(x0) = lim
n→∞

|f(∆2
α1...αn

)|
|∆2

α1...αn
|

= lim
n→∞

|∆A2
a1...an |

|∆2
α1...αn

|
= lim

n→∞

|∆A2
a1...an |
1
2n

=
1

2
lim
n→∞

n∏
k=1

2|∆A2
a1...ak

|
|∆A2

a1...ak−1 |
=

=
1

2

∞∏
n=1

2|∆A2
a1...an |

|∆A2
a1...an−1 |

=
1

2

∞∏
n=1

2(1 + a qn−1

qn
)

2a2 + 1 + 2a qn−1

qn

=

=
1

2

∞∏
n=1

2
a + 2 qn−1

qn

3 + 2 qn−1

qn

, a ∈
{
1

2
, 1

}
.

Оскiльки останнiй вираз пiд добутком не прямує до 1, коли n → ∞, а тому необхiдна умова
збiжностi нескiнченного добутку не виконується, то з того, що x0 ∈ W , маємо f ′(x0) = 0 майже
скрiзь у розумiннi мiри Лебега. А отже, функцiя f сингулярна.

Лема 1. Графiк Γf функцiї є автомодельною множиною (тобто такою, що можна подати у ви-
глядi об’єднання пiдмножин, якi еквiвалентнi усiй множинi вiдносно деякої групи перетворень
площини) Γf =

∪
(i,j)∈A×A

gij(Γf ), де

gij :

x′ = x
22

+ 2i+j
22

,

y′ = 1
2i−1+ 1

2−j+y

,
(i, j) ∈ A×A, gij(M(x; y)) = M ′(x′; y′).

Доведення. Розглянемо довiльну точку M(x′; y′) ∈ Γf , тодi M(x′; y′) ∈ ∆2
ij × ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j

, де

(i, j) ∈ A×A. Згiдно з означенням функцiї

x′ = ∆2
ijα1α2...α2n−1α2n..., y = f(x) = ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j( 1

2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

.

Тодi для x′ ∈ ∆2
ij очевидною є рiвнiсть

x′ = ∆2
ijα1α2...α2n−1α2n... =

i

2
+

j

22
+

1

22
x,

де x = ∆2
α1α2...α2n−1α2n... ∈ [0; 1], αi ∈ A, i ∈ N;

y′ = ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j( 1

2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

=
1

(12)
[1−i] + 1

( 1
2
)j+y

,

де y = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

∈ [12 ; 1], αi ∈ A, i ∈ N. Отже, довiльна точка графiка

є образом деякої точки графiка пiд дiєю перетворення gij . Таким чином, графiк функцiї f є
автомодельною множиною.

3 Прикiнцевi зауваження

Теорема 4. Функцiя, означена рiвнiстю

f̄(x) = f̄(∆2
α1α2...α2nα2n+1...) = ∆A2

( 1
2)

α1( 1
2)

[1−α2]...( 1
2)

α2n−1( 1
2)

[1−α2n]
...
, (4)

є неперервною строго зростаючою сингулярною функцiєю.
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Доведення. Дане твердження є очевидним в силу взаємозв’язку функцiї f̄ з функцiєю f :

f̄(x) = ω(f(x)),

де ω(x = ∆A2
a1a2...an...) = ∆A2

a2...an... =
1
x − a1(x) – оператор зсуву цифр ланцюгового зображення

чисел [7].

Зауваження 1. Функцiя, обернена до функцiї f̄ , є неперервною сингулярною функцiєю.

Зауваження 2. Для iнверсора цифр ланцюгового зображення має мiсце рiвнiсть:

I(∆A2

( 1
2
)α1 ( 1

2
)α2 ...( 1

2
)αn ...

) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)[1−α2]...( 1

2
)[1−αn]...

= f(f̄−1(x)).

Таким чином, iнверсор I цифр ланцюгового A2-зображення чисел є композицiєю двох син-
гулярних функцiй (що не є взаємно оберненими функцiями) [11], a тому iнверсор є сингу-
лярною функцiєю.
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Nikorak O.O., Ratushniak S.P. A Continuous projector from the binary representation of
numbers to the continuous A2-representation, Bukovinian Math. Journal. 13, 2 (2025), 39–
46.

In this paper, we introduce and study a continuous function that projects the digits of the
classical binary representation of an arbitrary real number onto the digits of the continued
A2-representation with zero redundancy. The function is defined by

f(
∞∑

n=1

αn

2n
) = 1/2α1−1 + 1/2−α2 + 1/2α3−1 + 1/2−α4 + ...+ 1/2α2k−1−1 + 1/2−α2k + ...,

where αn ∈ {0; 1}. We justify the correctness of this definition, which is nontrivial because
some numbers possess two distinct binary expansions. Using the fact that almost all real
numbers have normal binary expansions, together with Lebesgue’s theorem on the derivati-
ve of continuous monotone functions, we show that the function f is singular. Here, a singular
function refers to a continuous, non-constant function whose derivative is equal to zero almost
everywhere with respect to the Lebesgue measure.

In addition, we reveal the relationship between the function f , the right-shift digit operator,
and inversor of digits of the A2-representation of numbers. Based on this relationship, we also
demonstrate the singularity of the inversor of digits of the A2-representation.
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CENTER CONDITIONS FOR A CUBIC DIFFERENTIAL SYSTEM WITH ONE

INVARIANT STRAIGHT LINE AND ONE INVARIANT CUBIC

In this paper the conditions for the existence of one invariant straight line and one invariant
cubic in a cubic differential system with a singular point of a center or a focus type, when these
curves have not intersecting points, are found. It is proved that the singular point is a center
if and only if the first five Lyapunov quantities vanish. The center conditions were determined
by using the method of Darboux integrability.

Key words and phrases: Cubic differential system, the center-focus problem, invariant
straight line, invariant cubic, Lyapunov quantity.
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1 The problem of the center

We consider a planar system of differential equations

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), (1)

where P (x, y) and Q(x, y) are coprime polynomials with real coefficients in the real variables x,
y. The degree n of this polynomial system is the maximum degrees of the polynomials P and Q,
n = max{degP (x, y), degQ(x, y)}. Associated to this polynomial differential system there is the
polynomial vector field X = P (x, y) ∂

∂x +Q(x, y) ∂
∂y . If n = 2 (n = 3), then the system (1) is called

a quadratic (respectively, a cubic) differential system.
Let O(0, 0) be a singular point of differential system (1), i.e. P (0, 0) = Q(0, 0) = 0, and consider

the linearization of (1) at O(0, 0):

dx

dt
= a10x+ a01y,

dy

dt
= b10x+ b01y. (2)

The most important question which is still open for planar systems of differential equations is
the following one [6], [19]: under which conditions do the original system (1) and the linearized

УДК 517.925
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This work was supported by the National Agency for Research and Development of the Republic of Moldova
under project number "25.80012.5007.76SE Qualitative and algebraic investigation of differential models".
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system (2) have the same qualitative behavior and the same topological structure around a singular
point O(0, 0) ?

This problem has been solved for (1) unless if the singular point O(0, 0) is of a center or a focus
type, i.e. the eigenvalues of the linearized system are purely imaginary λ1,2 = ±iβ, i2 = −1, β ̸= 0

and n ≥ 3. In this case, by using a nondegenerate transformation of variables and a time rescaling,
the system (1) can be brought to the canonical form

dx

dt
= y +

n∑
j=2

Pj(x, y) ≡ P (x, y),
dy

dt
= −x+

n∑
j=2

Qj(x, y) ≡ Q(x, y), (3)

where Pj and Qj are homogeneous polynomials of degree j with real variables and coefficients. A
singular point O(0, 0) is either a focus or a center for (3), called a weak focus, a fine focus or a
monodromic singular point.

The problem of distinguishing between a center or a focus is called the problem of the center or
the center–focus problem. The interest in solving the problem of the center for differential systems
(3) arose as part of investigation of the local 16th Hilbert problem.

The problem of the center was solved for some classes of cubic differential systems with invariant
algebraic curves: four invariant straight lines [6], [17]; three invariant straight lines [6], [22]; two
parallel invariant straight lines [13], [20]; two invariant straight lines and one invariant conic [3], [4],
[5], [6]; two invariant straight lines and one invariant cubic [8], [9], [10], [15].

The goal of this paper is to obtain new center conditions for a cubic differential system with two
invariant algebraic curves. The paper is organized as follows. In Section 2 we present some known
results concerning the local integrability and the center variety. In Section 3 we discuss the relation
between the existence of algebraic solutions and the Darboux integrability. In Section 4 we obtain
necessary and sufficient conditions for a cubic system, with a singular point O(0, 0) of a center or
a focus type, to have one invariant straight line and one irreducible invariant cubic such that these
curves have not intersection points. In Section 5 we prove that the singular point O(0, 0) is a center
if and only if the first five Lyapunov quantities vanish. Finally, we give four sets of necessary and
sufficient conditions for a singular point O(0, 0) to be a center.

2 Lyapunov’s quantities

An approach to the problem of the center is to study the integrability of a differential system
(3). Lyapunov [18] proved that the problem of the center is equivalent to the problem of local
integrability of a differential system (3) in the neighborhood of a singular point O(0, 0). A singular
point O(0, 0) is a center for (3) if and only if the system has in some neighborhood of O(0, 0) a
nonconstant analytic first integral [1]

F (x, y) ≡ x2 + y2 +
∞∑
k=3

Fk(x, y) = C (4)

or an analytic integrating factor of the form

µ(x, y) = 1 +

∞∑
k=1

µk(x, y), (5)

where Fk, µk are homogeneous polynomials of degree k.
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According to [18] the problem of the center can be reduced to the problem of solving an infinite
system of polynomial equations whose variables are parameters of the differential system. There
exists a formal power series F (x, y) =

∑
Fk(x, y), defined in a neighbourhood of the origin, such

that the rate of change of F (x, y) along trajectories of system (3) is

dF

dt
= L1(x

2 + y2)2 + L2(x
2 + y2)3 + . . . . (6)

where the quantities Lk, k = 1, 2, . . . are polynomials in the coefficients of system (3) called the
Lyapunov (focus) quantities. The stability of the origin is determined by the first nonvanishing
Lyapunov quantity.

The origin is a fine focus of order m if Lk = 0, k = 1,m− 1 and Lm ̸= 0. In this case at most
m small amplitude limit cycles can bifurcate from a fine focus of order m.

Theorem 1. The origin is a center for differential system (3) if and only if all the Lyapunov
quantities vanish (Lk = 0, k = 1, ∞).

By the Hilbert’s basis theorem, there is a natural number N such that Lk = 0 for all k if and
only if Lk = 0 for all k ≤ N . It is only necessary to find a finite number of Lyapunov quantities,
though in any given case it is not known a priori how many are required. We come to the following
Open Problem [6]:

Problem 1. For any degree n, n ≥ 3, of the differential system (3) to find such N = N(n) that
vanishing the first N Lyapunov quantities implies the existence of a center.

The problem of the center was solved for: quadratic differential systems (N = 3); cubic sym-
metric differential systems (N = 5); the Kukles differential system (N = 8).

3 Algebraic solutions and Darboux integrability

An important problem concerning the integrability of differential systems (3) is whether the
trajectories to (3) can be described implicitly by an algebraic formula, for example, Φ(x, y) = 0,
where Φ is a polynomial.

Definition 1. An invariant algebraic curve of system (3) is the solution set in C2 of an equation
Φ(x, y) = 0, where Φ is a polynomial in x, y with complex coefficients such that

XΦ = P (x, y)
∂Φ

∂x
+Q(x, y)

∂Φ

∂y
= KΦ, (7)

for some polynomial in x, y, K = K(x, y) of degree n − 1 with complex coefficients, called the
cofactor of the invariant algebraic curve Φ(x, y) = 0.

Definition 2. An invariant algebraic curve Φ(x, y) = 0 is called an algebraic solution of (3) if
Φ(x, y) is an irreducible polynomial in C[x, y].

Let Φ = 0 be an algebraic solution of degree m for system (3). Then this algebraic solution is:

1) an invariant straight line if m = 1, and it has the form a10x+ a01y + 1 = 0;

2) an invariant conic if m = 2, and it has the form

a20x
2 + a11xy + c02y

2 + a10x+ a01y + 1 = 0;



50 Cozma D.

3) an invariant cubic if m = 3, and it has the form

a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3 + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y + a00 = 0.

Since Darboux found in 1878 connections between invariant algebraic curves and the existence
of first integrals of planar polynomial differential systems, the theory of invariant algebraic curves
is still full of open questions [21], [23].

Problem 2. Give a method to find an upper bound M to the degree of the algebraic solutions for
a fixed polynomial system (1) of degree n ≥ 2.

Problem 3. What is the maximum number α(n) of algebraic invariant curves in the set of all
polynomial differential systems of degree n > 1 having finitely many invariant algebraic curves ?

For a given polynomial system (1) of degree n the calculation of the invariant algebraic curves is
a very hard problem because in general we don’t have any evidence about the number of invariant
algebraic curves and the degree of a curve.

Invariant algebraic curves are central object in the theory of integrability of polynomial differ-
ential systems. This motivates the growing interest of researchers in application and development
of the algebraic method of integrability for polynomial systems. This kind of integrability is usually
called Darboux integrability, and it provides a link between the integrability of polynomial differential
systems and the number of invariant algebraic curves they have [6], [21].

Suppose the polynomial differential system (1) of degree n has q invariant algebraic curves
Φj(x, y) = 0, j = 1, . . . , q. Darboux proposed to search for a first integral (an integrating factor)
in the form

Φα1
1 Φα2

2 · · ·Φαq
q , (8)

where Φj are invariant algebraic curves and Φj ∈ C[x, y], αj ∈ C.

Problem 4. For polynomial systems of degree n determine the relations between the number q of
invariant algebraic curves, their degrees and the existence of first integrals.

A partial answer to this problem was given by Darboux in the following Theorem [21].

Theorem 2. Suppose system (1) has q distinct irreducible invariant algebraic curves Φj = 0, j =

1, . . . , q. If q ≥ 1
2n(n + 1), then either we have a Darboux first integral or a Darboux integrating

factor.

The method of Darboux is very useful and elegant one to prove integrability for some families
of differential systems if we have "enough" invariant algebraic curves. This motivates the following
problem for polynomial differential systems (3).

Problem 5. Find the polynomial differential systems (3) with a fewer number of invariant algebraic
curves than n(n+ 1)/2 for which a singular point O(0, 0) is a center.

In [21] Schlomiuk proved that the method of Darboux can be applied to prove centers in all
cases of the quadratic systems: any quadratic system (n = 2) with a singular point of a center type
is Darboux integrable. The Darboux integrability conditions for some families of cubic systems
having invariant algebraic curves were found in [2], [11], [12], [14], [16].
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4 A cubic system with two algebraic solutions

We consider the cubic system of differential equations {(3), (n = 3)} with a singular point
O(0, 0) of a center or a focus type, written in the form

dx

dt
= y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

dy

dt
= −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y),

(9)

in which variables and coefficients are assumed to be real. For system (9) we study the following
problems:

(i) Find the subclass of systems (9) which has an invariant straight line l1 = 0 and an invariant
cubic Φ = 0, without intersections points, i.e. l1 ∩ Φ = ∅.

(ii) For this subclass find the integrability conditions such that the singular point O(0, 0) is a
center.

In this section we give necessary and sufficient conditions for the existence of one invariant
straight line and one invariant cubic in a cubic differential system (9), such that l1 ∩ Φ = ∅.
Suppose system (9) has a real invariant straight line l1 ≡ a1x+ b1y + 1 = 0, (a1, b1) ̸= 0. Then by
rotating the system of coordinates (x → x cosφ − y sinφ, y → x sinφ + y cosφ) and rescaling the
axes of coordinates (x → αx, y → αy), we can make the line to be 1− x = 0.

In [7] it was proved the following Lemma

Lemma 1. The cubic differential system (9) has an invariant straight line 1− x = 0 if and only if
the following set of conditions holds

k = −a, m = −c− 1, p = −f, r = 0. (10)

When conditions (10) hold, the cubic system (9) can be written as follows

dx

dt
= (1− x)(y + xy + ax2 + cxy + fy2) ≡ P (x, y),

dy

dt
= −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y).

(11)

We shall find the conditions on the coefficients of cubic system (11) under which the system has
one real irreducible invariant cubic of the form

Φ(x, y) ≡ x2 + y2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3 = 0, (12)

where a30, a21, a12, a03 ∈ R and (a30, a21, a12, a03) ̸= 0, such that these curves have not intersection
points, i.e. Φ(1, y) ̸= 0.

The equation
Φ(1, y) ≡ a03y

3 + (a12 + 1)y2 + a21y + a30 + 1 = 0 (13)

has not real solutions in the following cases:
(A) a03 = 0, a12 = −1, a21 = 0, a30 ̸= −1;
(B) a03 = 0, a12 ̸= −1, a221 − 4(a30 + 1)(a12 + 1) < 0.

Theorem 3. The cubic differential system (11) has an invariant straight line 1 − x = 0 and an
invariant cubic (12) without intersection points if and only if one the following sets of conditions
(c1)–(c7) holds:
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(c1) f = a+ d, g = (2b+ 2c+ 3)/2, k = −a, l = (−a− d)/2, m = −c− 1, n = (−2b− c− 2)/2,

p = (−a− d), q = a/2, r = s = 0;

(c2) a = k = r = 0, d = −2l, f = −2l, m = −c − 1, p = 2l, q = l(2b + 2c − 2g + 3),

n = (−2b− c− 2)/2, s = (8g − 4b2 − 10bc+ 4bg − 14b− 6c2 + 6cg − 17c− 12)/6;

(c3) a = k = r = 0, d = f, l = (3f)/2, m = −c − 1, n = [3(c + 1)]/2, p = −f, q =

[f(2g − 2b− 2c+ 1)]/2, s = (4bg − 4b2 − 10bc− 6c2 + 6cg + 3c+ 3)/6;

(c4) c = (fa30 − f − a)/(a+ f), d = 2(a+2f), g = (3aa30 +2ab− 2a+5fa30 +2bf − 2f)/[2(a+

f)], k = −a, l = 2f, m = (−fa30)/(a + f), n = [f(8a2 + 16af + 3a30 + 8f2)]/[2(a + f)],

p = −f, q = 2ab−2a+5fa30+2bf−2f, r = 0, s = [a30(2ab−3a+3fa30+2bf−2f)]/[2(a+f)];

(c5) a = (−2l)/(c + 2), d = −a, f = p = r = s = 0, g = (2b − c − 3)/2, k = −a, m = −c − 1,

n = (2bc+ 2b− c2 − 3c− 2)/2, q = (−l)/(c+ 2);

(c6) d = 2a, f = l = p = r = 0, k = −a, m = −c − 1, n = [(2b − c − 2)(c + 1)]/2, q =

a(2b− c− 3), s = [(2b− c− 2g − 3)(c− 2b+ 4)]/6;

(c7) p = r = 0, a = (4a212 − 4ca12 − 4a12 + a221)/(2a21), d = (a221 − 2a212 + 2ca12 + 2a12)/a21,

g = (3a221 − 12a212 + 8ba12 + 8ca12)/(8a12), k = −a, l = [a12(1 − a212 + ca12 + c)]/a21,

m = −c−1, n = (3−6a212+2ba12+5ca12+a12+3c)/2, q = (4a212−9a12a
2
21−4ca12−4a12+

4ba221 + 7ca221 + 3a221)/(4a21), s = (4a12 − 4a212 − 4a12a
2
21 + 4ca12 + 2ba221 + 3ca221)/(8a12).

Proof. We consider the cubic curve (12). By Definition 1, the curve (12) is invariant for (11) if
there exist numbers c20, c11, c02, c10, c01 ∈ R such that

P (x, y)
∂Φ

∂x
+Q(x, y)

∂Φ

∂y
≡ Φ(x, y)(c20x

2 + c11xy + c02y
2 + c10x+ c01y). (14)

Identifying the coefficients of the monomials xiyj in (14), we reduce this identity to a system of
fifteen equations

{Uij = 0, i+ j = 3, 4, 5} (15)

for the unknowns a30, a21, a12, a03, c20, c11, c02, c10, c01 and the coefficient of system (11).
To prove the theorem we solve the algebraic system of equations (15) in Cases (A) and (B).

1) In Case (A), we suppose that
a03 = 0, a12 = −1, a21 = 0, a30 ̸= −1

and the cubic curve (12) has the form Φ(x, y) ≡ x2 + y2 − xy2 + a30x
3 = 0.

When i + j = 3, from (15), we find that c01 = −2b − 1, c10 = 2a, a30 = (2g − 2b − 2c −
3)/3, f = a + d, and when i + j = 4, we obtain that c20 = [a(2g − 2b − 2c − 9)]/3, c11 =

−c − 2n − 1, c02 = −a − d − 2l, s = (3n − 2b2 − 5bc + 2bg − 4b − 3c2 + 3cg − 7c + 4g − 3)/3,

q = (3l − 2ab− 2ac+ 2ag − 3bd− 3cd+ 3dg − 3d)/3.
In this case, the equation U50 = 0 of (15) looks as U50 ≡ af1f2 = 0, where

f1 = b+ c− g, f2 = 2b+ 2c− 2g + 3.
Assume that f1 = 0, then g = b+ c. In this case the cubic curve (14) is reducible.
Assume that f1 ̸= 0 and let f2 = 0. Then the equations of (15) yield

l = (−a− d)/2, n = (−c− 2− 2b)/2, g = (2b+ 2c+ 3)/2.
In this case we obtain the set of conditions (c1) and the invariant cubic is

x2 + y2 − xy2 = 0.
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Assume that f1f2 ̸= 0 and let a = 0. Then the equations of (15) yield
n = (−c− 2− 2b)/2, d = −2l.

In this case we obtain the set of conditions (c2) and the invariant cubic looks
3x2 + 3y2 − 3xy2 + (2g − 2b− 2c− 3)x3 = 0, g − b− c ̸= 0.

2) In Case (B), we suppose that
a03 = 0, a12 ̸= −1, ∆ = a221 − 4(a30 + 1)(a12 + 1) < 0

and the cubic curve (12) has the form Φ(x, y) ≡ x2 + y2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 = 0.

When i + j = 3, from (15), we find that c01 = a12 − 2b, c10 = 2a − a21, d = (3a21 − 2a +

2f)/2, g = (3a30 − 3a12 + 2b + 2c)/2, and when i + j = 4, we obtain that c02 = fa12 − 2l,

c11 = (c + 2 − a12)a12 − 2n, c20 = aa12 − 3a12a21 − 3fa12 + ba21 + 2ca21 + 3fa30 − 2f + 2l − 2q,
s = (2aa21 + 8a212 − 8a12a30 − 4ba12 − 6ca12 − a221 − 6fa21 + 4ba30 + 6ca30 − 4c + 4n − 4)/4,
q = (2aa12 − 2aa30 + 4a− 9a12a21 − 6fa12 + a21a30 + 4ba21 + 6ca21 + 6fa30 − 4f + 4l)/4.

In this case, the equation U05 = 0 of (15) looks U05 ≡ fa12(a12 + 1) = 0, where a12 + 1 ̸= 0.
Assume that a12 = 0, then F23 ≡ (l − 2f)a21 = 0. If a21 = 0, then a30(a30 + 1) ̸= 0 and

a = 0, n = (3(c + 1))/2, l = (3f)/2. We obtain the set of conditions (c3) for the existence of the
invariant cubic

3x2 + 3y2 + 2(g − b− c)x3 = 0, 2(g − b− c) + 3 > 0.
Assume that a21 ̸= 0 and let l = 2f . In this case we express n from the equation U32 = 0 and

calculate the resultant of the polynomials U50 and U41 with respect to c. We obtain that
Res(U50, U41, c) = 2a21g1g2∆,

where g1 = a21 − 2f − 2a, g2 = a221 + a230 ̸= 0, ∆ = a221 − 4a30 − 4.)
If a21 = 2(a+ f), then g1 = 0. We get the set of conditions (c4) and the invariant cubic

x2 + y2 + a30x
3 + 2(a+ f)x2y = 0, (a+ f)2 − a30 − 1 < 0.

Assume now that a12 ̸= 0 and let f = 0. If a21 = 0, then a ̸= 0 and the equations of (15) yields
a12 = c+ 1, a30 = 0, a = (−2l)/(c+ 2), n = [(2b− c− 2)(c+ 1)]/2. In this case we find the set of
conditions (c5) for the existence of the invariant cubic

x2 + y2 + (c+ 1)xy2 = 0, c+ 2 > 0.

Suppose that a21 ̸= 0. In this case we express l from U23 = 0, n from U32 = 0 and calculate the
resultant of the polynomials U50 and U41 with respect to c. We obtain that

Res(U50, U41, c) = 4a21h1h2h3∆,
where h1 = a12 − c − 1, h2 = 4a12a30 − a221, h3 = (a12 − a30)

2 + a221 ̸= 0, ∆ = a221 − 4a12a30 −
4a12 − 4a30 − 4.

If h1 = 0, then a12 = c + 1 and the equations U50 = 0, U41 = 0 yield a21 = 2a. We obtain the
set of conditions (c6) for the existence of the invariant cubic

3(x2 + y2) + (c− 2b+ 2g + 3)x3 + 6ax2y + 3(c+ 1)xy2 = 0,

where 3a2 + 2bc+ 4b− c2 − 2cg − 8c− 4g − 12 < 0.
If h1 ̸= 0 and h2 = 0, then a30 = a221/(4a12) and the equations U50 = 0, U41 = 0 of (15) yield

a = (4a212 − 4ca12 − 4a12 + a221)/(2a21). We obtain the set of conditions (c7) for the existence of the
invariant cubic

4a12(x
2 + y2) + a221x

3 + 4a12a21x
2y + 4a212xy

2 = 0, a12(4a
2
12 + 4a12 + a221) > 0.
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5 The center-focus problem for a cubic system with two algebraic solutions

In this section we solve the center-focus problem for a cubic differential system (11) with one
invariant straight line and one invariant cubic, in the case when these invariant algebraic curves
have not real intersection points.

Lemma 2. The following sets of conditions are sufficient conditions for the origin to be a center of
system (11):

(i) c = 1 − 2b, d = 2(a + 2f), g = (3a − 3ab − 4bf + 4f)/f, k = −a, l = 2f, m = 2(b − 1),

n = 4af − 3b + 4f2 + 3, p = −f, q = 8(a − ab − bf + f), r = 0, s = (4ab2 − 7ab + 3a +

4b2f − 8bf + 4f)/f ;

(ii) c = 2(b − 1), d = −a, f = n = p = r = s = 0, l = −ab, g = (−1)/2, k = −a,

m = 1− 2b, q = a/2;

(iii) d = 2a, f = l = p = r = 0, k = −a, m = −c − 1, n = [(2b − c − 2)(c + 1)]/2, q =

a(2b− c− 3), s = [(2b− c− 2g − 3)(c− 2b+ 4)]/6;

(iv) a = [2(2b + 2c + 1)(2b − c + 2g − 1)]/(9a21), d = [2(2b + 2c + 1)(c − 2b + 4g + 4))/(9a21),

k = −a, f = p = r = 0, l = [2(2b + 2c + 1)(c − 2b + 2)(b + c + 2)]/(27a21), m = −c − 1,

n = [(c− 2b+ 2)(b+ c+ 2)]/3, q = [2(cg − 2bg − 1)(2b+ 2c+ 1)]/(9a21), s = [((c− 2b)(g +

2) + 4g − 1)]/9, 9a221 − 4(2b+ 2c+ 1)(2g + 1) = 0.

Proof. In the case (i), the cubic system (11) has the algebraic curves
1− x = 0, f(x2 + y2) + 2f(a+ f)x2y + 2(a− ab+ f − bf)x3 = 0

and the integrating factor

µ = (1− x)(f(x2 + y2) + 2f(a+ f)x2y + 2(a− ab+ f − bf)x3)2.

In the case (ii), the cubic system (11) has the algebraic curves
1− x = 0, x2 + y2 + 2bxy2 − xy2 = 0

and the integrating factor

µ =
1

(1− x)1/2(x2 + y2 + 2bxy2 − xy2)3/2
.

In the case (iii), the cubic system (11) has the algebraic curves
1− x = 0, 3(x2 + y2) + (c− 2b+ 2g + 3)x3 + 6ax2y + 3(c+ 1)xy2 = 0

and the first integral
(1− x)c−2b+1(3x2 + 3y2 + (c− 2b+ 2g + 3)x3 + 6ax2y + 3(c+ 1)xy2) = C.

In the case (iv), the cubic system (11) has the algebraic curves
1− x = 0, 12(2b+ 2c+ 1)(x2 + y2) + 9a221x

3 + 12(2b+ 2c+ 1)a21x
2y + 4(2b+ 2c+ 1)2xy2 = 0

and the integrating factor

µ =
(1− x)−1/2

(12(2b+ 2c+ 1)(x2 + y2) + 9a221x
3 + 12(2b+ 2c+ 1)a21x2y + 4(2b+ 2c+ 1)2xy2)3/2

.
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Theorem 4. Let the cubic differential system (11) have one invariant straight line 1 − x = 0 and
one invariant cubic (12) without intersection points. Then the singular point O(0, 0) is a center if
and only if the first five Lyapunov quantities vanish.

Proof. To prove the theorem, we compute the first five Lyapunov quantities Lj , j = 1, . . . , 5 in
each set of conditions (c1)–(c7) obtained in Section 4 by using the algorithm described in [6]. In the
expressions for Lj we will neglect the denominators and non-zero factors.

In Case (c1) the first Lyapunov quantity looks L1 = 2ac + 3a − 2bd − d. Assume that a ̸= 0,
then L1 = 0 yields c = (d− 3a+ 2bd+ d)/(2a). The second Lyapunov quantity is
L2 = 32a4 + 48a3d− 32a2b2 − 12ba2 + 16a2d2 − a2 − 32ab2d− 22abd− 3ad− 8b2d2 − 8bd2 − 2d2.

Suppose that L2 = 0. This equation admits the following parametrization
a = (128u2 − v2 + 1)/(128u), d = (v2 − 64u2 − 1))/(64u),

b = (128u2v + 128u2 − v3 − 5v2 + v + 5)/(1024u2).
The third Lyapunov quantity is L3 = e1e2, where e1 = v + 1, e2 = 1684(3v − 1)(v − 5)u4 +

192(3v2 + 16v − 3)(v2 − 1)u2 − 3(v + 5)(v + 1)3(v − 1)2, e3 = 128u2 − v2 + 1 ̸= 0.
If e1 = 0, then v = −1. In this case the cubic system (11) has two invariant straight lines

1 − x = 0, 1 − ay = 0 and one invariant cubic x2 + y2 − xy2 = 0. For this case the center-focus
problem was solved in [15].

Assume that e1 ̸= 0 and let e2 = 0. We calculate the Lyapunov quantities L4, L5 and the
resultant of the polynomials e2 and L4 with respect to u. We obtain that

Res(L4, e2, u) = (v − 5)2(v + 5)6(3v − 1)2(v − 1)16(5v − 11)2e221 j21 ,
where j1 = 6615v6 + 20055v5 − 14584v4 + 487314v3 − 672085v2 + 42135v + 188150.

If v = 5, then e2 = 0 yields u2 = 45/304 and L4 ̸= 0. If v = −5, then e2 = 0 implies u2 = 9/640

and L4 ̸= 0. If v = 1/3 or v = 1, then e2 = 0 has not real solutions.
If v = 11/5, then e2 = r1r2r3, where r1 = 1225u2 − 54, r2 = 10u− 3, r3 = 10u+ 3.
When r1 = 0 we obtain that L4 ̸= 0. If r2 = 0, then the cubic system (11) has two invariant

straight lines 1− x = 0, 2− y = 0 and one invariant cubic x2 + y2 − xy2 = 0. If r3 = 0, then (11)
has two invariant straight lines 1− x = 0, 2 + y = 0. The center-focus problem was solved in [15].

Assume that j1 = 0. The equations j1 = 0 and e2 = 0 have real solutions, but L5 ̸= 0. In this
case the origin is a focus.

In Case (c2) the first Lyapunov quantity looks L1 = l(2b + 1). If l = 0, then the cubic system
(11) has two parallel invariant straight lines 1 − x = 0, 1 + (1 + c)x = 0 and one invariant cubic
3(x2 + y2)− 3xy2 + (2g − 2b− 2c− 3)x3 = 0. For this case the center-focus problem was solved in
[8]. If l ̸= 0 and b = (−1)/2, then L1 = L2 = · · ·L5 = 0. In this case the right hand sides of (11)
have a common factor 1+(c+1)x− 2ly, in contradiction with assumption that P (x, y) and Q(x, y)

are coprime polynomials.
In Case (c3) the first Lyapunov quantity looks L1 = f(2b − 3). If f = 0, then the cubic (11)

has two parallel invariant straight lines 1 − x = 0, 1 + (1 + c)x = 0 and one invariant cubic. The
center-focus problem was solved in [8]. If f ̸= 0 and b = 3/2, then L1 = L2 = 0. In this case the
right hand sides of (11) have a common factor 1 + (c+ 1)x+ fy, in contradiction with assumption
that P (x, y) and Q(x, y) are coprime polynomials.

In Case (c4) the first Lyapunov quantity looks L1 = f(2f − 2ab + 2a − fa30 − 2bf). If f = 0,
then we are in conditions (iii) of Lemma 2 (c = −1). If f ̸= 0 and a30 = [2(a − ab − bf + f)]/f ,
then L1 = L2 = · · ·L5 = 0. In this case we have the set of conditions (i) from Lemma 2.

In Case (c5) the first Lyapunov quantity looks L1 = 4l(c − 2b + 2). If l = 0, then the cubic
system (11) has two parallel invariant straight lines x = 1, and one invariant cubic. If l ̸= 0 and
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c = 2(b− 1), then have the conditions (ii) from Lemma 2.
In Case (c6) we obtain that L1 = L2 = · · ·L5 = 0. In this case we get the set of conditions (iii)

from Lemma 2.
In Case (c7) the first Lyapunov quantity looks L1 = (3a12 − 2b − 2c − 1)(a12 − c − 1). If

a12 = c + 1, then we have the set of conditions (iii) from Lemma 2. Assume that a12 ̸= c + 1 and
let a12 = (2b+ 2c+ 1)/3. We are in conditions (iv) of Lemma 2.

Taking into account Lemma 2 and Theorem 4, and excluding the cases when the cubic system
(11) has two invariant straight lines and one invariant cubic, we give the necessary and sufficient
conditions for the origin to be a center in the following Theorem.

Theorem 5. The singular point O(0, 0) is a center for a cubic differential system (11), with one
invariant straight line and one invariant cubic without intersection points, if and only if one of the
sets of conditions (i) -(iv) holds.

References

[1] Amel’kin V. V., Lukashevich N. A., Sadovskii A. P. Non-linear oscillations in the systems
of second order. Belarusian University Press, Belarus, 1982.
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In this paper the conditions for the existence of one invariant straight line and one invariant
cubic in a cubic differential system with a singular point of a center or a focus type, when these
curves have not intersecting points, are found. It is proved that the singular point is a center
if and only if the first five Lyapunov quantities vanish. The center conditions were determined
by using the method of Darboux integrability.
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ON INJECTIVE ENDOMORPHISMS OF THE SEMIGROUP BF2

Z WITH THE

TWO-ELEMENT FAMILY F 2 OF INDUCTIVE NONEMPTY SUBSETS OF ω

We describe injective endomorphisms of the semigroup BF2

Z with the two-element family
F 2 of inductive nonempty subsets of ω. In particular we show that every injective endo-
morphism e of BF2

Z is presented in the form e = e0a, where e0 is an injective (0, 0, [0))-
endomorphism of BF2

Z and a is an automorphism a of BF2

Z . Also we describe all injective
(0, 0, [0))-endomorphisms e0 of BF2

Z , i.e., such that (0, 0, [0))e0 = (0, 0, [0)).
Key words and phrases: bicyclic monoid, extended bicyclic semigroup, inverse semigroup,

bicyclic extension, endomorphism, injective.
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1 Introduction, motivation and main definitions

We shall follow the terminology of [1, 2, 13]. By ω we denote the set of all non-negative integers
and by Z the set of all integers.

A subset A of ω is said to be inductive, if i ∈ A implies i + 1 ∈ A. Obvious, that ∅ is an
inductive subset of ω.

Remark 1 ([6]). 1. By Lemma 6 from [5] a nonempty subset F ⊆ ω is inductive in ω if and
only (−1 + F ) ∩ F = F .

2. Since the set ω with the usual order is well-ordered, for any nonempty inductive subset F in
ω there exists nonnegative integer nF ∈ ω such that [nF ) = F .

3. Statement (2) implies that the intersection of an arbitrary finite family of nonempty inductive
subsets in ω is a nonempty inductive subset of ω.

Let P(ω) be the family of all subsets of ω. For any F ∈ P(ω) and n,m ∈ ω we put n−m+F =

{n −m + k : k ∈ F} if F ̸= ∅ and n −m + ∅ = ∅. A subfamily F ⊆ P(ω) is called ω-closed if
F1 ∩ (−n+ F2) ∈ F for all n ∈ ω and F1, F2 ∈ F . For any a ∈ ω we denote [a) = {x ∈ ω : x > a}.

A semigroup S is called inverse if for any element x ∈ S there exists a unique x−1 ∈ S such
that xx−1x = x and x−1xx−1 = x−1. The element x−1 is called the inverse of x ∈ S. If S is an
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inverse semigroup, then the function inv : S → S which assigns to every element x of S its inverse
element x−1 is called the inversion.

If S is a semigroup, then we shall denote the subset of all idempotents in S by E(S). If S is an
inverse semigroup, then E(S) is closed under multiplication and we shall refer to E(S) as a band
(or the band of S). Then the semigroup operation on S determines the following partial order 4
on E(S): e 4 f if and only if ef = fe = e. This order is called the natural partial order on E(S).
A semilattice is a commutative semigroup of idempotents.

If S is an inverse semigroup then the semigroup operation on S determines the following partial
order 4 on S: s 4 t if and only if there exists e ∈ E(S) such that s = te. This order is called the
natural partial order on S [16].

The bicyclic monoid or the bicyclic semigroup C (p, q) is the semigroup with the identity 1

generated by two elements p and q subjected only to the condition pq = 1. The semigroup operation
on C (p, q) is determined as follows:

qkpl · qmpn = qk+m−min{l,m}pl+n−min{l,m}.

It is well known that the bicyclic monoid C (p, q) is a bisimple (and hence simple) combinatorial
E-unitary inverse semigroup and every non-trivial congruence on C (p, q) is a group congruence [1].

On the set Bω = ω × ω we define the semigroup operation “·” in the following way

(i1, j1) · (i2, j2) =

{
(i1 − j1 + i2, j2), if j1 6 i2;

(i1, j1 − i2 + j2), if j1 > i2.
(1)

It is well known that the bicyclic monoid C (p, q) to the semigroup Bω is isomorphic by the mapping
h : C (p, q) → Bω, qkpl 7→ (k, l) (see: [1, Section 1.12] or [15, Exercise IV.1.11(ii)]).

Next we shall describe the construction which is introduced in [5].
Let Bω be the bicyclic monoid and F be an ω-closed subfamily of P(ω). On the set Bω × F

we define the semigroup operation “·” in the following way

(i1, j1, F1) · (i2, j2, F2) =

{
(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + F1) ∩ F2), if j1 6 i2;

(i1, j1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − j1 + F2)), if j1 > i2.
(2)

In [5] is proved that if the family F ⊆ P(ω) is ω-closed then (Bω×F , ·) is a semigroup. Moreover,
if an ω-closed family F ⊆ P(ω) contains the empty set ∅ then the set I = {(i, j,∅) : i, j ∈ ω} is
an ideal of the semigroup (Bω ×F , ·). For any ω-closed family F ⊆ P(ω) the following semigroup

BF
ω =

{
(Bω × F , ·)/I, if ∅ ∈ F ;

(Bω × F , ·), if ∅ /∈ F

is defined in [5]. The semigroup BF
ω generalizes the bicyclic monoid and the countable semigroup of

matrix units. It is proven in [5] that BF
ω is a combinatorial inverse semigroup and Green’s relations,

the natural partial order on BF
ω and its set of idempotents are described. Here, the criteria when

the semigroup BF
ω is simple, 0-simple, bisimple, 0-bisimple, or it has the identity, are given. In

particularly in [5] it is proved that the semigroup BF
ω is isomorphic to the semigrpoup of ω×ω-

matrix units if and only if F consists of a singleton set and the empty set, and BF
ω is isomorphic

to the bicyclic monoid if and only if F consists of a non-empty inductive subset of ω.
Group congruences on the semigroup BF

ω and its homomorphic retracts in the case when an
ω-closed family F consists of inductive non-empty subsets of ω are studied in [6]. It is proven that
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a congruence C on BF
ω is a group congruence if and only if its restriction on a subsemigroup of BF

ω ,
which is isomorphic to the bicyclic semigroup, is not the identity relation. Also in [6], all non-trivial
homomorphic retracts and isomorphisms of the semigroup BF

ω are described.
In [3, 14] the algebraic structure of the semigroup BF

ω is established in the case when ω-closed
family F consists of atomic subsets of ω.

The set BZ = Z×Z with the semigroup operation defined by formula (1) is called the extended
bicyclic semigroup [17]. On the set BZ×F , where F is an ω-closed subfamily of P(ω), we define the
semigroup operation “·” by formula (2). In [7] it is proved that (BZ×F , ·) is a semigroup. Moreover,
if an ω-closed family F ⊆ P(ω) contains the empty set ∅ then the set I = {(i, j,∅) : i, j ∈ Z} is
an ideal of the semigroup (BZ×F , ·). For any ω-closed family F ⊆ P(ω) the following semigroup

BF
Z =

{
(BZ × F , ·)/I, if ∅ ∈ F ;

(BZ × F , ·), if ∅ /∈ F

is defined in [7] similarly as in [5]. In [7] it is proven that BF
Z is a combinatorial inverse semigroup.

Green’s relations, the natural partial order on the semigroup BF
Z and its set of idempotents are

described. Here, the criteria when the semigroup BF
Z is simple, 0-simple, bisimple, 0-bisimple, is

isomorphic to the extended bicyclic semigroup, are derived. In particularly in [7] it is proved that
the semigroup BF

Z is isomorphic to the semigrpoup of ω×ω-matrix units if and only if F consists
of a singleton set and the empty set, and BF

Z is isomorphic to the extended bicyclic semigroup if
and only if F consists of a non-empty inductive subset of ω. Also, in [7] it is proved that in the
case when the family F consists of all singletons of ω and the empty set, the semigroup BF

Z is
isomorphic to the Brandt λ-extension of the semilattice (ω,min), where (ω,min) is the set ω with
the semilattice operation x · y = min{x, y}.

It is well-known that every automorphism of the bicyclic monoid Bω is the identity self-map of
Bω [1], and hence the group Aut(Bω) of automorphisms of Bω is trivial. The group Aut(BZ) of
automorphisms of the extended bicyclic semigroup BZ is established in [4] and there it is proved
that Aut(BZ) is isomorphic to the additive group of integers Z(+). In the paper [9] we prove that
for any family F of nonempty inductive subsets of ω the group Aut(BF

Z ) of automorphisms of the
semigroup BF

Z is isomorphic to the additive group of integers.
In [12] the semigroups of endomorphisms of the bicyclic semigroup and the extended bicyclic

semigroup are described. All types of monoid endomorphisms of the monoid BF2

ω for two-element
family F 2 of nonempty inductive subsets of ω are described in [8, 10, 11].

This paper is a continuation of [7, 9]. We describe injective endomorphisms of the semigroup
BF2

Z with the two-element family F 2 of inductive nonempty subsets of ω. In particular we show
that every injective endomorphism e of BF2

Z is presented in the form e = e0a, where e0 is an injective
(0, 0, [0))-endomorphism of BF2

Z and a is an automorphism a of BF2

Z . Also we describe all injective
(0, 0, [0))-endomorphisms e0 of BF2

Z , i.e., such that (0, 0, [0))e0 = (0, 0, [0)).
Later we assume that an ω-closed family F 2 consists of two inductive nonempty subsets of ω.

2 Endomorphisms of the semigroup BF2

Z with the fixed point (0, 0, [0))

If F is an arbitrary ω-closed family of inductive subsets in P(ω) and [s) ∈ F for some s ∈ Z
then

B
{[s)}
Z = {(i, j, [s)) : i, j ∈ Z}



On injective endomorphisms of the semigroup BF
Z 61

is a subsemigroup of BF
Z and by Proposition 5 of [7] the semigroup B

{[s)}
Z is isomorphic to the

extended bicyclic semigroup.

Remark 2. By Proposition 1 of [9] for any ω-closed family F of inductive subsets in P(ω) there
exists an ω-closed family F ∗ of inductive subsets in P(ω) such that [0) ∈ F ∗ and the semigroups
BF

Z and BF∗
Z are isomorphic. Hence without loss of generality we may assume that the family F 2

contains the set [0).

An endomorphism e of the semigroup BF2

Z is called a (0, 0, [0))-endomorphism if
(0, 0, [0))e = (0, 0, [0)).

Remark 3. Theorem 1 of [8] state that for every injective monoid endomorphism e of the monoid
BF2

ω only one of the following conditions holds:

(1) there exist a positive integer k and p ∈ {0, . . . , k − 1} such that e = αk,p, where the mapping
αk,p defined by the formula

(i, j, [0))αk,p = (ki, kj, [0)),

(i, j, [1))αk,p = (p+ ki, p+ kj, [1)),

i, j ∈ ω;

(2) there exist a positive integer k > 2 and p ∈ {1, . . . , k − 1} such that e = βk,p, where the
mapping βk,p defined by the formula

(i, j, [0))βk,p = (ki, kj, [0)),

(i, j, [1))βk,p = (p+ ki, p+ kj, [0)),

i, j ∈ ω.

For any integer k we define

BF2

Z (k, k, 0) = (k, k, [0)) ·BF2

Z · (k, k, [0)).

By Proposition 2 [9], BF2

Z (k, k, 0) is a subsemigroup of BF2

Z which is isomorphic to BF2

ω .
Fix an arbitrary positive integer k and any p ∈ {0, . . . , k − 1}. For all i, j ∈ Z we denote the

transformation αk,p of the semigroup BF2

Z in the following way

(i, j, [0))αk,p = (ki, kj, [0)),

(i, j, [1))αk,p = (p+ ki, p+ kj, [1)),

Lemma 1. For an arbitrary positive integer k and any p ∈ {0, . . . , k−1} the map αk,p is an injective
endomorphism of the semigroup BF2

Z .

Proof. By by Proposition 5 of [7] the subsemigroups B
{[0)}
Z and B

{[1)}
Z are isomorphic to the ex-

tended bicyclic semigroup. By Proposition of [12] we have that the restrictions of αk,p onto the
subsemigroups B

{[0)}
Z and B

{[1)}
Z are endomorphisms of B{[0)}

Z and B
{[1)}
Z , respectively. This im-

plies that for all i, j, s, t ∈ Z the following equalities hold

((i, j, [0)) · (s, t, [0)))αk,p = (i, j, [0))αk,p · (s, t, [0))αk,p,

((i, j, [1)) · (s, t, [1)))αk,p = (i, j, [1))αk,p · (s, t, [1))αk,p.
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For any i, j, p, q ∈ Z we have that

((i, j, [0)) · (s, t, [1)))αk,p =


(i+ s− j, t, (j − s+ [0)) ∩ [1))αk,p, if j < s;

(i, t, [0) ∩ [1))αk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [0) ∩ (s− j + [1)))αk,p, if j > s

=

=


(i+ s− j, t, [1))αk,p, if j < s;

(i, t, [1))αk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [0))αk,p, if j > s

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [1)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if j = s;

(ki, k(j + t− s), [0)), if j > s,

(i, j, [0))αk,p · (s, t, [1))αk,p = (ki, kj, [0)) · (p+ ks, p+ kt, [1)) =

=


(ki+ p+ ks− kj, p+ kt, (kj − p− ks+ [0)) ∩ [1)), if kj < p+ ks;

(ki, p+ kt, [0) ∩ [1)), if kj = p+ ks;

(ki, kj + p+ kt− p− ks, [0) ∩ (p+ ks− kj + [1))), if kj > p+ ks

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [1)), if kj < p+ ks;

(ki, p+ kt, [1)), if kj = p+ ks;

(ki, k(j + t− s), [0)), if kj > p+ ks

=

=



(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [1)), if kj < ks;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if kj = ks;

(ki, kt, [1)), if kj = p+ ks and p = 0;

vagueness, if kj = p+ ks and p ̸= 0;

(ki, k(j + t− s), [0)), if kj > ks

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [1)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if j = s;

(ki, k(j + t− s), [0)), if j > s,

and

((i, j, [1)) · (s, t, [0)))αk,p =


(i+ s− j, t, (j − s+ [1)) ∩ [0))αk,p, if j < s;

(i, t, [1) ∩ [0))αk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [1) ∩ (s− j + [0)))αk,p, if j > s

=

=


(i+ s− j, t, [0))αk,p, if j < s;

(i, t, [1))αk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [1))αk,p, if j > s

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if j = s;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [1)), if j > s,
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(i, j, [1))αk,p · (s, t, [0))αk,p = (p+ ki, p+ kj, [1)) · (ks, kt, [0)) =

=


(p+ ki+ ks− p− kj, kt, (p+ kj − ks+ [1)) ∩ [0)), if p+ kj < ks;

(p+ ki, kt, [1) ∩ [0)), if p+ kj = ks;

(p+ ki, p+ kj + kt− ks, [1) ∩ (ks− p− kj + [0))), if p+ kj > ks

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if p+ kj < ks;

(p+ ki, kt, [1)), if p+ kj = ks;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [1)), if p+ kj > ks

=

=



(k(i+ s− j), kt, [0)), if kj < ks;

(ki, kt, [1)), if p+ kj = ks and p = 0;

vagueness, if p+ kj = ks and p ̸= 0;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if kj = ks;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [1)), if kj > ks

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [1)), if j = s;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [1)), if j > s,

because p ∈ {0, . . . , k − 1}. Thus, αk,p is an endomorphism of the semigroup BF2

Z .

Fix an arbitrary positive integer k > 2 and any p ∈ {1, . . . , k− 1}. For all i, j ∈ Z we define the
transformation βk,p of the semigroup BF2

Z in the following way

(i, j, [0))βk,p = (ki, kj, [0)),

(i, j, [1))βk,p = (p+ ki, p+ kj, [0)).

It is obvious that βk,p is an injective transformation of the semigroup BF2

Z .

Lemma 2. For an arbitrary positive integer k > 2 and any p ∈ {1, . . . , k − 1} the map βk,p is an
injective endomorphism of the semigroup BF2

Z .

Proof. By by Proposition 5 of [7] the subsemigroups B
{[0)}
Z and B

{[1)}
Z are isomorphic to the ex-

tended bicyclic semigroup. By Lemma 3 of [12], the restriction of βk,p onto the subsemigroup B
{[0)}
Z

is an endomorphisms of B{[0)}
Z , and the restriction of βk,p onto the subsemigroup B

{[1)}
Z is a ho-

momorphisms of B{[1)}
Z into B

{[0)}
Z . This implies that for all i, j, s, t ∈ Z the following equalities

hold

((i, j, [0)) · (s, t, [0)))βk,p = (i, j, [0))βk,p · (s, t, [0))βk,p,
((i, j, [1)) · (s, t, [1)))βk,p = (i, j, [1))βk,p · (s, t, [1))βk,p.
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For any i, j, p, q ∈ Z we have that

((i, j, [0)) · (s, t, [1)))βk,p =


(i+ s− j, t, (j − s+ [0)) ∩ [1))βk,p, if j < s;

(i, t, [0) ∩ [1))βk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [0) ∩ (s− j + [1)))βk,p, if j > s

=

=


(i+ s− j, t, [1))βk,p, if j < s;

(i, t, [1))βk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [0))βk,p, if j > s

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if j = s;

(ki, k(j + t− s), [0)), if j > s,

(i, j, [0))βk,p · (s, t, [1))βk,p = (ki, kj, [0)) · (p+ ks, p+ kt, [0)) =

=


(ki+ p+ ks− kj, p+ kt, (kj − p− ks+ [0)) ∩ [0)), if kj < p+ ks;

(ki, p+ kt, [0) ∩ [0)), if kj = p+ ks;

(ki, kj + p+ kt− p− ks, [0) ∩ (p+ ks− kj + [0))), if kj > p+ ks

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [0)), if kj < p+ ks;

(ki, p+ kt, [0)), if kj = p+ ks;

(ki, k(j + t− s), [0)), if kj > p+ ks

=

=



(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [0)), if kj < ks;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if kj = ks;

(ki, kt, [0)), if kj = p+ ks and p = 0;

vagueness, if kj = p+ ks and p ̸= 0;

(ki, k(j + t− s), [0))), if kj > ks

=

=


(p+ k(i+ s− j), p+ kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if j = s;

(ki, k(j + t− s), [0)), if j > s,

and

((i, j, [1)) · (s, t, [0)))βk,p =


(i+ s− j, t, (j − s+ [1) ∩ [0))βk,p, if j < s;

(i, t, [1) ∩ [0))βk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [1) ∩ (s− j + [0)))βk,p, if j > s

=

=


(i+ s− j, t, [0))βk,p, if j < s;

(i, t, [1))βk,p, if j = s;

(i, j + t− s, [1))βk,p, if j > s

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if j = s;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [0)), if j > s,
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(i, j, [1))βk,p · (s, t, [0))βk,p = (p+ ki, p+ kj, [0)) · (ks, kt, [0)) =

=


(p+ ki+ ks− p− kj, kt, (p+ kj − ks+ [0)) ∩ [0)), if p+ kj < ks;

(p+ ki, kt, [0) ∩ [0)), if p+ kj = ks;

(p+ ki, p+ kj + kt− ks, [0) ∩ (ks− p− kj + [0))), if p+ kj > ks

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if p+ kj < ks;

(p+ ki, kt, [0)), if p+ kj = ks;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [0)), if p+ kj > ks

=

=



(k(i+ s− j), kt, [0)), if kj < ks;

(ki, kt, [0)), if p+ kj = ks and p = 0;

vagueness, if p+ kj = ks and p ̸= 0;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if kj = ks;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [0)), if kj > ks

=

=


(k(i+ s− j), kt, [0)), if j < s;

(p+ ki, p+ kt, [0)), if j = s;

(p+ ki, p+ k(j + t− s), [0)), if j > s,

because p ∈ {1, . . . , k − 1}. Thus, βk,p is an endomorphism of the semigroup BF2

Z .

Lemma 3. Let e be a (0, 0, [0))-endomorphism of the semigroup BF2

Z . Then there exists a non-
negative integer n such that (i, j, [0))e = (ni, nj, [0)) for all i, j ∈ Z.

Proof. By by Proposition 5 of [7] the subsemigroup B
{[0)}
Z is isomorphic to the extended bicyclic

semigroup. By Lemma 3 of [12], the restriction of the transformation e onto the subsemigroup B
{[0)}
Z

is an endomorphisms of B{[0)}
Z . Then Lemma 5 of [12] implies the statement of the lemma.

Theorem 1. Let e be an injective (0, 0, [0))-endomorphism of the semigroup BF2

Z . Then one of
the following conditions holds:

(1) there exist a positive integer k and p ∈ {0, . . . , k − 1} such that e = αk,p;

(2) there exist a positive integer k > 2 and p ∈ {1, . . . , k − 1} such that e = βk,p.

Proof. It is obvious that for any (i, j, [l)) ∈ BF2

Z , l = 0, 1, there exists a non-negative integer n such
that (i, j, [l)) ∈ BF2

Z (−n,−n, 0). This implies the equality

BF2

Z =
∪
n∈ω

BF2

Z (−n,−n, 0).

Also by the semigroup operation of BF2

Z for m,n ∈ ω we have that BF2

Z (−n,−n, 0) ⊆ BF2

Z (−m,−m, 0)

if and only if m > n.
Since e is an injective (0, 0, [0))-endomorphism of the semigroup BF2

Z , Lemma 3 implies that
there exists a positive integer k such that (i, j, [0))e = (ki, kj, [0)) for all i, j ∈ Z.

Fix an arbitrary positive integer n. By Proposition 2 [9], BF2

Z (−n,−n, 0) is a subsemigroup
of BF2

Z which is isomorphic to BF2

ω . This implies that the semigroups BF2

Z (−n,−n, 0) and
BF2

Z (0, 0, 0) are isomorphic. By Corollary 2 from [6] every automorphism of the semigroup BF2

ω is
the identity map, and hence every automorphism of the semigroup BF2

Z (0, 0, 0) is the identity map,
too.
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We define the isomorphism I−n
0 : BF2

Z (−n,−n, 0) → BF2

Z (0, 0, 0) by the formula

(i− n, j − n, [s))I−n
0 = (i, j, [s)),

for any positive integers i, j and s ∈ {0, 1}. The above arguments imply that so defined isomorphism
is unique. Hence we have that for any injective endomorphism e−n of the semigroup BF2

Z (−n,−n, 0)

there exists an injective endomorphism e0 of the semigroup BF2

Z (0, 0, 0) such that the following
diagram

BF2

Z (−n,−n, 0)
e−n //

I−n
0

��

BF2

Z (−n,−n, 0)

I−n
0

��

BF2

Z (0, 0, 0)
e0

//________ BF2

Z (0, 0, 0)

is commutative. Hence, by Remark 3 we have that for any injective endomorphism e−n of the
semigroup BF2

Z (−n,−n, 0) one of the following conditions holds:

(1) there exist a positive integer k and p ∈ {0, . . . , k − 1} such that e0 = αk,p;

(2) there exist a positive integer k > 2 and p ∈ {1, . . . , k − 1} such that e0 = βk,p.

If e0 = αk,p then

(i− n, j − n, [0))e−n = (((i− n, j − n, [0))I−n
0 )αk,p)(I

−n
0 )−1 =

= ((i, j, [0))αk,p)(I
−n
0 )−1 =

= (ki, kj, [0))(I−n
0 )−1 =

= (ki− n, kj − n, [0))

and

(i− n, j − n, [1))e−n = (((i− n, j − n, [1))I−n
0 )αk,p)(I

−n
0 )−1 =

= ((i, j, [0))αk,p)(I
−n
0 )−1 =

= (p+ ki, p+ kj, [1))(I−n
0 )−1 =

= (p+ ki− n, p+ kj − n, [1)),

for any positive integers i, j.
If e0 = βk,p then

(i− n, j − n, [0))e−n = (((i− n, j − n, [0))I−n
0 )βk,p)(I

−n
0 )−1 =

= ((i, j, [0))βk,p)(I
−n
0 )−1 =

= (ki, kj, [0))(I−n
0 )−1 =

= (ki− n, kj − n, [0))

and

(i− n, j − n, [1))e−n = (((i− n, j − n, [1))I−n
0 )βk,p)(I

−n
0 )−1 =

= ((i, j, [0))βk,p)(I
−n
0 )−1 =

= (p+ ki, p+ kj, [0))(I−n
0 )−1 =

= (p+ ki− n, p+ kj − n, [0)),
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for any positive integers i, j.
This completes the proof of the theorem.

3 On injective endomorphisms of the semigroup BF2

Z

Remark 4. 1. By Theorem 1 of [9] every (0, 0, [0))-automorphism of the semigroup BF2

Z is the
identity map.

2. For every integer s the map hs : B
F2

Z → BF2

Z , (i, j, [p)) 7→ (i+s, j+s, [q)), i, j ∈ Z, q ∈ {0, 1},
is an automorphism of the semigroup BF2

Z (Proposition 6 of [9]).

3. The map ã : BF2

Z → BF2

Z , (i, j, [p)) 7→ (i + q, j + q, [1 − q)), i, j ∈ Z, q ∈ {0, 1}, is an
automorphism of the semigroup BF2

Z (Lemma 2 of [9]), and moreover ã2 = h1.

Lemma 4. For any endomorphism e of the semigroup BF2

Z there exists an automorphism a of BF2

Z
such that (0, 0, [0))e = (0, 0, [0))a. Moreover, a = ã2s = hs in the case when (0, 0, [0))e = (s, s, [0)),
and a = ã2s+1 = hsã in the case when (0, 0, [0))e = (s, s, [1)) for some integer s.

Proof. Since any homomorphic image of an idempotent is again an idempotent, by Lemma 1 of [7]
there exist an integer s and q ∈ {0, 1} such that (0, 0, [0))e = (s, s, [q)). Simple verifications and
Remark 4 imply that (0, 0, [0))ã2s = 0, 0, [0)) = (s, s, [0)) and (0, 0, [0))ã2s+1 = (0, 0, [0))(hsã) =

(s, s, [1)).

Theorem 2. For any endomorphism e of the semigroup BF2

Z there exist a (0, 0, [0))-endomorphism
e0 of BF2

Z and an automorphism a of BF2

Z such that e = e0a. Moreover, e = e0ã
2s = e0hs in the

case when (0, 0, [0))e = (s, s, [0)), and e = e0ã
2s+1 = e0hsã in the case when (0, 0, [0))e = (s, s, [1))

for some integer s.

Proof. By Lemma 4 there exists an automorphism a of the semigroup BF2

Z such that (0, 0, [0))e =

(0, 0, [0))a. Then the product ea−1 is a (0, 0, [0))-endomorphism of BF2

Z . Let be e0 = ea−1. Since
for an arbitrary monoid S every right translation ρu : S → S, s 7→ su on an element of the group
of units of S is a bijective map, we conclude that the equality e0 = ea−1 implies that e = e0a. The
last statement follows from the second statemnet of Lemma 4.

Since the composition of two injective maps is an injective map, Theorems 1 and 2 imply the
following theorem, which describes the structure of all injective endomorphisms of the semigroup
BF2

Z .

Theorem 3. For any injective endomorphism e of the semigroup BF2

Z there exist an injective
(0, 0, [0))-endomorphism e0 of BF2

Z and an automorphism a of BF2

Z such that e = e0a. Moreover,
e = e0ã

2s = e0hs in the case when (0, 0, [0))e = (s, s, [0)), e = e0ã
2s+1 = e0hsã in the case when

(0, 0, [0))e = (s, s, [1)) for some integer s, and one of the following conditions holds:

(1) there exist a positive integer k and p ∈ {0, . . . , k − 1} such that e0 = αk,p;

(2) there exist a positive integer k > 2 and p ∈ {1, . . . , k − 1} such that e0 = βk,p.
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Ми описуємо iн’єктивнi ендоморфiзми напiвгрупи BF2

Z з двоелементною сiм’єю F 2

iндуктивних непорожнiх пiдмножин у ω. Зокрема, доводимо, що кожний iн’єктивний ен-
доморфiзм e напiвгрупи BF2

Z зображається у виглядi e = e0a, де e0 – iн’єктивний (0, 0, [0))-
ендоморфiзм i a – автоморфiзм a напiвгрупи BF2

Z . Також ми описуємо усi iн’єктивнi
(0, 0, [0))-ендоморфiзми e0 напiвгрупи BF2

Z , тобто такi, що (0, 0, [0))e0 = (0, 0, [0)).
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DOI: https://doi.org/10.31861/bmj2025.02.08

Малик I.В., Iвасюк Р.В.

ОЦIНКА ПАРАМЕТРIВ НЕОДНОРIДНИХ ПРИХОВАНИХ

НАПIВМАРКIВСЬКИХ МОДЕЛЕЙ

Стаття присвячена дослiдженню неоднорiдних прихованих напiвмарковських моделей,
запропоновано методику оцiнювання параметрiв у випадку, коли змiна розподiлiв часу
перебування у станах та матриць ймовiрностей переходiв є обмеженою за часом.

Отриманi результати дозволяють застосовувати модель для опису систем зi змiнною
структурою. Запропонована методика може бути використаною в задачах аналiзу часових
рядiв зi структурними змiнами, а також для задач оптимального керування стохастичних
систем, де важливим є врахування змiн у поведiнцi процесу впродовж часу.

Ключовi слова i фрази: неоднорiднi прихованi напiвмарковськi моделi, стохастичне
моделювання.
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Вступ

У роботi Yu S.-Z. [1] розглянуто прихованi напiвмарковськi моделi як розширення класи-
чних прихованих марковських моделей шляхом введення явного розподiлу тривалостi станiв.
Це дозволяє моделювати неоднорiднi процеси, де часовi iнтервали мiж подiями не є експо-
ненцiйно розподiленими. Автор систематизував рiзнi пiдходи до побудови таких моделей та
модифiкував алгоритм forward–backward для їхньої реалiзацiї. У роботi [1] розширено класи-
чну приховану марковську модель, вводячи змiнну θt — тривалiсть перебування системи у
прихованому станi Yt. Нехай Xt позначає спостереження в момент часу t, тодi повна ймовiр-
нiсть моделi задається як

P (Xt, Yt, θt) = P (Yt | Yt−1)P (θt | Yt)P (Xt | Yt, θt),

де P (θt | Yt) описує довiльний невiд’ємний розподiл тривалостi часу перебування в станах. Це
усуває експоненцiйне припущення класичної моделi.

Dong i He [2] запропонували сегментальну модифiкацiю HSMM (Segmental HSMM), орiєнто-
вану на аналiз часових процесiв у технiчних системах. Модель дозволяє одночасно враховувати
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час перебування в станах i характеристику кожного сегмента, що забезпечує кращу точнiсть
дiагностики та прогнозування деградацiйних процесiв. Оцiнка параметрiв виконувалася за до-
помогою EM-алгоритму. В данiй роботi послiдовнiсть замiрiв процесу подiляється на сегменти
Xts:ts+1 , що вiдповiдають одному стану Ys iз тривалiстю θs. Ймовiрнiсть спостережень для
кожного сегмента подається у виглядi функцiї правдоподiбностi

L =

S∏
s=1

P (Xts:ts+1 | Ys, dθs),

що забезпечує гнучке моделювання перехiдних процесiв у часi.
У роботi [3] застосовано HSMM для статистичного синтезу мовлення, де модель забезпе-

чує керування тривалiстю фонем i плавнiсть змiни акустичних параметрiв. На вiдмiну вiд
HMM, HSMM дозволяє явно враховувати часову структуру сигналу, що пiдвищує природнiсть
синтезованого мовлення. Оптимiзацiя здiйснювалась через модифiкований EM-процес. Авто-
ри застосували HSMM у задачi синтезу мовлення, де Xt — вектор спектральних коефiцiєнтiв
звуку, що моделюється гаусiвським розподiлом

P (Xt | Yt) ∼ N (Xt;µt,Σt),

а параметри µt та Σt вiдповiдають середнiм та коварiацiйним матрицям для кожного стану
Yt. Такий пiдхiд дозволяє точно вiдтворювати динамiку мовного сигналу.

Guedon [4] розробив метод оцiнювання параметрiв HSMM для дискретних послiдовностей
спостережень. Його пiдхiд дозволяє працювати з довiльними, у тому числi непараметрични-
ми, розподiлами тривалостi станiв. Це забезпечує можливiсть моделювання складних або не-
регулярних процесiв, де стандартнi HMM неефективнi. Тут розглянуто оцiнку прихованих
напiвмарковських процесiв, у яких розподiл тривалостi fθ(θt) визначається непараметрично.
Функцiя правдоподiбностi моделi записується наступним чином

P (X | θ) =
∑
Z

∏
t

fθ(θt)P (Xt | Yt),

що робить оцiнку часу перебування в станах гнучкiшою порiвняно з фiксованими розподiлами.
Автори роботи [5] використали HSMM для опису фiнансових часових рядiв, особливо для

моделювання змiн мiж режимами високої та низької волатильностi. Завдяки урахуванню три-
валостi ринкових фаз HSMM краще вiдтворюють статистичнi властивостi даних, нiж HMM.
Параметри моделi оцiнювалися методом максимальної правдоподiбностi. В роботi дослiджено
застосування HSMM до фiнансових часових рядiв, моделюючи тривалостi θt гамма-розподiлом:

P (θt | Yt) ∼ Gamma(αYt , βYt),

де параметри (αYt , βYt) визначають форму та масштаб розподiлу для кожного стану. Це до-
зволяє вiдтворювати довгi або короткi фази волатильностi на ринку.

У роботi [6] здiйснено систематичний огляд дослiджень, присвячених HMM i HSMM, зосе-
реджуючись на їхнiх модифiкацiях та практичних застосуваннях. Автори пiдкреслюють, що
неоднорiднi та узагальненi версiї HSMM активно використовуються у рiзних галузях — вiд бiо-
iнформатики до фiнансового аналiзу — завдяки їхнiй здатностi вiдображати складну часову
структуру даних. Повна ймовiрнiсть моделi має вигляд

P (X,Z, θ) =
∏

θtP (Yt | Yt−1)P (θt | Yt, Xt)P (Xt | Yt),
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що описує неоднорiднi та контекстно залежнi процеси.
У роботi [7] представлено узагальнений огляд прихованих марковських моделей (HMM)

та байєсiвських мереж, показавши, як обидва пiдходи можна iнтерпретувати через структуру
графових залежностей. Автор розглянув методи оцiнювання параметрiв, зокрема алгоритм
максимальної правдоподiбностi на основi EM-процедури, та продемонстрував застосування
HMM у задачах розпiзнавання мовлення, бiоiнформатики та часових рядiв. Ця робота стала
фундаментальною для розвитку iдей застосування HMM для бiльш складних байєсiвських
моделей. На вiдмiну вiд iнших робiт, у данiй роботi представлено класичну HMM як окремий
випадок байєсiвської мережi, у якiй спостереження Xt генеруються з прихованих станiв Yt за
ймовiрнiстю

P (Xt, Yt) = P (Yt | Yt−1)P (Xt | Yt).

Така структура закладає основу для побудови складнiших моделей, зокрема HSMM та їхнiх
байєсiвських версiй.

Scott [8] запропонував байєсiвськi методи для оцiнювання прихованих марковських моде-
лей, у яких усi параметри, включно з кiлькiстю станiв, розглядаються як випадковi змiннi.
Автор використовує алгоритми симплiфiкацiї за Гiббсом та методи Монте-Карло марковських
ланцюгiв для отримання апостерiорних розподiлiв. Такий пiдхiд дозволяє оцiнити апрiорну
iнформацiю та уникнути проблеми переобчислення при рiзних розмiрах моделi. Параметри
λ = (A,B, π) оцiнюються не через ММП, а через апостерiорний розподiл

P (λ | X) ∝ P (X | λ)P (λ),

який апроксимується методами зазначеними вище, що вiдрiзняє цей пiдхiд вiд частотного
аналiзу Ghahramani.

Ryden i Titterington [9] розвинули iдею байєсiвського оцiнювання HMM, застосувавши
стрибковi методи Монте-Карло марковських ланцюгiв (JumpMarkov Chain Monte Carlo, JMCMC).
Їхнiй пiдхiд забезпечує оцiнку структури моделi (кiлькостi станiв) та параметрiв переходiв у
рамках єдиного алгоритму. Це дослiдження стало ключовим кроком до iнтеграцiї байєсiвських
методiв у динамiчне моделювання прихованих процесiв. Автори застосували JMCMC, де стан
моделi може змiнюватися разом iз кiлькiстю прихованих станiв K, тобто при переходi мiж
моделями використовується крок

P (K ′ | K)P (θK′ | K ′),

що забезпечує байєсiвське порiвняння моделей рiзної розмiрностi.

1 Постановка задачi

Як було зазначено у вступi, основнi роботи в напрямку прихованих моделей ґрунтуються
на припущеннi однорiдностi в часi, тобто незмiнностi ймовiрнiсних характеристик розгляну-
тих систем. Дане припущення являється корисним iз декiлькох причин: по-перше, з точки
зору оцiнки параметрiв, дане припущення являється ефективним, оскiльки при оцiнцi пара-
метрiв використовуються асимптотичнi методи оцiнки, тобто при збiльшеннi розмiру вибiрки
точнiсть оцiнок лише зростає; по-друге дане припущення спрощує оцiнку параметрiв, оскiль-
ки непотрiбно оцiнювати точки змiни (у випадку кусково-сталих параметрiв) або визначення
правила змiни для параметрiв у випадку неперервної змiни.
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Розглянемо випадковий процес (τt, Xt, Yt), t ≥ 0, де τt — моменти змiни випадкових про-
цесiв (Xt, Yt), t ≥ 0, причому надалi будемо вважати, що справедливе наступне представлення
для моментiв змiни τt:

τ0 = 0, τt = τt−1 + θt,

де θt — час перебування у станах для t-ї змiни процесу (Xt, Yt), причому θt має розподiл
F (t); Xt ∈ X = {s1, ..., sn} — прихований дискретний ланцюг Маркова, що описує динамiку
прихованого процесу та визначається матрицею перехiдних ймовiрностей

A(t) = (a
(t)
ij )i,j∈X′ ,

a
(t)
ij = P (Xt = j|Xt−1 = i), t ≥ 1, (1)

де Yt ∈ Y = {o1, ..., oM} — видимий процес, умовнi розподiли якого визначаються на основi
процесу Xt згiдно спiввiдношення

B(t) = (b
(t)
ij )i∈X,j∈Y′ ,

b
(t)
ij = P (Yt = j|Xt = i), t ≥ 1. (2)

Таким чином, розглянутий вище неоднорiдний прихований напiвмарковський процес опи-
сується набором параметрiв

λ = {F (t), π, A(t), B(t)}, t ≥ 1, (3)

де π — початковий розподiл процесу Xt, тобто

πi = P (X0 = i), i ∈ X.

Зрозумiлим є той факт, що вiдсутнiсть однорiдностi по часу параметрiв (F (t), A(t), B(t)) для
(4) ускладнює саму задачу оцiнки параметрiв iз наступних причин:

• За умови вiдсутностi однорiдностi параметрiв потрiбно робити додатковi припущення
щодо природи змiн (F (t), A(t), B(t)).

• Алгоритми оцiнки параметрiв [10] та алгоритми оцiнки оптимальної динамiки прихо-
ваного ланцюга [11] розрахованi на однорiдний випадок. Тому для оцiнки параметрiв
неоднорiдної моделi слiд розбивати вибiрку на пiдвибiрки за часом та проводити набли-
ження неперервних параметрiв бiльш простими характеристиками, наприклад, кусково-
сталими функцiями. В результатi такого припущення знижується точнiсть оцiнки пара-
метрiв моделi λ (3).

У данiй роботi розглянемо оцiнку параметрiв неоднорiдного прихованого напiвмарковсько-
го процесу iз обмеженнями на швидкiсть змiни параметрiв моделi (3). Умову обмеженостi змiни
параметрiв λ (3) моделi будемо визначати у наступному виглядi:

max
0≤t<s≤T

dD
(
F (t), F (s)

)
≤ ε,

max
0≤t<s≤T

[
dM
(
A(t), A(s)

)
+ dM

(
B(t), B(s)

) ]
≤ ε,

(4)

де метрики в просторi функцiй розподiлу та просторi матриць будемо визначати наступним
чином:

dD(F,G) = sup
x∈R+

|F (x)−G(x)|,
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dM (K,L) = ||K − L||L∞ = max
i,j
|Kij − Lij |.

У цьому випадку, оптимiзацiйна задача оцiнки параметрiв неоднорiдної прихованої напiв-
марковської моделi визначається наступним чином:

L(λ; y1:T )→MAX, (5)

де L(λ; y1:T ) — функцiя правдоподiбностi для процесу (τt, Xt, Yt), тобто

L(λ; y1:T ) =

P (X0 = x0)
T−1∏
t=1

P (Xt+1 = xt+1|Xt−1 = xt)P (Yt+1 = yt+1|Xt+1 = xt+1) =

π0

T−1∏
t=1

atxt,xt+1
btxt+1,yt+1

. (6)

Як можна бачити з рiвняння (6), процес знаходження розв’язку цiлком аналогiчний класично-
му пошуку оптимальних параметрiв. Проте в даному випадку, процес являється неоднорiдним,
отже для розв’язання задачi необхiдно розбивати вихiдний iнтервал [0, T ] на пiдiнтервали, ви-
користовуючи моменти розбиття τn.

2 Алгоритм оцiнки

У загальному випадку, задачу, описану вище, складно розв’язати, оскiльки оптимiзацiйна
задача (5) для оцiнки параметрiв λ (3) не являться задачею опуклого програмування. Для
спрощення самої задачi пошуку оптимальних параметрiв (5) за умов (4) зробимо ще два до-
датковi припущення:

• час перебування в станi дозволяє в середньому отримати достатню велику вибiрку для
оцiнки параметрiв моделi, тобто

Eθn ≥ N, (7)

де через N будемо визначати необхiдну кiлькiсть замiрiв на одному iнтервалi неперерв-
ностi параметрiв (A(t), B(t));

• Змiна параметрiв вiдбувається поступово, тобто перевiряються лише параметри на сусi-
днiх iнтервалах. Дану умову можна записати у наступному виглядi

max
0≤t<T

dD
(
F (t), F (t+1)

)
≤ ε,

max
0≤t<T

[
dM
(
A(t), A(t+1)

)
+ dM

(
B(t), B(t+1)

) ]
≤ ε.

(8)

Умови, визначенi вище не лише забезпечують кускову сталiсть розглянутого процесу (τt, Xt, Yt),
а i дозволяють розглядати бiльш ширший дiапазон параметрiв. Основною проблему при ана-
лiзi проблеми оптимiзацiї (5) за умов (7), (8) являється проблематика визначення моментiв
переключення системи τn, оскiльки значення прихованого процесу Xt – невiдомi та оцiнюю-
ться на основi оптимiзацiї.

Розглянемо для оцiнки параметрiв λ наступний алгоритм.
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1 Оцiнка параметрiв λ для однорiдного процесу (X̂t, Ŷt), що визначається параметрами
(π, Â, B̂).

2 Оцiнка моментiв переключення τn на основi оцiнених значень прихованого ланцюга Мар-
кова Xt = x̂t з попереднього пункту.

3 Перевiрка виконання умови (7). Якщо умова (7) виконується, то переходимо пункту 5,
в iншому випадку – до п. 4.

4 Нехай i1, ..., ik – iндекси iнтервалiв, для яких не виконується умова (7) або (8). Для цих
iнтервалiв визначимо сусiднiй iнтервал, який мiстить мiнiмальне значення замiрiв, тобто

iuj = argmin{|τij−1 − τij−2|, |τij+1 − τij |}.

Пiсля переобчислення iнтервалiв, повертаємося до кроку 3.

5 Оцiнюємо параметри λ на основi оптимiзацiйної задачi (5), використовуючи байєсiвський
метод або алгоритм Вiтербi. Перевiряємо умови (7) або (8). Якщо умови виконанi, то
виходимо з алгоритму, в iншому випадку – переходимо до кроку 4.

Приклад моделювання неоднорiдного напiвмарковського процесу

У якостi iлюстрацiї роботи запропонованої методики проведено моделювання неоднорi-
дного прихованого напiвмарковського процесу з дискретним простором станiв S = {1, 2, 3}
та алфавiтом емiсiй розмiру M = 4. Горизонт моделювання становить T = 600 дискретних
крокiв, iстиннi моменти змiни параметрiв задано наступними точками змiн

T = [0, 200, 380, T ],

що вiдповiдає трьом кусково-сталим iнтервалам на часовiй осi. Таким чином, моменти пере-
бування однорiдностi системи мають наступнi часовi iнтервали

[0, 200), [200, 380), [380, 600].

Для моделювання матрицi переходiв A(t) та матрицi емiсiй B(t) використаємо пiдхiд, реа-
лiзований у роботi [10]. Визначимо основнi параметри на iнтервалах сталостi: для сегменту
t ∈ [1, 200]:

B(1) =

0.60 0.20 0.15 0.05

0.10 0.70 0.10 0.10

0.25 0.25 0.25 0.25

 ,

для сегменту t ∈ [201, 380]:

B(2) =

0.20 0.20 0.20 0.40

0.05 0.90 0.02 0.03

0.40 0.20 0.20 0.20

 ,

для сегменту t ∈ [381, 600]:

B(3) =

0.30 0.30 0.20 0.20

0.20 0.20 0.20 0.40

0.05 0.15 0.60 0.20

 .
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Для визначення перехiдних ймовiрностей A(t), B(t) використаємо поняття iнтенсивностей
переходiв – Табл. 1, яке часто зустрiчається в теорiї систем масового обслуговування. Задамо
iнтенсивностi переходiв мiж станами для даного прикладу, що задаються задаються функцiєю
тривалостi перебування θ ∈ N у станi

λij(θ) = exp
(
αijθ + βij ln(d+ 1) + γij

)
,

де αij , βij , γij ∈ R — параметри для переходу i → j. Процес iнiцiалiзовано у станi i1 = 1 з
початковою тривалiстю θ1 = 1. Параметри моделi пiдiбрано так, щоб забезпечити рiзнi режими
переходiв та чiтко виражену неоднорiднiсть у часi, тобто залежнiсть матриць A(t), B(t) вiд часу.

Табл. 1: Iстиннi параметри iнтенсивностей переходiв λij(d).
Перехiд i→ j αij βij γij

1→ 1 0.80 1.15 0

1→ 2 1.20 1.05 0.01

1→ 3 1.00 1.10 0.02

2→ 1 0.90 1.25 0.01

2→ 2 0.70 1.20 0

2→ 3 1.10 1.30 0.015

3→ 1 1.00 1.05 0.02

3→ 2 0.95 1.10 0.01

3→ 3 0.85 1.20 0

Алгоритм генерацiї траєкторiї напiвмарковського процесу реалiзовано у середовищi Python.
Для кожного моменту часу t виконується така послiдовнiсть:

1. Для поточного стану it i тривалостi θt обчислюються iнтенсивностi переходiв λitj(θt) для
всiх j 6= it та нормалiзуються iнтенсивностi для всiх iнших станiв:

pitj(θt) =
λitj(θt)∑

k 6=it
λitk(θt)

.

2. Наступний стан it+1 генерується випадково згiдно з розподiлом {pitj}.

3. Тривалiсть перебування в станi оновлюється згiдно наступного правила.

θt+1 =

{
θt + 1, it+1 = it,

1, it+1 6= it.

Оцiнювання виконувалося на змодельованiй траєкторiї довжиною T = 600. Отриманi оцiн-
ки демонструють коректне вiдтворення кусково-сталих структур параметрiв: всерединi ко-
жного iнтервалу похибки є малими, тодi як у околi точок змiни параметрiв спостерiгаються
характернi транзiєнтнi вiдхилення.

Розглянемо моделювання даної системи. На Рис. 1 вiдображено траєкторiю процесу Yt, t ∈
[0, 600]. Як ми можемо бачити iз даного рисунку, при переходi через точки τi вiдбувається
змiна структури самої системи.
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Рис. 1: Послiдовнiсть спостережень

Рис. 2: Похибки оцiнювання параметрiв з наступними довжинами iнтервалiв
[42, 35, 37, 32, 78, 75, 38, 45, 68, 33, 117] при N = 30

На Рис. 2 вiдображено рiзницю мiж параметрами однорiдної та неоднорiдної системи. З
цього рисунку можна зробити висновок, що параметри прихованого ланцюга Маркова Xt яв-
ляються бiльш стiйкими при переходi вiд однорiдного до неоднорiдного випадку, з iншого боку
для матрицi переходу B(t) данi вiдмiнностi являються бiльш суттєвими.

У результатi роботи алгоритму сегментацiї та оцiнювання параметрiв було отримано такi
значення. Моменти роздiлення, визначенi процедурою кластеризацiї параметрiв, становлять
0, 200, 380 та 600, що узгоджується з поведiнкою iстинної моделi. На кожному з iнтервалiв
оцiненi параметри демонструють стабiльну збiжнiсть. Оцiнена матриця переходiв для одно-
рiдного випадку має наступний вигляд

Ahom =

0.70 0.15 0.15

0.15 0.70 0.15

0.15 0.15 0.70

 ,

тодi як емiсiйна матриця для цього ж однорiдного випадку буде такою

Bhom =

0.4762 0.2381 0.0952 0.1905

0.0025 0.0025 0.0025 0.0025

0.0025 0.0025 0.0025 0.0025

 .
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Порiвняння з iстинними значеннями B показує найбiльшi вiдхилення у другому та третьо-
му рядках, що вiдображено у матрицi похибок Bseg −B. Алгоритм сформував 30 початкових
локальних сегментiв, якi пiсля фiльтрацiї та злиття коротких iнтервалiв були агрегованi до
11 фiнальних сегментiв довжинами [42, 35, 37, 32, 78, 75, 38, 45, 68, 33, 117]. Отриманi результати
пiдтверджують коректнiсть виявлення змiн параметрiв моделi та узгодженiсть оцiнених хара-
ктеристик iз глобальною динамiкою процесу.

Висновки

Основною метою роботи являється створення алгоритму оцiнки параметрiв неоднорiдної
прихованої напiвмарковської моделi, для якої має мiсце кусково стала структура параметрiв
iз одночасною змiною трьох основних параметрiв системи – часу перебування в станах F (t),
матрицi переходу для прихованого ланцюга Маркова Xt та ймовiрностей переходiв для Yt.
Проведене експериментальне дослiдження пiдтверджує, що реалiзований алгоритм адекватно
вiдтворює часову неоднорiднiсть параметрiв прихованої напiвмарковської моделi та забезпечує
стiйкi оцiнки параметрiв λ (3) iз заданою точнiстю ε. Методика може бути використана для
розробки адаптивних процедур керування та подальшої байєсiвської оцiнки параметрiв напiв-
марковських процесiв.

В наступних роботах в цьому напрямку планується розглянути бiльш загальний випадок,
який характеризується сумiсним розподiлом режимiв для матрицi A(t) та B(t). Данi дослiдже-
ння дозволять бiльш глибоко розумiти природу неоднорiдних прихованих моделей.
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The article is devoted to the study of nonhomogeneous hidden semi-Markov models, and
proposes a methodology for estimating parameters in the case where the change of state sojourn
time distributions and transition probability matrices is time-limited.

The obtained results allow the model to be applied to the description of systems with time-
varying structure. The proposed methodology can be used in time series analysis tasks with
structural changes, as well as in optimal control problems for stochastic systems where it is
important to account for changes in the process behavior over time.
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DOI: https://doi.org/10.31861/bmj2025.02.09

Bandura A.I., Kryshtopa L.I., Mazur T.M., Ivasiv N.V., Skaskiv O.B.

GROWTH AND EXISTENCE OF ANALYTIC IN A BIDISC FUNCTIONS OF

BOUNDED L-INDEX IN JOINT VARIABLES

We obtained growth estimates for bivariate functions which are analytic in the unit bidisc
and have bounded L-index in joint variables. The positive continuous function L(z1, z2) =

(l1(z2, z2), l2(z1, z2)) satisfies additional behavior condition: for every point z = (z1, z2) belong-
ing the unit bidisc D2 the appropriate value of the function lj at this point is greater than the re-
ciprocal to 1−|zj | multiplied by β, i.e. lj(z) > β/(1− |zj |) for each j ∈ {1, 2} and some constant
β > 1. Also we prove that for every analytic functions in the unit bidisc with bounded multiplci-
ities of zero points there exists a positive continuous function L(z1, z2) = (l1(z2, z2), l2(z1, z2))

providing boundedness of the L-index in joint variables for primary analytic function.
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1 Introduction

Theory of analytic functions in the unit bidisc having bounded L-index in joint variables was
deeply developed by N.V. Petrechko with her co-authors A.I. Bandura and O.B. Skaskiv [2, 3, 6].
Moreover, there was proposed some application [11] of this theory to analytic solutions of linear
higher order system of partial differential equations. But there are some early announced results at
conferences in Chernivtsi University [9] which were not published with full proofs. This paper fills
the indicated gap and presents existence theorem and growth estimates for this class of functions.

We consider two-dimensional complex space C2. Denote R+ = [0,+∞), 0 = (0, 0) ∈ R2
+,

1 = (1, 1) ∈ R2
+, 11 = (1, 0), 12 = (0, 1), R = (r1, r2) ∈ R2

+, z = (z1, z2) ∈ C2. For A = (a1, a2) ∈ R2,

B = (b1, b2) ∈ R2 we will use formal notations without violation of the existence of these expressions

AB = (a1b1, a2b2), A/B = (a1/b1, a2/b2), b1 ̸= 0, b2 ̸= 0, AB = ab11 ab22 , b ∈ Z2
+,
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and the notation A < B means that aj < bj , j ∈ {1, 2}; the relation A ≤ B is defined similarly. For
K = (k1, k2) ∈ Z2

+ denote ∥K∥ = k1 + k2, K! = k1!k2!.

The bidisc {z ∈ C2 : |zj − z0j | < rj , j = 1, 2} is denoted by D2(z0, R) and the closed bidisc
{z ∈ C2 : |zj − z0j | ≤ rj , j = 1, 2} is denoted by D2[z0, R], its skeleton is denoted by T2(z0, R) =

{z ∈ C2 : |z1| = |z2| = 1}, D2 = D2(0,1), D = {z ∈ C : |z| < 1},where z0 = (z01 , z
0
2). For p, q ∈ Z+

and the partial derivative ∂p+qF (z1,z2)
∂zp1∂z

q
2

of analytic function F (z) in D2 we will use the notation

F (p,q)(z) = F (p,q)(z1, z2) :=
∂p+qF (z1, z2)

∂zp1∂z
q
2

.

Let L(z) = (l1(z), l2(z)), where lj(z) : D2 → R+ is a continuous function such that

(∀z ∈ D2) : lj(z) > β/(1− |zj |), j ∈ {1, 2}, (1)

and β > 1 is some constant. M.M. Sheremeta [14], V.O. Kushnir [10] imposed a similar condition
for a function l : D → R+ and l : G → R+, where G is arbitrary domain in C. A.I. Bandura and
O.B. Skaskiv [1] used the similar condition to consider analytic functions in the unit ball of bounded
L-index in joint variables.

An analytic function F : D2 → C [2, 3, 6] is called a function of bounded L-index (in joint
variables), if there exists n0 ∈ Z+ such that for all z = (z1, z2) ∈ D2 and for all (p1, p2) ∈ Z2

+

1

p1!p2!

|F (p1,p2)(z)|
lp11 (z)lp22 (z)

≤ max

{
1

k1!k2!

|F (k1,k2)(z)|
lk11 (z)lk22 (z)

: 0 ≤ k1 + k2 ≤ n0

}
. (2)

The least such integer n0 is called the L-index in joint variables of the function F (z) and is denoted
by N(F,L,D2) = n0.

We need some additional notations from [3]. By Q(D2) we denote the class of functions L, which
satisfy condition (1) and the following characteristics are finite:

(∀rj ∈ [0, β], j ∈ {1, 2}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) < ∞, where

λ1,j(R)= inf
z0∈D2

inf
{

lj(z)
lj(z0)

: z∈D2
[
z0, R/L(z0)

]}
, λ2,j(R)= sup

z0∈D2

sup
{

lj(z)
lj(z0)

: z∈D2
[
z0, R/L(z0)

]}
.

For an analytic function F in the unit bidisc we put M(R, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈ T2(z0, R)}.
Then M(R, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈ D2[z0, R]}, because the maximum modulus for analytic
function in a closed polydisc is attained on its skeleton.

We will use the following statement.

Theorem 1 ([3]). Let L ∈ Q(D2). If an analytic function F in the unit bidisc D2 has bounded
L-index in joint variables, then for any R′, R′′ ∈ R2

+, 0 < R′ < R′′ ≤ (β, β) there exists p1 =

p1(R
′, R′′) ≥ 1 such that for every point z0 ∈ D2 one has

M
(
R′′/L(z0), z0, F

)
≤ p1M

(
R′/L(z0), z0, F

)
. (3)

2 Growth of analytic in a bidisc functions of bounded L-index in joint
variables

At first, we will prove the following lemma.
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Lemma 1. If L ∈ Q(D2), then for every j ∈ {1, 2} and for any fixed z∗ ∈ D2 one has |zj |lj(z∗ +
zj1j) → ∞ as |z∗j + zj | → 1− 0.

Proof. Taking into account (1), for j ∈ {1, 2} we obtain such an estimate

lj(z
∗ + zj1j) ≥

β

1− |z∗j + zj |
→ +∞

as |z∗j + zj | → 1− 0.

For growth estimates of analytic in a bidisc functions of bounded L-index in joint variables we
suggest that L(z) = (l1(|z1|, |z2|), l2(|z1|, |z2|)) and for all z ∈ D2, j ∈ {1, 2}

lj(|z1|, |z2|) >
β

1− |zj |
, (4)

where β > 1 is some constant. For simplicity we will denote M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)},
where R = (r1, r2) < (1, 1). Also the following notation β = (β, β) will be used. The growth
estimates of various classes of holomorpic functions of several complex variables can be found [4, 5].
The following result was presented only in the dissertation of Petrechko N.V. [12].

Theorem 2. Let L ∈ Q(B2) and L(z) = (l1(|z1|, |z2|), l2(|z1|, |z2|)) satisfies (4). If an analyitc in
the bidisc D2 function F has bounded L-index in joint variables, then

lnM(F,R)=O

(
min

{∫ r1

0
l1(t, r2)dt+

∫ r2

0
l2(r

0
1, t)dt;

∫ r2

0
l1(r1, t)dt+

∫ r2

0
l2(t, r

0
2)dt

})
as r1 → 1− 0, r2 → 1− 0, R0 = (r01, r

0
2) are fixed radii.

Proof. Let R > 0, R < 1, and z∗ ∈ T2(0, R+ β
L(R)) be a point such that

|F (z∗)| = max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

β

L(R)

)}
.

Let us denote z0 = z∗R
R+β/L(R) . Then

|z0j − z∗j | =

∣∣∣∣∣∣ z∗j rj

rj +
β

lj(R)

− z∗j

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣z

∗
jβ/lj(R)

rj +
β

lj(R)

∣∣∣∣∣∣ = β

lj(R)
and

L(z0)=L

(
z∗R

R+ β/L(R)

)
=L

(
(R+ β/L(R))R

R+ β/L(R)

)
=L(R).

We consider two sceletons T2(z0, 1
L(z0)

) and T2(z0, β
L(z0)

). By Theorem 1 there exists p1 = p1(1,β) ≥
1 such that (3) is valid for R′ = 1, R′′ = β, i.e.

max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

β

L(R)

)}
= |F (z∗)| ≤ max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,

β

L(R)

)}
=

= max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,

β

L(z0)

)}
≤ p1max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,

1

L(z0)

)}
≤

≤ p1max

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

1

L(R)

)}
. (5)
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The function ln+max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} is a convex function in the variables ln r1, ln r2 (see
[13, p. 84 ]). Then the function admits the representation

ln+max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} − ln+max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R+ (r01 − r1)11)} =

∫ r1

r01

A1(t, r2)

t
dt,

(6)

ln+max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} − ln+max{|F (z)| : z ∈ T2(0, R+ (r02 − r2)12)} =

∫ r2

r02

A2(r1, t)

t
dt

(7)

for any 0 < r0j ≤ rj , j ∈ {1, 2}, where the functions A1(t, r2), A2(r1, t) are positive non-decreasing
functions in the variable t.

Using (5), we establish

ln p1 ≥ lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

β

L(R)

)}
− lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

1

L(R)

)}
=

= lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

β

L(R)

)}
− lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

1+ (β − 1)12
L(R)

)}
+

lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

1+ (β − 1)12
L(R)

)}
− lnmax

{
|F (z)| : z ∈ T2

(
0, R+

1

L(R)

)}
=

=

∫ r1+β/(l1(R))

r1+1/l1(R)

1

t
A1

(
t, r2 +

β

l2(R)

)
dt+

∫ r2+β/(l2(R))

r2+1/l2(R)

1

t
A2

(
r1+

1

l1(R)
, t

)
dt ≥

≥ ln

(
1 +

β − 1

r1l1(R)+1

)
A1

(
r1, r2 +

β

l2(R)

)
+ ln

(
1 +

β − 1

r2l2(R)+1

)
A2

(
r1 +

1

l1(R)
, r2

)
(8)

By Lemma 1 one has r1l1(R) → +∞ as r1 → 1 − 0, r2 → 1 − 0. Hence, for j ∈ {1, 2} and ri ≥ r0i
we deduce

ln

(
1 +

β − 1

rjlj(R) + 1

)
∼ β − 1

rjlj(R) + 1
≥ β − 1

2rjlj(R)
.

Thus, for every j ∈ {1, 2} from inequality (8) it follows that

A1

(
r1, r2 +

β

l2(R)

)
≤ 2 ln p1

β − 1
r1l1(R),

A2

(
r1 +

1

l1(R)
, r2

)
≤ 2 ln p1

β − 1
r2l2(R).

Let R0 = (r01, r
0
2), where every r0j is chosen above. Applying consequently equalities (6) and (7), we

obtain

lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} =

= lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R+ (r01 − r1)11)}+
∫ r1

r01

A1(t, r2)

t
dt =

= lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R+ (r01 − r1)11 + (r02 − r2)12)}+
∫ r1

r01

A1(t, r2)

t
dt+

∫ r2

r02

A2(r
0
1, t)

t
dt =

=lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R0)}+
∫ r1

r01

A1(t, r2)

t
dt+

∫ r2

r02

A2(r
0
1, t)

t
dt ≤

≤ lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R0)}+ 2 ln p1
β − 1

(∫ r1

r01

l1(t, r2)dt+

∫ r2

r02

l2(r
0
1, t)dt

)
≤
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≤ lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R0)}+ 2 ln p1
β − 1

(∫ r1

0
l1(t, r2)dt+

∫ r2

0
l2(r

0
1, t)dt

)
≤

≤ (1 + o(1))
2 ln p1
β − 1

(∫ r1

0
l1(t, r2)dt+

∫ r2

0
l2(r

0
1, t)dt

)
.

Hence, the following asymptotic equality holds

lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} = O
(∫ r1

0
l1(t, r2)dt+

∫ r2

0
l2(r

0
1, t)dt

)
as r1 → 1− 0, r2 → 1− 0, Clearly, the similar equality can be proved for other permutation σ2 of
the set {1, 2}, particularly,

lnmax{|F (z)| : z ∈ T2(0, R)} = O
(∫ r2

0
l1(r1, t)dt+

∫ r1

0
l2(t, r

0
2)dt

)
Hence, Equation (2) is true. Theorem 2 is proved.

3 Existence theorem for analytic functions in the unit bidisc with bounded
multiplicities of zero points

Let ZF be a zero set of the analytic function F : D2 → C. If z0 ∈ ZF , then by pF (z
0
1 , z

0
2)

we will denote the multiplicity of zero point z0 = (z01 , z
0
2) of the function F (z1, z2), i.e. for all

J = (j1, j2) ∈ Z2
+ with j1+ j2 < pF (z

0) one has F (j1,j2)(z01 , z
0
2) = 0, but at least for one J = (j1, j2)

with j1 + j2 = pF (z
0
1 , z

0
2) the following equality holds F (j1,j2)(z0) ̸= 0.

The following theorem was obtained for entire functions of several complex variables in [8] and
for functions analytic in the unit ball in [7]. For polydisc it was announced in [9].

Theorem 3. In order that for an analytic function F : D2 → C there exist a positive continuous
function L(z) = (l1(z1, z2), l2(z1, z2)) satisfying (1) such that F is a function of bounded L-index
in joint variables it is necessary and sufficient that there exists p ∈ Z+ such that pF (z

0) ≤ p for all
z0 ∈ ZF .

Proof. The proof is similar to the proof of Theorem 4 in [7] for analytic functions in the unit ball.
Necessity. To simplify the notation we consider everywhere in the proof p0 := pF (z

0
1 , z

0
2).

Necessity follows from the definition of bounded L-index in joint variables. Indeed, assume on the
contrary that

(∀p ∈ Z+)(∃(z01 , z02) ∈ ZF ) : p0 > p.

This means that for some (j01 , j
0
2) ∈ Z2

+ with j01 + j02 = p0 one has F (j01 ,j
0
2)(z01 , z

0
2) ̸= 0 and

F (j1,j2)(z01 , z
0
2) = 0 for all (j1, j2) ∈ Z2

+ with j1 + j2 ≤ p0 − 1 and (z01 , z
0
2) ∈ ZF . Therefore,

the L-index in joint variables at the point z0 is not less than p0 > p, i.e.

N(F,L, z0) ≥ p0 > p.

If p → +∞, then we obtain that N(F,L, z0) → +∞. This contradicts the boundedness of L-index
in joint variables of the function F.

Sufficiency. Let p be the least integer such that ∀(z01 , z02) ∈ ZF one has p0 ≤ p. Let R = (r1, r2) ∈
R2
+ with rj ∈ [0, 1), j ∈ {1, 2}. We define R0 = (r01, r

0
2) = 1

2(min{1 − r1, r1},min{1 − r2, r2}),
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KR = {z ∈ C2 : z ∈ D2[0, R + R0] \ D2(0, R − R0)} for all R = (r1, r2) ∈ [0, 1) × [0, 1). Also we
denote

m1(r1, r2) = min
z0∈KR∩ZF

max
j1+j2≤p

{
|F (j1,j2)(z01 , z

0
2)|

j1!j2!
: F (j1,j2)(z01 , z

0
2) ̸= 0

}
.

Since F is an analytic function in the unit bidisc D2, there exists

E = E(r1, r2) = (ε1(r1, r2), ε2(r1, r2)) > 0

such that
|F (j01 ,j

0
2)(z1, z2)|
j01 !j

0
2 !

≥ m1(r1, r2)

2

for all
z ∈ KR ∩GE , GE =

∪
z0∈ZF

D2(z0, E(r1, r2)),

and for all (j01 , j02) with j01 + j02 ≤ p0 and F (j01 ,j
0
2)(z01 , z

0
2) ̸= 0.

Let us denote

m2(r1, r2) = min{|F (z)| : z ∈ D2[0, R+R0], z /∈ GE},
Q(r1, r2) = min {m1(r1, r2)/2,m2(r1, r2), 1} .

For every z = (z1, z2) ∈ D2 we put R = (|z1|, |z2|). Then at least one of the numbers |F (z1, z2)|,
|F (j1,j2)(z1,z2)|

j1!j2!
with j1 + j2 ≤ p is not less than Q(r1, r2) (respectively, |F (j01 ,j02)(z1,z2)|

j01 !j
0
2 !

for (z1, z2) ∈
KR ∩GE and |F (z1, z2)| for (z1, z2) ∈ KR \GE). This yields

max

{
|F (j1,j2)(z1, z2)|

j1!j2!
: j1 + j2 ≤ p

}
≥ Q(r1, r2). (9)

Using Cauchy’s formula for bidisc D2[z,R0] we deduce that for all J = (j1, j2) with j1 + j2 ≥ p+ 1

one has

|F (j1,j2)(z1, z2)|
j1!j2!

=

∣∣∣∣∣ 1

(2πi)2

∫
T2(z,R0)

F (τ)

(τ − z)J+1
dτ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(r01)
j1(r02)

j2
max{|F (τ)| : τ ∈ D2[0, R+R0]}.

(10)

A positive continuous function L(z1, z2) = (l1(z1, z2), l2(z1, z2)) can be chosen such that

l1(z1, z2) = l2(z1, z2) := max

{
max{1,max{|F (τ)| : τ ∈ D2[0, R+R0]}}

Q(r1, r2)(r01r
0
2)

1+α
,

β

1− r1
,

β

1− r2

}
,

where β > 1 is some constant, R = (r1, r2) = (|z1|, |z2|) and R0 = (r01, r
0
2) = 1

2(min{1 −
|z1|, |z1|},min{1− |z2|, |z2|}), α ∈ (0, 1) is fixed.

From (9) and (10) it follows that for all j1 + j2 ≥ p(1+α)
α

|F (j1,j2)(z1, z2)|/(j1!j2!lj11 (z1, z2)l
j2
2 (z1, z2))

max

{
|F (k1,k2)(z1,z2)|

k1!k2!l
k1
1 (z1,z2)l

k2
2 (z1,z2)

: k1 + k2 ≤ p

} ≤
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≤ max{|F (τ)| : τ ∈ D2[0, R+R0]}
Q(r1, r2)(r01)

j1(r02)
j2

1

max{lj1−k1
1 (z1, z2)l

j2−k2
2 (z1, z2) : k1 + k2 ≤ p}

≤

≤ max{|F (τ)| : τ ∈ D2[0, R+R0]}
Q(r1, r2)((r01r

0
2)

1+α)(j1+j2)/(1+α)
min{lk1+k2−j1−j2

1 (z1, z2) : k1 + k2 ≤ p} ≤

≤ lp−j1−j2
1 (z)

(max{1,max{|F (τ)| : τ ∈ D2[0, R+R0]}}
Q(R)(r01r

0
2)

1+α

)(j1+j2)/(1+α)
=

= l
p−(j1+j2)α/(1+α)
1 (z) ≤ 1,

because p − (j1 + j2)α/(1 + α) ≤ 0, (j1 + j2)/(1 + α) ≥ p
α ≥ 1 and l1(z1, z2) ≥ 1. Hence, we have

that for all j1 + j2 ≥ p(1+α)
α

|F (j1,j2)(z1, z2)|
j1!j2!l

j1
1 (z1, z2)l

j2
2 (z1, z2)

≤ max

{
|F (k1,k2)(z1, z2)|

k1!k2!l
k1
1 (z1, z2)l

k2
2 (z1, z2)

: k1 + k2 ≤ p

}
.

In view of arbitrariness of z, the analytic function F has bounded L-index in joint variables and
its L-index in joint variables does not exceed 2p, because p(1+α)

α → 2p as α → 1.
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аналiтичних у бiкрузi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних // Буковинський
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Отримано оцiнки зростання для аналiтичних в одиничному бiкрузi функцiй обмежено-
го L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Вiдповiдна додатна неперервна функцiя L(z1, z2) =

(l1(z2, z2), l2(z1, z2)) задовольняє додаткову умову на поводження в бiкрузi: для кожної
точки z = (z1, z2) з одиничного бiкруга D2 вiдповiдне значення функцiї lj у цiй точцi
бiльше за величину, обернену до 1 − |zj |, помножену на β, тобто, lj(z) > β/(1− |zj |) для
кожного j ∈ {1, 2} та деякої сталої β > 1. Також ми доводимо, що для кожної аналiтичної
в одиничному бiкрузi функцiї з обмеженою кратнiстю нульових точок iснує додатна непе-
рервна функцiя L(z1, z2) = (l1(z2, z2), l2(z1, z2)), для якої така аналiтична функцiя матиме
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
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ОДНОПАРАМЕТРИЧНА СIМ’Я ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ, ПОВ’ЯЗАНИХ

З QS-ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

У статтi дослiджується один континуальний клас функцiй, означених у термiнах Qs-
зображення чисел вiдрiзка [0; 1], що є узагальненням класичного s-кового зображення.
Залежнiсть n-ої цифри Qs-зображення значення функцiї визначається фiнiтною функцiєю
φn(an, αn) двох змiнних, аргументами якої є вiдповiднi Qs-цифри αn(x) i an(a) аргумента
x та параметра a.

Доведено неперервнiсть кожної з функцiй цього класу по множинi Qs-унарних чисел
(чисел, що мають єдине Qs-зображення). Знайдено необхiднi i достатнi умови неперерв-
ностi функцiї по всiй областi визначення. Вказано умови, визначенi цифрами параметра
a та послiдовностi функцiй (φn), за яких функцiя fa матиме скiнченнi та континуаль-
нi множини рiвнi. Для часткових випадкiв (s = 2) вивчено iнтегральнi, диференцiальнi
властивостi функцiй та фрактальнi властивостi їх множин значень; на основi автомо-
дельних властивостей графiка функцiї i встановленого взаємозв’язку мiж розглядуваною
функцiєю та iнверсором цифр Q2-зображення чисел, обчислено значення iнтеграл Лебега;
видiлено пiдклас функцiй, що є кусково-сингулярними або сингулярними на промiжках
(тобто неперервними на промiжках функцiями, вiдмiними вiд константи, похiдна яких
рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Ключовi слова i фрази: Qs-зображення чисел, Qs-бiнарне число, Qs-унарне число,
цилiндр, множина канторiвського типу, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, фрактальна
функцiя, сингулярна функцiя, iнверсор Q2-зображення чисел.
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Вступ

Функцiї з фрактальними властивостями – популярний об’єкт сучасних наукових дослi-
джень [1, 2, 6, 7, 4, 3]. Вони проявляють себе у рiзних галузях математики [1]. Iснує методо-
логiчна проблема наявностi ефективного iнструментарiю задання та аналiтичного вивчення
фрактальних функцiй. Одним з засобiв розвитку теорiї таких функцiй є рiзнi системи зобра-
ження дiйсних чисел, що ґрунтуються на розвиненнi числа в ряд спецiального виду [11]. Рiзнi
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системи зображення чисел для задання та дослiдження структурних, тополого-метричних, ди-
ференцiальних та фрактальних властивостей функцiй були використаннi у роботах [5, 8, 9, 10].

Нехай 2 ≤ s – фiксоване натуральне число, As = {0, 1, ..., s − 1} – s-символьний алфавiт.
Ми цiкавимося одним континуальним класом функцiй, визначених в термiнах Qs-зображення
дiйсних чисел, що є узагальненням класичного s-кового зображення. При цьому цифри Qs-
зображення значення функцiї залежать вiд вiдповiдних цифр Qs-зображення аргумента та
параметра. Кожна з функцiй визначається наперед заданою послiдовнiстю фiнiтних функцiй
φ : As×As → As. Бiльшiсть функцiй мають фрактальнi властивостi, принаймнi фрактальними
є або множина значень, або множина рiвня, або графiк.

Iнтерес до класу таких функцiй пов’язаний зi спробою його структуризацiї за принципом
наявностi фрактальних властивостей у множин рiзного роду особливостей функцiї, а також з
тим, що теоретичний аналiз властивостей функцiй, залежних вiд параметра, є пропедевтикою
до вивчення фрактальних функцiй двох змiнних.

1 Об’єкт дослiдження

Нехай Ls = As × As × ... – простiр послiдовностей елементiв алфавiту; Φ – сiм’я фiнiтних
функцiй φ(u, v) двох змiнних, визначених на множинi всеможливих пар елементiв алфавiту,
яка набуває значень з множини As, тобто φn : As × As → As. Очевидно, що клас функцiй
Φ мiстить s3 рiзних функцiй φ. Серед них s2 пар двоїстих функцiй φn i φ̃n, тобто таких, що
φn(u, v) = s− 1− φ̃n(u, v).

Нехай (q0, q1, ..., qs−1) — стохастичний вектор, такий що 0 < qi < 1, i ∈ As. Вiдомо [11], що
для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ Ls така, що

x = βα1 +
∞∑
n=2

(βαn

n−1∏
j=1

qαj ) ≡ ∆Qs
α1α2...αn..., (1)

де βαn =
αn−1∑
i=0

qi (тобто β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1, ..., βs−1 = 1 − qs−1). Розклад числа x в

ряд (1) називається Qs-представленням цього числа, а скорочений запис ∆Qs
α1α2...αn... — його

Qs-зображенням.
Якщо qi =

1
s для будь-якого i ∈ As, то Qs-зображення є класичним s-ковим зображенням.

Iснують числа, що мають два Qs-зображення. Це числа, якi мають зображення

∆Qs

α1α2...αm−1αm(0) = ∆Qs

α1α2...αm−1[αm−1](s−1). (2)

Вони називаються Qs-бiнарними. Множина таких чисел є злiченною. Решта чисел одиничного
вiдрiзка мають єдине зображення. Вони називаються Qs-унарними.

Означення 1. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина

∆Qs
c1c2...cm = {x = ∆Qs

c1c2...cmα1α2..., (αn) ∈ Ls}.

∀(c1, ..., cm) i ∀m ∈ N цилiндри Qs-зображення мають властивостi:

1) ∆Qs
c1c2...cm =

s−1∪
i=0

∆Qs

c1c2...cmi;
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2) ∆Qs
c1c2...cm =

[
m∑
i=1

βci
k−1∏
j=1

qcj ;
m∑
i=1

βci
k−1∏
j=1

qcj +
m∏
i=1

qci

]
;

3) |∆Qs
c1c2...cm | =

m∏
i=1

qci = qcm |∆
Qs
c1c2...cm−1 |;

4)
∞∩

m=1
∆Qs

c1c2...cm = ∆Qs
c1c2...cm... = x.

Нехай a = ∆Qs
a1a2...an... – параметр (фiксоване число). Розглядається функцiя fa, означена

рiвнiстю
fa(x = ∆Qs

α1α2...αn...) = ∆Qs

φ1(a1,α1)φ2(a2,α2)...φn(an,αn)...
. (3)

Означення функцiї fa, взагалi кажучи, є некоректним, оскiльки для рiзних зображень Qs-
бiнарного числа має мiсце нерiвнiсть fa(∆

Q2

α1...αn−1αn(0)
) ̸= fa(∆

Q2

α1...αn−1[αn−1](s−1)). Тому домо-
вимось використовувати лише одне iз зображень, а саме те, що мiстить перiод (0), за виклю-
ченням деяких випадкiв.

Розглянемо приклади функцiй, породжених сталими послiдовностями (φn).
Якщо φn(u, v) = v, то f1 ≡ fa(x) = x; якщо φn(u, v) = u, то f2 ≡ fa(x) = a; якщо a = ∆Qs

(0),

φn(u, v) = s− 1− u, то f3 ≡ fa(x = ∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

|s−1−α1||s−1−α2|...|s−1−αn|... – iнверсор цифр
Qs-зображення чисел. Функцiї φn функцiй f1 i f2 є двоїстими, тому множини значень, мно-
жин рiвнiв, їхнi графiки мають деякi властивостi “симетрiї”, але диференцiальнi властивостi
функцiй f1 i f2 принципово рiзнi. Окрема увага подiбним класам функцiй присвячена в робо-
тах [6, 7]. Якщо φn(u, v) = |u − v| для будь-якого n ∈ N , то ми отримаємо клас функцiй, що
вивчався в роботi [4].

2 Властивостi функцiй fa

Теорема 1. Для будь-якої послiдовностi функцiй (φn) i будь-якого значення параметра a

функцiя fa є неперервною по всiй множинi Qs-унарних чисел, i неперервною по всiй областi
визначення тодi i лише тодi, коли для будь-якого n ∈ N , i ∈ As виконується одна з рiвностей

φn(an, i) = φn(an, s− 1− i) або φn(an, i) = s− 1− φn(an, s− 1− i). (4)

Доведення. Нехай x0 = ∆Qs
α1α2...αn... – довiльна Qs-унарна точка i fa(x0) = ∆Qs

b1b2...bn...
, де bn =

φn(an, αn). Розглянемо точку x ̸= x0, тодi iснує такий номер n, що αn(x) ̸= αn(x0), але αj(x) =

αj(x0) для усiх j < n. Умова n → ∞ рiвносильна x → x0. Для обґрунтування неперервностi
функцiї fa в точцi x0 покажемо, що

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = 0.

Оскiльки

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = lim
n→∞

|∆Qs

b1b2...bn−1b′n...
−∆Qs

b1b2...bn−1bn...
| =

= lim
n→∞

(
n−1∏
i=1

qbi

)
|∆Qs

b′nb
′
n+1...

−∆Qs

bnbn+1...
| ≤ lim

n→∞

n−1∏
i=1

qbi · 1 = 0,

то lim
x→x0

fa(x) = fa(x0), а отже, функцiя fa неперервна по множинi Qs-унарних чисел.
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Нехай x0 = ∆Qs

α1α2...αn−1αn(0)
= ∆Qs

α1α2...αn−1[αn−1](s−1) – Qs-бiнарне число.
Доведення необхiдної i достатньої умови другої частини теореми проведемо окремо.
Необхiднiсть. Якщо функцiя fa неперервна в точцi x0, тобто lim

x→x0

fa(x) = fa(x0), то вона

неперервна злiва i справа в цiй точцi. Розглянемо послiдовнiсть (xk), де

xk = ∆Qs

α1...αn−1αn [s−1]...[s−1]︸ ︷︷ ︸
k

(0).

Очевидно, що xk → x0 − 0, коли k → ∞. Тодi

lim
k→∞

fa(xk) = fa(x0) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)).

Тепер розглянемо послiдовнiсть (x′k), де

x′k = ∆Qs

α1...αn−1[αn−1]0...0︸︷︷︸
k

[s−1](0)
.

Очевидно, що x′k → x0 + 0, коли k → ∞. Тодi

lim
k→∞

fa(x
′
k) = fa(x0) = fa(∆

Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)).

Отже, мають мiсце рiвностi:

fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)) ∀n ∈ N,

тобто ∀n ∈ N, i ∈ N

∆Qs

φ1(a1,α1)...φn(an,αn)(φn+i(an+i,s−1)) = ∆Qs

φ1(a1,α1)...φ(an,[αn−1])(φn+i(an+i,0))
.

В силу довiльностi n i αn дана рiвнiсть виконується лише умови виконання для будь-якого
n ∈ N однiєї з рiвностей (4) (тобто вiдповiднi цифри образу Qs-бiнарних точок збiгаються або
переходять у “протилежнi” в межах алфавiту).

Достатнiсть. Якщо виконується для будь-якого n ∈ N одна з рiвностей умови (4), тодi
очевидно, що

fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)).

Розглянемо число x < x0, близьке до x0, тобто

x = ∆Qs

α1...αn s− 1...s− 1︸ ︷︷ ︸
k

αk+n+1...
→ x0 = ∆Qs

α1α2...αn−1αn(s−1), k → ∞.

Тодi

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = lim
n→∞

n∏
i=1

qαi |fa(∆
Qs

s− 1...s− 1︸ ︷︷ ︸
k

αk+n+1...
)− fa(∆

Qs

(s−1))| = 0.

Аналогiчними мiркування можна показати, що правостороння границя iснує i збiгається з
f(x0). Теорему доведено.

Зауваження 1. Рiвностi (4) можуть виконуватись як за рахунок функцiй φn, так i за рахунок
цифр параметра an. Наприклад, функцiя φn(u, v) = |u− v| для довiльних пар (u, v) ∈ As ×As

не задовольняє рiвностi (4), але якщо an = s − 1 для будь-якого n ∈ N , в цьому випадку fa
буде неперервна.
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Наслiдок 1. Для будь-якого значення параметра a з одиничного вiдрiзка iснує послiдовнiсть
функцiї (φn) така, що fa неперервна функцiя.

Зауваження 2. Неперервнi функцiї fa утворюють континуальну множину, зокрема для будь-
якого c ∈ [0; 1] iснують такий параметр a i послiдовнiсть функцiй (φn), що fa(x) = c = const.

Наслiдок 2. Кожна неперервна функцiя fa є монотонною (лiнiйною або сингулярною) фун-
кцiї.

Дослiдимо властивостi множин рiвнiв. Нагадаємо, що множиною рiвня y0 ∈ Dfa називає-
ться множина всiх його прообразiв, тобто множина виду:

f−1
a (y0) = {x : fa(x) = y0}.

Теорема 2. Нехай не iснує такого номера m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N .
Якщо для нескiнченної кiлькостi n мають мiсце нерiвностi

φn(an, i) ̸= φn(an, s− 1− i) i φn(an, i) ̸= s− 1− φn(an, s− 1− i), (5)

то функцiя fa має як скiнченнi, так i континуальнi множини рiвнiв; якщо нерiвностi (5) вико-
нуються лише для скiнченної кiлькостi n, то функцiя fa має лише скiнченнi рiвнi.

Доведення. Нехай умови (5) виконуються на скiнченнiй кiлькостi мiсць n1, n2, ..., nk, причому
nk – порядковий номер функцiї φ, для якої мають мiсце умови (5), тодi функцiя fa згiдно з
попередньою теоремою є неперервною на кожному цилiндрi (nk + 1)-ого рангу. Оскiльки не
iснує такого номера m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N , то на кожному цилiндрiв
(nk + 1)-го рангу функцiя є монотонно спадною або зростаючою. Тому в такому випадку
функцiя fa має лише скiнченнi рiвнi.

Якщо умови (5) виконуються для нескiнченної кiлькостi n, то встановивши бiєкцiю мiж
двiйковим зображенням числа з одиничного вiдрiзка i фактом виконання або не виконання
умов (5), отримаємо континуальну множину точок розриву функцiї fa. А тому множини рiвнiв
функцiї fa можуть бути як континуальнi, так i скiнченнi.

Зауваження 3. Якщо iснує такий номер m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N , то
очевидно, що усi множини рiвнiв є або порожнi множини або континуальнi.

3 Деякi частковi випадки

Зауваження 4. Якщо s = 2, φn(u, v) = 1− v для n ∈ N , то функцiя fa(x) є iнверсором цифр
Q2-зображення чисел:

fa(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = I(x) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
,

яка, як вiдомо [11], є строго спадною сингулярною функцiєю (неперервною, вiдмiнною вiд
константи, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Лема 1. Нехай s = 2. Якщо, починаючи з деякого номера t, усi функцiї φt+n(u, v) = 1− v для
будь-якого n ∈ N , то функцiя fa(x) є кусково-сингулярною, а саме сингулярною на кожному
цилiндрi рангу t.
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Доведення. Легко показати, що незалежно вiд набору (a1, ..., at) i функцiй φ1, ..., φt функцiя
fa буде неперервною на кожному цилiндрi рангу t, оскiльки

fa(∆
Q2
α1α2...αn...) = βφ1(a1,α1) +

t∑
i=2

βφi(ai,αi)

i−1∏
j=1

qφj(aj ,αj) +

t∏
i=1

qφi(ai,αi)I(∆
Q2
αt+1αt+2...).

Зауваження 5. За виконаннi умов теореми графiк функцiї на цилiндрi ∆Q2
α1...αt афiнно-еквiвалетний

графiку iнверсора цифр, тобто графiк iнверсора переходить в графiк функцiї fa на цилiндрi
∆Q2

α1...αt пiд дiєю афiнного перетворення:x′ =
t∏

i=1
qαix+∆Q2

α1...αt(0)
,

y = (fa(∆
Q2

α1...αt(0)
)− fa(∆

Q2

α1...αt(1)
))y + 1− fa(∆

Q2

α1...αt(1)
).

(6)

Теорема 3. Нехай s = 2 i φk(u, v) = |u− v| ∀k ∈ N . Якщо починаючи з деякого номера t ∈ N ,
усi цифри at+n = 1, n ∈ N , тобто a = ∆Q2

a1a2...at(1)
, то має мiсце рiвнiсть:

1∫
0

fa(x)dx =
∑

(α1,...,αt)∈At
2

[
qα1 ...qαt

(
fa(∆

Q2

α1...αt(0)
) + 1− 2q20 + q21

1− 2q0q1
fa(∆

Q2

a1...at(1)
)

)]
. (7)

Доведення. Згiдно з адитивної властивостi iнтеграла запишемо рiвнiсть

1∫
0

fa(x)dx =
∑

(a1,...,at)∈At
2

∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx,

тодi враховуючи афiннi перетворення (6) маємо:

∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx = qα1 ...qαt(fa(∆
Q2

a1...at(0)
)− fa(∆

Q2

a1...at(1)
))

1∫
0

I(x)dx+ qα1 ...qαt(1− fa(∆
Q2

a1...at(1)
)).

Як вiдомо, [11]
1∫

0

I(x)dx =
q20

1− 2q0q1
.

Тодi ∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx = qα1 ...qαt

[
(fa(∆

Q2

a1...at(0)
− fa(∆

Q2

a1...at(1)
))

q20
1− 2q0q1

+ 1− fa(∆
Q2

a1...at(1)
)

]
.

В результатi спрощення отримаємо вираз (7).

Теорема 4. Нехай s = 2 i φn(u, v) = uv ∀n ∈ N , тодi

1) якщо в Q2-зображеннi параметра a скiнченна кiлькiсть одиниць, то множина значень
функцiї fa є скiнченною;

2) якщо кiлькiсть нулiв серед цифр Q2-зображення числа a скiнченна, то множина значень
функцiї fa є об’єднанням вiдрiзкiв;
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3) в рештi випадкiв множиною значень функцiї fa(x) є множиною канторiвського типу
(нiде не щiльна множина нульової мiри Лебега) з дробовою фрактальною розмiрнiстю
Гаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Нехай Q2-зображення числа a має вигляд a = ∆Q2
a1a2...an... i

y = fa(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = ∆Q2

β1β2...βn...
.

1) Нехай серед цифр an лише скiнченна кiлькiсть 1, тобто an1 = an2 = ... = ank
= 1. Тодi

βni = φni(1, αni) = αni , i ∈ {1, 2, ..., k}, а βn = 0 для усiх решта n ∈ N \ {n1, n2, ..., nk}. Тодi
очевидно, що множиною значень функцiї fa є множина точок виду

∆Q2

0...0αn10...0αn20...0αnk
(0) або ∆Q2

αn10...0αn20...0αnk
(0).

Оскiльки номерiв ni скiнченна кiлькiсть, то вiдповiдно i множина значень є скiнченною.
2) Нехай серед цифр an лише скiнченна кiлькiсть 0, тобто an1 = an2 = ... = ank

= 0. Тодi
згiдно з попереднiми мiркуваннями множиною значень функцiї fa буде множина точок виду
∆Q2

α1...αn1−10αn1+1...αn2−10αn2+1...αnk−10αnk+1...
. Оскiльки мiсць номерiв фiксованих цифр скiнченна,

то множина значень є об’єднанням вiдрiзкiв.
3) Нехай серед цифр an є нескiнченна кiлькiсть нулiв та одиниць, тобто серед цифр βn

нескiнченна кiлькiсть одиниць, тодi множиною значень функцiї є множина

C[Q2, V ] = {x : x = ∆Q2

β1β2...βn...
, βn = 1, n ∈ V ⊂ N},

де V – множина мiсць для яких βn = 1. Як вiдомо [11], дана множина є досконалою множиною
нульової мiри Лебега з дробовою розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича.
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In the paper we consider a continuum class functions defined by terms of the Qs-representation
of real numbers on the segment [0; 1], which generalizes the classical s-adic representation. The
dependence of the n-th digit of the Qs-representation of the function value is specified by a
finite function φn(an, αn) of two variables, whose arguments are the corresponding Qs-digits
αn(x) and an(a) of the input x and the parameter a, respectively.

We prove continuity of each function in this class at every Qs-unary number, i.e., at points
possessing a unique Qs-representation. Necessary and sufficient conditions for continuity on
the entire domain are established. Conditions involving the digits of the parameter a and the
sequence of defining functions (φn), under which the function fa admits finite or continuum
cardinality level sets are obtained.

For particular cases (s = 2), we study integral and differential properties, as well as the
fractal properties of the sets of values. Using the self-similarity properties of the function graph
and the established connection between the functions under consideration and the inversor of
digits of the Q2-representation of numbers, we compute the Lebesgue integral of these functions.
Furthermore, we identify a subclass of functions that are piecewise singular or singular on
intervals; that is, continuous non-constant functions whose derivative is zero almost everywhere
in the sense of Lebesgue measure.
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Грушка Я.I.

ПРО ВНУТРIШНIЙ ЧАС НА СИНХРОНIЗОВАНIЙ ОРIЄНТОВАНIЙ

МНОЖИНI∗

Орiєнтованi множини — це найпростiшi математичнi структури, якi моделюють суку-
пностi еволюцiонуючих об’єктiв. Дана робота присвячена проблемi iснування внутрiшньо-
го часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi. З iнтуїтивного погляду внутрiшнiй —
це такий час, хiд якого можна “спостерiгати i фiксувати” “живучи всерединi” орiєнто-
ваної множини. В роботi доведено, що отримана в попереднiх роботах достатня ознака
iснування i єдиностi внутрiшнього часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi не є не-
обхiдною, а також встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i показано, що ця ознака не є достатньою.

Ключовi слова i фрази: Орiєнтована множина, лiнiйно впорядкована множина, вну-
трiшнiй час, теорiя мiнливих множин.
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e-mail: grushka@imath.kiev.ua

∗ Ця робота присвячена пам’ятi професора Володимира Кириловича Маслюченка.

1 Вступ

Поняття орiєнтованої множини є базовим найелементарнiшим поняттям теорiї мiнливих
множин. З iнтуїтивної точки зору мiнливi множини це — сукупностi об’єктiв, якi, на вiдмiну
вiд елементiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в процесi постiйних транс-
формацiй, тобто — змiнювати свої властивостi, з’являтись чи зникати, розпадатись на декiлька
частин чи, навпаки, декiлька об’єктiв можуть зливатись в один. Крiм того картина еволюцiї
мiнливої множини може залежати вiд способу спостереження, тобто вiд системи вiдлiку. Основ-
ною мотивацiєю для створення теорiї мiнливих множин послужила шоста проблема Гiльберта,
тобто проблема математично строгого формулювання основ теоретичної фiзики. Ця пробле-
ма, була поставлена Д. Гiльбертом ще в 1900 р. (див. [1]), але, i на сьогоднi вона залишається
дуже актуальною [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Проблема побудови математичної теорiї мiнливих

УДК 510.22, 512.562
2010 Mathematics Subject Classification: 03E75, 06A06.
Робота частково пiдтримана грантом вiд Фундацiї Саймонса (SFI-PD-Ukraine- 00014586, Grushka Ya.I.).
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множин, тобто “множин” iз перелiченими вище властивостями, в рiзних формах ставилась,
зокрема, в роботах [11, 12, 13, 14]. На математично строгому рiвнi теорiя мiнливих множин
була побудована в роботах [15, 16, 17, 18] та iн. Найбiльш повний i систематичний виклад цiєї
теорiї можна знайти в препринтi [19] та дисертацiї [20].

Орiєнтованi множини можна трактувати як найпримiтивнiшi абстрактнi моделi сукупно-
стей мiнливих об’єктiв, що еволюцiонують в рамках однiєї (фiксованої) системи вiдлiку. Також
орiєнтованi множини є найпростiшими математичними структурами, в рамках яких можна
ввести поняття часу. Виявляється, що iснує нескiнченно багато способiв побудувати (визначи-
ти) час на довiльнiй орiєнтованiй множинi, але особливо цiкавим видом часу га орiєнтованих
множинах є внутрiшнiй час. З iнтуїтивної точки зору внутрiшнiй час на орiєнтованiй множинi
— це такий час, хiд якого можна “спостерiгати i фiксувати” “живучи всерединi” цiєї орiєнтова-
ної множини (математично строге означення даного поняття буде дано в наступному роздiлi
статтi). В данiй роботi обговорюються математичнi проблеми, пов’язанi з внутрiшнiм часом
на орiєнтованих множинах. Зокрема в роботi встновлено певну необхiдну ознаку iснування
внутрiшнього часу на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi.

2 Основнi означення i факти

Означення 1. Орiєнтованою множиною називається довiльна реляцiйна система з одним

рефлексивним бiнарним вiдношенням, тобто упорядкована пара виду M =

(
Bs(M),←

M

)
, де

←
M

— рефлексивне бiнарне вiдношення на Bs(M).
У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в позначеннi←

M
символ

M будемо опускати, вживаючи позначення “←”. Множину Bs(M) будемо називати базовою,
або множиною всiх елементарних станiв орiєнтованої множини M, а вiдношення ← будемо
називати напрямним вiдношенням змiн (трансформацiй)M.

Означення 2. Нехай, M — орiєнтована множина i T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована мно-
жина. Вiдображення ψ : T→ 2Bs(M) називається часом наM, якщо виконуються такi умови:

1) Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент t ∈ T такий, що x ∈ ψ(t).
2) Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 ̸= x2, то iснують елементи t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈

ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має мiсце часова роздiльнiсть послiдовних неоднакових
елементарних станiв).

При цьому елементи t ∈ T будемо називати моментами часу, а пару H = (T, ψ) =

((T,≤) , ψ) будемо називати хронологiзацiєюM.

Означення 3. Нехай,M — орiєнтована множина i ψ1 : T1 → 2Bs(M), ψ2 : T2 → 2Bs(M) деякi
часи для M, визначенi на лiнiйно упорядкованих множинах (T1,≤1) i (T2,≤2) вiдповiдно.
Хронологiзацiї H1 = ((T1,≤1) , ψ1) та H2 = ((T2,≤2) , ψ2) будемо називати еквiвалентними
(позначення H1 ⇑ H2), якщо iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть ξ : T1 → T2 така, що:

1) ξ є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 i T2, тобто ξ : T1 → T2 — бiєкцiя мiж T1 та T2 i
для довiльних t, τ ∈ T1 нерiвнiсть t ≤1 τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли ξ (t) ≤2 ξ (τ).

2) Для довiльного t ∈ T1 має мiсце рiвнiсть ψ1(t) = ψ2(ξ(t)).

Використовуючи означення 3, нескладно перевiрити iстиннiсть наступного твердження:

Твердження 1. Нехай,M — орiєнтована множина iW — довiльна множина, що складається
з хронологiзацiйM. Тодi бiнарне вiдношення ⇑ є вiдношенням еквiвалентностi на W.
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Означення 4. Нехай (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) — хронологiзацiя орiєнтованої множини M. Мно-
жину

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T}
будемо називати множиною одночасних станiв, породженою часом ψ.

Безпосередньо з означення 2 випливає наступне твердження.

Твердження 2. Нехай (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) — хронологiзацiя орiєнтованої множини M, а Yψ
— множина одночасних станiв, породжена часом ψ. Тодi

∪
A∈Yψ A = Bs(M).

Означення 5. Нехай M — орiєнтована множина. Довiльну сiм’ю множин Y ⊆ 2Bs(M) таку,
що

∪
A∈Y A = Bs(M) будемо називати одночаснiстю наM.

При цьому пару (M,Y) будемо називати синхронiзованою орiєнтованою множиною.

Теорема 1 ([16], див. також [19], Theorem 1.4.1 або [20], теорема 1.28). НехайM — орiєнтована
множина i Y ⊆ 2Bs(M) — одночаснiсть на M. Тодi на орiєнтованiй множинi M iснує час ψ
такий, що Y = Yψ, де Yψ — множина одночасних станiв, породжена часом ψ.

Наступна мета — дати означення внутрiшнього часу на орiєнтованiй множинi, тобто часу,
який можна фiксувати “засобами”, що знаходяться “всерединi” орiєнтованої множини.

Позначення 1. На довiльнiй орiєнтованiй множинi M введемо додатково наступне бiнарне
вiдношення. Для довiльних x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y

+←
M
x тодi i тiльки тодi,

коли y←
M
x i x ̸↚

M
y. У випадках, коли не виникає непорозумiнь замiсть позначення y

+←
M
x

будемо використовувати позначення y
+←x.

Означення 6. Нехай M — орiєнтована множина. 1) Будемо говорити, що множина B ⊆
Bs(M) монотонно послiдовна множинi A ⊆ Bs(M) в орiєнтованiй множинiM, якщо iсну-
ють такi елементи x ∈ A i y ∈ B, що y

+←
M
x. В цьому випадку будемо використовувати по-

значення позначення B←(+)
M

A. 2) Нехай Q ⊆ 2Bs(M) — деяка система пiдмножин множини

Bs(M). Будемо говорити, що множина B ∈ Q транзитивно монотонно послiдовна множи-

нi A ∈ Q вiдносно Q (використовуючи позначення B
Q

�(+)
M

A), якщо iснує така послiдовнiсть

множин C0, C1, · · · , Cn ∈ Q (n ∈ N), що C0 = A, Cn = B i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце
спiввiдношення, Ck←(+)

M
Ck−1, де 1, n = {1, . . . .n}.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в позначеннях

←(+)
M

i
Q

�(+)
M

символ M будемо опускати, вживаючи, замiсть них позначення ←(+) i
Q

�(+)

вiдповiдно.
Безпосередньо з означення 6 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 1. НехайM — орiєнтована множина, A,B ⊆ Bs(M) i Q ⊆ 2Bs(M). Тодi:

1. Якщо B←(+)A, то A,B ̸= ∅.

2. Якщо B
Q

�(+)A, то iснують x ∈ A i x′ ∈ Bs(M) такi, що x′ +←x, а також iснують y ∈ B

i y′ ∈ Bs(M) такi, що y +← y′.
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3. Якщо B
Q

�(+)A, то A,B ̸= ∅.

Крiм того, використовуючи означення 6 отримуємо наступне твердження:

Твердження 3. НехайM — орiєнтована множина.
1) Якщо A,B ⊆ Bs(M) i B←(+)A, то для довiльних A′, B′ ⊆ Bs(M) таких, що A ⊆ A′,

B ⊆ B′ справедливе спiввiдношення B′←(+)A′.
2) Нехай S,S′ ⊆ 2Bs(M) — системи пiдмножин множини Bs(M), причому S ⊑ S′ (тобто

для довiльної множини A ∈ S iснує множина A′ ∈ S′ така, що A ⊆ A′).

Тодi для довiльних A,B ∈ S i A′, B′ ∈ S′ таких, що A ⊆ A′, B ⊆ B′ з умови B
S

�(+)A

випливає, що B′
S′

�(+)A′.

Означення 7. Нехай M — орiєнтована множина, а ψ : T→ 2Bs(M) — час на M (заданий на
лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤)).

Вiдображення h : T→ 2Bs(M) будемо називати хронометричним процесом (для часу ψ),
якщо:

1) h(t) ⊆ ψ(t) для довiльного t ∈ T.

2) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i
h(t) ̸= h(τ), де h(T) = {h(λ) | λ ∈ T};

Час ψ на орiєнтованiй множинi M будемо називати внутрiшнiм, якщо для цього часу
iснує хоч один хронометричний процес.

Зауваження 1. З пункту 2) означення 7 та пункту 3 наслiдка 1 випливає, що:
Якщо вiдображення h : T → 2Bs(M) є хронометричним процесом для деякого часу i при

цьому часова шкала T мiстить хоча б два елемента, то для довiльного t ∈ T множина h(t) —
непорожня (h(t) ̸= ∅).

Iнтуїтивний змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на орiєнтованiй
множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в межах цiєї орiєнтованої множини, викори-
стовуючи хронометричний процес в якостi “годинника”, а стани хронометричного процесу в
якостi “iндикаторiв моментiв часу”.

3 Достатня ознака iснування i єдиностi внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i проблеми пов’язанi з нею

В цьому роздiлi буде наведено достатню ознаку iснування i єдиностi внутрiшнього часу
на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi i сформульовано деякi проблеми, породженi нею.
Перш за все нижче вводяться деякi технiчнi поняття, необхiднi для формулювання зазначеної
достатньої ознаки.

Означення 8. НехайM — орiєнтована множина.
1) Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) будемо називати чутливою,1 якщо для довiльних x, y ∈

Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B, A ̸= B i

B
Y

�(+)A.

В бiльш раннiх роботах див., напр. [16, 20] використовувався термiн “чiтка одночаснiсть” для назви
даного поняття. В данiй роботi ми змiнили даний термiн на термiн “чутлива одночаснiсть”, оскiлки
останнiй набагато краще характеризує сутнiсть зазначеного поняття.
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2) Систему множин S ⊆ 2Bs(M) будемо називати неповторною, якщо не iснує множин

A,B ∈ S таких, що A
S

�(+)B i B
S

�(+)A. Зокрема, якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є непо-
вторною системою множин, будемо вживати термiн “неповторна одночаснiсть”.

3) Одночаснiсть Y будемо називати чутливо-неповторною, якщо вона є чутливою i не-
повторною одночасно.

Означення 9. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M будемо називати мо-
нотонно зв’язною, якщо для довiльних множин A,B ∈ Y таких, що A ̸= B має мiсце хоч

одна з умов A
Y

�(+)B або B
Y

�(+)A.

В 2012 роцi було доведено наступну достатню ознаку iснування i єдиностi такого внутрi-
шнього часу ψ на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y), який породжує одночаснiсть
Y (тобто такого внутрiшнього часу ψ, що Y = Yψ).

Теорема 2 ([16], див, також, [19], Theorem 1.4.3 або [20], теорема 1.47). НехайM— орiєнтована
множина. Для довiльної чутливо-неповторної i монотонно-зв’язної одночасностi Y наM iснує
єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй внутрiшнiй час ψ такий, що Y = Yψ.

Зауважимо, що єдинiсть з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй в теоремi 2 слiд
розумiти наступним чином:

“Якщо на лiнiйно упорядкованих множинах T1 i T2 визначенi (вiдповiдно) внутрiшнi часи
ψ1 i ψ2 такi, що Y = Yψ1 = Yψ2 , то хронологiзацiї H1 = (T1, ψ1) i H2 = (T2, ψ2) є еквiвален-
тними (тобто H1 ⇑ H2)”.

Фiлософський змiст теореми 2 полягає в тому, що ця теорема дає достатню ознаку iснува-
ння i єдиностi “власного”, “внутрiшнього” часу в деякому “абстрактному свiтi” M.

Зазначимо, що теорема 2 носить лише достатнiй характер. Це буде видно з наступного
прикладу.

Приклад 1. НехайM2̂ =M{1,2} — орiєнтована множина така, що:

(Mdef
2̂

:1) Bs
(
M2̂

)
= {1, 2} = 2̂;

(Mdef
2̂

:2) Для x, y ∈ Bs
(
M{1,2}

)
спiввiдношення y←x виконується тодi i тiльки тодi, коди

x ≤ y, де ≤ — стандартне вiдношення лiнiйного порядку на множинi натуральних чисел.

На орiєнтованiй множинiM2̂ розглянемо одночаснiсть:

Y2̂ = {{1} , {1, 2} , {2}} =
{
{1} ,Bs

(
M2̂

)
, {2}

}
. (1)

Покладемо
T2̂ := {0, 1, 2} . (2)

Тодi пара T2̂ =
(
T2̂,≤

)
є лiнiйно упорядкованою множиною вiдносно звуження стандартного

вiдношення лiнiйного порядку на множинi цiлих чисел ≤ на множину {0, 1, 2}. Легко бачити,
що вiдображення:

T2̂ ∋ t 7→ ψ2̂(t) =


{1} , t = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, t = 1

{2} , t = 2

(3)
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є часом наM2̂. Доведемо, що вiдображення:

h2̂(t) = ψ2̂(t)
(
t ∈ T2̂

)
(4)

є хронометричним процесом для часу ψ2̂.
По-перше зазначимо, що згiдно з (3) i (4) для t ∈ T2̂ маємо:

h2̂(t) = ψ2̂(t) ⊆ ψ2̂(t).

Отже, перша умова означення 7 для вiдображення h2̂ виконується.
По-друге з визначення (Mdef

2̂
:2) випливає, що для x1, x2 ∈ Bs

(
M2̂

)
= {1, 2} спiввiдно-

шення x2
+←x1 виконується тодi i тiльки тодi, коли x1 < x2, тобто тодi i тiльки тодi, коли

x1 = 1, x2 = 2. Тому, за означенням 6, для пiдмножин A,B ⊆ Bs
(
M2̂

)
має мiсце наступна

рiвносильнiсть: (
B←(+)

M2̂

A

)
⇐⇒ ((1 ∈ A)& (2 ∈ B)) , (5)

де де & — знак логiчної кон’юнкцiї, а⇐⇒ — знак логiчної рiвносильностi. Далi, для довiльних
t1, t2 ∈ T2̂ згiдно з (3) i (4) маємо:

h2̂ (ti) = ψ2̂ (ti) =


{1} , ti = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, ti = 1

{2} , ti = 2

(i ∈ {1, 2}) .

Звiдси, враховуючи рiвносильнiсть (5), бачимо, що для t1, t2 ∈ T2̂ спiввiдношення
h2̂ (t2)←(+)h2̂ (t1) виконується тодi i тiльки тодi, коли t1 = 0, t2 = 1 або t1 = 0, t2 = 2

або t1 = t2 = 1 або t1 = 1, t2 = 2. Тобто, iншими словами,

(1*) Для t1, t2 ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂ (t2)←(+)h2̂ (t1) виконується тодi i тiльки тодi, коли
t1 < t2 або t1 = t2 = 1.

З результату (1*) випливає наступний результат:

(2*) Для t, τ ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t) виконується тодi i тiльки тодi, коли t < τ

або t = τ = 1.

Справдi, нехай h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t). Тодi, за означенням 6 (пункт 2)), iснують моменти часу

t0, . . . , tn ∈ T2̂ (n ∈ N), такi, що t0 = t, tn = τ i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце спiввiдношення,
h2̂ (tk)←(+)h2̂ (tk−1). Звiдси, на основi результату (1*), випливає, що виконується хоч одна
з умов t0 = · · · = tn = 1 або t0 ≤ · · · ≤ tn i iснує k ∈ 1, n таке, що tk−1 < tk. В першому
випадку отримуємо, що t0 = tn = 1, тобто t = τ = 1, а в другому випадку отримуємо, що
t0 < tn, тобто t < τ . Навпаки, якщо t < τ або t = τ = 1, то, на основi результату (1*), маємо

h2̂ (t)←(+)h2̂ (τ), тобто, за означенням 6 (пункт 2)), отримуємо, h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t).

З встановленого вище результату (2*) i формул (4) та (3) випливає, що:

(3*) Для t, τ ∈ T2̂ спiввiдношення h2̂(τ)
h2̂(T2̂)
�(+) h2̂(t) i h2̂(t) ̸= h2̂(τ) виконуються тодi i тiльки

тодi, коли t < τ .
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Отже, за означенням 7, h2̂ є хронометричним процесом для часу ψ2̂. Отже, час ψ2̂ є внутрiшнiм.
При цьому iз спiввiдношень (1), (3) та означення 4 випливає, що Yψ2̂

=
{
{1} ,Bs

(
M2̂

)
, {2}

}
=

Y2̂. Отже, ψ2̂ — внутрiшнiй час, що породжує одночаснiсть Y2̂.
Доведемо, що внутрiшнiй час ψ2̂, що породжує одночаснiсть Y2̂ є єдиним з точнiстю до

еквiвалентностi хронологiзацiй. Нехай ψ : T→ 2Bs(M2̂) — iнший внутрiшнiй час, що породжує
одночаснiсть Y2̂ з хронометричним процесом h, заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi

T =
(
T, ≤̃

)
. Тодi виконуються наступнi умови:

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T} = Y2̂ = {{1} , {1, 2} , {2}} ; (6)

h(t) ⊆ ψ(t) (t ∈ T); (7)

∀ t, τ ∈ T

((
t <̃ τ

)
⇐⇒

((
h(τ)

h(T)

�(+)h(t)

)
&(h(t) ̸= h(τ))

))
, (8)

де <̃ — строгий лiнiйний порядок, породжений нестрогим порядком ≤̃ (тобто для t, τ ∈ T

спiввiдношення t <̃ τ виконується тодi i тiльки тодi, коли t ≤̃ τ i t ̸= τ).
З умови (6) випливає iснування моментiв часу t0, t1, t2 ∈ T, таких, що:

ψ (t0) = {1} ; ψ (t1) = {1, 2} ; ψ (t2) = {2} . (9)

З формули (9) випливає, що множини ψ (t0) , ψ (t1) , ψ (t2) — попарно рiзнi. Отже моменти
часу t0, t1, t2 — також попарно рiзнi. Iз формули (8) випливає, що:

∀t, t̃ ∈ T
((
t ̸= t̃

)
=⇒

(
h(t) ̸= h(t̃ )

))
. (10)

Отже, множини h (t0) , h (t1) , h (t2) — також попарно рiзнi. Крiм того з зауваження 1 випли-
ває, що множини h (t0) , h (t1) , h (t2) — непорожнi. Отже iз спiввiдношеннь (7) i (9) випливає,
що

h (t0) = {1} , h (t2) = {2} . (11)

Згiдно з доведеним вище h (t0) , h (t1) , h (t2) — попарно рiзнi i непорожнi. Тому враховуючи
(7), (9), (11), маємо h (t1) ⊆ ψ (t1) = {1, 2}, h (t1) ̸= h (t0) = {1}, h (t1) ̸= h (t2) = {2},
h (t1) ̸= ∅. Останнi спiввiдношення можливi лише за умови:

h (t1) = {1, 2} . (12)

З формул (11), (12), (9), а також (3), (4) випливає рiвнiсть:

h (ti) = ψ (ti) = ψ2̂(i) = h2̂(i)
(
i ∈ 0, 2 = T2̂

)
, (13)

де 0, 2 = {0, 1, 2}. З останньої рiвностi, на основi результату (1*) випливає спiввiдношення:

h (t2)←(+)h (t1)←(+)h (t0) ,

з якого, за означенням 6 (пункт 2)), отримуємо:

h (t2)
h(T)

�(+)h (t1)
h(T)

�(+)h (t0) .

З останнього спiввiдношення, враховуючи, що, за доведеним вище, h (t0) ̸= h (t1) ̸= h (t2), на
основi умови (8), отримуємо нерiвнiсть:

t0 <̃ t1 <̃ t2. (14)
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Доведемо, що
T = {t0, t1, t2} . (15)

Оскiльки, за доведеним вище, t0, t1, t2 ∈ T, то залишилось довести, що в множинi T немає iн-
ших елементiв, крiм t0, t1, t2. Припустимо, що iснує елемент τ ∈ T такий, що τ ̸= tj

(
∀j ∈ 0, 2

)
.

Iз спiввiдношень (6) та (7) випливає, що h(τ) ⊆ {1, 2}. При цьому маємо card(T) ≥ 2 (оскiль-
ки, за доведеним вище, t0, t1, t2 ∈ T), а отже, згiдно з зауваженням 1, h(τ) ̸= ∅. Таким
чином, ∅ ̸= h(τ) ⊆ {1, 2}. Тому можливими є лише такi випадки, h(τ) = {1}, h(τ) = {2} або
h(τ) = {1, 2}, тобто, згiдно з (11), (12), h(τ) = h (t0), h(τ) = h (t1) або h(τ) = h (t2). Але в усiх
перелiчених трьох випадках приходимо до суперечностi з формулою (10).

Отримана суперечнiсть доводить, що припущення про iснування елемента τ ∈ T такого,
що τ ̸= tj

(
∀j ∈ 0, 2

)
— хибне, що обґрунтовує рiвнiсть (15).

Побудуємо вiдображення ν : T2̂ → T (нагадаємо, що згiдно з (2) i (15), T2̂ = {0, 1, 2},
T = {t0, t1, t2}). Для j ∈ T2̂ := {0, 1, 2} покладемо:

ν(j) := tj ∈ {t0, t1, t2} = T
(
j ∈ T2̂ = {0, 1, 2}

)
. (16)

З нерiвностi (14) випливає, що вiдображення ν є iн’єктивним i монотонним вiдображенням з
T2̂ в T (тобто ν(i) ̸= ν(j) при i ̸= j i ν(i) ≤̃ ν(j) при i ≤ j). Крiм того, згiдно з (16), маємо
ν
(
T2̂

)
=
{
ν(t)| t ∈ T2̂

}
= T. Отже, вiдображення ν є порядковим iзоморфiзмом мiж T2̂ i T.

При цьому для довiльного τ ∈ T2̂, згiдно з формулами (13) (див. внутрiшню частину рiвностi
(13)) та (16), маємо:

ψ2̂(τ) = ψ (tτ ) = ψ (ν(τ)) .

Отже, за означенням 3, хронологiзацiї H2̂ =
((
T2̂,≤

)
, ψ2̂

)
i H =

((
T, ≤̃

)
, ψ
)

— еквiвалентнi.
Таким чином, вище було доведено, що внутрiшнiй час ψ2̂, що породжує одночаснiсть Y2̂

на M2̂ є єдиним з точнiстю до еквiвалентностi вiдповiдних хронологiзацiй. З iншого боку
одночаснiсть Y2̂ не є неповторною в сенсi означення 8, оскiльки для множин Y1 = Y2 = {1, 2}
згiдно з формулами (1), (5) отримуємо:

Y1, Y2 ∈ Y2̂, Y2←(+)Y1, Y1←(+)Y2,

тобто, означенням 6 (пункт 2)):

Y1, Y2 ∈ Y2̂, Y2

Y2̂

�(+)Y1, Y1

Y2̂

�(+)Y2.

Таким чином, як показує приклад 1, теоерма 2 носить лише достатнiй характер i не дає
необхiдної i достатньої ознаки iснування i єдиностi внутрiшнього часу на синхронiзованiй орi-
єнтованiй множинi.

Теорема 2 попроджує, також, i наступну проблему:

Проблема 1. Нехай (M,Y) — синхронiзована орiєнтована множина. Чи завжди внутрiшнiй
час ψ, що породжує одночаснiсть Y (якщо вiн iснує) є єдиним?

Наступний приклад дає негативне розв’язання проблеми 1.

Приклад 2. Розглянемо на орiєнтованiй множинi M2̂, введенiй в прикладi 1 розглянемо
одночаснiсть:

Y∗
2̂
= {{1, 2}} =

{
Bs
(
M2̂

)}
.
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Покладемо:
T2 := {0, 1} .

Тодi пара T2 = (T2,≤) є лiнiйно упорядкованою множиною вiдносно звуження стандартного
вiдношення лiнiйного порядку на множинi цiлих чисел ≤ на множину {0, 1}. Легко бачити, що
вiдображення

ψ∗
2(t) = Bs

(
M2̂

)
= {1, 2} (t ∈ {0, 1} = T2) ; (17)

ψ∗
2̂
(t) = Bs

(
M2̂

)
= {1, 2}

(
t ∈ {0, 1, 2} = T2̂

)
(18)

є часами на орiєнтованiй множинi M2̂, що пророджують одночаснiсть Y∗
2̂
. Вiдповiднi хроно-

логiзацiї H∗
2 = ((T2,≤) , ψ∗

2) i H∗
2̂
=
((

T2̂,≤
)
, ψ∗

2̂

)
, породженi часами ψ∗

2 та ψ∗
2̂

не є еквiва-
лентними, оскiльки вiдповiднi часовi шкали T2 i T2̂ не є рiвнопотужними, а отже неможливо
встановити порядковий iзоморфiзм мiж ними.

Доведемо, що обидва часи ψ∗
2 i ψ∗

2̂
є внутрiшнiми.

1. Доведемо, що час ψ∗
2 є внутрiшнiм з хронометричним процесом:

h2(t) = {t+ 1} (t ∈ T2 = {0, 1}) . (19)

По-перше з формул (19) i (17) випливає, що:

h2(t) ⊆ {1, 2} = ψ∗
2(t) (t ∈ T2 = {0, 1}) . (20)

По-друге, з рiвносильностi (5) випливає, що для t1, t2 ∈ T2 умова h2 (t2)←(+)h2 (t1) має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли 1 ∈ h2 (t1) i 2 ∈ h2 (t2), тобто, враховуючи (19), тодi i тiльки тодi, коли
t1 = 0, t2 = 1. Звiдси, враховуючи, що T2 := {0, 1}, для t1, t2 ∈ T2 отримуємо рiвносильнiсть:

(h2 (t2)←(+)h2 (t1))⇐⇒ (t1 < t2) . (21)

Далi, якщо h2 (τ)
h2(T2)

�(+)h2 (t), де t, τ ∈ T2, то, за означенням 6 (пункт 2)), iснують момен-
ти часу t0, . . . , tn ∈ T2 (n ∈ N), такi, що t0 = t, tn = τ i для довiльного k ∈ 1, n має мiсце
спiввiдношення, h2 (tk)←(+)h2 (tk−1). Звiдси, на основi рiвносильностi (21), приходимо до ви-
сновку, що t = t0 < · · · < tn = τ , тобто t < τ . Навпаки, якщо t, τ ∈ T2 i t < τ , то, на основi
рiвносильностi (21), отримуємо h2 (τ)←(+)h2 (t), звiдки, за означенням 6 (пункт 2)), маємо,

h2 (τ)
h2(T2)

�(+)h2 (t). Крiм того, оскiльки, за формулою (19), h2 (t1) ̸= h2 (t2) при t1 ̸= t2, то з не-
рiвностi t < τ випливає, що h2 (τ) ̸= h2 (t). Таким чином, для довiльних t, τ ∈ T2 справедлива
наступна рiвносильнiсть:

(t < τ)⇐⇒

(
h2 (τ)

h2(T2)

�(+)h2 (t)

)
&(h2 (τ) ̸= h2 (t)) (22)

З формули (20) i рiвносильностi (22), на основi означення 7, випливає, що h2 є хрономен-
тричним прцесом для часу ψ∗

2, тобто цей час є внутрiшнiм з хронометричним процесом h2.
Що й необхiдно було довести.

2. Доведемо, що час ψ∗
2̂

є внутрiшнiм з хронометричним процесом h2̂ : T2̂ → 2{1,2} =

2Bs(M2̂) тим самим, що i в прикладi 1, який, згiдно з формулами (3) i (4) можна подати у
виглядi:

h2̂(t) =


{1} , t = 0

{1, 2} = Bs
(
M2̂

)
, t = 1

{2} , t = 2

(
t ∈ T2̂

)
. (23)
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Згiдно з формулами (23) i (18), маємо:

h2̂(t) ⊆ {1, 2} = ψ∗
2̂
(t)

(
t ∈ T2̂

)
. (24)

Тому, враховуючи факт (3*), встановлений в прикладi 1, приходимо до висновку, що, за озна-
ченням 7, h2̂ є хрономентричним прцесом для часу ψ∗

2̂
, тобто цей час є внутрiшнiм з хрономе-

тричним процесом h2̂. Що й необхiдно було довести.

Таким чином, ми бачимо, що на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi
(
M2̂,Y

∗
2̂

)
внутрi-

шнiй час, що породжує одночаснiсть Y∗
2̂

не є єдиним.

Теорема 2 i приклади 1 та 2 породжують наступнi проблеми, вiдповiдь на якi на даний час
невiдома:

Проблема 2. На синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) знайти необхiдну i достатню
ознаку iснування внутрiшнього часу ψ, що породжує одночаснiсть Y.

Проблема 3. На синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) знайти необхiдну i достатню
ознаку iснування i єдиностi внутрiшнього часу ψ, що породжує одночаснiсть Y.

4 Необхiдна ознака iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй
орiєнтованiй множинi

В цьому роздiлi буде встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на
синхронiзованiй орiєнтованiй множинi, яку можна вважати певним наближенням до розв’яза-
ння проблеми 2.

Для формулювання цiєї ознаки необхiдно ввести деяке ослаблення поняття чутливої одно-
часностi.

Означення 10. Нехай M — орiєнтована множина. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) будемо нази-
вати слабко чутливою, якщо для довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують

множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A.

Зауваження 2. Безпосередньо з означень 10 та 8 (пункт 1)) випливає, такий висновок:

• Якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є чутливою, то вона є слабко чутливою.

Приклад 2 показує, що обернене твердження, взагалi кажучи, не виконується. Легко довести,
що одночаснiсть Y∗

2̂
в цьому прикладi є слабко чутливою. Проте, оскiльки одночаснiсть Y∗

2̂
складається лише з однiєї множини {1, 2} = Bs

(
M2̂

)
, то Y∗

2̂
не є чутливою (бо якщо для

x, y ∈ Bs
(
M2̂

)
таких, що y←x i x ̸= y ми маємо множини A,B ∈ Y∗

2̂
такi, що x ∈ A, y ∈ B i

B
Y∗

2̂

�(+)A, то все одно отримаємо рiвнiсть A = B).

Твердження 4. Нехай M — орiєнтована множина. Якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є слабко
чутливою i неповторною, то вона є чутливою.

Доведення. Нехай одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є слабко чутливою i неповторною. Розглянемо
довiльнi x, y ∈ Bs(M) такi, що y←x i x ̸= y. Оскiльки одночаснiсть Y — слабко чутлива, то,

за означенням 10, iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A. Оскiльки
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B
Y

�(+)A i одночаснiсть Y — неповторна, то, за означенням 8 (пункт 2)), рiвнiсть A = B

— неможлива (бо в протилежному випадку ми отримаємо B
Y

�(+)A i A
Y

�(+)B). Отже, для
довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y←x i x ̸= y iснують A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B,

A ̸= B i B
Y

�(+)A. Тобто, за означенням 8 (пункт 1)), одночаснiсть Y є чутливою.

Нижче, в прикладi 3 буде показано, що твердження, обернене до твердження 4 — не спра-
ведливе. В цьому прикладi буде побудовано чутливу, але не неповторну одночаснiсть.

Зауважимо, що твердження 4 дає змогу дещо послабити засновок теореми 2. В результатi
отримуємо наступний дещо посилений варiант цiєї теореми:

Теорема 3. Нехай M — орiєнтована множина. Для довiльної слабко чутливої, неповторної i
монотонно-зв’язної одночасностi Y на M iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хроно-
логiзацiй внутрiшнiй час ψ такий, що Y = Yψ.

Справедлива наступна необхiдна ознака iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй
орiєнтованiй множинi:

Теорема 4. Якщо на синхронiзованiй орiєнтованiй множинi (M,Y) iснує внутрiшнiй час ψ,
що породжує одночаснiсть Y, то одночаснiсть Y є слабко-чутливою i монотонно-зв’язною.

Доведення. Нехай (M,Y) — синхронiзована орiєнтована множина, ψ : T → 2Bs(M) — вну-
трiшнiй час на M, такий, що Yψ = Y, де T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина i
h : T→ 2Bs(M) — хронометричний процес для часу ψ.

1. Нехай x, y ∈ Bs(M) — елементарнi стани такi, що y←x i x ̸= y. Тодi, за озна-
ченням 2, iснують моммнти часу t1, t2 ∈ T такi, що x ∈ ψ (t1), y ∈ ψ (t2) i t1 < t2.
Оскiльки t1 < t2 i h — хронометричний процес, то, за означенням 7 (пункт 2)), маємо

h (t2)
h(T)

�(+)h (t1). Далi, за означенням 7 (пункт 1)), для довiльного t ∈ T маємо h (t) ⊆ ψ (t),
тому h(T) = {h (t) | t ∈ T} ⊑ {ψ (t) | t ∈ T} = Yψ = Y. Отже, за твердженням 3 (пункт 2)),

iз спiввiдношення h (t2)
h(T)

�(+)h (t1), враховуючи, що h (t1) ⊆ ψ (t1), h (t2) ⊆ ψ (t2), отри-

маємо ψ (t2)
Y

�(+)ψ (t1). Якщо покласти A := ψ (t1), B := ψ (t2), то отримаємо, A,B ∈

{ψ (t) | t ∈ T} = Yψ = Y, x ∈ ψ (t1) = A, y ∈ ψ (t2) = B i B
Y

�(+)A. Отже, для x, y ∈ Bs(M)

таких, що y←x i x ̸= y iснують множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i B
Y

�(+)A. Тому, за
означенням 10, одночаснiсть Y є слабко чутливою.

2. Розглянемо довiльнi A,B ∈ Y такi, що A ̸= B. Оскiльки, за умовою, Y = Yψ, то iснують
t, τ ∈ T такi, що A = ψ (t), B = ψ (τ). Оскiльки, за умовою, A ̸= B, то з останнiх рiвностей
випливає, що t ̸= τ . Тому, оскiльки T — лiнiйно упорядкована множина, можливi лише два
випадки: t < τ або τ < t. Звiдси, оскiльки h — хронометричний процес, за означенням 7 (пункт

2)), у випадку t < τ отримуємо h(τ)
h(T)

�(+)h(t), а у випадку τ < t отримуємо h(t)
h(T)

�(+)h(τ).
Отже, виконується хоча б одна з умов

h(τ)
h(T)

�(+)h(t) або h(t)
h(T)

�(+)h(τ). (25)

Оскiльки h — хронометричний процес для часу ψ, за означенням 7 (пункт 1)), маємо:

h(t) ⊆ ψ(t) = A; h(τ) ⊆ ψ(τ) = B.
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Далi, враховуючи, що, за доведеним вище, h(T) ⊑ Y, використовуючи спiввiдношення (25)
та твердження 3 (пункт 2)), отримуємо, що для множин A i B справедливе хоча б одне iз
спiввiдношень:

A
Y

�(+)B або B
Y

�(+)A. (26)

Таким чином, ми довели, що для довiльних A,B ∈ Y таких, що A ̸= B справедливе хоча б
одне iз спiввiдношень (26). А це, за означенням 9 означає, що одночаснiсть Y є монотонно
зв’язною.

Теорему повнiстю доведено.

Наступний приклад покаже, що теорема 4 не має “зворотньої сили”. В цьому прикладi
доводиться iснування чутливої i монотонно-зв’язної одночасностi, яка не породжує жодного
внутрiшнього часу.

Приклад 3. Нехай n — натуральне число таке що n ≥ 3. Розглянемо орiєнтовану множину
M	

n̂ , що задовольняє такi умови:

(M	def
n̂ :1) Bs

(
M	

n̂

)
= {1, 2, . . . , n} = n̂;

(M	def
n̂ :2) Для x, y ∈ Bs

(
M	

n̂

)
спiввiдношення y←x виконується тодi i тiльки тодi, коли

y = x або y ≡ x+ 1 (modn).

Розглянемо довiльнi елементи x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
= {1, 2, . . . , n} такi, що y +←x. Оскiльки, за по-

значенням 1, iз останнього спiввiдношення випливає, що y←x, то, згiдно з умовою (M	def
n̂ :2),

має мiсце хоч одне iз спiввiдношень y = x або y ≡ x + 1 (modn). Але, випадку x = y, за умо-
вою (M	def

n̂ :2), отримуємо y←x i x← y. Отже в цьому випадку, за позначенням 1, умова
y

+←x виконуватись не може. Тому єдиноможливим залишається випадок y ≡ x + 1 (modn).

Таким чином для довiльних x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
справедлива наступна логiчна iмплiкацiя:(

y
+←x
)
=⇒ (y ≡ x+ 1 (modn)) . (27)

Навпаки, нехай
y ≡ x+ 1 (modn). (28)

Тодi, згiдно з умовою (M	def
n̂ :2), отримуємо y←x. Припустимо, що умова x← y також

виконується. Тодi, за умовою (M	def
n̂ :2), має мiсце хоча б один з випадкiв x = y або

x = y + 1 (modn). Але випадок x = y неможливий, оскiльки у цьому випадку, згiдно з (28),
маємо x ≡ x + 1 (modn), тобто 0 ≡ 1 (modn), що неможливо, бо n ≥ 3 (за умовою). Випадок
x = y+1 (modn) також неможливий, оскiльки у цьому випадку, враховуючи (28), отримуємо,
y ≡ x+ 1 ≡ (y + 1) + 1 ≡ y + 2 (modn), тобто 0 ≡ 2 (modn), що неможливо, бо n ≥ 3 (за умо-
вою). Таким чином, якщо y ≡ x + 1 (modn) то y←x i x ̸↚ y, тобто y +←x. Отже, враховуючи

iмплiкацiю (27) для для довiльних x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
отримуємо логiчну рiвносильнiсть:(

y
+←x
)
⇐⇒ (y ≡ x+ 1 (modn)) . (29)

На орiєнтованiй множинiM	
n̂ введемо наступну одночаснiсть:

Y	
n̂ := {{1} , {2} , . . . , {n}} . (30)
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Оскiльки одночаснiсть Y	
n̂ складається лише з одноелементних множин, то для довiльних

x ∈ Bs
(
M	

n̂

)
i A ∈ Y	

n̂ виконується рiвносильнiсть:

(x ∈ A)⇐⇒ (A = {x}) .

Тому, згiдно з означенням 6 i рiвносильнiстю (29), для довiльних множин A,B ∈ Y	
n̂ отримуємо

таку рiвносильнiсть:

(B←(+)A)⇐⇒ ∃x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

) (
(A = {x})& (B = {y})& (y ≡ x+ 1 (modn))

)
. (31)

Доведемо, що для довiльних A,B ∈ Y	
n̂ мають мiсце обидва спiввiдношення:

B
Y	
n̂

�(+)A i A
Y	
n̂

�(+)B. (32)

Для цього достатньо показати, що для довiльних A,B ∈ Y	
n̂ виконується перше iз наведених

спiввiдношень (бо друге отримується з першого перестановкою змiнних A i B). Отже, нехай,
A,B ∈ Y	

n̂ . Тодi, згiдно з (30), iснують x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
такi, що A = {x}, B = {y}. Тому, у

випадку x < y, згiдно з (31), отримаємо:

B = {y} +←{y − 1} +←· · · +←{x} = A,

де {y} , {y − 1} , . . . , {x} ∈ Y	
n̂ . Звiдси, за означенням 6, маємо, B

Y	
n̂

�(+)A. А у випадку y ≤ x,
згiдно з (31), отримаємо:

B = {y} +←{y − 1} +←· · · +←{1} +←{n} +←{n− 1} +←· · · +←{x} = A

(де < i ≤ — стандартнi вiдношення лiнiйного порядку на множинi натуральних чисел). Звiдси,

за означенням 6, знову отримаємо, B
Y	
n̂

�(+)A.
Iз спiввiдношень (32) (якi виконуються для довiльних A,B ∈ Y	

n̂ ), за означенням 9, випли-
ває, наступний висновок:

(Сonc1) Одночаснiсть Y	
n̂ є монотонно зв’язною.

Розглянемо довiльнi x, y ∈ Bs
(
M	

n̂

)
такi, що y←x i x ̸= y. Покладемо:

A := {x} , B := {y} .

Тодi очевидно, що x ∈ A, y ∈ B i A ̸= B. Крiм того, згiдно з (32), маємо B
Y	
n̂

�(+)A. Отже, за
означенням 8 (пункт 1)), отримуємо такий висновок:

(Сonc2) Одночаснiсть Y	
n̂ є чутливою.

Доведемо, що на орiєнтованiй множини M	
n̂ не iснує внутрiшнього часу, що породжує одно-

часнiсть Y	
n̂ (тобто такого внутрiшнього часу ψ0, що Y	

n̂ = Yψ0). Справдi, припустимо, що
ψ0 : T0 → 2Bs(M	

n̂) — внутрiшнiй час на M	
n̂ такий, що Y	

n̂ = Yψ0 з хронометричним про-
цесом h0 : T0 → 2Bs(M	

n̂), де T0 = (T0,≤0) — лiнiйно упорядкована множина. З рiвностi
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Y	
n̂ = Yψ0 = {ψ0(t) | t ∈ T0}, (оскiльки всi елементи одночасностi Y	

n̂ , згiдно (30), — одноеле-
ментнi множини) випливає, що:

Для довiльного t ∈ T0 множина ψ0(t) є одноелементною. (33)

Також з рiвностi Y	
n̂ = Yψ0 = {ψ0(t) | t ∈ T0}, враховуючи рiвнiсть (30), в якiй, за умомвою,

n ≥ 3 випливає, що множина T0 мiстить бiльше двох елементiв.
Оскiльки h0 — хронометричний процес для часу ψ0, то за означенням 7, для довiльно-

го t ∈ T0 маємо h0 (t) ⊆ ψ0 (t), але з врахуванням висновку (33) i зауваження 1 з остан-
нього включення отримуємо рiвнiсть, h0 (t) = ψ0 (t) (t ∈ T0), з якої випливає, що h0 (T0) =

{h0 (t) | t ∈ T0} = {ψ0 (t) | t ∈ T0} = Yψ0 = Y	
n̂ . Тому, враховуючи (32), для довiльних t, τ ∈ T0

отримуємо:

h0 (τ) = ψ0 (τ)
h0(T0)

�(+)ψ0 (t) = h0 (t) i h0 (t)
h0(T0)

�(+)h0 (τ) .

Оскiльки h0 — хронометричний процес, то з останнiх спiввiдношень, за означенням 7 (пункт 2))
при t ̸= τ отримаємо, що одночасно справедливi обидвi нерiвностi t <0 τ i τ <0 t (де <0 —
вiдношення строгого порядку, породжене нестрогим порядком ≤0), що неможливо. Остання
суперечнiсть доводить, що внутрiшнього часу, що породжує одночаснiсть Y	

n̂ не iснує.
Таким чином, згiдно з висновками (Сonc1) i (Сonc2), одночаснiсть Y	

n̂ є чутливою i
монотонно зв’язною. Але при цьому на орiєнтованiй множиниM	

n̂ не iснує внутрiшнього часу,
що породжує одночаснiсть Y	

n̂ .

5 Висновки.

Основнi новi результати роботи можна сформулювати наступним чином:

1. Показано, що отримана в попереднiх роботах достатня ознака iснування i єдиностi вну-
трiшнього часу не є необхiдною. Наведено приклад синхронiзованої орiєнтованої множи-
ни, для якої iснує i єдиний (з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй) внутрiшнiй
породжуючий час, але при цьому вiдповiдна одночаснiсть не є неповторною.

2. Наведено приклад синхронiзованої орiєнтованої множини, для якої iснують два внутрi-
шнi часи з не еквiвалентними хронологiзацiями, що її породжують.

3. Встановлено одну необхiдну ознаку iснування внутрiшнього часу на синхронiзованiй орi-
єнтованiй множинi i показано, що ця необхiдна ознака не є достатньою.
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Grushka Ya.I. On internal time on a synchronized oriented set, Bukovinian Math. Journal. 13,
2 (2025), 96–113.

Oriented sets are the simplest mathematical structures that model collecti-
ons of evolving objects. This work is devoted to the problem of the existence
of internal time on a synchronized oriented set. From an intuitive point of vi-
ew, internal time is the time whose flow can be "observed and recorded" while
"living inside" the oriented set. In the paper we prove that the sufficient conditi-
on for the existence and uniqueness of internal time on a synchronized oriented
set, obtained in previous works, is not a necessary one. Also we establish some
necessary condition for the existence of internal time on a synchronized oriented
set and show that this condition is not sufficient.
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Математична модель впливу забруднення зовнiшнього середовища на iмунну

вiдповiдь органiзму людини

Запропоновано математичну модель iмунної вiдповiдi на iнфекцiйне захворювання з
урахуванням впливу забруднення довкiлля. Фактор забруднення описується узагальне-
ним рiвнянням Гатчiнсона i впливає на формування каскаду плазмоклiтин i ураження
органу-мiшенi. Встановлено умови iснування єдиного розв’язку математичної моделi та
його невiд’ємнiсть на пiвосi для t > 0.

Знайдено стацiонарнi розв’язки моделi та умови їх iснування. Дослiджено стiйкiсть
стацiонарного розв’язку, який характеризує стан вiдсутностi iнфекцiйного захворювання.
Отримана оцiнка величини iнфiкування у початковий момент часу, при якiй не вiдбуває-
ться гострої чи хронiчної форми iнфекцiйного захворювання.
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антигени, плазмоклiтини.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
e-mail: y.bihun@chnu.edu.ua (Бiгун Я.Й.), o.ukrainets@chnu.edu.ua (Українець О.З.)

Вступ

У медичнiй практицi спостерiгається вплив екологiчних факторiв на перебiг рiзного роду
захворювань, зокрема при iмуннiй вiдповiдi органiзму людини на iнфекцiйнi захворювання [1],
[2]. Такий фактор може складатись iз багатьох чинникiв, зокрема забруднень повiтря, води,
харчових продуктiв тощо. Можуть додаватися також впливи соцiального характеру, викликанi
поширенням iнформацiйних фейкiв, iнформацiєю про катастрофи або дiї воєнного характеру.
Епiдемiї i пандемiї супроводжуються iнфекцiйними захворюваннями, механiзмом захисту вiд
яких є iмунна система людини, яка забезпечує захист органiзму вiд чужорiдних антигенiв.

Один iз напрямкiв дослiджень у математичнiй iмунологiї ґрунтується на базовiй моделi
iмунної вiдповiдi на iнфекцiйнi захворювання, запропонованої Г.I. Марчуком [3], i розвинутий
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у багатьох працях, наприклад в [4], [5], [6], [7], [8], зокрема для конкретних iнфекцiйних за-
хворювань [9] та iн. Математична модель у роботi [3] описується системою диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням аргументу i набуває вигляду:

dV

dt
= (β − γF )V, (1)

dC

dt
= αξ(m)VτFτ − µc(C − C∗), (2)

dF

dt
= ρC − ηγFV − µfF, (3)

dm

dt
= σV − µmm, (4)

де змiннi представляють основнi фактори iнфекцiйного процесу. Iмунна вiдповiдь включає ви-
роблення специфiчних об’єктiв (антитiл F (t)), якi генеруються каскадом плазматичних клiтин
C(t). Антитiла здатнi нейтралiзувати або знищувати чужорiднi матерiали (антигени), кiль-
кiсть або концентрацiя яких V (t) змiнюється з часом t ≥ t0 = 0. Модель також включає
вiдносну мiру m(t) ураження органу-мiшенi, яка служить узагальненою мiрою пошкоджен-
ня органу, спричиненого антигенами; ξ(m) = 1 для m ∈ [0,m∗] i ξ(m) = (m − 1)/(m∗ − 1)

для m∗ < m ≤ 1;m∗ ∈ (0, 1). Якщо m ∈ [0,m∗], то ураження органу не впливає на фун-
кцiонування iмунної системи. Фактор запiзнення τ > 0 вiдiграє важливу роль у моделi,
оскiльки вiн задає час вiд моменту iнфiкування до активацiї механiзмiв iмунної вiдповiдi,
Vτ (t) = V (t− τ), Fτ (t) = F (t− τ).

У данiй статтi модель (1)-(4) iмунної вiдповiдi дослiджується iз врахуванням екологiчно-
го фактору на перебiг iнфекцiйного захворювання, зокрема, встановлено умови iснування
i невiд’ємностi розв’язку, знайдено стани рiвноваги та дослiджено їх стiйкiсть i проведено
комп’ютерне моделювання динамiки моделi.

1 Екологiчний фактор

Припустимо, що величина забруднення E(t) оцiнюється у вiдносних одиницях, 0 ≤ E(t) ≤
1, змiнюється з часом i є сумою компонент Ev(t):

E(t) = a1E1(t) + . . .+ amEm(t),

де ваговi коефiцiєнти av ≥ 0, a1 + ... + am = 1. Функцiя E(t) за вiдсутностi значних збурень
має коливний характер i стабiлiзується з часом вiдносно деякого значення K, 0 < K < 1, яке
вiдповiдає нормативному рiвню забруднення довкiлля. Тому вважатимемо, що функцiя E(t) є
розв’язком узагальненого рiвняння Гатчiнсона:

dE(t)

dt
= r

(
1−

(
E(t−∆)

K

)n)
E(t), t > 0. (5)

Тут 0 < r – коефiцiєнт лiнiйного росту, ∆ – усереднений час вiдновлення екологiчної рiвноваги
вiдносно E = K. Параметр n ∈ N дозволяє адекватнiше моделювати динамiку забруднення.

Початкова умова для розв’язку рiвняння (5) набуває вигляду:

E(t) = E0(t), 0 ≤ E0(t) ≤ 1, t ∈ [−∆, 0]. (6)



116 Бiгун Я.Й., Українець О.З.

Розв’язок задачi (5), (6) невiд’ємний й обмежений при t > 0 [10]. Надалi вважатимемо, що
E(t) ≤ 1 при t ∈ [−∆,∞). Замiнами E(t) = K(1 + x(t)), t = ∆s, рiвняння (5) зводиться до
вигляду:

dx(s)

ds
= −rn∆x(s− 1) + f(x(s), x(s− 1)),

де f – нелiнiйна функцiя аргументiв x(s) i x(s − 1), f(0, 0) = 0. Тому асимптотична стiйкiсть
стацiонарної точки E = K досягається при виконаннi умови [8]:

0 < rn∆ < π/2. (7)

При переходi через точку бiфуркацiї r∆ = π/2n виникає перiодичний розв’язок. Стацiонарний
розв’язок E = 0 – нестiйкий.

2 Модель iмунної вiдповiдi

У моделi iмунної вiдповiдi (1)-(4) запропоновано наступнi змiни. Припустимо, що взаємо-
дiя антиген-антитiло набуває вигляду F kV, k ∈ N , i характеризує сильну iмунну вiдповiдь.
Вплив екологiчного фактору E(t) у моделi (1)-(4) врахуємо, припустивши, що рiст величини
забруднення E(t) сповiльнює швидкiсть утворення каскаду плазмоклiтин C(t) i погiршення
екологiчного стану веде до зменшення швидкостi вiдновлення органу-мiшенi m(t).

У пiдсумку динамiчна система iмунної вiдповiдi набуває вигляду:

dV

dt
= (β − γF k(t))V (t), (8)

dC

dt
= αξ(m(t))V (t− τ)F (t− τ)− µc(C(t)− C∗)− εcE(t), (9)

dF

dt
= ρC(t)− µfF (t) − ηγV (t)F k(t), (10)

dm

dt
= σV (t)− µmm(t) + εmE(t), (11)

де параметри набувають невiд’ємних значень. Початковi умови мають вигляд:

V (t) = 0, t ∈ [−τ, 0], V0 = V0 ≥ 0;F (t) = F0(t) ≥ 0, F0 ∈ C[−τ, 0]; (12)

C(0) = C0 ≥ 0;m(0) = m0 ∈ [0, 1).

3 Невiд’ємнiсть розв’язку моделi

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти системи рiвнянь (5), (8)–(11) i початковi значення розв’язку
при t = 0 невiд’ємнi, iснує неперервний розв’язок системи з початковими умовами (12) при
t > 0 i виконуються нерiвностi:

C0 ≥ C∗, εc < µcC
∗. (13)

Тодi розв’язок початкової задачi (8)–(12) невiд’ємний при t > 0.

Доведення. Невiд’ємнiсть розв’язку V (t) при t > 0, випливає iз зображення

V (t) = V0 exp

(∫ t

0
(β − γF k(s))ds

)
≥ 0,

яке одержується з рiвняння (8). Аналогiчно доводиться невiд’ємнiсть розв’язку задачi (5), (6).
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Оскiльки V (t) ≥ 0 i E(t) > 0, коли t > 0, то

m(t) = m0e
−µmt +

∫ t

0
e−µm(t−s) (σV (s) + εmE(s)) ds ≥ 0, t > 0. (14)

На вiдрiзку [0, τ ], враховуючи умову (13), маємо:

C(t) = C∗ + (C0 − C∗)e−µct − εc

∫ t

0
e−µm(t−s)E(s)ds ≥ C∗ − εc

µc
> 0.

Якщо F (0) > 0, то F (t) > 0 на iнтервалi (0, t1), t1 ≤ τ . Нехай F (t1) = 0, тодi dF (t1)/dt ≤ 0, але

dF (t1)

dt
= ρC(t1)− ηγF k(t1)V (t1)− µcF (t1) = ρC(t1) > 0,

що суперечить припущенню.
Отже, F (t) > 0 при t ∈ [0, τ ]. Оскiльки ξ(m) ≥ 0, то для t ∈ (τ, 2τ ]:

dC(t)

dt
= αξ(m(t))V (t− τ)F (t− τ)− µcC

∗ − εcE(t) ≥ µc(C(t)− C∗)− εcE(t).

Якщо C(t2) = 0, τ < t2 < 2τ , то

dC(t2)

dt
≥ µcC

∗ − εcC > 0,

що суперечить припущенню, оскiльки dC(t2)/dt ≤ 0. Аналогiчно доводиться, що F (t) > 0 при
t ∈ [2τ , 3τ ] i вiдповiдно V (t) > 0, i далi на вiдрiзок [ντ, (ν + 1)] , ν ≥ 3.

Отже, розв’язок моделi невiд’ємний при зроблених припущеннях.

4 Iснування i єдинiсть розв’язку

Розглянемо питання iснування i єдиностi розв’язку задачi (8)-(11).

Теорема 2. Нехай коефiцiєнти системи рiвнянь (5), (8)–(11) i початковi умови невiд’ємнi,
виконуються умови (13). Тодi при t > 0 iснує єдиний розв’язок задачi (6), (8)–(11), диферен-
цiйований при t > τ .

Доведення. Неперервний розв’язок задачi (5), (6) iснує i єдиний при t > 0 [10], [11]. На iнтервалi
(0, τ) розв’язок лiнiйного рiвняння

dC(t)

dτ
= −µc(C(t)− C∗)− εcE(t) (15)

icнує i єдиний. На деякому iнтервалi (0, t) iснування розв’язку iз початковими умовами V (0) >

0, F (0) > 0 на пiдставi теореми 1 одержимо
dF

dt
≤ ρC,

dV

dt
≤ βV.

Розв’язок мажорантої лiнiйної системи iз початковими умовами V (0) i F (0) iснує при t > 0.
Отже, розв’язок рiвнянь (8) i (10) можна продовжити на iнтервал (0, τ) на пiдставi теореми
Уiтнера [12, с. 42-43]. Iснування i єдинiсть розв’язку m(t) випливає iз зображення (14). На
наступному кроцi (τ, 2τ) повторивши аналогiчнi мiркування встановлюється iснування єдиного
розв’язку iз невiд’ємними початковими V (t) i F (t) при t ∈ [0, τ ], C(τ) > 0 i m(τ) > 0. Методом
крокiв [10] отримується iснування розв’язку для t > 0.

Оскiльки початкова функцiя для розв’язку V (t) розривна при t = 0, то розв’язок задачi
(5)–(6), (8)–(11) неперервний для t ∈ [0, τ ] i диференцiйований при t > τ внаслiдок гладко-
стi правих частин системи. Єдинiсть розв’язку випливає iз гладкостi правих частин системи
рiвнянь.
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5 Стацiонарнi розв’язки та їх стiйкiсть

Стацiонарний розв’язок E = K асимптотично стiйкий при виконаннi умови (7). Для систе-
ми рiвнянь (8)–(11), за медично прийнятної умови ξ(m) = 1, стацiонарнi розв’язки знаходяться
iз нелiнiйної системи рiвнянь:

(β − γF k)V = 0,

αV F − µc(C − C∗)− εcK = 0, (16)

ρC − µfF − ηγV F k = 0,

σV − µmm+ εmE = 0.

Стацiонарний розв’язок, що вiдповiдає стану здорового органiзму з незначним ураженням
органу-мiшенi m, що не перевищує m∗, набуває вигляду:

V1 = 0, C1 = C∗ − εcK

µc
, F1 =

ρC1

µf
,m1 =

εmK

µm
. (17)

Такий розв’язок iснує, якщо виконуються умови:

εc ≤
µcC

∗

K
, εm ≤ µmm∗

K
. (18)

Якщо V ̸= 0, то

F2 =
k

√
β

γ
,m2 =

σ2V2 + εmK

µm
, (19)

а значення C2 i V2 є розв’язками системи лiнiйних рiвнянь{
µcC − αF2V = µcC

∗ − εcK,

ρC − ηγF k
2 V = µfF2.

Звiдси одержимо:

C2 =
αµc + ηγ(εcK − µcC

∗)F k−1
2

αρ− ηγµcF
k−1
2

, V2 =
ρ(εcK − µcC

∗) + µcµfF2

αρF2 − ηγµcF k
2

. (20)

Стацiонарний розв’язок (19), (20) вiдповiдає стану хронiчного захворювання при допусти-
мому рiвню забруднення E = K. Отриманий розв’язок має змiст, якщо V2 > 0, оскiльки тодi

ρC2 = µfF2 + µγV2F
k
2 > 0.

Додатнiсть V2 забезпечується виконанням однiєї iз систем нерiвностей:

ρ(µcC
∗ − εcK) < µcµfF2, (21)

αρ > ηγµcF
k−1
2 ,

або

ρ(µcC
∗ − εcK) > µcµfF2, (22)

αρ < ηγµcF
k−1
2 ,

Умови (21) вiдповiдає стану сильної iмунної вiдповiдi, умови (22) - стану iмунодефiциту
[3].
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6 Асимптотична стiйкiсть стану здорового органiзму

Характеристичне рiвняння, вiдповiдне лiнеаризованiй системi (8) – (11) на розв’язку (17),
набуває вигляду:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β − γF k

1 − λ 0 0 0

αF1e
−λτ −µc − λ 0 0

−ηγF k
1 ρ −µf − λ 0

σ 0 0 −µm − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Власнi значення

λ1 = β − γF k
1 < 0, λ2 = −µc < 0, λ3 = −µf < 0, λ4 = −µm < 0,

якщо виконується умова
β − γF k

1 < 0. (23)

Отже, при виконаннi умови 0 < rn∆ < π/2 й умови (23) стацiонарнi розв’язки E1 = K i (17)
локально асимптотично стiйкi.

Як i в працi [3], для запропонованої моделi (8)-(11) вкажемо верхню оцiнку V ∗ – iмунологi-
чний бар’єр, що для початкового значення iнфiкування V0 > 0, такого, що V0 < V ∗, iнфекцiйне
захворювання матиме субклiнiчну форму.

Теорема 3. Нехай виконуються умова (23) й оцiнки

εc ≤
µcC

∗

K
, εm ≤ µmm∗

K
, 2 exp (−µc τ) < 1. (24)

Тодi для початкового значення V0, такого, що 0 < V0 < V ∗, де

V ∗ =
1

ηβ

(
ρC∗ − µf

k

√
β

γ

)
+

εcρ

ηβµc
(2e−µcτ − 1), (25)

розвитку iнфекцiйного захворювання у гострiй чи хронiчнiй формi не вiдбувається i

lim
t→∞

V (t) = 0.

Доведення. Iз умови (23) випливає, що розв’язок V (t) монотонно спадає на деякому iнтервалi
(0, t1). У точцi t = t1 функцiя V (t) досягає мiнiмуму i тодi β−γF k(t1) = 0. Розглянемо спочатку
випадок, коли t1 < τ . Iснує iнтервал (t1, t2), t2 ≤ τ , на якому функцiя V (t) зростає, тому
F k(t) < β/γ. Оскiльки 0 < E(t) ≤ 1, то згiдно з доведенням теореми 1, i враховуючи оцiнку
(24) одержимо, що на цьому iнтервалi одержимо:

C(t) ≥ εc
µc

e−µcτ +
εc
µc

(e−µct − 1) ≥ εc
µc

(2e−µcτ − 1) > 0. (26)

Iз рiвняння (10) i оцiнок (26) випливає:

dF (t1)

dt
= ρC(t1)− ηγV (t1)F

k(t1)− µfF (t1) ≥ (27)

ρ(C0 +
εc
µc

(2e−µcτ − 1))− ηγV0
β

γ
− µc

k

√
β

γ
.
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Якщо V0 < V ∗, то з нерiвностi (27) матимемо:

(ρC∗ − µf
k

√
β

γ
) +

ρεc
µc

(2e−µcτ − 1)− ηβV0 > 0.

Отримана оцiнка суперечить припущенню, тому функцiя V (t) спадає на iнтервалi (0, τ).

Нехай тепер τ < t1 < t2 ≤ 2τ . Тодi для t ∈ (t1, t2] одержимо

dC(t)

dt
≥ αV (t− τ)F (t− τ)− µc(C(t)− C∗)− εcE(t) ≥ µc(C(t)− C∗)− εcE(t),

оскiльки функцiї V (t) i F (t) набувають додатних значень. Отже, на iнтервалi (t1, t2) викону-
ється оцiнка вигляду (26), тому F (t2) > 0, що пiдтверджує спадання функцiї V (t) на iнтервалi
(τ, 2τ). Аналогiчнi оцiнки отримується також i на iнтервалах (kτ, (k + 1)τ), k = 2, 3, ..., що
пiдтверджує висновок щодо iмунологiчного бар’єру V ∗, непроходження якого не приводить до
гострої чи хронiчної форми iнфекцiйного захворювання.

Наслiдок 1. Враховуючи значення стацiонарного розв’язку (17) запишемо умову (23) у ви-
глядi

β < γ
ρk

µk
f

(C∗ − εcK

µc
)k.

Звiдси випливає, що при невеликiй швидкостi розмноження антигена β або достатнiй концен-
трацiї iмунокомпетентних плазмоклiтин C∗, що вiдбувається, зокрема, при вакцинацiї, розви-
тку захворювання не вiдбудеться.

7 Числове моделювання

На пiдставi вiдповiдної дискретної моделi за допомогою набору iнструментiв для аналi-
тичного й чисельного розв’язання систем диференцiальних рiвнянь у програмному пакетi
Wolfram Mathematica проiлюструємо поведiнку розв’язкiв моделi iмунної вiдповiдi (8)–(11)
за наявностi i вiдсутностi впливу екологiчного фактору E(t).

Якщо фактор E(t) не впливає на перебiг iнфекцiйного захворювання (εc = εm = 0), то
спостерiгається гостра форма захворювання з досягненням пiкових значень концентрацiї ан-
тигена V 1

max i плазмоклiтин C1
max (рис.1, а-б), причому C(t) → 1.4 iз ростом t i перевищує

C∗.
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1: Динамiка iмунної вiдповiдi. Параметри: β = 1.2, γ = 0.3, α = 1.7, µc = 0.1, ρ = 2.0, C∗ =

1.4, µf = 0.15, η = 2.0, σ = 0.35, µm = 0.2, τ = 4.5,m∗ = 0.15, εc = εm = 0.
Початковi умови: V0 = 0.1, C0 = 1.0, F0 = 0.0001,m0 = 0

.

Якщо у рiвняннi (5) параметри набувають значень: r = 0.5,K = 0.2, n = 2, k = ∆ =

1, а початкова умова E0(t) = 0.15, t ∈ [−∆, 0], то стацiонарний розв’язок задачi E(t) = K

асимптотично стiйкий (рис. 2 (а)), оскiльки rn∆ = 1 < π/2.

(а) r = 0.5 (б) r = 0.8

Рис. 2: Динамiка фактору забруднення зовнiшнього середовища E(t).
Параметри: K = 0.2, n = 2, k = ∆ = 1.

Припустимо, що фактор E(t) впливає на динамiку iмунної вiдповiдi (εcεm ̸= 0). У цьому
випадку V 2

max > V 1
max, значення C(t) i F (t) наближаються до стацiонарних значень C1 i F1 при

t → ∞, якi менше значень без впливу фактору забруднення зовнiшнього середовища (рис.3
(а,б)). При цьому залишається незначне ураження m(t) < m∗ органу-мiшенi (рис. 3 (г)).
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3: Динамiка iмунної вiдповiдi iз впливом фактору забруднення зовнiшнього
середовища(εc = 0.25, εm = 0.15).

Якщо стан рiвноваги E = K порушується, наприклад, при r = 1.3, то спостерiгається осци-
ляцiйна поведiнка розв’язкiв (8)–(11). При цьому m(t) → m2 > 0 при t → ∞, тобто ураження
органу-мiшенi повнiстю не зникає. Також, максимальнi значення концентрацiї антигена V 3

max

i плазмоклiтин C3
max перевищують вiдповiднi значення, якi набуваються без впливу фактору

забруднення зовнiшнього середовища (рис. 4 (а,б)).

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4: Динамiка iмунної вiдповiдi iз впливом фактору забруднення зовнiшнього сере-
довища при r = 1.3.
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Отже, за результатами розглянутих прикладiв можна прослiдкувати вплив екологiчного
фактору на перебiг iнфекцiйного захворювання, пов’язаного iз забрудненням зовнiшнього се-
редовища. Спостерiгається рiст максимального значення антигена, осциляцiйна поведiнка мiри
ураження органу-мiшенi, запiзнення в досягненнi максимальних значень формування каскаду
плазмоклiтин i популяцiї антитiл.
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[9] Foryś U. Marchuk’s model of immune system dynamics with application to tumour growth. J. Theor.
Med. 2002. Vol. 4, no. 1. P. 85–93.

[10] Smith H. An Introduction to Delay Differential Equations where Applications to the Life Sciences.
Springer Science+Business Media. 2011. P. 172.

[11] Y. Kuang, Delay Differential Equations with Applications in Population Dynamics. Academic Press.
1993. P. 397.

[12] Hartman Ph. Ordinary Differential Equations. New York, London, Sydney, John Wiley Sons. 1964. P.
612.

Надiйшло 24.11.2025

Bihun Y.Y., Ukrainets O.Z. Mathematical Model of the Impact of Environmental Pollution on
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A mathematical model of the immune response to an infectious disease is proposed, taking
into account the impact of environmental pollution. The pollution factor is described by a
generalized Hutchinson equation and influences the formation of the plasma cell cascade and
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the damage to the target organ. The conditions for the existence of a unique solution to the
mathematical model and its non-negativity on the semi-axis [0,∞) are established.

The stationary solutions of the model and the conditions for their existence are obtained.
The stability of the stationary solution, which characterizes the state of absence of the infectious
disease, is investigated. An estimate of the initial infection level is derived, under which the
infectious disease does not occur.
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1 Introduction

The real line plays a fundamental role in mathematics. It serves as a cornerstone in numerous
areas of scientific research. The main reason for that is the ability to endow the real line with various
mathematical structures. Hence, researching the properties of R inside a particular category of such
mathematical structures could be helpful for more advanced studies. In particular, characterizing
the real line as an object of some category is a common way to conduct such research. One can
find helpful characterizations in the categories of ordered fields, topological spaces, groups etc. In
this paper, we obtain a characterization of the real line in the category of topological groups, which
turned out to be helpful in the other research [2] to prove that one-parametric subgroups in any
strictly convex metric group are isomorphic copies of the additive group of reals.

We prove that the real line is the unique non-monothetic metrizable one-parametric topological
group. Also we detect monothetic groups among one-parametric topological group, and characterize
the real line endowed with the Bohr topology and a unique non-monothetic totally bounded N-scaled
topological group.

2 Preliminaries

Our study mainly considers the structure of a topological group. Let us recall its definition
together with the definitions of several related fundamental properties.

УДК 515.12
2010 Mathematics Subject Classification: 20K45, 22B05, 22D35.

c⃝Banakh T., Makarova K., Mazurenko O., 2025
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Definition 1. A group is an algebraic structure (G,+, 0), consisting of a set G, a binary operation
+ : G×G→ G and an identity element 0, satisfying the following axioms:

• ∀x, y, z ∈ G (x+ y) + z = x+ (y + z), (associativity)

• ∀x ∈ G x+ 0 = x = 0 + x, (identity)

• ∀x ∈ G ∃y ∈ G x+ y = 0 = y + x. (inverse)

We will also use the operation · : Z×G→ G, · : (n, x) 7→ nx, which is naturally defined on the
additive group (G,+, 0) by the following recursive formulas: 0 · x = 0, (n + 1) · x = n · x + x, and
−(n+1) ·x = −n ·x−x for all n ∈ N∪{0}. If the group G is abelian, the defined operation · turns
it into a Z-module.

Definition 2. A topological group is a group (G,+, 0) equipped with a topology T such that the
following maps are continuous:

• the addition (group operation) + : G×G→ G, + : (x, y) 7→ x+ y,

• the inversion i : G→ G, i : x 7→ −x.

Unless stated otherwise, all topological groups are assumed to be Hausdorff. For a topological
group (G, T ), we denote by T0 := {U ∈ T : 0 ∈ U} the family of open neighborhoods of the identity
element 0 of the topological group. By R we denote the additive group of reals equipped with the
Euclidean topology Tε.

Definition 3. A map φ : S → G between topological groups is called a topological group isomor-
phism if it is simultaneously a group homomorphism and a homeomorphism.

If there exists a topological group isomorphism between topological groups G and H, we will
say that G is isomorphic to H and write G ∼= H.

Definition 4. A topological group G is called one-parametric if there exists a surjective continuous
group homomorphism φ : R → G (called a parametrization).

Definition 5. A topological group (G,+, 0, T ) is called monothetic if it contains a dense cyclic
subgroup; that is, there exists an element g ∈ G (called a topological generator) of G such that
⟨g⟩ = {ng : n ∈ Z} = G.

Definition 6. A topological group (G,+, 0, T ) is called totally bounded if for every open neighbor-
hood U ∈ T0 of the identity 0 ∈ G, there exists a finite subset F ⊆ G such that G =

∪
x∈F (x+ U).

For ease of notation, we occasionally use property names to refer to the group topology rather
than the topological group (for example, ”monothetic group topology”). We will use these expres-
sions interchangeably when no confusion can arise.
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3 Uniqueness of Parametrization

Let (G,+, 0, T ) be a one-parametric topological group. The following proposition shows that
the parametrization φ : R → G of G is unique in a certain sense, which justifies why the term
“one-parametric group" is applied to G itself rather than to a specific parametrization.

Proposition 1. If φ : R → G and ψ : R → G are two parametrizations of a (non-trivial) one-
parametric topological group G, then there exists a (unique) topological group isomorphism h :

R → R such that φ ◦ h = ψ.

Proof. Observe that kerφ = {a ∈ R : φ(a) = 0} is a closed subgroup of R, which are known to be
either {0}, R, or aZ for some a ∈ R>0 (see, e.g., [6], p. 27).

If kerφ = R, then the surjective homomorphism φ is trivial, and thus G = {0}. Hence, any
topological group isomorphism h : R → R is as required.

If kerφ = aZ, then the topological group G can be identified with the circle group R/aZ ∼=
T := {z ∈ C : |z| = 1}. Hence both φ and ψ are continuous characters of R. Thus φ(x) = e2πi

x
a

and ψ(x) = e2πi
x
b , where kerψ = bZ. For the identity φ ◦ h = ψ to hold, the map h : R → R must

satisfy e2πi
x
b = e2πi

h(x)
a for all x ∈ R. This is equivalent to h(x) = a

bx+ na for n ∈ Z. Such map is
a topological group isomorphism if and only if n = 0. Hence h : R → R, h : x 7→ a

bx is a required
unique topological group isomorphism.

If kerφ = {0}, then G is not isomorphic to T, and therefore kerψ = {0} as well. We claim that
the map h : R → R, h = φ−1 ◦ ψ, is the required unique topological group isomorphism. Observe
that h is already a group isomorphism; it remains to show that h is a homeomorphism.

Write R =
∪

i∈N Ii as the union of closed intervals Ii. Set Ji := φ[Ii] and Ki := ψ[Ii]. For
each i ∈ N, the sets Ji,Ki are compact subsets of G and G =

∪
j,k∈N Jj ∩ Kk. Since ψ �Ik is a

homeomorphism, we obtain R =
∪

j,k∈N ψ
−1[Jj ∩ Kk] and each ψ−1[Jj ∩ Kk] is compact. By the

Baire Category Theorem there exist indices j, k ∈ N such that D := ψ−1[Jj ∩ Kk] ⊆ Ik has non-
empty interior. Since φ �Ij and ψ �Ik are homeomorphisms, the map h is a homeomorphism on the
non-empty open set Int(D). Since h is a group isomorphism, being homeomorphic on a non-empty
open set implies that it is a homeomorphism on all of R. Thus h is indeed a topological group
isomorphism. Finally, uniqueness follows immediately from the fact that ψ and φ are bijective.

4 Characterizing the real line among one-parametric topological groups

In this section we prove two characterizations of the real line in the class of all one-parametric
topological groups.

Proposition 2. Let G be a one-parametric topological group and φ : R → G be its parametrization.
The map φ is a topological isomorphism if and only if for some nonempty open set U ⊆ G the
preimage φ−1[U ] is bounded in the real line R.

Proof. The “only if” part is triavial. To prove the “if” part, assume that for some nonempty set
U ⊆ G, the preimage φ−1[U ] is bounded in the real line. Replacing the set U by its shift U − u,
where u ∈ U is any point, we lose no generality assuming that the identity element 0 of the group
U belongs to the open set U . Since all nontrivial subgroups of the real line are unbounded, the
surjective homomorphism φ : R → G is injective and hence is bijective.

We will show that φ is open, that is for all ε > 0 the image φ[(−ε, ε)] is open in G. Replacing ε
by a smaller positive number, we can assume that φ((−ε, ε)) ⊆ U , by the continuity of φ. Choose
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any positive real number a such that the bounded set φ−1[U ] is contained in the closed interval
K := [−a, a] ⊂ R. The compactness of K ensures that the restriction φ �K : K → φ[K] ⊆ G is a
homeomorphism. Hence, φ[(−ε; ε)] is open in the subspace φ[K] ⊆ G. Consequently, there exists an
open set W ⊆ G such that φ[(−ε; ε)] = φ[K]∩W . Since φ[(−ε; ε)]∩U = φ[(−ε; ε)] and U ⊆ φ[K],
we have φ[(−ε; ε)] = φ[K]∩W ∩U =W ∩U . The subsets W and U are open in G, hence φ[(−ε; ε)]
is also open in G. Therefore, the bijective continuous homomorphism φ : R → G is open and hence
is a topological isomorphism of the topological groups R and G.

The following characterization of the real line is the main result of this section.

Theorem 1. A topological groupG is isomorphic to R if and only ifG is one-parametric, metrizable,
and not monothetic.

Proof. The necessity follows directly from the fact that the real line R is metrizable, one-parametric,
and not monothetic, since for all x ∈ R the subgroup ⟨x⟩ = Zx ̸= R is closed. Now we prove the
sufficiency.

Assume that a one-parametric topological group G is metrizable and not monothetic, and let
φ : R → G be its parametrization.

Lemma 1. There exists a non-empty open set U ⊆ G with bounded preimage φ−1[U ] ⊆ R.

Proof. To derive a contradiction, assume that every nonempty open set U ⊆ G has unbounded
preimage φ−1[U ] in the real line R. Observe that the topological group G is separable, being a
continuous image of the separable space R. Being separable and metrizable, the topology of G has
a countable base {Bn}n∈N consisting of nonempty open sets.

For each n ∈ N, consider a subset An = {a ∈ R : φ[Z · a]∩Bn ̸= ∅} of R. We claim that the set
An is open in the real line R.

Let a ∈ An. We must prove that there exists a real ε > 0 such that the interval (a−ε, a+ε) ⊆ An.

Since a ∈ An, there exists m ∈ Z such that φ(ma) ∈ Bn and hence, ma ∈ φ−1[Bn]. Since the set
φ−1[Bn] is open in R, there exists a real δ > 0 such that the interval (ma− δ,ma+ δ) ⊆ φ−1[Bn].
Consider the positive real number ε := | δm | and the interval

m·(a−ε, a+ε) = m·(a−| δm |, a+| δm |) = {mx : x ∈ (a−| δm |, a+| δm |)} = (ma−δ,ma+δ) ⊆ φ−1(βn).

Hence for all x ∈ (a− ε, a+ ε) we have mφ(x) = φ(mx) ∈ Bn. Therefore, (a− ε, a+ ε) ⊆ An and
An is open in R.

Now we prove that An is dense in R. Given any x ∈ R \ {0} and positive ε < |x|, it suffices to
check that (x−ε, x+ε)∩An ̸= ∅. Consider the intervals m · (x−ε, x+ε) = (mx−|m|ε,mx+ |m|ε)
and observe that for m ∈ Z with |m| > |x|/ε the inequalities mx+ |m|ε > (m+1)x− |m+1|ε and
(m − 1)x + |m − 1|ε > mx − |m|ε holds, which means that consecutive intervals m · (x − ε, x + ε)

and (m ± 1)·(x − ε, x + ε) overlap, covering all points y ∈ E := R \ (|x|/ε) · [x − ε, x + ε]. Since
φ−1[Bn] is unbounded in R, we can find y ∈ E∩φ−1[Bn]. Hence y ∈ (kx−|k|ε, kx+ |k|ε)∩φ−1[Bn]

for some k ∈ Z. Therefore, y = kb for some b ∈ (x − ε, x + ε) and kb ∈ φ−1[Bn]. This implies
kφ(b) = φ(kb) ∈ Bn. Hence, b ∈ (x− ε, x+ ε) ∩An, proving An is dense in R.

Finally, the intersection A :=
∩

n∈NAn of countably many dense open sets An ⊆ R is non-
empty and, in fact, dense in R by Baire Category Theorem. Observe that for all x ∈ A we have
φ[Z · x] ∩ Bn ̸= ∅ for all n ∈ N, which implies φ[Z · x] = G. Therefore, G is monothetic. This is a
contradiction, completing the proof of Lemma 1.



Monotheticity in one-parametric topological groups 129

By Lemma 1, some nonempty open set U ⊆ G has bounded preimage φ−1[U ] in R. By Propo-
sition 2, the parametrization φ : R → G is a topological isomorphism, witnessing that the one-
parametric group G is isomorphic to the real line.

The proof of Theorem 1 yields a bit more, namely:

Proposition 3. If a one-parametric metrizable topological group G is not isomorphic to R, then
G has dense set of topological generators.

Theorem 1 can be rewritten as a characterization of monotheticity in topological groups in the
following way.

Corollary 1. A metrizable one-parametric topological group G is monothetic if and only if G is
not isomorphic to R.

Metrizability is an essential condition in Theorem 1. If it is removed, one obtains the following
example of a non-monothetic one-parametric topological group, which is not isomorphic to R.

Definition 7. For a topological abelian group (G, T ), let Ĝ be the group of all continuous homo-
morphisms G → T to the circle group T = {z ∈ C : |z| = 1}. Elements of the set Ĝ are called
characters on G, see [6]. The Bohr topology on a topological abelian group (G, T ) is the smallest
topology on G in which all characters χ ∈ Ĝ remain continuous. This topology is generated by the
subbase consisting of the preimages χ−1[U ] of open sets U ⊆ T under characters χ ∈ Ĝ. By G♭ we
denote the group G equipped with the Bohr topology T ♭.

Example 1. In particular, the Bohr topology T ♭
ε of the real line R is the smallest topology in which

every character
χt(x) : R → T, χt : x 7→ e2πitx

remains continuous. It is known that the topological grup R♭ := (R, T ♭
ε ) is not metrizable, and

therefore is not topologically isomorphic to the real line (R, Tε). Moreover, R♭ is not monothetic.
Indeed, for every a ∈ R \ {0}, the continuous character χ : R → T, χ : x 7→ e2πix/a, maps the cyclic
subgroup Za onto the singleton {1}, which implies that Za is not dense in R♭ for all a ∈ R♭.

This example motivates the following problems.

Problem 1. Find a characterization of the topological group R♭ (among one-parametric topological
groups).

Problem 2. Find a characterization of monothetic topological groups among non-metrizable one-
parametric topological groups.

We recall that the weight w(X) of a topological space X is the smallest cardinarity of a base
of the topology of the space X. It can be shown that a one-parametric (more generally, separable)
topological group is metrizable if and only if it has countable weight. It is known (and easy to see)
that the Bohr topology T ♭

ε on the real line R has weight c.

Problem 3. Is every non-metrizable one-parametric topological group G of weight w(G) < c

monothetic?

We shall give a partial answer to Problem 3 in Section 5. Problems 1 and 2 will be answered in
Section 7, following some preliminary work developed in the Section 6.
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5 The monotheticity of one-parametric topological groups of small weight

In this section we shall provide a partial answer to Problem 3. We recall that a subset A of
a topological space X is meager if A is the countable union of nowhere dense sets in X. Let M
be the family of all meager subsets of the real line. The Baire Theorem ensures that R /∈ M. Let
cov(M) be the smallest cardinality of a subfamily A ⊆ M such that

∪
A = R. The Baire Theorem

ensures that cov(M) ≥ ω1, where ω1 is the smallest uncountable cardinal. Since R is the union of
continuum many singletons, cov(M) ≤ c. The exact position of the cardinal cov(M) in the interval
[ω1, c] is not determined by the ZFC axioms. Martin’s Axiom implies cov(M) = c, but the strict
inequality cov(M) < c is also consistent, see [3], [4], [7].

Theorem 2. Every non-metrizable one-parametric topological group G of weight w(G) < cov(M)

is monothetic.

Proof. Let G be a non-metrizable one-parametric topological group of weight w(G) < cov(M) and
φ : R → G be its parametrization. By the definition of the cardinal κ := w(G), there exists
a base {Bα}α∈κ of the topology of the group G, consisting of nonempty open sets in G. Since
the topological group G is not metrizable, the homomorphism φ is not a topological isomorphism.
Applying Proposition 2, we conclude that for every α ∈ κ, the set φ−1[Bα] is unbounded in the
real line. Repeating the argument of the proof of Lemma 1, we can prove that for every α ∈ κ, the
set Dα := {x ∈ R : Z·x ∩ φ−1[Bα] ̸= ∅} is open and dense in R. Then its completement R \ Dα

is closed and nowhere dense in R. Since κ < cov(M), the family {R \Dα}α∈κ does not cover the
real line. Then there exists a real number x ∈ R \

∪
α∈κ(R \Dα) =

∩
α∈κDα. For this real number

x and its image y := φ(x) ∈ G, we obtain that Z·x ∩ φ−1[Bα] ̸= ∅ and hence Z·y ∩ Bα for all α.
Since {Bα}α∈κ is a base of the topology of the group G, the cyclic subgroup Z·y is dense in the
topological group G, witnessing that G is monothetic.

Theorems 1 and 2 imply another characterization of the real line in the class of one-parametric
topological groups.

Theorem 3. A topological group G is topologically isomorphic to the real line if and only if G is
a non-monothetic one-parametric topological group of weight w(G) < cov(M).

Problem 4. Can the cardinal cov(M) in Theorems 2 and 3 be replaced by the cardinal c?

6 The N-scaled topological groups

In this section we define and study N-scaled topological groups.

Definition 8. A topological group (G,+, T ) is called N-scaled if for every n ∈ N, the map G→ G,
x 7→ n · x, is open.

Example 2. The topological groups R,R♭, T are N-scaled.

There exists a simple construction (called N-scaling) transforming any abelian topological group
into an N-scaled topological group. To desribe this construction, we will use the following charac-
terization of an open base at identity, which can be found in [1, 1.3.12].

Theorem 4. Let G be a topological group. A family U of open subsets of G is a base of the
topology of G at the identity 0 ∈ G if and only if the following conditions hold:
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(1) for every U ∈ U , there exists V ∈ U such that V + V ⊆ U ;

(2) for every U ∈ U , there exists V ∈ U such that −V ⊆ U ;

(3) for every U ∈ U and x ∈ U , there exists V ∈ U such that V + x ⊆ U ;

(4) for every U ∈ U and x ∈ G, there exists V ∈ U such that x+ V − x ⊆ U ;

(5) for every U, V ∈ U , there exists W ∈ U such that W ⊆ U ∩ V ;

(6) {0} =
∩

U .

Moreover, if U is a family of subsets of a group G that satisfies the conditions (1)–(6), then the
family BU = {g + U : g ∈ G,U ∈ U} is a base for a T1 group topology on G.

We recall that for a topological group (G,+, 0, T ), we denote by T0 the family of all open
neighborhoods of the identity element 0 of the group G.

Proposition 4. Let (G,+, 0, T ) be a topological abelian group. The family {g + nU : g ∈ G,n ∈
N, U ∈ T0} is a base for a Hausdorff group topology on G.

Proof. It suffices to prove that the family U = {nU : n ∈ N, U ∈ T0} satisfies the conditions from
Theorem 4, given that T0 already satisfies them by the same theorem. We verify the conditions in
order:

(1) Take arbitrary nU ∈ U . Since U ∈ T0, there exists V ∈ T0 with V + V ⊆ U . Hence for
nV ∈ U we have nV + nV ⊆ nU (by the commutativity of the group operation);

(2) Take arbitrary nU ∈ U . Since U ∈ T0, there exists V ∈ T0 with −V ⊆ U . Hence for nV ∈ U
we have −nV ⊆ nU.

(3) Take arbitrary nU ∈ U and x ∈ nU . Then there exists y ∈ U such that ny = x. Since
U ∈ T0 and y ∈ U , there exists V ∈ T0 with V + y ⊆ U . Hence for nV ∈ U we have
nV + ny = nV + x ⊆ nU.

(4) Take arbitrary nU ∈ U and x ∈ G. Since G is abelian we get x+ nU − x = nU ⊆ nU.

(5) Take arbitrary nU,mV ∈ U . Since U, V ∈ T0 and the map µn : G → G, µn : x 7→ nx, is
continuous for all n ∈ N, we can find W1,W2 ∈ T0 such that mW1 ⊆ U and nW2 ⊆ V .
Put W := W1 ∩W2. Then nmW ⊆ nU and nmW ⊆ mV . Hence for nmW ∈ U we have
nmW ⊆ nU ∩mV .

(6) {0} ⊆
∩

U ⊆
∩

T0 = {0}.

Definition 9. Let (G,+, 0, T ) be a topological abelian group. The group topology T ′ generated
by the base {g + nU : g ∈ G, n ∈ N, U ∈ T0} is called the N-scaling of the topology T . By Gs we
denote the group G equipped with the topology T ′.

The definition of the N-scaling topology T ′ implies the following useful fact.

Proposition 5. Let T1, T2 be two group topologies on an abelian group G. If T1 ⊆ T2, then T ′
1 ⊆ T ′

2 .
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The associativity of the group operation implies that n(mx) = (nm)x for all n,m ∈ Z and all
elements x of a group. This fact implies that the operation of Z-scaling is idempotent and produces
an N-scaled group topology.

Proposition 6. For every abelian topological group (G, T ), its N-scaling Gs := (G, T ′) is an
N-scaled topological group.

The following proposition shows that certain properties of divisible topological groups are pre-
served by N-scaling. Recall that a group G is divisible if for all n ∈ N and g ∈ G there exists an
element x ∈ G such that n·x = g.

Proposition 7. If a divisible topological abelian group G is monothetic (or totally bounded), then
so is its N-scaling Gs.

Proof. Let (G,+, 0, T ) be a divisible topological abelian group and let Gs := (G,+, 0, T ′) be its
N-scaling.

1. Assuming that (G, T ) is monothetic, fix any topological generator a of G. We claim that
a ∈ G remains a topological generator for the topological group Gs. It suffices to show that
Z·a ∩ (g + nU) ̸= ∅ for all g ∈ G, n ∈ N and U ∈ T0. Since G is divisible, there exists g′ ∈ G such
that g = ng′. Then g + nU = n(g′ + U), since G is abelian. As g′ + U ∈ T , there exists m ∈ N
such that ma ∈ g′ + U . Hence, nma ∈ Z·a ∩ (g + nU), which shows that a is indeed a topological
generator of the topological group Gs.

2. Assume that G is totally bounded. Given any nonempty open set W ∈ T ′, we need to find a
finite set F ⊆ G such that F +W = G. By the definition of the N-scaled topology T ′, there exist
n ∈ N, x ∈ G and U ∈ T0 such that x + nU ⊆ W . Since the group G is divisible, there exists an
element x′ ∈ G such that x = nx′. Since the topological group (G, T ) is totally bounded, there
exists a finite set F ′ ⊆ G such that G = F ′ + (x′ + U). Consider the finite set F := nF ′ in G. The
divisibility and commutativity of the group G ensure that

G = nG = n(F ′ + x′ + U) = nF ′ + nx′ + nU = F + x+ nU ⊆ F +W.

Hence, F = nF ′ is a required finite subset of G, witnessing that the topological group Gs is totally
bounded.

7 A characterization of monothetic one-parametric topological groups

By Theorem 1, a metrizable one-parametric group is monothetic if and only if it is not isomorphic
to the real line. In this section we characterize non-metrizable monothetic one-parametric groups.
First we shall characterize monothetic group topologies on the real line. The standard Euclidean
topology on the real line is denoted by Tε; by T ♭

ε we denote the Bohr topology on R.

Theorem 5. A group topology T ⊆ Tε on R is monothetic if and only if its N-scaling T ′ does not
contain the Bohr topology T ♭

ε of R.

Proof. We start by proving the necessity. Suppose T is monothetic. Then T ′ is also monothetic by
Proposition 7. By Example 1, the Bohr topology T ♭

ε on R is not monothetic, which implies T ♭
ε ̸⊆ T ′.

Now we prove the sufficiency. Suppose T ♭
ε ̸⊆ T ′. By the definition of the Bohr topology, this

means there exists a ∈ R such that the character χa : R → T, χa : x 7→ e2πiax, is not continuous
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with respect to T ′. Clearly, a ̸= 0 since the trivial character is continuous for any topology on R.
We claim that 1/a is a topological generator of the topological group (R, T ), meaning that the cyclic
subgroup Z/a := {n/a : n ∈ Z} is T -dense in R. In the opposite case, the closure H := Z/a of Z/a
in (R, T ) is a T -closed proper subgroup of the real line. It follows from T ⊆ T ′ ⊆ T ′

ε = Tε that H is
a closed proper subgroup in the topological groups (R, T ′) and (R, Tε), which implies that the group
H is cyclic. Then the quotient group R/H is isomorphic to the circle group T via some topological
group isomorphism h : R/H → T. Consider the compostion p = h ◦ q of h with the quotient
homomorphism q : R → R/H. The compactness of the group R/H implies that the quotient
topologies on the group R/H, genereted by the topologies T ′ and Tε coincide. Then p = h ◦ q is
a T ′-continuous character on R. Since T ′ ⊆ Tε, the character p is Tε-continuous and hence there
exists b ∈ R such that p(x) = χb(x) = e2πibx for all x ∈ R. Observe that p[H] = {1}, which implies
e2πi

b
a = 1. Hence b

a ∈ Z, and therefore b = na for some n ∈ Z. Then p(x) = e2πinax. Since the
topological group (R, T ′) is N-scaled, the map R → R, x 7→ nx, is open in the topology T ′ in R, and
hence the map dn : R → R, dn : x 7→ x/n, is continuous with respect to T ′. But then the character
χa = p ◦ dn is T ′-continuous, which contradicts the choice of a. This contradiction shows that the
cyclic group Z/a is T -dense in R, witnessing that topological group (R, T ) is monothetic.

In the following part we aim to reformulate Theorem 5 for one-parametric topological groups,
without referring to the real line. This will be done with the help of the Borel-Bohr topology.

Definition 10. A function f : X → Y between topological spaces is called

• Borel if for every open set U ⊆ Y its preimage f−1[U ] is a Borel subset of X;

• Fσ-measurable if for every open set U ⊆ Y its preimage f−1[U ] is a set of type Fσ in X.

We recall that a subset A of a topological space X is of type Fσ if A is the contable union of
closed sets in X. A subset B of a topological space X is Borel if it belongs to the smallest σ-algebra
that contains all open subsets of X.

Proposition 8. Let G be a one-parametric topological group and φ : R → G be a parametrization
of G. For a homomorphism χ : G→ T, the following conditions are equivalent:

(1) the homomorphism χ ◦ φ : R → T is continuous;

(2) the homomorphism χ : G→ T is Fσ-measurable;

(3) the homomorphism χ : G→ T is Borel;

(4) the homomorphism χ ◦ φ : R → T is Borel.

Proof. (1) ⇒ (2) Assume that the homomorphism h := χ ◦ φ : R → T is continuous. Then for
every open set U ⊆ T, the preimage h−1[U ] is open and hence σ-compact in the real line. Since
continuous maps preserve σ-compact sets, the image φ[h−1[U ]] = χ−1[U ] is a σ-compact subset
of the topological group G. Since G is Hausdorff, the σ-compact set χ−1[U ] is of type Fσ in G,
witnessing that the homomorphism χ is Fσ-measurable.

The implication (2) ⇒ (3) is trivial (because Fσ-subsets of topological spaces are Borel); the im-
plication (3) ⇒ (4) follows immediately from the well-known fact that the composition of two Borel
maps is Borel; and the implication (4) ⇒ (1) follows from the continuity of Borel homomorphisms
between Polish groups, see [5, 9.10+11.5].
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Definition 11. The Borel-Bohr topology on a topological abelian group (G, T ) is the smallest topol-
ogy T ♮ on G in which all Borel homomorphisms from (G, T ) to the circle group T are continuous.
The group G endowed with the Borel-Bohr topology T ♮ will be denoted by G♮.

Since every continuous homomorphism is Borel, the Borel-Bohr topology of a topological abelian
group contains the Bohr topology of the group. The converse is true for the real line (because every
Borel homorphism to the circle group on the real line is continuous). This implies that the Bohr-
Borel topology T ♮

ε on the real line coincides with the Bohr topology T ♭
ε on R.

Proposition 8 implies the following corollary which shows that the Bohr topology on the real
line can be recovered from the Borel-Bohr topology of any one-parametric topological group with
injective parametrization.

Corollary 2. Let G be a one-parametric topological group with an injective parametrization φ :

R → G. Then φ : R♭ → G♮ is a topological group isomorphism.

The following theorem provides the promised characterization of monothetic topological groups
in the class of non-metrizablle one-parametric topological groups.

Theorem 6. A non-metrizable one-parametric topological group (G, T ) is monothetic if and only
if the N-scaling of its topology does not contain the Borel-Bohr topology T ♮ of (G, T ).

Proof. Let (G,+, 0, T ) be a non-metrizable one-parametric topological group and let φ : R → G be
its parametrization. Assuming that φ is not injective, we conclude that its kernel kerφ = φ−1(1)

is a non-trivial closed subgroup of the real line, which implies that the quotient group R/ kerφ is
compact and metrizable and so is the groupG, which contradicts our assumption. This contradiction
shows that the homomorphism φ : R → G is injective. Consider the group topology TG := {φ−1[U ] :

U ∈ T } on R induced by the continuous bijective homomorphism φ : R → G and observe that φ
is a topological isomorphism of the topological groups (R, TG) and (G, T ). By Proposition 8, a
homomorphism χ : G→ T is Borel if and only if the composition χ ◦φ : R → T is continuous. This
implies that a homomorphism χ : R → T is TG-Borel if and only if it is Tε-continuous. Now the
definitions of the Bohr and Borel–Bohr topologies ensure that the Bohr topology T ♭

ε on the real line
R coincides with the Borel-Bohr topology T ♮

G on R.
Now we are ready to prove the equivalence of the conditions in Theorem 6. If the topological

group (G, T ) is monothetic, then so is its isomorphic copy (R, TG). By Theorem 5, the N-scaling
T ′
G of the topology TG does not contain the Bohr topology T ♭

ε . Since T ♭
ε = T ♮

G, the topology T ′
G

does not contain the Borel-Bohr topology T ♮
G of the topological group (G, T ). Since the topological

groups (R, TG) and (G, T ) are isomorphic, the N-scaling T ′ of the topology T does not contain the
Borel–Bohr topology T ♮ of the topological group (G, T ).

Now assume conversely that the N-scaling T ′ of the topology T does not contain the Borel-Bohr
topology T ♮ of the abelian topological group (G, T ). Since the topological groups (G, T ) and (R, TG)
are isomorphic, the N-scaling T ′

G of the topology TG does not contain the Borel-Bohr topology T ♮
G

of the topological group (R, TG). Taking into account that T ♮
G = T ♭

ε , we conclude that the topology
T ′
G does not contain the Bohr topology T ♭

ε on the real line R. Applying Theorem 5, we conclude
that the topological group (R, TG) is monothetic and so is its isomorphic copy (G, T ).

Theorem 6 answers Problem 2. Now we provide an answer to Problem 1, presenting a charac-
terization of the topological group R♭.
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Theorem 7. A topological group is isomorphic to the real line endowed with the Bohr topology if
and only if it is one-parametric, totally bounded, N-scaled and not monothetic.

Proof. The “only if” part follows from the known properties of the Bohr topology on the real line:
it is totally bounded, N-scaled and not monothetic.

To prove the “if” part, assume that a topological group (G,+, 0, T ) is one-parametric, totally
bounded, N-scaled, and not monothetic. Let φ : R → G be a parametrization of G. Consider the
closed subgroup kerφ of R. Since closed subgroups of R are exactly {0},R, and aZ for a ∈ R>0, we
examine these three cases.

If kerφ = aZ, then G ∼= R/aZ ∼= T, and therefore G is monothetic, a contradiction. If
kerφ = R, then G = {0}, and therefore 0 ∈ G is a topological generator of G, again contradicting
the assumption on G. Thus we conclude that φ is injective.

The topological group (G, T ) is totally bounded and hence it is not isomorphic to the real line.
Taking into account that (G, T ) is not monothetic, we can apply Theorem 1 and conclude that the
one-parametric group (G, T ) is not metrizable. Taking into account that (G, T ) is not monothetic,
we can apply Theorem 6 and conclude that the N-scaling T ′ of the topology T contains the Borel-
Bohr topology T ♮ of (G, T ). Since the topological group (G, T ′) is N-scaled, T ♮ ⊆ T ′ = T . Consider
the topology TG := {φ−1[U ] : U ∈ T } on the real line and observe that φ : R → G is a topological
isomorphism of the topological groups (R, TG) and (G, T ). The total boundedness of the topology T
implies the total boundedness of the topology TG. The continuity of the homomorphism φ : R → G

implies TG ⊆ Tε. By [1, p. 634], the totally bounded topology TG is contained in the Bohr topology
T ♭
ε . This means that the map φ : R♭ → G is continuous. On the other hand, Corollary 2 ensures

that φ : R♭ → G♮ is a topological isomorphism, which implies that the identity map G♮ → G is
continuous and hence T ⊆ T ♮. Taking into account that T ♮ ⊆ T , we conclude that T ♮ = T . Then
φ : R♭ → G is a topological isomorphism of the topological groups R♭ = (R, T ♭

ε ) and (G, T ).
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Банах Т., Макарова К., Мазуренко О. Монотетичнiсть в однопараметричних топологiч-
них групах // Буковинський матем. журнал — 2025. — Т.13, №2. — C. 125–136.

Охарактеризовано монотетичнi топологiчнi групи в класi однопараметричних тополо-
гiчних груп. Зокрема, доведено, що топологiчна група ваги < cov(M) є монотетичною
тодi i лише тодi, коли вона iзоморфна дiйснiй прямiй. Звiдси випливає, що дiйсна пряма є
єдиною немонотетичною метризовною однопараметричною топологiчною групою. Також
доведено, що дiйсна пряма з топологiєю Бора є єдиною немонотетичною цiлком обмеже-
ною N-масштабованою топологiчною групою.
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Introduction

In modern gaming, sports, and educational environments, there is a growing need for fair, adap-
tive, and interpretable methods of ranking and evaluating interactions between agents (players)
within a closed environment. One of the most popular models, known for its simplicity, trans-
parency, and high effectiveness, is the Elo system, proposed by Arpad Elo in the mid-20th century[4].
Although its original application was related to chess, today the Elo system is successfully used in
a wide variety of fields, from other sports (tennis[2], football[1, 7], board games) to online games,
machine learning and even the evaluation of text or translation quality.

The essence of the classical Elo system approach lies in assigning each agent a numerical value as
a rating that reflects their probability of defeating an opponent. After each interaction, the rating
is adjusted based on the actual and expected outcomes of the interaction:

ri(k+1) = rik +K (Sik − Pik)

where ri(k+1) is the agent rating i after the k-th interaction, rik is the agent rating i before the k-th
interaction, Sik is the actual outcome of the interaction (for example, 1 for a win, 0 for a loss, 0.5

for a draw), Pik is the expected outcome of the interaction, and K is the adjustment coefficient that
determines the speed of rating updates.

At the same time, the expected outcome of the k-th interaction between agents i and j, with
corresponding pre-interaction ratings rik and rjk, is calculated as:

Pik =
1

1 + 10

(
rjk−rik

400

)
Consequently, if a higher-rated agent defeats a lower–rated one, their rating increases only

slightly, while in the case of a loss, it decreases significantly. This approach allows the ratings to
quickly adapt to the underlying skill level of the agents and is also intuitive for the users.

Among the key advantages of the classical Elo system are its computational simplicity, the
absence of complex hyperparameters, and the lack of a need for historical data for each agent
(the rating is formed solely based on the previous value and the most recent interaction outcome).
However, the vast majority of specific applications of the Elo system require introducing additional
parameters and modifying the classical version. These modifications include:

• Multifactor models that account for additional interaction characteristics such as home ad-
vantage in football or court surface type in tennis.

• Models with sub-environments that make it possible to capture relationships between different
environments with identical or distinct hierarchies, such as different leagues.

• Elo-based models for simultaneous interaction among many agents. For example, in multi-
player online games, dozens of participants may be involved, and it is necessary to determine
rating changes for each of them based on the collective outcome.

• Bayesian approaches, which treat the rating not as a point estimate but as a probability
distribution, allowing uncertainty to be taken into account.

Related systems inspired by Elo are also widely used, such as Glicko[6], which additionally
incorporates the variance (volatility) of a agent’s skill, allowing faster adaptation to changes in
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performance. A Bradley-Terry model[3], which originated earlier, has a similar logic to estimate
the “probability of victory”, but formally expresses it through logistic or normal distributions and
is typically used in the context of statistical analysis of pairwise comparisons, as Weng and Lin
did[11].

At the same time, there exist variations of the Elo system designed for comparisons among many
agents. In particular, Powell[9] considers the interaction of N agents as a set of N − 1 separate
sub-interactions, where after each sub-interaction the agent with the worst result is eliminated
(endurance model). An alternative variant is one in which the strongest agent is eliminated after
sub-interaction, and the next sub-interaction is then considered without them (speed model). The
probability of obtaining the worst result in the first sub-interaction is therefore:

Pik1 eliminated =
e−rik∑
x∈N e

−rxk

Let agent j take the last place and be eliminated. Then the probability of being the worst in
the next interaction among the remaining agents is:

Pik2 eliminated =
e−rik∑

x∈N\{j} e
−rxk

And so on for each subsequent sub-interaction until only the winner remains. The rating after
the interaction is updated as follows:

ri(k+1) = rik +
N−1∑
t=1

KBikt (Sikt − Pikt)

where Bikt is a boolean indicator showing whether agent i participated in the sub-interaction t of
the interaction k.

This approach works well for modeling interaction outcomes, as shown by Powell, but it may
slightly overestimate ratings for stronger agents, since agents who rank lower will participate in
fewer sub-interactions than those who rank higher.

The Elo system was originally constructed to model and forecast outcomes of strictly pairwise
comparisons, but subsequent research has explored ways to generalize it to multi-agent interac-
tions such as group competitions and races. For example, an approach proposed by Moore et
al.[8], treats an interaction with n agents as an equivalent collection of n(n−1)

2 independent binary
duels, where each duel is awarded to the competitor who finishes ahead of the other. Powell [9]
argues that this formulation introduces a systematic upward bias in the resulting rating estimates,
particularly in scenarios involving a large number of interactions or a high density of agents per
interaction. Although Powell’s observation is well-founded, the underlying issue can be mitigated
through appropriate methodological adjustments, and addressing this limitation constitutes one of
the objectives of this study.

Almost all of the methods mentioned rely on certain fixed hyperparameters (for example, the
learning coefficient in the classical Elo system), which are often chosen manually or based on empiri-
cal considerations. This creates a problem as an incorrect choice of hyperparameters may lead to an
overly inert or an overly unstable rating system, distorting the underlying skill levels of the agents.
This problem becomes especially acute in complex scenarios with many agents, where interactions
are significantly more complex than in ordinary pairwise matches.
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To address this issue in machine learning problems, scientific and practical studies propose vari-
ous approaches to the automatic tuning of hyperparameters. Among these methods are optimization-
based techniques, including gradient descent[5]. As shown for football games [1], gradient-based
optimization can effectively tune the hyperparameters of an Elo-style rating system, allowing one
to find the most suitable hyperparameter configuration by optimizing the logistic loss function[10].

In the context of the Elo system, gradient descent allows not only the automatic selection of
an optimal update coefficient K, but also the calibration of other hyperparameters such as the
shape of the win-probability function, or even the initial agent ratings if sufficient historical data
are available. Applying gradient descent to optimize Elo parameters on historical data makes it
possible to create a more accurate and stable rating system adapted to a specific game or league.

Thus, combining the Elo system with modern optimization techniques, such as gradient descent,
creates an opportunity to develop a generalized rating framework that preserves the conceptual
clarity and efficiency of classical pairwise Elo while extending it to settings involving multi-agent
interactions. The goal of this study is to construct such a system: one that not only supports
pairwise comparisons but also correctly models outcomes of interactions among multiple agents,
addresses structural biases that arise when pairwise simplifications are applied to multi-agent sce-
narios, and leverages gradient-based optimization to identify an appropriate set of hyperparameters
from historical interactions data.

This work aims to provide a principled, scalable, and data-driven generalization of Elo suitable
for high-dimensional competitive environments.

1 Methodology

1.1 General principles

In our approach for evaluating agents in multi-agent interactions, each interaction is decomposed
into a set of pairwise sub-interactions. Each pair represents a separate evaluation unit in which
one agent ranks higher or lower relative to the other. To train the rating system based on these
sub-interactions, we formulate the problem as an optimization problem.

Specifically, we aim to find agent ratings that maximize the agreement between the expected
and actual outcomes of the sub-interactions. For this purpose, the logistic loss function (log-loss)
was used as the loss function, which is a standard choice for binary classification problems, where
the outcome variable takes values 0, 0.5, or 1 (win, draw, or loss in the pair).

For each sub-interaction between agents i and j in interaction k defined:

Sijk ∈ {0, 0.5, 1} - actual outcome of the sub-interaction: 1 if agent i ranks higher than

agent j, 0 if lower, and 0.5 if equal;

Pijk =
1

1 + 10
rjk−rik

400

- expected probability of agent i winning over agent j,

computed from the current ratings.

Then, the logistic loss function for a single pair is given by:

lijk = −
(
Sijk · lnPijk + (1− Sijk) · ln(1− Pijk)

)
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This function penalizes large deviations between the prediction Pijk and the actual outcome
Sijk: it is minimal when the prediction is close to the true value and grows rapidly for large errors.
This property makes the log-loss function convenient for training a rating model on historical data.

To minimize the loss function, gradient descent was applied. It is an iterative optimization
procedure that updates the model parameters (in our case, agent ratings) in the direction opposite
to the gradient of the loss function. Intuitively, the gradient indicates how the loss would change if
the rating is adjusted, and thus shows how to correct the rating to reduce the error.

Since lijk is a complex function through Pijk, the chain rule was applied:

∂lijk
∂rik

=
∂lijk
∂Pijk

·
∂Pijk
∂rik

(1)

First, the derivative with respect to Pijk is computed:

∂lijk
∂Pijk

= −Sijk · (lnPijk)′ − (1− Sijk) · (ln(1− Pijk))′

= −
Sijk
Pijk

+
1− Sijk
1− Pijk

=
Pijk − Sijk

Pijk · (1− Pijk)

(2)

Next, compute the derivative of Pijk with respect to rik is computed:

∂Pijk
∂rik

=
∂

∂rik

(
1

1 + 10β(rjk−rik)

)
= − 1

(1 + 10β(rjk−rik))2
· ∂

∂rik

(
1 + 10β(rjk−rik)

)
where β = ln(10)

400 . Noting that

∂

∂rik

(
1 + 10β(rjk−rik)

)
= −β 10β(rjk−rik),

it follows that

∂Pijk
∂rik

=
β 10β(rjk−rik)

(1 + 10β(rjk−rik))2

= β · 1

1 + 10β(rjk−rik)
· (1 + 10β(rjk−rik))− 1

1 + 10β(rjk−rik)

Substituting Pijk in place of 1/(1 + 10β(rjk−rik)) yields:

∂Pijk
∂rik

= β Pijk (1− Pijk) (3)

Finally, substituting (2) and (3) into (1) yields:

∂lijk
∂rik

=
Pijk − Sijk

Pijk · (1− Pijk)
· β Pijk (1− Pijk) = β (Pijk − Sijk) (4)

According to the gradient descent method, the rating update for a single sub-interaction is:

rijk = rik − η
∂lijk
∂rik
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Taking all sub-interactions into account yields:

rik = rik −
N∑
j=1
j 6=i

η
∂lijk
∂rik

(5)

Substituting the derivative in (4) by (5) the multi-agent update formula becomes:

ri(k+1) = rik − η β
N∑
j=1
j 6=i

(Pijk − Sijk) = rik −K
N∑
j=1
j 6=i

(Pijk − Sijk) (6)

This provides a smooth and consistent rating update that combines signals from all pairwise
comparisons. The formula generalizes the classical Elo update to the multi-agent case, based on a
rigorous mathematical derivation via the loss gradient.

Let Gk denote the set of agents participating in the interaction k, and let there beK interactions
in total. The total loss function is the sum of all logistic losses for pairs (i, j) arising from the pairwise
decomposition of each interaction:

L =

K∑
k=1

∑
i,j∈Gk
i<j

lijk (7)

1.2 Additional factors in the Elo rating model
In general, the outcome of interactions between agents may depend not only on their ratings but
also on additional factors. These factors should be taken into account when calculating the expected
outcome of the sub-interaction of agent i with agent j within the interaction k. Therefore, this value
is given by:

Pijk =
1

1 + 10f
′
(
rjk,rik,g1,g2,...,gL

)
/400

= f(rjk, rik, g1, g2, . . . , gL) (8)

where f(rjk, rik, g1, g2, . . . , gL) is a function representing the mathematical expectation of the out-
come of the sub-interaction between agent i and agent j. The importance of a particular interaction
or sub-interaction may differ from others; therefore, the rating update function in the general case
is given by:

ri(k+1) = rik + f(h1, h2, . . . , hL)
N∑
j=1
j 6=i

(Sijk − Pijk) (9)

where f(h1, h2, . . . , hL) is a function that characterizes the influence of additional factors on the
importance of the event.

Thus, substituting (8) into (9) and generalizing yields:

ri(k+1) = f
(
r1k, . . . , rik, . . . , rNk, Si1k, . . . , SiNk, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL

)
Taking into account that Rk = (r1k, . . . , rik, . . . , rjk, . . . , rNk) represents the ratings of all agents

before interaction k, and (Si1k, . . . , SiNk) = Sk ∈ S denotes the outcome of interaction k, the rating
of agent i after interaction k is a function of the following parameters:

ri(k+1) = f(Rk, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL)
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Accordingly:
rj(k+1) = f(Rk, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL)

Thus, the state vector of all agents’ ratings after interaction k depends on the same parameters
as in [1], which yields:

Rk+1 = f(Rk, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL) (10)

The state vector of agent ratings after interaction k + 1 is given by:

Rk+2 = f(Rk+1, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL) (11)

Substituting (10) into ((11) yields:

Rk+2 = f(Rk, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL)

Thus, the ratings of the agents at any moment in time can be expressed through the initial
agent ratings, the interaction vector, and the parameters of the Elo system:

Rk = f(R1, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL)

The rating matrix of the agents R = {R1, . . . , Rk, . . . , Rm+1}, which contains the ratings of all
agents at all time moments, can be expressed as follows:

R = f(R1, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL) (12)

If the initial ratings of all agents are the same and equal to a fixed value r0, then the expression
simplifies to:

R = f(r0, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL)

Let P be the set of all win probabilities in all pairwise interactions. Then, from (7), it follows
that:

L = f(P, S) (13)

From (8), it follows that:
P = f(R, g1, g2, . . . , gL) (14)

Substituting (12) into (14), and then substituting the resulting expression into (13), yields:

L = f(R1, S, g1, g2, . . . , gL, h1, h2, . . . , hL) (15)

Thus, as in the basic case for pairwise interactions[1], the value of the logistic loss function is
determined by the initial ratings of the agents, the outcomes of their interactions, and the factors
that influence both the probability of the expected outcome and the weight of each event.

1.3 Adjustment of correction coefficient K

As shown in (6), the rating update in a single sub-interaction is given by:

∆r ≈ K · (S − P )
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In a multi-agent interaction, agent i participates in N − 1 pairwise sub-interactions (with each
opponent), and over the course of a year, there areM such interactions. Therefore, the total annual
drift scales as:

drifti ≈ K ·
M∑
k=1

N∑
j=1
j 6=i

(Sijk − Pijk) ≈ K ·M · (N − 1) · ε(S − P )

where ε(S − P ) is the average prediction error defined as the difference between the actual and
expected outcome.

If a constant K = K0 is used, then drifti grows linearly with M and N − 1. For large values of
M and N , the rating may change excessively leading to overfitting, while for small values it barely
changes (underfitting).

If the drift is fully normalized by dividing by M and N − 1, the ‘data-scale’ effect is completely
compensated for, but another problem arises. For N = 2 and M = 1, it follows that K = K0, and
the one-time increase after a win is:

∆rlow interaction = K0 · (1− P )

For the case with many agents and interactions (wins in each sub-interaction), with

K =
K0

M · (N − 1)
,

the total annual change is:

∆rhigh interaction =
K0

M · (N − 1)

M∑
k=1

N∑
j=1
j 6=i

(1− Pijk)

=
K0

M

M∑
k=1

 1

N − 1

N∑
j=1
j 6=i

(1− Pijk)


=
K0

M

M∑
k=1

ε(1− Pk)

=
K0

M
·M · ε(1− P )

= K0 · ε(1− P )

Since under constant wins the probability P increases with each interaction, the average value
ε(1− P ) in many-interaction scenarios will be smaller than (1−P ) in a single interaction, assuming
initially equal ratings. Therefore,

∆rlow interaction ≥ ∆rhigh interaction,

which indicates excessive smoothing.
Hence, complete lack of normalization (M0 and (N − 1)0) leads to excessive drift for large

M and N , while full normalization (M1 and (N − 1)1) results in over-smoothing at large scales
and volatility in “small” scenarios (because there K ≈ K0). Balance is achieved through partial
normalization, where the exponents for M (degreeinteractions) and for N − 1 (degreeagents) lie in the
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interval (0, 1). This partially compensates for the scale of M and N but does not “stifle” learning
as the data grows.

Thus, the adaptive update coefficient is:

K(M,N) =
K0

Mdegreeinteractions · (N − 1)degreeagents
(16)

It makes the expected annual drift approximately proportional to:

∆r ≈ K0 ·M1−degreeinteractions · (N − 1)1−degreeagents · ε(1− P ),

and due to the exponents in (0, 1), this allows the model to retain adaptability for a large number
of interactions while reducing volatility in cases with few data points.

1.4 New agents initial rating
In systems with a dynamic environment, new agents continuously enter the system and initially
have no interaction history. The choice of its initial rating is crucial:

• a rating that is too high creates inflated expectations, and the agent’s rating will drop sharply
after the first losses;

• a rating that is too low leads to underestimated expectations and excessively fast growth in
the case of a few victories;

• in the long run, both distortions skew the dynamics of the overall system and complicate
interpretation.

The basic and simplest approach is to assign newcomers a fixed initial rating r0. A more
sophisticated option is to use an adaptive value r0k, which is determined based on the current
distribution of ratings at the moment the agent appears. This approach is meaningful when the
environment consists of several isolated subsystems with different average rating levels. However,
such scenarios are rather exceptional for multi-agent interaction. Therefore, it is more reasonable
to use the simpler variant with a fixed r0.

Moreover, as will be shown below, it is possible to periodically normalize agents’ ratings to
improve system stability, and thus in such a case the basic approach effectively yields the same
result as the adaptive one.

1.5 Impact of interaction number on correction coefficient
New agents entering the system initially have no interactions, so their rating is estimated with high
uncertainty. With each subsequent interaction, this uncertainty decreases. The amount of Fisher
information after one sub-interaction is proportional to:

I(r) = E

[(
∂

∂r
logL(r)

)2
]

Given that, as shown in (4),

∂

∂r
logL(r) = β · (P − S),
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it follows that:

I(r) = E
[
(β · (P − S))2

]
≈ β2 · E

[
P (P − 1)2 + (1− P )P 2

]
= β2 · P (1− P )

After T interactions, the cumulative information grows proportionally to T , and the uncertainty
decreases approximately as σ2T ∝ 1/T . Thus, it is natural to connect the optimal step-size multi-
plier of the update coefficient with this uncertainty so that the multiplier decreases with each new
interaction. To prevent an excessively rapid slowdown, a saturation mechanism is introduced: after
T ≥ Tsat, the update coefficient becomes constant.

As shown in (16), the correction coefficient is:

K(M,N) = K0 ·M−degreeinteractions · (N − 1)−degreeagents ,

so after saturation it must take this value. Before saturation, the coefficient gradually decreases,
approaching a plateau that reflects the diminishing uncertainty.

Taking this into account, the following multiplier depending on the number of interactions is
defined:

g(T ) = 1 + α

(
1−min

{
1,

T

Tsat

})2

where α > 0 amplifies the initial update and the exponent 2 enforces a quadratic decay. Thus:

T = 0⇒ g(T ) = 1 + α,

0 < T < Tsat ⇒ 1 < g(T ) < 1 + α,

T ≥ Tsat ⇒ g(T ) = 1.

Therefore, the overall update coefficient is:

K(M,N, T ) = K(M,N) · g(T )

The resulting rating update formula becomes:

rijk = rik +K(M,N, T ) ·
N∑

j=1,j 6=i
(Sijk − Pijk)

K(M,N, T ) =

K0 ·
(

1 + α
(

1−min
{

1, T
Tsat

})2)
Mdegreeinteractions · (N − 1)degreeagents

Thus, introducing the dependence of the update coefficient on the interaction count ensures rapid
adaptation for new agents during the initial stages and gradual stabilization as more observations
accumulate.

1.6 Gradient descent hyperparameter optimization
The search for optimal Elo system parameters is performed by minimizing the logistic loss function,
which reflects the discrepancy between the expected and actual outcomes of agent interactions. In
this way, the model adapts its parameters to reduce the prediction error.

As shown in (15), the value of the logistic loss function depends on the agents’ initial ratings,
the outcomes of their interactions, the factors affecting the expected outcome probabilities, and the
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factors determining the importance of each event. In the general implementation of the Elo rating,
such factors include the initial agent ratings R1, the base correction coefficient K0, the exponent
accounting for the number of interactions in a period degreeinteractions, the exponent accounting for
the total number of agents in an interaction degreeagents, the regulator of maximum early-stage
rating growth α, and the saturation threshold Tsat. Thus:

L =
K∑
k=1

∑
i,j∈Gk
i<j

lijk =
K∑
k=1

∑
i,j∈Gk
i<j

(Sijk lnPijk + (1− Sijk) ln(1− Pijk))

= f
(
S,R1,K0,degreeinteractions, degreeagents, α, Tsat

)
It follows that the optimal hyperparameter values, corresponding to the minimum of the loss

function, can be found using gradient descent. In the classical formulation, the parameters are
updated after each gradient descent iteration using a fixed step size:

θ(t+1) = θ(t) − η∇f(θ(t))

where η is the learning rate that controls the speed of parameter updates, and θ(t) is the set of
parameters. However, since different parameters have different orders of magnitude (for example,
degreeinteractions and degreeagents are expected to lie between 0 and 1, while R1 and K0 may be in
the hundreds or thousands), the classical approach leads to slow updates of large-scale parameters.
To improve convergence for parameters with small values, a modified approach is more appropriate:

θ(t+1) = θ(t) − η θ(t)∇f(θ(t))

This modification implements proportional parameter updates relative to their current values,
helping to avoid convergence imbalance between parameters of different scales.

In the subsequent section of this work, this approach is applied to optimize the Elo system
parameters on historical data, which improves model accuracy and the stability of algorithm con-
vergence.

2 Application

2.1 Multi-agent interaction based on Formula One races
To illustrate the practical application of the proposed model, data from the Formula 1 World Cham-
pionship were used. For modeling purposes, the dataset is divided into initialization, training, and
validation subsets. For each individual interaction (Grand Prix), only drivers who completed the
race are considered. This restriction is necessary because the Elo rating system is designed to quan-
tify the inherent skill or strength of an agent, whereas the probability of finishing a race is influenced
predominantly by exogenous factors, such as vehicle reliability, stochastic events, and interactions
with competitors that may result in retirements. Consequently, modeling the probability of finishing
requires a distinct algorithmic approach, which lies beyond the scope of the present study.

At the end of each season, the ratings are normalized to maintain a stable mean value. This
normalization preserves the relative differences between agents while facilitating the initialization
of new agents and stabilizing the overall scale of the rating system.

Since the Formula 1 interaction outcome is not binary but rather an ordered ranking of all
race drivers, the interaction outcome were transformed. To adapt the task to an Elo-like format,
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each race is treated as a set of pairwise interactions: if driver i finishes ahead of driver j, this is
interpreted as a victory of i over j. Thus, the race outcome can be represented as N(N−1)

2 pairwise
interactions among all drivers.

For pairwise interactions in Formula 1, no additional parameters were introduced for computing
the win probability beyond the agents’ ratings. Before qualifying, all drivers are in equal conditions
(although their cars differ, such effects cannot be explicitly modeled). Therefore, the probability
that agent i beats agent j is simplified to the classical Elo form:

Pik =
1

1 + 10(rjk−rik)/400
.

Regarding the update coefficient, all parameters introduced in Methodology section are incor-
porated. Since this environment has no distinct sub-environments and ratings are normalized after
each season, it is reasonable to apply a simplified approach for computing new-agent ratings by in-
troducing a single parameter r0 instead of the vector R1. Considering that the update-enhancement
parameter α and the saturation threshold Tsat have an inverse dependence (the fewer interactions
required for saturation, the stronger the early-stage enhancement must be), there is no need to
optimize both. Thus, saturation level was fixed Tsat = 10, and the optimal value of α for this
saturation level is determined using gradient descent. The same applies to the parameters r0,
K0, degreeinteractions, and degreeagents. Interaction outcomes S are fixed values and, like Tsat, are
excluded from optimization.

Therefore, the loss function for optimization depends on the following parameters:

L = f
(
r0, K0, degreeinteractions, degreeagents, α

)
.

The initial parameter values are chosen randomly: r0 in the range 1500–2000, K0 in the range
10–500, degreeinteractions and degreeagents between 0.1 and 1, and α between 0.1 and 10.

2.2 Data

The input data for the proposed model is derived from the comprehensive dataset of Formula 1 World
Championship race results spanning the years 1950 to 2024, available on Kaggle: https://www.
kaggle.com/datasets/rohanrao/formula-1-world-championship-1950-2020. This dataset pro-
vides detailed information on individual race outcomes, which serves as the empirical basis for the
estimation and validation of the generalized Elo rating system. To calculate ratings which are close
to real ones the initial ratings for 1955 were computed using the results of all Grands Prix from
1950 to 1954 (inclusive). Data from 1955 to 1999 is reserved for model training, while the 2000
season is used as a validation set.

Also, drivers who completed only one race during a season were excluded from dataset. This
serves two purposes. First, it prevents the formation of isolated subgroups of drivers who partic-
ipated exclusively in a single Grand Prix (for example, the Indy 500) during the early years of
Formula 1. Second, it avoids including test drivers who competed in the only one event, for whom
there is insufficient data to reliably estimate a meaningful rating.

Finally, a total of 1,114 Grands Prix are considered across 75 seasons, with each season com-
prising between 6 and 24 events. For each Grand Prix, the number of drivers who completed the
race and were included in the analysis ranges from 2 to 24.
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2.3 Results and analysis

To prevent overfitting, an early stopping criterion was applied during gradient descent optimization.
Specifically, training was terminated if the logistic loss on the validation set did not improve for 20
consecutive epochs. In our simulation, the procedure converged after 247 epochs, at which point
early stopping was triggered. This indicates that the minimum validation loss was reached at epoch
227, after which further training produced no measurable improvement.

Optimal parameters are the ones which were calculated by Gradient Descent Optimizer after
227 epochs. Here the set of optimal parameters calculated:

Parameter Optimal value
r0 1834.6477
K0 102.0843
degreeinteractions 0.172968
degreeagents 0.624026
α 0.724035

Table 1: Optimal hyperparameter values.

The implementation of the model is available in the multi_elo repository on GitHub: https:
//github.com/andritar/multi_elo.

The developed approach (multi-agent Elo) was compared with endurance model, speed model,
and pairwise comparison Elo model without number of agents and number of interactions normal-
ization and initial interactions boost (multi-agent Elo default). The performance of all methods was
assessed on the full set of evaluation-eligible interactions. The corresponding logistic loss values for
each approach are reported in Table 2.

Approach Logistic loss
Endurance Model 0.482522
Speed Model 0.502683
multi-agent Elo (default) 0.482469
multi-agent Elo (optimized) 0.481111

Table 2: Comparison of logistic loss values across different modeling approaches.

Among the considered approaches, the Speed Model exhibits the poorest predictive performance.
The remaining three methods demonstrate substantially lower logistic loss values, indicating better
predictive accuracy. As anticipated, incorporating normalization with respect to the number of
agents and interactions significantly improves the model’s performance, highlighting the benefit of
these adjustments in the multi-agent Elo framework.

Conclusions

In this work, a generalization of the classical Elo system for multi-agent interactions is proposed,
incorporating gradient descent for parameter optimization. The proposed approach provides:



150 Taras Andrytsuliak, Sergiy Martyniuk

• a formalization of multi-agent interactions as a collection of pairwise sub-interactions, followed
by minimization of the discrepancy between expected and actual outcomes using a logistic
loss function;

• analytical expressions for rating updates, derived from the computation of derivatives of the
loss function, which ensure smoother and more stable learning dynamics;

• the introduction of an adaptive update coefficient dependent on the number of interactions
and the number of agents, allowing the model to avoid excessive drift or excessive smoothing;

• justification of the principles for initializing the initial ratings of new agents and of the de-
pendence of the correction coefficient on the number of interactions, increasing the flexibility
and robustness of the model.

The combination of the Elo system with gradient descent creates the prerequisites for developing
next-generation rating systems that preserve the intuitiveness and simplicity of classical approaches,
while acquiring self-adjusting properties. This is particularly important in high-dimensional sce-
narios with a large number of agents and interactions, where traditional methods lose accuracy or
stability.

The obtained results confirm the promise of integrating classical rating models with modern
optimization techniques. The proposed model may serve as a basis for further research and practi-
cal applications in sports analytics, multiplayer gaming environments, and educational assessment
systems.

This model operates at the level of individual agents but does not support situations in which
agents form a team and compete against an opposing team. Extending the model to such cases is
the objective of future research.
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Тарас Андрицуляк, Сергiй Мартинюк Узагальнення системи Ело для взаємодiй мiж
багатьма агентами // Буковинський матем. журнал — 2025. — Т.13, №2. — C. 137–151.

Стаття пропонує узагальнення класичної рейтингової системи Ело для багатокористу-
вацьких середовищ i застосовує методи оптимiзацiї для визначення оптимальної конфi-
гурацiї моделi. Запропонований пiдхiд представляє взаємодiї мiж багатьма агентами як
набiр попарних порiвнянь i формулює задачу оцiнювання рейтингiв як мiнiмiзацiю логi-
стичної функцiї втрат. Така формулювання дає змогу отримати аналiтичнi вирази для
оновлення рейтингiв на основi градiєнтiв, що використовуються для пошуку оптимальних
гiперпараметрiв, забезпечуючи плавнiшу та стабiльнiшу динамiку навчання порiвняно з
класичною системою Ело.

Вводиться додатковий адаптивний коефiцiєнт оновлення, який залежить вiд кiлько-
стi взаємодiй i кiлькостi агентiв, задiяних у кожнiй подiї. Така нормалiзацiя допомагає
запобiгти надмiрному зсуву рейтингiв у великих наборах даних i пом’якшує надмiрне
згладжування, коли обсяг даних або кiлькiсть агентiв є невеликими. У статтi також
розглядаються принципи iнiцiалiзацiї рейтингiв нових агентiв i динамiчного коригування
швидкостi навчання на основi накопиченої iнформацiї для кожного агента, що дає змо-
гу системi швидше зближуватися до точних рейтингових значень i покращує загальну
стабiльнiсть та iнтерпретованiсть.

Градiєнтний спуск використовується для пошуку оптимальних значень гiперпараме-
трiв шляхом мiнiмiзацiї функцiї втрат i автоматичного вибору вiдповiдних параметрiв.
Це дає змогу системi формувати точнiшi рейтинговi оцiнки й, вiдповiдно, забезпечувати
кращi прогнози майбутнiх взаємодiй.

Запропонована система легко адаптується до середовищ iз багатостороннiми взаємодi-
ями, зберiгаючи повну сумiснiсть зi сценарiями бiнарних порiвнянь. За потреби її можна
розширити додатковими гiперпараметрами для врахування специфiки конкретної домен-
ної областi.

Модель демонструє переваги поєднання класичної рейтингової методологiї з сучасни-
ми методами оптимiзацiї й може ефективно застосовуватися у спортивних, iгрових та
освiтнiх системах, де важливими є точнiсть, адаптивнiсть до складних сценарiїв та iнтер-
претованiсть.
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CИСТЕМИ ЧИСЛЕННЯ З НЕНУЛЬОВОЮ НАДЛИШКОВIСТЮ ТА ЇХ

ЗАСТОСУВАННЯ У ТЕОРIЇ ЛОКАЛЬНО СКЛАДНИХ ФУНКЦIЙ

У роботi розглядається зображення чисел у системi з основою a > 1 i алфавiтом (на-
бором цифр) A ≡ {0, 1, ..., r}, a− 1 < r ∈ N :

x =
∞∑

n=1

αn

an
≡ ∆ra

α1α2...αn..., αn ∈ A.

За рахунок надлишкового алфавiту числа вiдрiзка [0; r
a−1 ] мають, взагалi кажучи, не єдине

зображення i навiть можуть мати континуальну множину рiзних зображень.
Геометрiю (тополого-метричнi властивостi) такого зображення (ra-зображення) роз-

кривають цилiндри:

∆ra
c1c2...cm = {x : x = ∆ra

c1c2...cma1a2...an..., an ∈ A},

властивостi яких, включаючи специфiку перекриттiв, детально висвiтлено.
В роботi представлено результати дослiдження структурних, варiацiйних, тополого-

метричних i частково фрактальних властивостей функцiї, означенної рiвнiстю:

f(x =
∞∑

n=1

αn

(r + 1)n
) = ∆ra

α1α2...αn..., αn ∈ A.

Доведено її неперервнiсть в точках вiдрiзка [0; 1], якi в традицiйнiй системi числення з
основою (r+ 1) мають єдине зображення, i розривнiсть у точках злiченної всюди щiльної
в [0; 1] множини, а також нiде не монотоннiсть та необмеженiсть варiацiї функцiї.

Для випадку r = 1, a = 1+
√
5

2 вказанi фрактальнi множини рiвнiв з розмiрнiстю
Гаусдорфа-Безиковича не меншою − loga 2.

Ключовi слова i фрази: системи числення з ненульовою надлишковiстю, цилiндр, кла-
сична s-символьна система, множина рiвня функцiї, функцiя необмеженої варiацiї.
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Вступ

Бiльшiсть функцiй, визначених на вiдрiзку, мають локально складну структуру у кон-
текстi монотонностi, варiацiацiйних, диференцiальних, тополого-метричних та фрактальних
властивостей.

Крiм неперервних нiде не монотонних, недиференцiйовних та сингулярних до локально
складних ми вiдносимо функцiї, якi мають злiченну всюди щiльну у вiдрiзку (областi визна-
чення) множину точок розриву. Одному з класiв таких функцiй присвячена дана робота.

Для задання функцiї ми використовуємо “нестандартний” iнструмент – систему зображе-
ння чисел з надлишковим алфавiтом i, взагалi кажучи, нецiлою основою. Таким системам
присвячено сотнi статей [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10], в яких розв’язуються рiзноплановi задачi (в
основному метричної, включаючи фрактальну, та ймовiрнiсної теорiї чисел). Їх застосування
до потреб теорiї функцiй в цих роботах не прослiдковується.

Нехай 1 < a – фiксоване дiйсне число; a − 1 ≤ r – натуральне число; A = {0, 1, ..., r} –
алфавiт; L = A×A× ... – множина послiдовностей з елементiв алфавiту.

Розглядається вiдображення γ : L → [0; r
a−1 ], а саме

γ((αn)) =
∞∑
n=1

αn

an
≡ ∆ra

α1α2...αn... = x ∈
[
0;

r

a− 1

]
, (αn) ∈ L.

Символiчний запис ∆ra
α1α2...αn... ми називаємо ra-зображенням числа x, при цьому αn називаємо

n-ою цифрою даного зображення. Випадок r = 1 заслуговує окремої уваги в силу мiнiмальностi
алфавiту A.

Якщо a = r + 1, то ra–зображення є класичним зображенням чисел у системi з натураль-
ною основою a, яке має нульову надлишковiсть (кожне число має не бiльше двох зображень,
причому тих, що їх мають два лише злiченна множина).

Означення 1. При рацiональному a число x, яке має ra–зображення з перiодом (0), назива-
тимемо ra–рацiональним.

Очевидно, що коли число a — рацiональне, то ra–зображення також рацiональне.
Зрозумiло, що ra–рацiональне число є числом рацiональним. Але не кожне рацiональне чи-

сло є ra–рацiональним. Наприклад, число x з чисто перiодичним ra–зображенням ∆ra
(c1...cp)

перi-
од якого складається принаймнi з двох рiзних цифр є рацiональним, але не є ra–рацiональним.
Справдi, число x як значення виразу

x = ∆ra
(c1...cp)

=
(c1
a

+ . . .+
cp
ap

)
+

1

ap

(c1
a

+ . . .+
cp
ap

)
+

1

a2p

(c1
a

+ . . .+
cp
ap

)
+ . . . =

c

1− 1
ap

,

де c = c1
a + . . .+

cp
ap є рацiональним числом, але не є ra–рацiональним (взагалi кажучи).

Умова r ≥ a гарантує iснування чисел, якi мають бiльше двох зображень, i навiть кон-
тинуальну їх множину, що породжує ненульову надлишковiсть даного (r + 1)–символьного
кодування чисел. Такi системи вивчаються з 1957 року, першими в цьому напрямi були робо-
ти [1, 2]. Сьогоднi системи кодування дiйсних чисел з ненульовою надлишковiстю iнтенсивно
вивчаються, iснують сотнi робiт їм присвячених [3, 4, 5]. В основному це системи, в яких осно-
ва a не є цiлою. При цьому розглядаються рiзнi об’єкти i розв’язуються рiзнi задачi. Iснує
кiлька вiдносно повних оглядiв результатiв цих дослiджень [6], що стосуються теорiї чисел i
фрактального аналiзу множин.
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Дана теоретико–числова тематика тiсно пов’язана з iншими напрямами сучасних дослi-
джень: геометрiєю числових рядiв, теорiєю нескiнченних згорток Бернуллi, теорiєю динамi-
чних систем та теорiєю функцiй зi складною локальною будовою.

У системах з ненульовою надлишковiстю вбачаємо потужний засiб для конструювання та
дослiдження математичних об’єктiв з локально складною тополого–метричною структурою,
зокрема функцiй. Дана робота має за мету продемонструвати такi можливостi.

1 Геометрiя ra–зображення

Кожна пара параметрiв a, r породжує свою унiкальну геометрiю i специфiку перекрит-
тiв. Її частково висвiтлюють властивостi цилiндричних множин. Окремої уваги заслуговують
випадки: a — число натуральне; a — рацiональне; a — iррацiональне.

Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , ck) — фiксований впорядкований набiр елементiв алфавiту.
Цилiндром (ra-цилiндром) рангу k з основою c1c2...ck називається множина

∆ra
c1c2...ck

= {x : x = ∆ra
c1...ckα1α2...αn..., (αn) ∈ L}.

Цилiндри ∆ra
c1...cm−1j

i ∆ra
c1...cm−1[j+1], j ∈ {0, 1, ..., r − 1} називаються сусiднiми, вони нале-

жать одному i тому ж цилiндру попереднього рангу ∆ra
c1...cm−1

.
Цилiндри мають властивостi:
1) ∆ra

c1...ck
= ∆ra

c1...ck0
∪∆ra

c1...ck1
∪ ... ∪∆ra

c1...ckr
;

2) ∆ra
c1...ck

= [u;u+ d], де u =
k∑

i=1

ci
ai

, d = r
ak·(a−1)

;

3) довжина цилiндра: |∆ra
c1...ck

| = d = r
ak·(a−1)

→ 0 (k → ∞).;

4)
∞∩
k=1

∆ra
c1...ck

= ∆ra
c1c2...ck...

= x для будь-якої послiдовностi (ck) ∈ L;

5) min∆c1c2...ckc < min∆c1c2...ck[c+1], 0 6 c 6 r − 1;

6) ∆ra
α1...αk

= ∆ra
β1...βk

⇔
k∑

i=1
a−i(αi − βi) = 0;

7) ∆ra
c1...ckc

∩∆ra
c1...ck[c+1] = [∆ra

c1...ck[c+1](0);∆
ra
c1...ckc(r)

] ̸= ∅;

8) довжина перекриття:

|∆ra
c1...ck−1c

∩∆ra
c1...ck−1[c+1]| = ∆ra

c1...ck−1c(r)
−∆ra

c1...ck−1[c+1](0) =
r − a+ 1

ak(a− 1)
;

9) умова ∆ra
c1...ck−1c

∩∆ra
c1...ck−1[c+1] = ∆ra

c1...ck−1cr
= ∆ra

c1...ck−1[c+1]0 рiвносильна

c

ak
+

r

ak+1
=

c+ 1

ak
, тобто r = a,

що може виконуватись лише при цiлих a;
10) рiвнiсть |∆ra

c1...ckck+1
| = 1

2 |∆
ra
c1...ck

| виконується лише за умови a = 2;
11) умова ∆ra

c1...ck−1c
∩∆ra

c1...ck−1[c+1] = ∆ra
c1...ck−1cr . . . r︸ ︷︷ ︸

m

= ∆ra
c1...ck−1[c+1]0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

рiвносильна

c

ak
+

r

ak+1
+ . . .+

r

ak+m
=

c+ 1

ak
, тобто r =

am(a− 1)

am − 1
.

Зауваження 1. Властивостi 8)–11) виражають специфiку перекриттiв ra–цилiндрiв.
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2 Один особливий випадок

Розглянемо випадок r = 2. Тодi 1 < a < 3.

Теорема 1. Якщо r = 2, то множина

C ≡ C[ra; {0, 2}] = {x : x = ∆ra
α1α2...αn..., αn ∈ {0, 2} n ∈ N}

є досконалою нiде не щiльною самоподiбною множиною канторiвського типу, розмiрнiсть Гаусдорфа-
Безиковича якої рiвна − loga 2.

Доведення. Використовуючи цилiндри ra-зображення, легко описати структуру множини C,
а саме:

1. C ⊂ [∆ra
0 ∪∆ra

2 ], причому ∆ra
0 ∩∆ra

2 = ∅,

max{∆ra
0 } = ∆ra

0(2) ∈ C, min{∆ra
2 } = ∆ra

2(0) ∈ C.

2. ∆ra
c1...cm ⊃ (∆ra

c1...cm0 ∪∆ra
c1...cm2), ∆ra

c1...cm0 ∩∆ra
c1...cm2 = ∅.

3. C ⊂ Cn, Cn =
∪

α1∈V
...

∪
αn∈V

∆ra
α1...αn

, V = {0, 2} ∀n ∈ N .

4. C =
∞∩
n=1

Cn.

Згiдно з вiдомою теоремою про структуру досконалих множин робимо висновок, що мно-
жина C є досконалою i нiде не щiльною (не мiстить жодного як завгодно малого iнтервалу).

Множина C є самоподiбною, оскiльки

C = [∆ra
0 ∩ C] ∪ [∆ra

1 ∩ C],

де C
k∼ (∆ra

0 ∩ C) ∼= (∆ra
2 ∩ C), k = r

a−1 : |∆ra
0 | = 1

(a−1) :
1

a(a−1) = a.

Її самоподiбна розмiрнiсть є розв’язком рiвняння 2 · ax = 1, тобто x = − loga 2. Вона рiвна
розмiрностi Гусдорфа-Безиковича, оскiльки множина C задовольняє умову вiдкритої множи-
ни. Теорему доведено.

3 Функцiя з фрактальними властивостями множин рiвнiв

Розглядається функцiя f , означена рiвнiстю f(x = ∆r+1
α1α2...αn...) = ∆ra

α1α2...αn..., де

∆r+1
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

αn

(r + 1)n
, (αn) ∈ L.

Оскiльки числа злiченної множини у системi з основою r + 1 мають два формально рiзнi
зображення: ∆r+1

α1α2...αn(0)
= ∆r+1

α1α2...[αn−1](r) (їх ми називаємо (r+1)–бiнарними), то за для коре-
ктностi означення функцiї f домовимось використовувати лише перше з вказаних зображень
(r + 1)–бiнарного числа.

Теорема 2. Функцiя f є неперервною у кожнiй (r+1)–унарнiй точцi i неперервною в (r+1)–
бiнарнiй точцi тодi i лише тодi, коли a = r + 1.
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Доведення. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку, то вона неперервна в кожнiй точцi цього
вiдрiзка. Нехай x0 = ∆r+1

α1α2...αn... — (r+1)–унарна точка. Нехай f(x0) = ∆ra
α1α2...αn.... Розглянемо

точку x, що не рiвна x0, тодi з x ̸= x0 слiдує, що iснує такий номер k, що αk(x) ̸= αk(x0), але
αi(x) = αi(x0) для усiх i < k, причому умова k → ∞ рiвносильна x → x0. Для обґрунтування
неперервностi функцiї fa в точцi x0 покажемо, що

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0.

Згiдно з означенням функцiї f маємо

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = lim
x→x0

|f(∆ra
α1α2...αk−1α

′
kα

′
k+1...

)− f(∆ra
α1α2...αk−1αkαk+1...

)| =

= lim
k→∞

|∆ra
α1α2...αk−1α

′
kα

′
k+1...

−∆ra
α1α2...αk−1αkαk+1...

| ≤

≤ lim
k→∞

1

ak−1
|∆ra

α′
kα

′
k+1...

−∆ra
αkαk+1...

| = 0.

Отже, функцiя f неперервна в (r + 1)–унарнiй точцi.
Неперервнiсть функцiї в кожнiй (r+1)–бiнарнiй точцi рiвносильна виконанню рiвностi для

будь-якого k ∈ N

f(∆r+1
α1α2...αk−1αk(0)

) = f(∆r+1
α1α2...αk−1[αk−1](r)), для будь-якого k ∈ N.

Останню рiвнiсть можна переписати у виглядi:

k−1∑
i=1

αi

ai
+

αk

ak
=

k−1∑
i=1

αi

ai
+

αk − 1

ak
+

r

a2 − a
,

звiдки
αk

ak
=

αk − 1

ak
+

r

a2 − a
,

що можливо лише за умови a = r + 1. Тобто функцiя f неперервна в кожнiй (r + 1)–бiнарнiй
точцi тодi i лише тодi, коли a = r + 1.

Зауваження 2. Зазначимо, що коли a = r + 1, тобто ra-зображення спiвпадає з (r + 1)-
зображенням, то f(x) = x.

Теорема 3. Якщо a < r + 1, то функцiя f є нiде не монотонною.

Доведення. Можливi випадки: 1) 1 < a ≤ r; 2) a ∈ (r; r + 1). Для доведення нiде не моно-
тонностi функцiї досить довести її немонотоннiсть на довiльному цилiндрi m-го рангу. Для
конкретностi розглянемо цилiндр ∆r+1

c1...cm = [∆r+1
c1...cm(0);∆

r+1
c1...cm(r)].

1) Нехай 1 < a ≤ r, тодi r+1−a ≥ 1. Розглянемо на цилiндрi ∆r+1
c1c2...cm точки x1 = ∆r+1

c1...cm(0),
x2 = ∆r+1

c1...cmr0r(r−1), x3 = ∆r+1
c1...cmr1(0). Очевидно, що x1 < x2 < x3. Розглянемо рiзницi

f(x2)− f(x1) =f(x2) > 0,

f(x2)− f(x3) =
r

am+1
+

r

am+3
+

r − 1

am+3(a− 1)
− r

am+1
− 1

am+2
=

=
r(a− 1) + r − 1− a(a− 1)

am+3(a− 1)
=

ra− r + r − 1− a2 + a

am+3(a− 1)
=

=
a(r + 1− a)− 1

am+3(a− 1)
≥ a− 1

am+3(a− 1)
> 0.
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Оскiльки (f(x2)− f(x1))(f(x2)− f(x3)) > 0, то функцiя f немонотонна на цилiндрi ∆r+1
c1c2...cm ,

а в силу довiльностi вибору ∆r+1
c1c2...cm нiде не монотонна на усiй областi визначення.

2) Нехай a ∈ (r; r + 1), тодi r + 1− a > 0.
∆r+1

c1...cm = [∆r+1
c1...cm(0); ∆

r+1
c1...cm(r)]. Розглянемо точки x1 = ∆r+1

c1...cm(0), x2 = ∆r+1
c1...cm0 r...r︸︷︷︸

n

(0),

x3 = ∆r+1
c1...cm1(0). Очевидно, що x1 < x2 < x3. Розглянемо рiзницi

f2(x)− f1(x) =
1

am

(r
a
+ ...+

r

an

)
> 0,

f(x3)− f(x2) =
1

am

(
1

a
− r

a2
· 1

1− 1
a

(
1− 1

an

))
=

=
1

am

(
1

a
− r

a(a− 1)
(1− 1

an
)

)
=

1

am

(
a− 1− r

a(a− 1)
+

r

an+1
(a− 1)

)
.

Нехай r−(a−1)
a(a−1) = c > 0. Тодi

am(f(x3)− f(x2)) =
a− 1− r

a(a− 1)
+

r

an+1(a− 1)
=

r

an+1(a− 1)
− c.

Оскiльки r
an+1(a−1)

монотонно прямує до 0, то iснує n0 таке, що для всiх n > n0 виконувати-
меться нерiвнiсть r

an+1(a−1)
< c. Для таких f(x3)− f(x2) < 0. Оскiльки

(f(x2)− f(x1))(f(x3)− f(x− 2)) < 0,

то на цилiндрi ∆ra
c1...cm функцiя f(x) не є монотонною. Отже, вона нiде не монотонна.

Теорема 4. Якщо a < r + 1, то функцiя f має необмежену варiацiю.

Доведення. Нехай ∆ ≡ [0; r
a−1 ]. Коливання функцiї f на цилiндрi ∆r+1

α1α2...αn
дорiвнює довжинi

цилiндра ∆ra
α1α2...αn

, що є образом цилiндра ∆r+1
α1α2...αn

. Тому варiацiя функцiї f перевищує
сумарну довжину цилiндрiв образiв, тобто

V (f) > Vk =

r∑
α1=0

r∑
α2=0

. . .

r∑
αn=0

|∆ra
α1α2...αn

|.

Оскiльки

V1 ≡
r∑

α1=0

|∆ra
α1
| = (r + 1)

r

a(a− 1)
>

ar

a(a− 1)
=

r

a− 1
= |∆| > 1.

Тодi

k ≡ V1

|∆|
> 1 i V1 = k|∆|.

Аналогiчно,
r∑

α2=0

|∆ra
c1α2

| = |∆ra
c1 |

r∑
α2=0

|∆ra
α2
| > |∆ra

c1 |.

Тодi

V2 ≡
r∑

α1=0

r∑
α2=0

|∆ra
α1α2

| =
r∑

α1=0

|∆ra
α1
|

r∑
α2=0

|∆ra
α2
| > k2|∆|,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Vn =
r∑

α1=0

r∑
α2=0

. . .
r∑

αn=0

|∆ra
α1α2...αn

| > kn|∆|,

то
V (f) ≥ lim

n→∞
Vn > lim

n→∞
kn|∆| = ∞.

Отже, функцiя f має необмежену варiацiю.

4 Двосимвольнi системи

Випадок r = 1 в силу мiнiмальностi алфавiту заслуговує на окрему увагу. Зосередимо
iнтерес на цьому випадку. Тому далi 1 < a < 2. У цьому випадку маємо

|∆ra
c1c2...cm | =

1

am(a− 1)
;

|∆ra
0 ∩∆ra

1 | = |[∆ra
1(0);∆

ra
0(1)]| = ∆ra

0(1) −∆ra
1(0) =

2− a

a(a− 1)
;

|∆ra
c1...cm−10

∩∆ra
c1...cm−11

| = |[∆ra
c1...cm−11(0)

;∆ra
c1...cm−10(1)

]| = ∆ra
c1...cm−10(1)

−∆ra
c1...cm−11(0)

=

=
2− a

am(a− 1)
.

Зауважимо, що iснують окремi цiкавi випадки. Наприклад, рiвнiсть

|∆ra
c1...cm−10

∩∆ra
c1...cm−11

| = 1

2
|∆ra

c1...cm |

виконується лише за умови a = 3
2 .

Справдi, у цьому випадку виконується рiвнiсть 2−a
am(a−1) =

1
2 ·

1
am(a−1) , що рiвносильно умовi

a = 3
2 . За цiєї умови [0; r

a−1 ] = [0; 2]. Цей випадок заслуговує окремого розгляду.

Iнший унiкальний випадок: r = 1, a = 1+
√
5

2 . З’ясуємо, за яких умов два сусiднi цилiндри
m-го рангу перетинаються по цилiндру (m+ 2)-го рангу, тобто коли

∆ra
c1...cm−10

∩∆ra
c1...cm−11

= ∆ra
c1...cm−1011

= ∆ra
c1...cm−1100

. (1)

Ранги цилiндрiв ∆ra
c1...cm−1011

i ∆ra
c1...cm−1100

рiвнi, тому для рiвностi цилiндрiв досить, щоб збi-
галися їхнi початки, тобто щоб

min∆ra
c1...cm−1011

−min∆ra
c1...cm−1100

= 0.

А це рiвносильно рiвностi
1

am−1
(
1

a2
+

1

a3
− 1

a
) = 0,

тобто a+ 1− a2 = 0, яка виконується лише при одному додатному a = 1+
√
5

2 .
Оскiльки

max∆ra
c1...cm−10

= max∆ra
011,min∆ra

c1...cm−11
= min∆ra

100,

то необхiдною i достатньою умовою для виконання (1) є a = 1+
√
5

2 .

Зауваження 3. Впорядкованi трiйки чисел (1, 0, 0) i (0, 1, 1) у ra-зображеннi числа при r = 1,
a = 1+

√
5

2 , в якостi послiдовних цифр зображення є взаємозамiнними.
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Теорема 5. Якщо r = 1, a = 1+
√
5

2 , то множина f−1(y0) рiвня y0 = ∆ra
(100) є континуальною i

має фрактальну розмiрнiсть не меншу числа 1
3 .

Доведення. Згiдно останнього зауваження число ∆ra
(100), зображення якого має перiод (100),

має континуальну множину рiзних ra-зображень, оскiльки кожна трiйка (1, 0, 0) послiдовних
цифр без втрати значення може бути замiнена альтернативною (0, 1, 1). Тому множина про-
образiв y0 = ∆ra

(100) при вiдображеннi y = f(x) мiстить пiдмножину чисел вiдрiзка [0; 1], кла-
сичне вiсiмкове зображення яких використовує лише двi цифри 4 i 5.

Справдi,

x =(
α1

2
+

α2

22
+

α3

23
) + (

α4

24
+

α5

25
+

α6

26
) + (

α7

27
+

α8

28
+

α9

29
) + ... =

=
4α1 + 2α2 + α3

23
+

4α4 + 2α5 + α6

26
+

4α7 + 2α8 + α9

29
+ ...

Оскiльки
1

2
+

0

22
+

0

23
=

4

23
,
0

2
+

1

22
+

1

23
=

5

23
,

то одним з прообразiв числа y0 = ∆ra
(100) є x0 = ∆8

(4), iншим ∆8
(5) i ∆ra

(45) i т.д. Отже, вся множина
канторiвського типу

C[8; {4, 5}] = {x : x = ∆8
a1a2...an..., де an ∈ {4, 5}}

належить множинi рiвня. Її самоподiбна розмiрнiсть та розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича
збiгаються i рiвнi log8 2 = 1

3 .
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In this paper we study representations of real numbers in a numeral system with the base
a > 1 and alphabet (digits set) A ≡ {0, 1, ..., r}, a− 1 < r ∈ N given by

x =

∞∑
n=1

αn

an
≡ ∆ra

α1α2...αn..., αn ∈ A.

Since the alphabet is redundant the numbers from the interval [0; r
a−1 ] have not a single

representation and can even have a continuous set of different representations.
We describe the geometry (topological and metric properties) of such representations (the

ra-representations) in terms of cylinders defined by

∆ra
c1c2...cm = {x : x = ∆ra

c1c2...cma1a2...an..., an ∈ A},

We analyze their properties in detail, including the specific nature of overlaps.
We present results on the structural, variational, topological, metric and partially fractal

properties of the function defined by

f

(
x =

∞∑
n=1

αn

(r + 1)n

)
= ∆ra

α1α2...αn..., αn ∈ A.

We prove the function is continuous at all points of the interval [0, 1] that have a unique
representation in the classical numeral system on the base r + 1 and prove the function is
discontinuous at points of a countable everywhere dense set in [0, 1]. Furthermore, we show
that the function is nowhere monotonic and has unlimited variation.

In the particular case r = 1 and a = 1+
√
5

2 , we specify fractal level sets with Hausdorff–
Besicovitch dimension not less than − loga 2.
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ПРО ЕНДОЦИКЛIЧНI 2-ПОРОДЖЕНI ГРУПИ ПОРЯДКУ 256 ТА

ЕКСПОНЕНТИ 16

Застосовуючи систему комп’ютерної алгебри GAP, пакети SONATA та LocalNR, ми
визначили всi ендоциклiчнi 2-породженi групи G порядку 256 та експоненти 16, а також
навели список груп, якi не будуть адитивними групами локальних майже-кiлець.

Ключовi слова i фрази: 2-породжена група, ендоциклiчна група, локальне майже-
кiльце.
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Вступ

Узагальненням кiльця в тому сенсi, що додавання не обов’язково є комутативним i вико-
нується хоча б один дистрибутивний закон, є майже-кiльце. Очевидно, що кожне асоцiативне
кiльце є майже-кiльцем, i кожна група є адитивною групою майже-кiльця, але не обов’язково
майже-кiльця з одиницею.

Майже-кiльце з одиницею називається локальним, якщо множина усiх необоротних елемен-
тiв утворює пiдгрупу адитивної групи майже-кiльця. Дослiдження локальних майже-кiлець
було iнiцiйовано Мексоном [5], який визначив ряд їх основних властивостей i, зокрема, довiв,
що адитивна група нуль-симетричного локального майже-кiльця є p-групою.

Дослiдження алгебраїчних структур методами теорiї груп та комп’ютерної алгебри є ва-
жливим та перспективним напрямком дослiджень не лише в алгебрi, а й iнших галузях мате-
матики.

Список усiх локальних майже-кiлець порядку не бiльше 31 можна отримати з пакету
SONATA [1] системи комп’ютерної алгебри GAP [4]. Однак класифiкацiя майже-кiлець ви-
щих порядкiв вимагає набагато складнiших обчислень. Для локальних майже-кiлець вони
були реалiзованi в новому GAP-пакетi LocalNR [12]. Поточна версiя (ще не розповсюджена за
допомогою GAP) мiстить 37599 локальних майже-кiлець порядку не бiльше 361, за винятком
порядкiв 128, 256 i деяких локальних майже-кiлець порядкiв 32, 64 i 243.

Основнi результати, що стосуються локальних майже-кiлець, пiдсумованi в оглядах: Си-
сак [15], I. Раєвська та М. Раєвська [9].

УДК 512.6
2010 Mathematics Subject Classification: 16W30.

c⃝Раєвська I., Раєвська М., 2025
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Вiдомо, що iснує 51 неiзоморфна група порядку 32 = 25, з яких 35 є ендоциклiчними
групами, i лише 19 з цих груп є адитивними групами локальних майже-кiлець. Список та базу
даних локальних майже-кiлець порядку 32 можна знайти в [8], [12] та [13].

Зазначимо, що з 267 неiзоморфних груп порядку 64 = 26, 53 є 2-породженими групами, i
лише 39 з цих груп є ендоциклiчними. Бiльш того, 24 з цих груп є адитивними групами ло-
кальних майже-кiлець. Список та базу даних усiх локальних майже-кiлець порядку 64 можна
знайти в [9], [10], [12] та [14].

Iснує 2328 неiзоморфних груп порядку 128 = 27, з яких 162 є 2-породженими групами: 5
груп мають експоненту 64, i лише 2 з цих груп є адитивними групами локальних майже-кiлець,
18 груп мають експоненту 32, i лише 6 з цих груп є адитивними групами локальних майже-
кiлець, 65 груп мають експоненту 16, i лише 16 з цих груп є адитивними групами локальних
майже-кiлець, 72 групи мають експоненту 8, не менше 17 груп є адитивними групами локаль-
них майже-кiлець, та 2 групи мають експоненту 4, i обидвi цi групи є адитивними групами
локальних майже-кiлець. Список та базу даних локальних майже-кiлець порядку 128 можна
знайти в [7] та [11].

Зазначимо, що залишається вiдкритим питання, якi неабелевi групи порядку pn можуть
бути адитивними групами локальних майже-кiлець. З iншого боку, Файгелсток [3] довiв, що
для кожного простого числа p та кожного цiлого n > p iснує група G порядку pn, яка не є
адитивною групою локального майже-кiльця. Ним же було поставлене питання про характе-
ризацiю неабелевих p-груп, якi можуть бути адитивними групами локальних майже-кiлець.

В статтi опишемо ендоциклiчнi 2-породженi групи порядку 256 та експоненти 16. А також
визначимо, якi з цих груп можуть бути адитивними групами локальних майже-кiлець.

1 Попереднi результати

Нагадаємо означення майже-кiльця.

Означення 1. Множина R з двома бiнарними операцiями “ + ” та “ · ” називається майже-
кiльцем, якщо:

1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,

2) (R, ·) — напiвгрупа,

3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3) замiнити аксiомою
(x+ y) · z = x · z + y · z для всiх x, y, z ∈ R, то отримаємо праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та називається адитивною групою, а її нейтральний
елемент 0 — нулем майже-кiльця R. З аксiоми 3 випливає, що r · 0 = r · (0 + 0) = r · 0 + r · 0,
звiдки отримуємо r · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми витiкає, що r · (−s) = −(r · s). Майже-кiльце R

називається нуль-симетричним, якщо також 0 · x = 0.

Означення 2. Майже-кiльце R, в якому напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елементом
i, називається майже-кiльцем з одиницею i. Група всiх оборотних елементiв цього моноїда
позначається через R∗ та називається мультиплiкативною групою майже-кiльця R, а її допов-
нення R \R∗ — множиною необоротних елементiв iз R.
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Означення 3. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо множина L всiх
необоротних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної групи R+. В цьому випадку L будемо
називати пiдгрупою необоротних елементiв майже-кiльця R.

Теорема 1 ([5]). Якщо R — скiнченне локальне майже-кiльце, яке не є майже-полем, то
|R| ≤ |L|2.

Нехай G — група та EndG — множина всiх її ендоморфiзмiв, яку можна розглядати як
напiвгрупу вiдносно операцiї композицiї ендоморфiзмiв. Для кожного g ∈ G позначимо через
gEndG множину {gα|α ∈ EndG} всiх образiв елемента g вiдносно ендоморфiзмiв iз EndG.

Наведемо наступне означення (див., наприклад, [6]).

Означення 4. Групу G назвемо ендоморфно циклiчною (або ендоциклiчною), коли в нiй iснує
елемент g, для якого G = gEndG.

2 Основнi результати

Нагадаємо, що експонентою групи є найменше спiльне кратне порядкiв її елементiв. Зокре-
ма, експонентою скiнченної p-групи є максимальний порядок її елементiв.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-кiльця з одиницею
[2, Theorem 3].

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця R з одиницею дорiвнює ади-
тивному порядку його одиницi, який спiвпадає з адитивним порядком кожного елементу його
мультиплiкативної групи R∗.

Лема 2 ([9]). Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn. Тодi |R∗| = pn−pk, де [n2 ] ≤ k < n.

Позначимо через U(G) множину всiх елементiв групи G, порядок яких дорiвнює експонентi
цiєї групи.

Безпосереднiй наслiдок леми 2.

Наслiдок 1. Якщо група G є адитивною групою локального майже-кiльця R порядку pn, тодi
U(G) не менше pn − pn−1.

Iснує 56092 неiзоморфних груп порядку 256 = 28, з яких 540 є 2-породженими групами: 3
групи мають експоненту 128, 9 груп мають експоненту 64, 30 груп мають експоненту 32, 107
груп мають експоненту 16, 84 групи мають експоненту 8, та 3 групи мають експоненту 4.

Нехай [n, i] — i-та група порядку n у бiблiотецi SmallGroups в GAP.
Застосовуючи систему комп’ютерної алгебри GAP, пакети SONATA та LocalNR, ми визна-

чили всi ендоциклiчнi 2-породженi групи G порядку 256 експоненти 16 та порядок множини
всiх елементiв групи G, порядок яких дорiвнює експонентi цiєї групи.

Лема 3. Наступнi 2-породженi групи G порядку 256 та експоненти 16 є ендоциклiчними, та
вказано порядок U(G) для кожної групи G:

IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 39] C16 × C16 192

Продовження на наступнiй сторiнцi
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IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 40] C16 o C16 192
[256, 41] C16 o C16 192
[256, 42] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 43] (C4 × C2 × C2)o C16 128
[256, 44] ((C4 × C2)o C16)o C2 128
[256, 45] (C2 ×Q8)o C16 128
[256, 46] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 47] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 48] ((C4 × C2)o C16)o C2 128
[256, 49] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 50] (C4 × C4)o C16 128
[256, 51] (C4 × C4)o C16 128
[256, 52] ((C4 × C2)o C2)o C16 128
[256, 53] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 54] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 56] (C16 × C8)o C2 128
[256, 57] Q16 o C16 128
[256, 58] (C8 o C16)o C2 128
[256, 59] Q16 o C16 128
[256, 64] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2 64
[256, 80] (C8 o C16)o C2 128
[256, 84] (C8 o C16)o C2 128
[256, 87] C16 o C16 192
[256, 88] C16 o C16 192
[256, 89] C16 o C16 192
[256, 90] ((C16 × C2)o C4)o C2 128
[256, 93] ((C16 o C2)o C4)o C2 128
[256, 95] ((C16 o C2)o C4)o C2 128
[256, 96] (C2 × C2).((C4 o C8)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 97] ((C16 × C2)o C4)o C2 64
[256, 98] ((C8 × C2)o C8)o C2 64
[256, 99] (C2 ×Q16)o C8 64
[256, 100] ((C16 × C2)o C4)o C2 64
[256, 101] (C2 ×Q16)o C8 64
[256, 102] ((C8 × C2)o C8)o C2 102
[256, 104] ((C16 × C2)o C4)o C2 128
[256, 105] (C2 × C2).((C8 o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 106] (C4 o C4)o C16 128

Продовження на наступнiй сторiнцi



Про ендоциклiчнi 2-породженi групи 165

IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 107] (C8 o C4)o C8 64
[256, 109] (C8 o C4)o C8 64
[256, 113] (C8 o C4)o C8 64
[256, 114] (C8 o C4)o C8 64
[256, 115] (C8 o C4)o C8 64
[256, 116] (C8 o C4)o C8 128
[256, 121] (C2 ×Q8)o C16 128
[256, 124] ((C2 × C2).(C2 × C2 × C2))o C8 128
[256, 125] (C4 × C2).((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 126] (C16 × C2)o C8 128
[256, 127] (C16 × C2)o C8 128
[256, 130] (C16 o C2)o C8 128
[256, 131] (C16 o C2)o C8 128
[256, 133] (C16 × C4)o C4 128
[256, 134] (C16 o C4)o C4 128
[256, 136] (C8 × C2)o C16 128
[256, 137] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 139] (C4 o C16)o C4 128
[256, 140] (C8 × C2)o C16 128
[256, 151] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 155] (C8 o C2)o C16 128
[256, 159] (C8 o C8)o C4 64
[256, 160] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 161] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 162] (C8 o C8)o C4 64
[256, 163] (C8 o C8)o C4 64
[256, 164] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 165] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8 64
[256, 166] (C8 o C8)o C4 64
[256, 167] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 168] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 169] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 170] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 64
[256, 171] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 172] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 173] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 174] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 179] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 180] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 181] ((C16 o C2)o C2)o C4 128
[256, 182] (C8 × C2)o C16 128

Продовження на наступнiй сторiнцi
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IdGroup(G) StructureDescription(G) |U(G)|
[256, 183] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 184] (C4 × C2).((C4 × C2)o C4) =

= (C2 × C2 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 185] (C4 × C4).((C4 × C2)o C2) =

= (C4 × C2).(C8 × C4) 128
[256, 186] ((C16 × C2)o C2)o C4 128
[256, 187] (C8 o C2)o C16 128
[256, 197] ((C4 o C4)o C4)o C4 128
[256, 218] ((C4 o C4)o C4)o C4 64
[256, 221] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 242] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 246] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 250] (C2 × (C8 o C4))o C4 64
[256, 256] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 128
[256, 257] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4 128
[256, 328] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 329] C2.((((C8 × C2)o C2)o C2)o C2) =

= (C2 × C2 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 330] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 128
[256, 331] C2.((((C8 × C2)o C2)o C2)o C2) =

= (C4 × C2 × C2).(C8 × C2) 128
[256, 344] (C4.((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C2))o C2 128
[256, 345] (C4.((C2 × C2 × C2)o C4) =

= (C4 × C2).(C8 × C2))o C2 128
[256, 348] C4.((C2 ×Q8)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 349] C4.((C2 ×Q8)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 356] C4.((C4 × C4)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 357] C4.((C4 × C4)o C4) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 361] C4.(((C2 × C2 × C2)o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 362] C4.(((C2 × C2 × C2)o C4)o C2) =

= (C4 × C4).(C8 × C2) 128
[256, 384] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2 64

Застосовуючи до леми 3 наслiдок 1 маємо наступне твердження.

Лема 4. Наступнi 2-породженi ендоциклiчнi групи G порядку 256 та експоненти 16 не є ади-
тивними групами локальних майже-кiлець:
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IdGroup(G) StructureDescription(G)
[256, 64] (((C16 × C2)o C2)o C2)o C2

[256, 97] ((C16 × C2)o C4)o C2

[256, 98] ((C8 × C2)o C8)o C2

[256, 99] (C2 ×Q16)o C8

[256, 100] ((C16 × C2)o C4)o C2

[256, 101] (C2 ×Q16)o C8

[256, 102] ((C8 × C2)o C8)o C2

[256, 107] (C8 o C4)o C8

[256, 109] (C8 o C4)o C8

[256, 113] (C8 o C4)o C8

[256, 114] (C8 o C4)o C8

[256, 115] (C8 o C4)o C8

[256, 159] (C8 o C8)o C4

[256, 160] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 161] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 162] (C8 o C8)o C4

[256, 163] (C8 o C8)o C4

[256, 164] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 165] (C4.D8 = C4.(C4 × C2))o C8

[256, 166] (C8 o C8)o C4

[256, 167] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 168] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 169] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 170] (C8.D8 = C4.(C8 × C2))o C4

[256, 218] ((C4 o C4)o C4)o C4

[256, 221] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 242] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 246] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 250] (C2 × (C8 o C4))o C4

[256, 384] (((C16 o C2)o C2)o C2)o C2

Леми 3 i 4 є результатами обчислень, виконаних за допомогою GAP та пакета LocalNR
(див. https://github.com/raemarina/256_exp_16).

Робота пiдтримана грантом Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, I.Yu.R.,
M.Yu.R.).
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Єлагiн В.О.

НЕСКIНЧЕННI ЗГОРТКИ БЕРНУЛЛI, КЕРОВАНI НЕГА-ДВIЙКОВИМ

РЯДОМ

У роботi вивчаються нескiнченнi згортки Бернуллi, керованi нега-двiйковим рядом:
2
3+

∑∞
n=1

1
(−2)n , а саме розподiли випадкових величин виду ξ =

2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

,

де (ξn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значення 0 та 1 з
ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно. Використовуючи формули зв’язку нега-двiйкового
та класичного двiйкового зображень, вказано необхiднi та достатнi умови дискретностi,
сингулярностi, неперервностi, рiвномiрностi, експоненцiйностi розподiлу ξ. Встановлено
лебегiвську структуру розподiлу випадкової величини τ = ∆−2

τ1τ2...τn..., за умови, що цифри
τn її нега-двiйкового зображення утворюють однорiдний ланцюг Маркова.

Ключовi слова i фрази: Нега-двiйкове зображення чисел, цилiндр нега-двiйкового зо-
браження, згортки Бернуллi, сингулярний розподiл, експоненцiйний розподiл, дискретний
розподiл, ланцюг Маркова.

Institution of mathematics of NAS Ukraine
e-mail: fracta.art@gmail.com

Вступ

Двосимвольнi системи кодування дiйсних чисел ефективно використовуються в науцi [1, 5]
i техницi [4] в рiзних цiлях. Найпростiшими з тополого-метричної точки зору є класична двiй-
кова та нега-двiйкова системи. Остання має вiд’ємну основу −2. Їй вiдповiдна система кодува-
ння чисел грунтується на розкладах чисел в нега-двiйковий ряд (знакопочережний двiйковий
ряд). Метрична теорiя нега-двiйкового зображення чисел схожа з вiдповiдною теорiю класи-
чного двiйкового зображення (iснують формули взаємозв’язку). Разом з цим нега-двiйкове
зображення не є топологiчно-еквiвалентним класичному двiйковому. Його наявнiсть розши-
рює можливостi для конструювання математичних об’єктiв з локально складною структурою
та фрактальними властивостями. Дана робота присвячена використанню нега-двiйкового зо-
браження чисел у дослiдженнi розподiлiв випадкових величин, зокрема нескiнченних згорток
Бернуллi.
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1 Нега-двiйкове зображення чисел

Нега-двiйковим рядом називається ряд:

2

3
− 1

2
+

1

22
− · · ·+ (−1)n 1

2n
+ . . . (1)

Нехай A = {0, 1} – алфавiт, L ≡ A × A × . . . – простiр послiдовностей елементiв алфавiту.
Вiдомо, що для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L, така, що

x =
2

3
+

∞∑
n=1

αn

(−2)n
=

2

3
−

(α1

2
− α2

22
+

α3

23
− · · ·

)
≡ ∆−2

α1α2...αn.... (2)

Подання числа x рядом (2) називається його нега-двiйковим представленням, а символiчний
запис ∆−2

α1α2...αn... – нега-двiйковим зображенням [8]. Нега-двiйкове зображення чисел має ну-
льову надлишковiсть, тобто кожне число має не бiльше двох нега-двiйкових зображень, при-
чому тих, що мають їх два, лише злiченна множина. Нега-двiйкове зображення є топологiчно
еквiвалентним ланцюговому A2-зображенню чисел [1].

Цилiндром рангу n з основою c1c2 . . . cn, що вiдповiдає нега-двiйковому зображенню чисел
вiдрiзку [0;1], називають [1] множину

∆−2
c1c2...cn = {x : x = ∆−2

c1c2...cnβ1β2...
, (βn) ∈ L}.

При цьому ∆−2
c1c2...cn = [u− v;u+ w], де u = 2

3 +
n∑

i=1

αi

(−2)i
,

v =

{
1

3·2n для непарних n,
1

3·2n−1 для парних n;
w =

{
1

3·2n−1 для непарних n,
1

3·2n для парних n.

Деякi властивостi цилiндрiв:

1) max∆−2
c1c2...c2k1

= min∆−2
c1c2...c2k0

, max∆−2
c1c2...c2k−10

= min∆−2
c1c2...c2k−11

;

2) |∆−2
c1c2...cm | =

1
2m , |∆−2

c1c2...cm | = |∆
−2
c1c2...cm0|+ |∆

−2
c1c2...cm1|;

3) основне метричне вiдношення має вигляд:

|∆−2
c1c2...cm0|
|∆−2

c1c2...cm |
=
|∆−2

c1c2...cm1|
|∆−2

c1c2...cm |
=

1

2
=
|∆2

c1c2...cm0|
|∆2

c1c2...cm |
=
|∆2

c1c2...cm1|
|∆2

c1c2...cm |
;

4) x = ∆−2
c1c2...cm... =

∞∩
m=1

∆−2
c1...cm .

2 Згортки Бернуллi, керованi нега-двiйковим рядом

Означення 1. Якщо (ξn) – послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають значень 0 та 1
з ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно, то розподiл випадкової величини

ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

називається [9] нескiнченною згорткою Бернуллi, керованою рядом (1).
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Лема 1. Якщо випадкова величина ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [0; 1], то цифри її
нега-двiйкового зображення є незалежними, однаково розподiленими, причому P{ξn = 0} =

P{ξn = 1} = 1
2 .

Доведення. Оскiльки розподiл ξ є рiвномiрним на [0, 1], то вiн є неперервним, отже, P{ξ =

x} = 0 для всiх x ∈ [0, 1], i P{ξ ∈ ∆−2
c1...cm} = |∆

−2
c1...cm | = 2−m. Тому

P{ξ1 = 0} = P{ξ ∈ ∆−2
0 } = P{ξ >

1

2
} = 1

2
,

P{ξ1 = 1} = P{ξ ∈ ∆−2
1 } = P{ξ <

1

2
} = 1

2
.

Тодi

P{ξn = 0} = P{ξ ∈
∪

(c1,...,cn−1)∈An−1

∆−2
c1...cn−10

} =
∑

(c1,...,cn−1)∈An−1

P (∆−2
c1...cn−10

) =
1

2
,

P{ξn = 1} = P{ξ ∈
∪

(c1,...,cn−1)∈An−1

∆−2
c1...cn−11

} =
∑

(c1,...,cn−1)∈An−1

P (∆−2
c1...cn−11

) =
1

2
,

оскiльки подiї в цьому об’єднаннi є несумiсними i ймовiрностi не залежать вiд набору цифр
(c1, . . . , cn−1), то розподiл ξn не залежить вiд розподiлiв ξ1, . . . , ξn−1.

Теорема 1. Якщо (ξn)– послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чення 0 та 1 з ймовiрностями p0n i p1n, то розподiл випадкової величини ξ = ∆−2

ξ1ξ2...ξn...
має

чистий лебегiвський тип, причому:

1) чисто дискретний, якщо
∞∏
n=1

max{p0n, p1n} > 0;

2) чисто абсолютно неперервний, якщо
∞∑
k=1

(1− 2p0k)
2 <∞;

3) чисто сингулярний, якщо


∞∏
n=1

max{p0n, p1n} = 0;

∞∑
k=1

(1− 2p0k)
2 =∞.

Доведення. Твердження теореми випливає з
1) аналогiчного твердження для класичного двiйкового зображення [6];
2) формули взаємозв’язку мiж нега-двiйковим зображенням та класичним двiйковим зо-

браженням [2]:
∆−2

α1α2...α2k−1α2k...
= ∆2

[1−α1]α2[1−α3]α4...[1−α2k−1]α2k...
. (3)

3) основного метричного спiввiдношення для цилiндрiв.

Теорема 2. Нехай (ηn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чень 0 та 1 з ймовiрностями p0n та p1n вiдповiдно, 0 ̸= c – деяка константа. Якщо

p0,2k−1 =
e

c

22k−1

1 + e
c

22k−1
, p1,2k−1 =

1

1 + e
c

22k−1
,
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p0,2k =
1

1 + e
c

22k
, p1,2k =

e
c

22k

1 + e
c

22k

то випадкова величина η = ∆−2
η1η2...ηn... має експоненцiйний розподiл на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Дане твердження є наслiдком формули взаємозв’язку мiж нега-двiйковим та кла-
сичним двiйковим зображеннями (3) i вiдомого факту [3]: випадкова величина τ = ∆2

τ1τ2...τn...,

цифри (τn) класичного двiйкового зображення якої є незалежними i розподiленими за закона-
ми:

P{τn = 0} = 1

1 + e
c
2n

, P{τn = 1} = e
c
2n

1 + e
c
2n

,

має експоненцiйний розподiл на вiдрiзку [0; 1] зi щiльнiстю f(x) = cecx

ec−1 .

Теорема 3. Якщо (ξn) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-
чень 0 та 1 з ймовiрностями

p0n =
1

1 + e
c
2n

, p1n =
e

c
2n

1 + e
c
2n

, (4)

то випадкова величина ξ = ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

має абсолютно неперервний розподiл.

Доведення. Випадкова величина ξ буде мати абсолютно неперервний розподiл тодi i лише
тодi, коли буде мати абсолютно неперервний розподiл випадкова величина τ з незалежними
двiйковими цифрами, що мають такi ж розподiли як цифри ξn випадкової величини ξ. Отже,
використовуючи критерiй абсолютної неперервностi, який вiдомий з робiт [6, 7], констатуємо,
що ξ матиме абсолютно неперервний розподiл тодi i лише тодi, коли виконується умова

∞∑
k=1

[(1− 2p0k)
2 + (1− 2p21k] <∞.

Оскiльки, ця умова виконується для ймовiрностей, заданих формулами (4), то розподiл ξ є
абсолютно неперервним, але не експоненцiйним.

3 Характеристична функцiя нескiнченної згортки Бернуллi

Нагадаємо, що характеристичною функцiєю розподiлу випадкової величини ζ з функцiєю
розподiлу Fζ(x) називається [2] комплекснозначна функцiя fζ(t), що є математичним сподiва-
нням випадкової величини eitζ , тобто

fζ(t) = Meitζ =

∫ ∞

−∞
eitxdFζ(x).

Лема 2. Нехай ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

– нескiнченна згортка Бернуллi, де ξn набувають

значеннь 0 та 1 з ймовiрностями p0n та p1n . Характеристична функцiя випадкової величини
ξ буде мати вигляд:

fξ(t) = Me

it( 2
3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

)

= e
2it
3 ·

∞∏
k=1

(p0k + p1k · e
it

(−2)k ),

а її модуль – |fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1ksin2(

t

2k+1
).
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Доведення. Згiдно з означенням характеристичної функцiї:

fξ(t) = Me

it( 2
3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

)

= Me
2it
3 ·Me

it·

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

=

= e
2it
3 ·

∞∏
k=1

Me
it ξn

(−2)n = e
2it
3 ·

∞∏
k=1

(p0k + p1k · e
it

(−2)k ).

|fξ(t)| = |e
2it
3 | ·

∞∏
k=1

|fξk | = 1 ·
∞∏
k=1

|p0k + p1kcos(
t

(−2)k
) + ip1ksin(

t

(−2)k
)| =

=

∞∏
k=1

√
p20k + 2p0kp1kcos(

t

(−2)k
) + p21kcos

2(
t

(−2)k
) + p21ksin

2(
t

(−2)k
) =

=

∞∏
k=1

√
1 + 2p0kp1k(cos(

t

2k
)− 1) =

∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1ksin2(

t

2k+1
) .

Теорема 4. Для того, щоб характеристична функцiя fξ випадкової величини ξ задовольняла
умову Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)| = 0, необхiдно i достатньо, щоб p0k → 1

2(k →∞).

Доведення. Модуль характеристичної функцiї випадкової величини ξ дорiвнює модулю хара-

ктеристичної функцiї випадкової величини τ =
∞∑
k=1

τk
2k

, де цифри τk незалежнi i набувають

значення 0 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно. Тодi Lξ = Lτ . Поведiнка модуля хара-
ктеристичної функцiї випадкової величини τ на нескiнченностi вiдома з роботи [1]. Отже, для
Lξ твердження вiрне.

Наслiдок 1. За умови lim
k→∞

p0k ̸=
1

2
розподiл випадкової величини ξ є сингулярним.

4 Випадковi величини, цифри яких мають марковську залежнiсть

Теорема 5. Нехай (τn) – послiдовнiсть випадкових величин τn, якi набувають значень 0 та
1, утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями p0 та p1 i матрицею
перехiдних ймовiрностей ||pik||, i, k ∈ {0, 1}. Тодi випадкова величина τ = ∆−2

τ1τ2...τn... матиме:

1) дискретний розподiл з двома атомами, коли матриця перехiдних ймовiрностей ∥pij∥ мi-
стить два нулi,

2) дискретний розподiл iз злiченною множиною атомiв, якщо ∥pij∥ мiстить один нуль та
p00p11 ̸= 0,

3) сингулярний розподiл канторiвського типу, коли матриця ∥pij∥ мiстить один нуль та
p00p11 = 0,

4) неперервний розподiл, коли матриця перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв.
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Доведення. 1. Стохастична матриця 2 × 2 не може мати бiльше нiж два нулi. Якщо матриця
∥pik∥ має два нулi, то очевидно, що атомами розподiлу τ є точки:

x1 = ∆−2
(1), x2 = ∆−2

0(1), якщо p00 = p10 = 0;

x3 = ∆−2
(0), x4 = ∆−2

1(0), якщо p01 = p11 = 0;

x5 = ∆−2
(01), x6 = ∆−2

(10), якщо p00 = p11 = 0;

x7 = ∆−2
(0), x8 = ∆−2

(1), якщо p01 = p10 = 0.

2. Нехай матриця ∥pik∥ мiстить лише один нуль.
Якщо p10 = 0, атомами розподiлу будуть числа виду ∆−2

(1),∆
−2
0(1),∆

−2
00(1), . . .∆

−2
0...0(1). Якщо

p01 = 0, атомами розподiлу будуть числа виду ∆−2
(0),∆

−2
1(0),∆

−2
11(0), . . .∆

−2
1...1(0). Якщо pii = 0,

то спектр у цьому випадку складається з точок x ∈ [0, 1], якi в нега-двiйковому розкладi не
мiстять пар послiдовних цифр (ii). Розглянемо множину точок

D = {x : x = ∆−2
α1α2...αn..., (α2m−1(x), α2m(x)) ∈ {(1− i, 1− i), (i, 1− i)}, m ∈ N}.

Мiж D i [0, 1] можна встановити бiєктивне вiдображення:

x = ∆−2
α1α2...α2m... ←→ y = ∆−2

γ1γ2...γm...,

де

γm(y) =

0, якщо (α2m−1(x), α2m(x)) = (1− i, 1− i),

1, якщо (α2m−1(x), α2m(x)) = (i, 1− i).

Оскiльки кожне число з множини [0; 1] має нега-двiйкове зображення, то спектр є кон-
тинуальними, а його розмiрнiсть буде розв’язком рiвнняння 1

2

x
+ (1 + 1

2)
x = 1, i дорiвнює

1− log2(
√
5− 1).

Якщо матриця перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв, то очевидно, що τn може набу-
вати будь-яких значень з вiдрiзку (0;1), а отже, розподiл буде неперервним.
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This paper investigates infinite Bernoulli convolutions governed by a negabi-
nary expansion: 2

3
+
∑∞

n=1
1

2−n , namely the distributions of random variables of the

form ξ =
2

3
+

∞∑
n=1

ξn
(−2)n

= ∆−2
ξ1ξ2...ξn...

, where (ξn) – is a sequence of independent

random variables taking values 0 and 1 with probabilities p0n and p1n respectively.
Using the transformation formulas linking the negabinary expansion with the

classical binary representation, we establish necessary and sufficient conditions for
the distribution of ξ to be discrete, singular, continuous, uniform, or exponential.

The Lebesgue structure of the distribution of the random variable τ = ∆−2
τ1τ2...τn...

under the assumption that the digits τn of its negabinary expansion form a
homogeneous Markov chain has been determined. Negabinary representation,
negabinary cylinders, Bernoulli convolutions, singular distribution, exponential
distribution, Markov chain.
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Litovchenko V.A.

EXTENSION OF THE CLASS OF INITIAL DATA OF THE CAUCHY PROBLEM
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We consider the Cauchy problem for the isotropic superdiffusion equation with the Riesz
fractional differentiation operator of order α ∈ (0; 2), which generalizes the classical heat con-
duction equation. Such models arise in the description of anomalous transport of energy and
mass in fractal and porous media, plasma, and other complex structures exhibiting superdif-
fusive behavior. The Riesz operator is the generator of symmetric α-stable Levy processes;
therefore, the solution of the Cauchy problem may be interpreted as the probability density of
the corresponding stochastic process.

We prove the existence of a classical bounded smooth solution, even when the initial data
contain a finite number of integrable discontinuities of the second kind.
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Introduction

Consider the equation

∂tu(t;x) + a(−∆)α/2x u(t;x) = 0, t > 0, x ∈ Rn, (1)

where a > 0, u is the unknown function, ∂t denotes the partial derivative with respect to the variable
t, and Aα

x ≡ (−∆)
α/2
x is the Riesz fractional differentiation operator (i.e., the fractional Laplacian

of order α ∈ (0; 2)) acting in the variable x ∈ Rn according to the rule

(Aα
xf)(x) = c(α)


∫
Rn

f(x)−f(x+y)+[α]
(
y,gradf(x)

)
|y|n+α dy, α ̸= 1,

lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x)−f(x+y)
|y|n+α dy, α = 1.

(2)

УДК 517.937
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Here [·] denotes the integer part, and

c(α) =


2αΓ(1+α/2)Γ((n+α)/2)

πn/2Γ(α/2)Γ(1−α/2)
, 0 < α < 1,

Γ((n+1)/2)

π(n+1)/2 , α = 1,
αΓ((3−α)/2)Γ((n+α)/2)

π(n+1)/2Γ(2−α)
, 1 < α < 2,

is the corresponding coefficient, where Γ(·) denotes Euler’s gamma function. On sufficiently smooth
functions f(·), the action of this operator is also given by [12]

(Aα
xf)(x) = F−1

ξ→x

[
|ξ|αFx→ξ[f ](ξ)

]
(x), t > 0, x ∈ Rn,

where Fξ→x denotes the Fourier transform with respect to ξ.
Note that for α = 2, equation (1) reduces to the classical heat equation. This equation has

found wide applications in many areas of science and engineering [13, 3, 15, 11, 16]. It describes
the propagation of resonant photons in plasma and diffusion processes in fractal media [14, с. 251],
which is why equation (1) is often referred to as the isotropic superdiffusion equation. Equation (1)
is also used to model local vortices of Riesz-type gravitational fields generated by moving objects
[8, 10, 9].

An important example motivating the study of the isotropic superdiffusion equation is given in
[1, с. 2], where a probabilistic model of a random jump-type walk of a particle X on Ris proposed,
and it is shown that the probability u(t;x) of finding X at point x at time t is a solution of equation
(1) (for the case n = 1). A typical example of such motion is the darting of a hungry shark or the
flight of a swift hunting insects.

The fundamental solution

Gα(t;x) = F−1
ξ→x[e

−ta|ξ|α ](t;x), t > 0, x ∈ Rn, (3)

of the Cauchy problem for equation (1) is the probability density of a symmetric α-stable Levy
stochastic process [17]. The Cauchy problem for equation (1) and the function Gα(t;x) has been
studied in many papers (see the survey in [2, 4]). Various methods have been developed to an-
alyze the properties of Gα(t;x), and numerous results have been obtained on the well-posedness
of the Cauchy problem in different functional classes for continuous bounded initial data. Typi-
cal properties of classical solutions of equation (1) and some of its generalizations have also been
established.

In this paper, the well-posedness of the Cauchy problem for equation (1) is established in the
case when the initial functions on Rn are almost everywhere continuous, locally integrable, and
may have a finite number of discontinuities of the second kind. In this way, the known results for
bounded continuous initial data are generalized.

1 Preliminary information. Problem statement

Let Nm = {1, . . . ,m}; let Rn denote the n-dimensional Euclidean space equipped with the scalar
product (·, ·) and the norm |x| = (x, x)1/2, and let Zn

+ denote the set of all multi-indices of dimension
n.

In the case α = 1, one can compute the Fourier transform in the right-hand side of equality (3)
and obtain an explicit expression for the fundamental solution G1:

G1(t;x) =
Γ(n/2)

(2π)
n
2

at(
(at)2 + x2

)n+1
2

, t > 0, x ∈ Rn. (4)
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This fact confirms that, unlike the classical heat equation (the case α = 2), the fundamental
solution of the Cauchy problem for equation (1) exhibits a power-law behavior at infinity, rather
than exponential decay.

For the derivatives of the function Gα, the following estimates hold (see [5, 7]):

|∂k
xGα(t;x)| ≤ c1,kt

(
t1/α + |x|

)−n−|k|−α
; (5)

|∂t∂k
xGα(t;x)| ≤ c2,k

(
t1/α + |x|

)−n−|k|−α
, (6)

where c1,k and c2,k are positive constants depending only on k ∈ Zn
+.

The fundamental solution of the Cauchy problem for equation (1) possesses the following prop-
erties:

1◦. Gα(t; ·) is a radial function;
2◦. Gα(t; ·) is a positive function;
3◦. Gα(t; ·) is unimodal for every fixed t;
4◦. the following equality holds:∫

R

Gα(t;x− ζ)dx = 1, t > 0, ζ ∈ Rn. (7)

Note that property 1◦ follows from the corresponding property of the Fourier transform of a
radial function; properties 2◦ and 3◦ are well-known results from the theory of symmetric stable
stochastic processes (see details in [17]). Equality (7) follows directly from the Fourier inversion
formula.

Definition 1. We call the domain of the operator Aα
x , denoted by D(Aα

x), the set of all functions
f(·) defined on Rn for which the right-hand side of representation (2) is finite for the corresponding
value of α.

Next, consider a function f(·) that is continuous on the set Rn \ {xj}mj=1, bounded at infinity,
and such that in sufficiently small neighborhoods of each point xj the following estimates

|f(x)| ≤ c

|x− xj |γj
, 0 ≤ γj < n, j ∈ Nm, (8)

hold. Set

ε0 := min
j ̸=l

|xj − xl|
2

, ε̂0 := min{ε0; 1}, Uj := {x ∈ Rn : |x− xj | < ε̂0}, U :=

m∪
j=1

Uj .

Note that the function f(·) is bounded on Rn \U and integrable on every compact set K ⊂ Rn.
For equation (1), we consider the Cauchy problem with the initial condition

u(t; ·)|t=0
= f(·). (9)

Definition 2. A function u(t;x) is called a solution of the Cauchy problem (1), (9) on the set
Π+ = {(t;x) : t > 0, x ∈ Rn} if it is differentiable in t on this set and satisfies u(t; ·) ∈ D(Aα

x) for
all t > 0. Moreover, u satisfies equation (1) on Π+ in the classical sense and attains the initial
condition (9) in the sense of pointwise limit

u(t;x) →
t→+0

f(x), x ∈ Rn \ {xj}mj=1. (10)

The problem consists in finding a solution of the Cauchy problem (1), (9) and proving its
uniqueness.
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2 The main result

We will need the following auxiliary statement.

Lemma 1. Let
u(t;x) = (f ∗Gα)(t;x), (t;x) ∈ Π+. (11)

Then the function u satisfies:
1) for each fixed t > 0, u(t; ·) is infinitely differentiable in x on Rn and all its derivatives are

bounded;
2) for each fixed x ∈ Rn, the function u(t; ·) is differentiable in t on (0;+∞);
3) for each fixed t ∈ (0;+∞), u(t; ·) belongs to D(Aα

x).
Moreover, for all (t;x) ∈ Π+ the equalities

∂k
xu(t;x) = (f ∗ ∂k

xGα)(t;x), ∂tu(t;x) = (f ∗ ∂tGα)(t;x),

Aα
xu(t;x) = (f ∗Aα

xGα)(t;x) (12)

hold.

Proof. Observe that

(f ∗Gα)(t;x) =

∫
Rn

f(y)Gα(t;x− y)dy, (t;x) ∈ Π+.

We first verify the existence of the first-order partial derivatives ∂1
xu(t; ·) on Rn for every fixed

t > 0. Fix an arbitrary point x0 ∈ Rn and consider the ball

Kr(x0) = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ r}, r > 0.

Let
Φt(x; ξ) = ct

(
t1/α + |x− ξ|

)−n−1−α
.

Clearly, for all x ∈ K1(x0) we have

Φt(x; ξ) ≤

{
ct

n+1
α , ξ ∈ K2(x0),

ct
(
t1/α + (|x0 − ξ| − 1)

)−n−1−α
, ξ ∈ Rn \K2(x0).

In view of this estimate and the bound

f(ξ) ≤

{
c|ξ − xj |−γj , ξ ∈ Uj , j ∈ Nm,

c, ξ ∈ Rn \ U,

we conclude that there exists a positive function Φ̂t(·) ∈ L1(Rn), t > 0, such that for all x ∈ K1(x0)

and ξ ∈ Rn the inequality
|f(ξ)Gα(t;x− ξ)| ≤ Φ̂t(ξ), t > 0,

holds.
Then, by the standard result on differentiation of an integral with respect to a parameter under

the Lebesgue dominated convergence condition [6, p. 368], we obtain

∂1
x

∫
R

Gα(t;x− ξ)φ(ξ)dξ =

∫
R

∂1
xGα(t;x− ξ)φ(ξ)dξ (∀x : |x− x0| < 1).
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Hence, by the arbitrariness of the point x0, we conclude that the solution u(t;x) is differentiable at
every x ∈ Rn for t > 0, and that

∂1
xu(t;x) =

∫
R

∂1
xGα(t;x− ξ)φ(ξ)dξ.

In a similar way, one verifies the existence of the remaining derivatives ∂k
xu(t; ·) on Rn for t > 0,

as well as the validity of the first identity in (12).
Next, we justify the boundedness of ∂k

xu(t; ·) for every fixed t > 0. Using estimates (5) and (8),
we obtain

∀k ∈ Zn
+ ∀(t;x) ∈ Π+ :

∣∣∣ ∫
Rn

f(y)∂k
xGα(t;x− y)dy

∣∣∣ ≤
≤

m∑
j=1

∫
|y−xj |<1

|f(y)||∂k
x−yGα(t;x− y)|dy +

∫
Rn\U

|f(y)||∂k
x−yGα(t;x− y)|dy ≤

≤ ck
tn+|k|

m∑
j=1

∫
|y−xj |<1

dy

|y − xj |γj
+

m∑
j=1

ε̂
−γj
0

∫
Rn

cktdy(
t1/α + |x− y|

)n+|k|+α
=

=
c̃k

tn+|k| +

m∑
j=1

ck

ε̂
γj
0 t|k|/α

∫
Rn

dz

(1 + |z|)n+|k|+α
≡ c̃k

tn+|k| +
b̃k

t|k|/α

(where the positive constants c̃k and b̃k depend only on k). These estimates guarantee the bound-
edness of the derivatives ∂k

xu on every set [δ; +∞)× Rn, δ > 0.
In a similar way, using estimates (6) and (8), we verify that the function u is differentiable with

respect to t, and the second equality in (12) holds.
Let us now proceed to establishing the third equality in (12).
First, consider the case α < 1. According to the definition of the operator Aα

x , for (t;x) ∈ Π+

we have

Aα
xu(t;x) = c(α)

∫
Rn

(
|y|−(n+α)

∫
Rn

(
Gα(t;x− ξ)−Gα(t;x− ξ + y)

)
f(ξ)dξ

)
dy. (13)

Hence, we see that the justification of this equality reduces to proving the possibility of changing
the order of integration in (13). According to the corresponding statement of Fubini’s theorem, it
is sufficient to establish the absolute convergence of the iterated integral in (13). Let us prove this
convergence for (t;x) ∈ Π+:∣∣∣ ∫

Rn

(
|y|−(n+α)

∫
Rn

(
Gα(t;x− ξ)−Gα(t;x− ξ + y)

)
f(ξ)dξ

)
dy

∣∣∣ ≤
≤

m∑
j=1

∫
Rn

(
|y|−(n+α)

∫
|ξ−xj |<1

|Gα(t;x− ξ)−Gα(t;x− ξ + y)||f(ξ)|dξ
)
dy+

+

∫
Rn

(
|y|−(n+α)

∫
Rn\U

|Gα(t;x− ξ)−Gα(t;x− ξ + y)||f(ξ)|dξ
)
dy ≡ I1(t;x) + I2(t;x).
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Using the Lagrange theorem on finite increments together with estimates (5) and (8), we obtain:

I1(t;x) ≤ c
m∑
j=1

( n∑
l=1

∫
|y|<1

∫
|ξ−xj |<1

|∂zlGα(t;x− ξ + y′ + θlyl)|
|ξ − xj |γj |y|n+α−1

dξdy+

+

∫
|y|≥1

dy

|y|n+α

∫
|ξ−xj |<1

|Gα(t;x− ξ)|dξ
|ξ − xj |γj

+

∫
|y|≥1

∫
|ξ−xj |<1

|Gα(t;x− ξ + y)|
|ξ − xj |γj

dξdy

)
≤

≤ c
m∑
j=1

( n∑
l=1

t−
n+1
α

∫
|y|<1

dy

|y|n+α−1

∫
|ξ−xj |<1

dξ

|ξ − xj |γj
+ t−

n
α

∫
|y|≥1

dy

|y|n+α

∫
|ξ−xj |<1

dξ

|ξ − xj |γj
+

+

∫
Rn

Gα(t; z)dz

∫
|ξ−xj |<1

dξ

|ξ − xj |γj

)
≤ c(1 + t−

n
α + t−

n+1
α ), θl ∈ (0; 1), (t;x) ∈ Π+;

I2(t;x) ≤ c

( n∑
l=1

∫
|y|<1

∫
Rn\U

|∂zlGα(t;x− ξ + y′ + θlyl)|
|y|n+α−1

dξdy+

+

∫
|y|≥1

(
|y|−(n+α)

∫
Rn\U

(Gα(t;x− ξ) +Gα(t;x− ξ + y))dξ
)
dy ≤

≤ c

( n∑
l=1

t−
1
α

∫
|y|<1

dy

|y|n+α−1

∫
Rn

dz

(1 + |z|)n+α+1
+ 2

∫
Rn

Gα(t; z)dz

∫
|y|≥1

dy

|y|n+α

)
≤

≤ c(1 + t−
1
α ), θl ∈ (0; 1), (t;x) ∈ Π+.

From here we already obtain the required absolute convergence on the set Π+ of the repeated
integral on the right-hand side of equality (13).

The case α > 1 is treated analogously.
Let us now consider the case α = 1. To avoid cumbersome arguments, we assume n = 1. The

general case of arbitrary n is handled in a similar manner.
According to the definition of the operator A1

x, for (t;x) ∈ Π+ we have

A1
xu(t;x) = c(1) lim

ε→0

∫
|y|>ε

(
|y|−2

∫
R

(
G1(t;x− ξ)−G1(t;x− ξ + y)

)
f(ξ)dξ

)
dy. (14)

Since the repeated integral on the right-hand side of (15) is absolutely convergent on Π+ for
every ε > 0–which is not difficult to verify, taking into account estimates (5) and (8)–the previous
equality can be rewritten in the following form:

A1
xu(t;x) = c(1) lim

ε→0

∫
R

(
f(ξ)

∫
|y|>ε

G1(t;x− ξ)−G1(t;x− ξ + y)

|y|2
dy

)
dξ ≡

≡ c(1)

(∫
R

(
f(ξ)

∫
|y|≥1

G1(t;x− ξ)−G1(t;x− ξ + y)

|y|2
dy

)
dξ+

+ lim
ε→0

∫
R

(
f(ξ)

∫
1>|y|>ε

G1(t;x− ξ)−G1(t;x− ξ + y)

|y|2
dy

)
dξ

)
.
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Therefore, the proof comes down to substantiating the correctness of the equality

lim
ε→0

∫
R

(
f(ξ)Iε(t;x− ξ)

)
dξ =

∫
R

(
f(ξ) lim

ε→0
Iε(t;x− ξ)

)
dξ,

where
Iε(t; ζ) =

∫
1>|y|>ε

G1(t; ζ)−G1(t; ζ + y)

|y|2
dy.

According to the well–known statement on passing to the limit under the integral sign [6], it is
sufficient to establish the existence of a nonnegative function g(t; ζ), independent of ε, such that:

I) |Iε(t; ζ)| ≤ g(t; ζ), ε ∈ (0; 1), ζ ∈ R, t > 0;

II)
∫
R
|f(ξ)|g(t;x− ξ)dξ < +∞, x ∈ R, t > 0.

First, we compute the value of the integral Iε. Using the structure (4) of the function G1, we
transform the integrand as follows:

G1(t; ζ)−G1(t; ζ + y)

|y|2
=

1√
2y2

( ã

ã2 + ζ2
− ã

ã2 + (ζ + y)2

)
=

=
ã√

2(ã2 + ζ2)

2ζy + y2

y2(ã2 + (ζ + y)2)
=

ã√
2(ã2 + ζ2)

( 2ζ

y(ã2 + (ζ + y)2)
+

1

ã2 + (ζ + y)2

)
=

=
ã√

2(ã2 + ζ2)

(
2ζ

ã2 + ζ2

(1
y
− y + 2ζ

ã2 + (ζ + y)2

)
+

1

ã2 + (ζ + y)2

)
(here ã = at). Then

Iε(t; ζ) =
ã√

2(ã2 + ζ2)

(
2ζ

ã2 + ζ2

( ∫
1>|y|>ε

dy

y
−

∫
1>|y|>ε

(ζ + y)dy

ã2 + (ζ + y)2
−

−ζ

∫
1>|y|>ε

dy

ã2 + (ζ + y)2

)
+

∫
1>|y|>ε

dy

ã2 + (ζ + y)2

)
=

=
ã√

2(ã2 + ζ2)

((
1− 2ζ2

ã2 + ζ2

) ∫
1>|y|>ε

dy

ã2 + (ζ + y)2
− ζ

ã2 + ζ2

∫
1>|y|>ε

d(ã2 + (ζ + y)2)

ã2 + (ζ + y)2

)
=

=
ã√

2(ã2 + ζ2)

(
ã2 − ζ2

ã(ã2 + ζ2)

(
arctan

ζ − ε

ã
− arctan

ζ + ε

ã
+ arctan

ζ + 1

ã
− arctan

ζ − 1

ã

)
−

− ζ

ã2 + ζ2
ln

(
ã2 + (ζ − ε)2

ã2 + (ζ − 1)2
· ã

2 + (ζ + 1)2

ã2 + (ζ + ε)2

))
, ε ∈ (0; 1), t > 0, ζ ∈ R.

For convenience, introduce the notation

Φ1,ε(ζ) =
ã2 + (ζ − ε)2

ã2 + (ζ − 1)2
, Φ2,ε(ζ) =

ã2 + (ζ + 1)2

ã2 + (ζ + ε)2
.

Using standard tools of differential calculus, one verifies the validity of the estimates

ã2

ã2 + (1 +
√
1 + ã2)2

≤ Φ1,ε(ζ) ≤
4 + 3ã2

ã2
, ε ∈ (0; 1), ã ̸= 0, ζ ∈ R.
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Taking into account the equality

Φ2,ε(ζ) =
1

Φ1,ε(−ζ)
,

and also the strict monotonicity of ln(·) together with the boundedness of arctan(·), we obtain the
following estimate:

|Iε(t; ζ)| ≤
b(t)

(at)2 + ζ2
, ε ∈ (0; 1), ζ ∈ R, t > 0

(where the positive quantity b(t) depends only on t > 0). Setting

g(t; ζ) =
b(t)

(at)2 + ζ2
,

we obtain the validity of condition I).
We now show that condition II) also holds:∫

R

|f(ξ)|g(t;x− ξ)dξ ≤
m∑
j=1

∫
|ξ−xj |<1

|f(ξ)|g(t;x− ξ)dξ +

∫
R\U

|f(ξ)|g(t;x− ξ)dξ ≤

≤ cb(t)

(at)2

m∑
j=1

∫
|ξ−xj |<1

dξ

|ξ − xj |γj
+ c1b(t)

∫
R

dξ

(at)2 + (x− ξ)2
< +∞, x ∈ R, t > 0.

The lemma is proved.
The main result is formulated as the following statement.

Theorem 1. Let the initial function f(·) be continuous on Rn\{xj}mj=1, bounded in a neighbourhood
of the point at infinity, and satisfy estimates (8) in sufficiently small neighbourhoods of the points
xj . Then, on the set Π+, formula (11) defines the unique solution of the Cauchy problem (1), (9).

Proof. Since Gα is a solution of equation (1), using formulas (12) we obtain:

∂tu(t;x) = (f ∗ ∂tGα)(t;x) = −a(f ∗Aα
xGα)(t;x) = −aAα

xu(t;x), (t;x) ∈ Π+.

Hence, on the set Π+, representation (11) defines a classical solution of equation (1).
We now show that this solution satisfies the initial condition (9) in the sense of relation (13).

Fix an arbitrary point x ∈ Rn \ {xj}mj=1, denote by l the index of the singular point xj closest to x,
and set r := |x− xl|. According to formula (7), we have:∣∣∣(f ∗Gα

)
(t;x)− f(x)

∣∣∣ ≤ ∫
Rn

Gα(t; ξ)|f(x− ξ)− f(x)|dξ ≡ L(t;x).

Since f is continuous on Rn \ {xj}mj=1, then for every ε > 0 there existst0 ∈ (0; r) such that

t
1

2(n+α)

0 < ε and |f(x− ξ)− f(x)| < ε, whenever |ξ| < t
1

2(n+α)

0 . Thus,

L(t;x) < ε

∫
|ξ|<t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)dξ +

∫
|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)|f(x− ξ)− f(x)|dξ ≤
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≤ ε

∫
Rn

Gα(t; ξ)dξ + |f(x)|
∫

|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)dξ +

∫
|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)|f(x− ξ)|dξ ≡

≡ ε+ L0(t;x) + L1(t;x),

where

L0(t;x) := |f(x)|
∫

|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)dξ, L1(t;x) :=

∫
|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)|f(x− ξ)|dξ.

Taking into account estimates (5) and (8), for t > 0 we obtain:

L0(t;x) ≤ cr−γlt

∫
|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

|ξ|−n−αdξ ≡ αc̃1t

+∞∫
t

1
2(n+α)
0

ρ−1−αdρ = c̃1tt
− α

2(n+α)

0 . (15)

To estimate the integral L1 we use the decomposition

L1(t;x) =

∫
2r≥|ξ|≥t

1
2(n+α)
0

Gα(t; ξ)|f(x− ξ)|dξ +
∫

|ξ|≥2r

|Gα(t; ξ)||f(x− ξ)|dξ ≡ L11(t;x) + L12(t;x).

Once again, using (5) and (8), for t > 0 we obtain:

L11(t;x) ≤ ct

∫
2r≥|x−z|≥t

1
2(n+α)
0

|f(z)|dz(
t1/α + |x− z|

)n+α ≤ ctt
− n+α

2(n+α)

0

∫
2r≥|x−z|

|f(z)|dz ≡ c̃2tt
− 1

2
0 ; (16)

L12(t;x) ≤ ct

∫
|ξ|≥2r

|f(x− ξ)|dξ(
t1/α + |ξ|

)n+α ≤ ct

∫
|ξ|≥2r

|f(x− ξ)|dξ
|ξ|n+α

≡ c̃3t. (17)

From inequalities (15)–(17) it follows that for all t ≤ t0,

L0(t;x) + L1(t;x) ≤ c̃1t
2n+α
2(n+α)

0 + c̃2t
1
2
0 + c̃3t0 < c̃1ε

2n+α + c̃2ε
n+α + c̃3ε

2(n+α).

Hence,
∀x ∈ Rn \ {xj}mj=1 ∃c > 0 ∀ε > 0 ∃t0 < ε2(n+α) ∀t ≤ t0 :

L(t;x) < c(ε+ εn+α + ε2n+α + ε2(n+α)),

that is, the limit relation (13) holds.
Finally, according to the corresponding maximum principle for classical solutions of equation

(1) from [2], the Cauchy problem (1), (9) cannot have more than one classical solution.
The theorem is proved.

3 Conclusions

It has been shown that the Cauchy problem for the isotropic superdiffusion equation (1) has a
unique bounded smooth solution even in the case where the initial function has a finite number of
discontinuities of the second kind. Thus, a generalization of known results for bounded continuous
initial data is established.
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Лiтовченко В.А. Розширення класу початкових даних задачi Кошi для рiвняння iзотропної
супердифузiї // Буковинський матем. журнал — 2025. — Т.13, №2. — C. 177–187.

Розглядається задача Кошi для рiвняння iзотропної супердифузiї з оператором Рiсса
дробового диференцiювання порядку α ∈ (0; 2), яке узагальнює класичне рiвняння тепло-
провiдностi. Такi моделi застосовуються при описi перенесення енергiї та маси у фрак-
тальних i пористих середовищах, плазмових системах та iнших складних структурах з
аномально швидким поширенням. Оператор Рiсса є генератором симетричних α-стiйких
процесiв Левi, тому розв’язок задачi Кошi може iнтерпретуватися як густина ймовiрностi
вiдповiдного стохастичного процесу.

У класi обмежених гладких функцiй встановлено iснування класичного розв’язку за-
дачi у випадку, коли початкова умова допускає скiнченну кiлькiсть iнтегровних розривiв
другого роду.
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Introduction

The dynamics of rational maps has attracted sustained interest due to its central role in complex

dynamics and its deep connections with diverse areas of mathematics. Iteration of rational maps on

the Riemann sphere exhibits a rich interplay between stability and chaos, captured by the dichotomy

between the Fatou and Julia sets [5, 12]. Beyond its intrinsic dynamical complexity, the study of

rational maps has strong links to holomorphic dynamics, potential theory, and geometric function

theory [16]. It also interfaces with number theory through arithmetic dynamics, where questions

about periodic points, canonical heights, and equidistribution have led to signi�cant advances [19].

Moreover, rational maps serve as fundamental models for nonlinear phenomena, making them a

natural testing ground for general concepts in ergodic theory and bifurcation theory [14].

Multidimensional rational maps associated with graphs and groups have become an important

tool for analyzing self-similar and recursively de�ned structures. In the context of self-similar and

automaton groups, the recursive action on rooted trees gives rise to natural renormalization schemes

that can be encoded by rational maps acting on �nite-dimensional parameter spaces [6, 7, 17]. Such

renormalization maps play a central role in the spectral analysis of Schreier graphs and Hecke-

type operators for fractal groups, where iteration of rational maps governs the asymptotic behavior

of spectra and Green functions [2, 4]. Closely related ideas appear in the study of Laplacians

ÓÄÊ 514.7:512
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on self-similar graphs and lattices, where spectral decimation leads to multidimensional rational

maps whose dynamics control eigenvalue distributions and spectral measures [21, 18, 1, 22]. These

methods also interact with probabilistic and geometric aspects of groups, including random walks

and amenability, where self-similarity and renormalization phenomena are fundamental [3, 13, 8].

The study of growth rates of groups has a long history [20, 15, 11], and it is well known that such

growth can range from polynomial to exponential, with intermediate growth lying strictly between

these two extremes. The �rst example of a group of intermediate growth � neither polynomial nor

exponential � was constructed by the �rst author in 1980 [9]. This group, G, is a �nitely generated

in�nite torsion group, and it was subsequently shown in [10] that its growth is indeed intermediate.

The group G is associated with two 2�dimensional rational maps given below:

F :

(
x

y

)
7→


2x2

4− y2

y +
x2y

4− y2



G :

(
x

y

)
7→

 2(4− y2)

x2

−y − y(4− y2)

x2

 (1)

Both maps share many properties such as topological and algebraic degrees, indeterminacy points,

and algebraic stability [4]. The map F has been studied extensively in the literature (see [4]),

whereas the corresponding map G has received comparatively little attention to date. It is know

that the map G semiconjugate to the Ulam-Chebyshev map.

Theorem 1 ([6]). The maps F and G are semiconjugate to the Ulam-Chebyshev map z 7→ 2z2− 1

and hence to z 7→ z2, via the rational functions ψF : (x, y) 7→ 4− x2 + y2

4y
and ψG : (x, y) 7→

4 + x2 − y2

4x
, respectively.

The maps F and G are two dimensional versions of more complicated maps in C4 computed by

V.Nekrashevych and the �rst author in [6] using the Schur map technique that they extended to

the case of self�similar C*�algebras acting in in�nite�dimensional Hilbert space.

In this article, we continue investigating the map G and its dynamical properties. It is observed

by the third author that the rational function I, de�ned by

I(x, y) = −
(
x6 − x4y2 − 12x4 − 4x2y2 + 48x2 − 4y4 + 32y2 − 64

)2
(x4 − 8x2 − 4y2 + 16)2 (x4 − 2x2y2 − 8x2 + y4 − 8y2 + 16)

, (2)

is invariant under the map G. Consequently, the level curves I = c, denoted by Ic, are G�invariant.

In particular, the invariant curves I0, I∞, and I2 are presented in Figure 1. Further examination

of the level curves Ic shows that each Ic consists of two disjoint components, which we denote

by I1c and I2c . Moreover, each component admits a natural partition into twelve sub�arcs. This

decomposition allows for a more re�ned analysis of the restriction of G to the invariant curves Ic
and reveals additional structure in the dynamics. As a result, we obtain the following theorem.

Theorem 2. 1. The map G has a family of invariant curves Ic given by the equation I(x, y) = c,

c ∈ R, where I(x, y) is the rational function given by Equation (2). Each curve Ic consists of

two disjoint components I1c and I2c .
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Figure 1: Red: I = 2, Green: I = 0, Blue: I = ∞
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Figure 2: The cross, RC , de�ned using four straight lines with slopes ±1 and intercepts

(0,±2) is given by RC = {(x, y) ∈ R2|(x+ y + 2)(x+ y − 2)(x− y + 2)(x− y − 2) < 0}.

2. For i ∈ {1, 2}, the dynamics of the restriction of G on Iic is determined by the Markov partition

consisting of 12 pieces and hence G|Iic from the dynamical point of view is a Markov shift.

3. For i ∈ {1, 2}, G restricted to Iic is semiconjugate to the antiholomorphic map z 7→ z̄2.

The cross-shaped structure

RC =
{
(x, y) ∈ R2|(x+ y + 2)(x+ y − 2)(x− y + 2)(x− y − 2) < 0

}
(hereafter referred to simply as the cross), shown in Figure 2, happens to be crucial in calculating

the joint spectrum of a family of operators arising from the group G [2, 1, 6, 4]. The level curves Ic
forms a foliation of the cross when c ≥ 0 and a foliation of the exterior of the cross when c ≤ −1,

as seen in the Figure 3.
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Figure 3: Foliation of the plane by G�invariant curves Ic. Figure 3a illustrates the foliation

of the interior of the cross when c ≥ 0 and Figure 3b illustrates the foliation of the exterior

of the cross when c ≤ −1.

1 The map G and G�invariant function I

We dedicate this section to the study of the properties of the map G (de�ned in Equation (1))

and the function I (de�ned in Equation (2)). First, let us observe some properties of the map G.

Proposition 1. 1. The map G has topological degree 2 and algebraic degree 3.

2. The vertical axis is mapped to in�nity, except for the points (0,±2), which are indertminacy

points of G.

3. The map G is symmetric in the �rst coordinate and skew�symmetric in the second coordinate.

That is, if (X,Y ) = G(x, y), then G(−x, y) = (X,Y ) and G(x,−y) = (X,−Y ).

We now consider the rational function I de�ned in Equation (2). Observe that its denominator

admits a factorization, allowing the map I to be rewritten in the following form:

I(x, y) = −
(
x6 − x4y2 − 12x4 − 4x2y2 + 48x2 − 4y4 + 32y2 − 64

)2
(x2 + 2y − 4)2 (x2 − 2y − 4)2 (x+ y + 2)(x+ y − 2)(x− y + 2)(x− y − 2)

.

Next, we introduce a set of functions that will be instrumental in analyzing the function I.

First, we de�ne the linear functions

L+,+(x, y) := L+,+ := x+ y + 2, L+,−(x, y) := L+,− := x+ y − 2,

L−,+(x, y) := L−,+ := x− y + 2, L−,−(x, y) := L−,− := x− y − 2,

H+(x, y) := H+ := y + 2, H−(x, y) := H− := y − 2, (3)

that describe a family of straight lines. Then, we de�ne quadratic polynomials

P+(x, y) := P+ := x2 + 2y − 4, P−(x, y) := P− := x2 − 2y − 4, (4)
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de�ning parabolic curves,

H(x, y) := H := x2 − y2 + 4, (5)

which characterizes a hyperbola, and a degree six polynomial

N(x, y) := N =
(
x6 − x4y2 − 12x4 − 4x2y2 + 48x2 − 4y4 + 32y2 − 64

)
. (6)

They will serve as a foundational framework for subsequent geometric and analytical discussions.

The following proposition describes the image of these polynomials under the map G.

Proposition 2. Let (X,Y ) denote the image of (x, y) under the map G. Then;

1. X = − 2

x2
H+H−.

2. Y = − y

x2
H.

3. N(X,Y ) = − 4

x12
NH3H2

+H
2
−.

4. H(X,Y ) = − 1

x4
H+H− · (x4 − 2x2y2 + y4 − 8y2 + 16).

5. P+(X,Y ) = − 2

x4
HP+H+.

6. P−(X,Y ) =
2

x4
HP−H−.

7. L+,+(X,Y ) = − 1

x2
HH−.

8. L+,−(X,Y ) = − 1

x2
L+,−L−,+H+.

9. L−,+(X,Y ) =
1

x2
HH+.

10. L−,−(X,Y ) =
1

x2
L+,+L−,−H−.

11. H+(X,Y ) = − 1

x2
H− · (x2 − y2 − 2y).

12. H−(X,Y ) = − 1

x2
H+ · (x2 − y2 + 2y).

Using the polynomials in (3), (4), and (6) we write the ration function I as

I(x, y) = − N2

P 2
+P

2
−L+,+L+,−L−,+L−,−

. (7)

Applying Proposition 2 to the Equation (7) shows that the rational function I is G�invariant, which

is restated below.

Theorem 3. The rational function I is G�invariant. That is, I(G(x, y)) = I(x, y) on the set of

points where the function I is de�ned.
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The set of indeterminacies of I occurs when both the numerator and the denominator of I vanish

simultaneously, which happened to be the set {(±2, 0), (0,±2)}. Beside from the indeterminacy

points, the points where the numerator, N , vanishes coincide with the roots of the map I. This

shows that the roots of I lie in the cross, RC that is shown in Figure 2. The cross can be written

using the polynomials from (3) as

RC =
{
(x, y) ∈ R2|L+,+L−,+L+,−L−,− < 0

}
.

Note that a point (x, y) lies inside the cross is equivalent to the condition that the denominator

in Equation (7) is less than zero, which is equivalent to the condition that I(x, y) ≥ 0. Thus, the

points that lie inside the cross can be characterized by I ≥ 0. We summarize this more formally in

the following proposition.

Proposition 3. Let (x, y) be a non�indeterminacy point of I that does not lie on parabolas P+ = 0

and P− = 0. Then,

1. The point (x, y) is on the boundary of the cross if and only if I(x, y) is in�nite.

2. The point (x, y) is in the cross if and only if I(x, y) ≥ 0.

3. The point (x, y) is in the exterior of the cross if and only if I(x, y) < 0.

2 Invariant Curves Ic

Let Ic be the curves I(x, y) = c, where c ∈ [0,∞]. By the Theorem 3, the curves Ic are G�

invariant. The invariant curves I0, I∞, and I2 are presented in Figure 1. From this point onward,

we will use the curve I2 as a tool for visualizing the structure and behavior of Ic. By Proposition

3, we see that Ic lies in the cross for c ≥ 0. Thus, we restrict our analysis to the cross RC .

To study the invariant curves Ic, we partition the cross RC into 24 parts using functions

N,P+, P−, H, de�ned by Equations (4),(5), and (6), x, and y. The partition of RC is shown in

Figure 4.

R1 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ < 0, xP− < 0, xH > 0, y < 0} ,
R2 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ < 0, P− > 0, H > 0, x < 0} ,
R3 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, P+ > 0, P− < 0, H > 0, x < 0} ,
R4 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, xP+ < 0, xH > 0, y > 0} ,
R5 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ > 0, H > 0, L−,− > 0} ,
R6 := {(x, y) ∈ RC |xN < 0, P+ > 0, P− > 0, xH < 0, xy < 0} ,

R7 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ < 0, xP− > 0, xH < 0, y < 0} ,
R8 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ < 0, P− > 0, H > 0, x > 0} ,
R9 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, P+ > 0, P− < 0, H > 0, x > 0} ,
R10 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, xP+ > 0, xH < 0, y > 0} ,
R11 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ > 0, H > 0, L+,+ < 0} ,
R12 := {(x, y) ∈ RC |xN > 0, P+ > 0, P− > 0, xH > 0, xy > 0} ,
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R13 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, xP+ < 0, P− < 0, xH > 0, y > 0} ,
R14 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ > 0, P− < 0, H > 0, x < 0} ,
R15 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, P+ < 0, P− > 0, H > 0, x < 0} ,
R16 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, xP− < 0, xH > 0, y < 0} ,
R17 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P− > 0, H > 0, L+,− > 0} ,
R18 := {(x, y) ∈ RC |xN < 0, P+ > 0, P− > 0, xH < 0, xy > 0} ,

R19 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, xP+ > 0, P− < 0, xH < 0, y > 0} ,
R20 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P+ > 0, P− < 0, H > 0, x > 0} ,
R21 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, P+ < 0, P− > 0, H > 0, x > 0} ,
R22 := {(x, y) ∈ RC |N > 0, xP− > 0, xH < 0, y < 0} ,
R23 := {(x, y) ∈ RC |N < 0, P− > 0, H > 0, L−,+ < 0} ,
R24 := {(x, y) ∈ RC |xN > 0, P+ > 0, P− > 0, xH > 0, xy < 0} ,

To continue the analysis, let us examine the images of each partition Ri of the cross, under the

map G. The following proposition provides the desired description.

Proposition 4. For i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},

1. G(Ri) = G(Ri+6) = R13−2i+1 ∪R13−2i.

2. G(Ri+12) = G(Ri+18) = R25−2i+1 ∪R25−2i.

The curve Ic consists of two components, I1c and I2c , each being the re�ection of the other around

horizontal axis, as illustrated in Figure 5. For visual clarity, one of these components, I12 , shown

in Figure 5a, is further subdivided into two parts, as depicted in Figure 6, which happen to be the

re�ections of each other around the vertical axis.

Observe that the component I1c fully reside in the union of regions R1 through R12, and the

component I2c fully reside in the union of regions R13 through R24.

Now let us partition the curve Ic into 24 segments labeled C1 through C24, using the regions

R1 through R24, where each Ci is the segment of the curve Ic in the region Ri. This partitioning

will be used to analyze the image of each segment, as presented in the following proposition, which

indicates that the collection {Ci} is a Markov partition for Ijc , for any c > 0 and j ∈ {0, 1}.

Proposition 5. For i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, G(Ci) = G(Ci+6) = C13−2i+1 ∪ C13−2i and

G(Ci+12) = G(Ci+18) = C25−2i+1 ∪ C25−2i.

The Proposition 5 is a direct consequence of Proposition 4. Figure 7 illustrates the G�images

of the components Ci described in Proposition 5. Vertical arrows denote the action of G, and the

pairs labeled
︷ ︸︸ ︷
Ci Cj︸ ︷︷ ︸ indicate the resulting images after the application of the action of G.

3 Dynamics of the map G on the level curves

We now restrict the map G to the component Ijc of the invariant curve Ic, where j ∈ {1, 2}. By
Proposition 5, the partition C of Ijc de�ned in the previous section forms a Markov partition for Ijc .
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Figure 4: Partition of the cross RC .
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Figure 5: Dividing the curve I = 2 into two components.
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Figure 6: Dividing the curves I12 in Figure 5a into 12 sub�components. These partitions are

formed by the curve's intersections with the hyperbola H = 0, and the points (2, 0), (−2, 0).
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Figure 7: The G�images of components C1, . . . , C24
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Figure 8: Map G on the component I1c of the invariant curve Ic acts as a double cover with

reverse orientation.
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When restricted to this curve, the map G acts as a degree�two covering with reversed orientation

(see Figure 8). In particular, this implies that the restriction G|
Ijc

is an expanding map.

As a consequence of this expanding Markov structure, each point on the curve Ijc can be uniquely

encoded by an in�nite symbolic sequence drawn from the alphabet C. This identi�cation is obtained

as follows. Given a point p ∈ Ijc , consider its forward orbit under iteration of G,(
p,G(p), G(2)(p), G(3)(p), . . .

)
.

Since Ijc is G�invariant, every iterate G(n)(p) lies on Ijc . For each n ≥ 0, there exists a unique

element Cin ∈ C such that G(n)(p) ∈ Cin . In this way, the orbit of p determines a symbolic itinerary

(Ci0 , Ci1 , Ci2 , . . .) ∈ CN. Let us denote this identi�cation as h : IjC → CN.

Now consider the space CN equipped with the shift map σ, de�ned by

σ ((Cin)n≥0) = (Cin+1)n≥0.

For a point p ∈ Ijc , let h(p) = (Cin)n≥0 denote its symbolic itinerary. Then

h(G(p)) = (Cin+1)n≥0 = σ ((Cin)n≥0) .

Indeed, the (n+1)th coordinate of h(p) being Cin+1 is equivalent to the condition G
(n+1)(p) ∈ Cin+1 ,

which in turn is equivalent to G(n)(G(p)) ∈ Cin+1 . This shows that the nth coordinate of h(G(p))

is precisely Cin+1 . Consequently, we obtain

σ ◦ h(p) = h ◦G(p),

for all p ∈ Ijc , consequently proving that the map G is semiconjugate to σ. The relation above can

be represented by the following commuting diagram.

Ijc Ijc

CN CN

G

h h

σ

Observe that h(Ijc ) is a Markov subshift of �nite type of the full shift CN. The shift map σ

acts on this subshift as a degree-two covering with reversed orientation. Consequently, the shift

dynamics is conjugate to the anti-holomorphic map z 7→ z̄2. Since the map G is semiconjugate to

the shift map σ via the coding map h, it follows that G is semiconjugate to the ani�holomorphic

map z 7→ z̄2.

4 concluding remarks

We have seen that the map G admits a family of invariant curves, and that the restriction of

G to any such invariant curve is semiconjugate to the anti�holomorphic map z 7→ z̄2. Further

investigation is required to determine whether an equidistribution result can be established for G,

as well as to study the associated Green current. Moreover, this line of inquiry naturally extends to

the setting of higher�dimensional rational maps that generalize the map G, where similar dynamical

phenomena may arise.
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Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî äðóãå ðàöiîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ G, ïîâ'ÿçàíå ç ãðóïîþ G ïðîìiæíî-

ãî çðîñòàííÿ, ïîáóäîâàíîþ ïåðøèì àâòîðîì ó 1980 ðîöi, ¹ íàïiâñïðÿæåíèì ç àíòèãîëî-

ìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì z → z̄2. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñiìåéñòâî G�iíâàðiàíòíèõ

êðèâèõ, çíàéäåíèõ òðåòiì àâòîðîì, i äëÿ êîæíî¨ iíâàðiàíòíî¨ êðèâî¨ ñòâîðþ¹ìî ¨¨ ìàðêîâ-

ñüêå ðîçáèòòÿ.
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ЗАДАЧА З ДВОМА КРАТНИМИ ВУЗЛАМИ ДЛЯ

ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У працi дослiджено коректнiсть задачi з двома кратними вузлами за видiленою змiн-
ною t та умовами перiодичностi за рештою координат x1, . . . , xp для лiнiйних псевдодифе-
ренцiальних рiвнянь. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку розглядуваної
задачi у просторах експоненцiйного типу на торi. За допомогою метричного пiдходу до-
ведено теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку
задачi.

Ключовi слова i фрази: двоточкова задача, псевдодиференцiальнi рiвняння, малi зна-
менники, метричний пiдхiд.

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of National Acade-
my of Sciences of Ukraine, Lviv, Ukraine

e-mail: mykhailo.m.symotiuk@gmail.com

Вступ

Задачi з двома кратними вузлами для рiвнянь iз частинними похiдними є цiкавими для
побудови загальної теорiї крайових задач [2, 13, 21]. Такi задачi є моделями низки фiзичних
процесiв [13]. У працях [4, 14, 16, 17, 18] встановлено достатнi умови коректної розв’язностi
задач з двома кратними вузлами за видiленою змiнною t та умовами перiодичностi за рештою
координат для окремих класiв рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами. Цi
достатнi умови сформульовано в термiнах дiофантових властивостей послiдовностi характе-
ристичних визначникiв, пов’язаних зi задачею. Для обгрунтування зазначених властивостей
у цитованих працях було використано метричний пiдхiд та результати метричної теорiї чи-
сел [1, 3, 13, 15] i доведено, що такi властивостi виконуються для майже всiх (стосовно мiри
Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвняння та значень вузлiв iнтерполяцiї.

Поряд iз цим, недостатньо вивченими залишаються задачi з двома кратними вузлами iн-
терполяцiї для загальних рiвнянь iз частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами. Це
зумовлено, очевидно, складною нелiнiйною структурою малих знаменникiв, якi виникають
при побудовi розв’язкiв таких задач, та вiдсутнiстю ефективних пiдходiв для встановлення
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оцiнок знизу цих знаменникiв. Розробцi вказаних питань на випадок псведодиференцiальних
рiвнянь зi змiнними за t символами присвячена дана праця. Важливу роль для оцiнювання
малих знамнникiв вiдiграє специфiчна вронскiанна технiка, розроблена у роздiлах 4–6.

Зауважимо, що для випадку необмежених за просторовими координатами областях класи
єдиностi двоточкових задач для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними встановле-
но у роботах [10, 11], при цьому використано диференцiально-символьний метод вiдокремлення
змiнних [7].

1 Основнi позначення

Домовимося про такi позначення: Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p, QT
p = (0, T ) × Ωp, k =

(k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1|+ . . .+ |kp|, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, Dx =
(
−i ∂

∂x1
, . . . ,−i ∂

∂xp

)
, (t, x) =

(t, x1, . . . , xp) ∈ QT
p , (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp, mes RnM – мiра Лебега в Rn вимiрної множини

M ⊂ Rn; δj,q – символ Кронекера: δj,q =

{
1, j = q,

0, j ̸= q
;

Cn(I;R) (Cn(I;C)) – простiр дiйснозначних (комплекснозначних) функцiй, n раз неперервно
диференцiйовних на промiжку I ⊂ R;
Tn – простiр тригонометричних полiномiв степеня n, n ∈ Z+ :

Tn =

φ(x) =
∑

k∈Zp, |k|≤n

φk exp(ik, x) : φk ∈ C, |k| ≤ n

 ;

T =
∪

n∈N Tn – простiр тригонометричних полiномiв скiнченного степеня, збiжнiсть у якому
визначається таким чином [5]: послiдовнiсть{

φm(x) =
∑
k

φm
k exp(ik, x); m ∈ N

}
⊂ T

збiгається до φ(x) =
∑

k φk exp(ik, x) ∈ T , якщо:
1) iснує N ∈ N таке, що φm(x) ∈ TN для всiх m ∈ N,
2) для кожного k ∈ Zp ∃ lim

m→∞
φm
k = φk;

T ′ – простiр антилiнiйних неперервних функцiоналiв на T зi слабкою збiжнiстю, який спiвпа-
дає з простором формальних тригонометричних рядiв [5];
Cn([0, T ]; T ) (Cn([0, T ]; T ′)) – простiр функцiй u(t, x), n раз неперервно диференцiйовних за t,
i таких, що при кожному фiксованому t ∈ [0, T ] ∂ju

∂tj
∈ T (T ′), j = 0, 1, . . . , n;

Wα,β(G), α, β ∈ R, – простiр, отриманий поповненням простору скiнченних тригонометричних
полiномiв φ(x) =

∑
φk exp(ik, x) за нормою

∥φ(x);Wα,β(G)∥ =

√∑
|k|≥0

|φk|2G2α(k) exp(2βG(k)),

де G : Zp → R+ – така додатна функцiя, що: 1) G(k) ≥ 1, k ∈ Zp; 2) lim
|k|→+∞

G(k) = +∞;

Cn([0, T ];Wα,β(G)) – простiр функцiй u(t, x) таких, що при фiксованому t ∈ [0, T ] похiднi
∂ju(t, x)/∂tj , 0 ≤ j ≤ n, належать до простору Wα,β(G) i як елементи цього простору є непе-
рервними за t на [0, T ]; норму в просторi Cn([0, T ];Wα,β(G)) задаємо формулою

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju(t, x)

∂tj
;Wα,β(G)

∥∥∥∥ ;
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Sn(G), n = 0, 1, . . . – множина псевдодиференцiальних операцiй A(t,Dx), дiя яких на функцiю
u(t, x) =

∑
|k|≥0

uk(t) exp(ik, x) задається формулою

A(t,Dx)u(t, x) =
∑
|k|≥0

A(t, k)uk(t) exp(ik, x),

де для кожного k ∈ Zp A(t, k) ∈ Cn[0, T ], причому

sup
k∈Zp

{∥A(t, k)∥Cn[0,T ]

G(k)

}
< ∞;

функцiї A(t, k), k ∈ Zp, називатимемо амплiтудами псевдодиференцiальної операцiї A(t,Dx);
Sn
R(G), n = 0, 1, . . . – множина операцiй A(t,Dx) ∈ Sn(G), усi амплiтуди яких є дiйснозначними

функцiями.

2 Формулювання задачi

Розглядаємо задачу

Ln

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡ ∂nu

∂tn
+

n−1∑
j=0

Aj(t,Dx)
∂ju

∂tj
= 0, (t, x) ∈ QT

p , (1)


Uj [u] ≡

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 1, . . . , r, 1 ≤ r < n, x ∈ Ωp,

Ur+j [u] ≡
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=t1

= φr+j(x), j = 1, . . . , n− r, x ∈ Ωp,

(2)

де 0 < t1 ≤ T , Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1. Задача (1), (2) називається задачею з
кратними вузлами t = 0 i t = t1, числа r i (n−r) називаються кратностями вузлiв t = 0 i t = t1
вiдповiдно.

Означення 1. Задачу (1), (2) будемо називати (+∞,+∞)-коректною, якщо для довiльних
φj ∈ T , j = 1, . . . , n, у просторi Cn([0, T ]; T ) iснує єдиний розв’язок u(t, x) цiєї задачi, який не-
перервно залежить вiд φj(x), j = 1, . . . , n, тобто з того, що послiдовностi {φm

j }∞m=1, j = 1, . . . , n,
збiгаються в T до φj , j = 1, . . . , n, вiдповiдно, випливає, що послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1

розв’язкiв задач

Ln (∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ) до u(t, x).

Означення 2. Задачу (1), (2) будемо називати (−∞,−∞)-коректною, якщо для довiльних
φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n, у просторi Cn([0, T ]; T ′) iснує єдиний розв’язок u(t, x) цiєї задачi, який не-
перервно залежить вiд φj(x), j = 1, . . . , n, тобто з того, що послiдовностi {φm

j }∞m=1, j = 1, . . . , n,
збiгаються в T ′ до φj , j = 1, . . . , n, вiдповiдно, випливає, що послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1

розв’язкiв задач

Ln (∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ′) до u(t, x).
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Означення 3. Задачу (1), (2) будемо називати (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де α, β ∈ R, α⃗ =

(α1, . . . , αn) ∈ Rn, β⃗ = (β1, . . . , βn) ∈ Rn, якщо для довiльних φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n,

iснує єдина функцiя u(t, x) з простору Cn([0, T ];Wα,β(G)) така, що

∥Ln (∂/∂t,Dx)u(t, x);C([0, T ];Wα−1,β(G))∥ = 0,∥∥Uj [u(t, x)]− φj(x);Wαj ,βj
(G))

∥∥ = 0, j = 1, . . . , n,

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ ≤ C
n∑

j=1

∥φj(x);Wαj ,βj
(G)∥,

де стала C > 0 не залежить вiд вибору φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n.

У статтi числа αj , βj , j = 1, . . . , n, будемо використовувати тiльки, як компоненти векторiв
α⃗, β⃗ ∈ Rn.

3 Умови коректностi задачi (1), (2)

Встановимо умови коректностi задачi (1), (2). Оскiльки операцiї Aj(t,Dx) належать до
класу S0(G), то Aj(t, k) ∈ C[0, T ], j = 0, 1, . . . , n−1, k ∈ Zp. Тому для кожного k ∈ Zp звичайне
диференцiальне рiвняння

Ln

(
d

dt
, k

)
uk(t) = 0, (3)

має таку фундаментальну систему розв’язкiв f1(t, k), . . . , fn(t, k) ∈ Cn[0, T ], що

f (j−1)
q (0, k) = δj,q, j, q = 1, . . . , n. (4)

Позначимо:

∆(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fr+1(t1, k) . . . fn(t1, k)

f ′
r+1(t1, k) . . . f ′

n(t1, k)

. . . . . . . . .

f
(n−r−1)
r+1 (t1, k) . . . f

(n−r−1)
n (t1, k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , k ∈ Zp. (5)

Теорема 1. Нехай Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n−1. Для (α, β, α⃗, β⃗)-коректностi задачi (1),
(2) необхiдно, а для (+∞,+∞)-коректностi та (−∞,−∞)-коректностi задачi (1), (2) необхiдно
й досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) ̸= 0. (6)

Доведення. Розглянемо випадок (−∞,−∞)-коректностi.
Необхiднiсть. Якщо ∆(k0) = 0 для деякого k0 ∈ Zp, то система (n− r) лiнiйних рiвнянь

n∑
q=r+1

Ck0,qf
(j−1)
q (t1, k

0) = 0, j = 1, . . . , n− r,

має ненульовий розв’язок (Ck0,r+1, . . . , Ck0,n). Легко перевiрити, що тодi функцiя

u0(t, x) =

n∑
q=r+1

Ck0,qfq(t, k
0) exp(ik0, x)
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належить до простору Cn([0, T ]; T ′) i є ненульовим розв’язком однорiдної задачi, яка вiдповiдає
задачi (1), (2). Це суперечить (−∞,−∞)-коректностi задачi (1), (2).

Достатнiсть. Нехай в умовах (2) правi частини φj(x) належать до T ′, j = 1, . . . , n. Тодi
правильними є наступнi зображення:

φj(x) =
∑
|k|≥0

φj,k exp(ik, x), j = 1, . . . , n, (7)

де φj,k ∈ C, j = 1, . . . , n, k ∈ Zp. Якщо функцiя u(t, x) =
∑

|k|≥0

uk(t) exp(ik, x) належить до про-

стору Cn([0, T ]; T ′) i є розв’язком задачi (1), (2), то кожна функцiя uk(t), k ∈ Zp, є розв’язком
рiвняння (3) i справджує умови

u
(j−1)
k (0) = φj,k, j = 1, . . . , r, u

(j−1)
k (t1) = φr+j,k, j = r + 1, . . . , n. (8)

Розв’язок задачi (3), (8) з простору Cn[0, T ] зображується рiвнiстю

uk(t) =

n∑
q=1

Ck,qfq(t, k), k ∈ Zp, (9)

де сталi Ck,q, q = 1, . . . , n, є розв’язками системи рiвнянь

n∑
q=1

Ck,qf
(j−1)
q (0, k) = φj,k, j = 1, . . . , r,

n∑
q=1

Ck,qf
(j−1)
q (t1, k) = φr+j,k, j = 1, . . . , n− r.

(10)

Iз початкових умов (4) для функцiй f1(t, k), . . . , fn(t, k) та перших r рiвнянь системи (10)
випливає, що Ck,q = φq,k, q = 1, . . . , r. Тодi останнi (n − r) рiвнянь системи (10) набувають
вигляду

n∑
q=r+1

Ck,qf
(j−1)
q (t1, k) = φr+j,k −

r∑
q=1

φq,kf
(j−1)
q (t1, k), j = 1, . . . , n− r. (11)

Оскiльки визначник системи (11) спiвпадає з визначником ∆(k) i виконується умова (6), то
система (11) має єдиний розв’язок Ck,r+1, . . . , Ck,n, який знаходимо за правилом Крамера:

Ck,q =

n−r∑
j=1

∆j,q(k)

∆(k)

(
φr+j,k −

r∑
q=1

φq,kf
(j−1)
q (t1, k)

)
, (12)

де ∆j,q(k), j, q = 1, . . . , n − r, – алгебричне доповнення елемента f
(j−1)
r+q (t1, k) у визначнику

∆(k). Iз формул (9), (12) випливає, що при виконаннi умови (6) задача (1), (2), у якiй функцiї
φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n, визначенi рiвностями (7), має єдиний розв’язок

u(t, x) =
∑
|k|≥0

exp(ik, x)

{
r∑

q=1

φq,kfq(t, k)−
n∑

q=r+1

n−r∑
j=1

r∑
s=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
×

× fq(t, k)f
(j−1)
s (t1, k)φs,k +

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
fq(t, k)φr+j,k

}
, (13)
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що належить до простору Cn([0, T ]; T ′). Доведемо, що за умови (6) отриманий розв’язок (13)
неперервно залежить вiд φj ∈ T ′, j = 1, . . . , n.

Нехай послiдовностi {φm
j (x)}∞m=1 збiгаються в T ′ до φj(x), j = 1, . . . , n, вiдповiдно. Це

означає, що

φm
j (x) =

∑
|k|≥0

φm
j,k exp(ik, x), φj,k ∈ C, j = 1, . . . , n, m ∈ N, (14)

i для кожного k ∈ Zp iснує границя lim
m→∞

φm
j,k = φj,k, j = 1, . . . , n. Оскiльки виконується умова

(6), то для кожного m ∈ N задача

Ln(∂/∂t,Dx)u
m(t, x) = 0, Uj [u

m(t, x)] = φm
j (x), j = 1, . . . , n, m ∈ N,

має в просторi Cn([0, T ]; T ′) єдиний розв’язок um(t, x) ≡
∑

|k|≥0

umk (x) exp(ik, x). Iз формул (12),

(13), (14) дiстаємо, що

um(t, x) =
∑
|k|≥0

exp(ik, x)

{
r∑

q=1

φm
q,kfq(t, k)−

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

r∑
s=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
×

× fq(t, k)f
(j−1)
s (t1, k)φ

m
s,k +

n∑
q=r+1

n−r∑
j=1

∆j,q−r(k)

∆(k)
fq(t, k)φ

m
r+j,k

}
. (15)

Iз формул (13), (15) випливає, що для кожного k ∈ Zp i для довiльного t ∈ [0, T ] виконуються
нерiвностi ∣∣∣∣djumk (t)

dtj
− djuk(t)

dtj

∣∣∣∣ ≤ C1δkMk

( r∑
j=1

|φm
j,k − φj,k|Mk +

n∑
j=r+1

|φm
j,k − φj,k|

)
, (16)

де j = 0, 1, . . . , n, m ∈ N, C1 > 0 – стала, яка не залежить вiд j, k,m, t,

δk = 1 + max
1≤j,q≤n−r

∣∣∣∣∆j,q(k)

∆(k)

∣∣∣∣ , Mk = 1 + max
1≤q≤n

{∥fq(t, k);Cn[0, T ]∥}, k ∈ Zp.

З нерiвностей (16) отримуємо, що для кожного k ∈ Zp iснує границя

lim
m→∞

∥umk (t)− uk(t);C
n[0, T ]∥ = 0.

Таким чином, послiдовнiсть {um(t, x)}∞m=1 збiгається в просторi Cn([0, T ]; T ′) до u(t, x).
Доведення теореми для випадкiв (−∞,−∞)-коректностi та (α, β, α⃗, β⃗)-коректностi прово-

диться аналогiчно. Теорему доведено.

Приклад 1. Нехай рiвняння (1) має факторизований вигляд(
∂

∂t
−Bn(t,Dx)

)
. . .

(
∂

∂t
−B1(t,Dx)

)
u(t, x) = 0,

у якому Bj(t,Dx) ∈ Sn−j
R (G), j = 1, . . . , n. У цьому випадку диференцiальний вираз Ln(d/dt, k),

k ∈ Zp, є композицiєю диференцiальних виразiв першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами.
Тодi за теоремою Пойя (див. [6, с. 87]) умова (6) виконується для довiльного t1 ∈ (0, T ].
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Теорема 2. Нехай Aj(t,D) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1, справджується умова (6) та iсну-
ють сталi γ, δ ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується
нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ G−γ(k) exp(−δG(k)). (17)

Якщо αj ≥ α+ γ + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + δ + (n− r + 2)AT, j = 1, . . . , r,

βj ≥ β + δ + (n− r + 1)AT, j = r + 1, . . . , n,

де

A = sup
k∈Zp

 1

G(k)

√√√√1 +

n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|Aj(t, k)|2

 , (18)

то задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною.

Доведення. Функцiї fq(t, k), q = 1, . . . , n, є розв’язками рiвняння (3) i справджують умови (4).
Зведемо задачi Кошi (4) для рiвняння (3) до вiдповiдних задач Кошi для системи рiвнянь
першого порядку i використаємо наслiдок 1 iз [9, с. 29]. Тодi для функцiй iз фундаментальної
системи розв’язкiв рiвняння (3) отримаємо оцiнки

max
t∈[0,T ]

|f (j)
q (t, k)| ≤ C2(1 + δj,nG(k)) exp(ATG(k)), j = 0, 1, . . . , n, q = 1, . . . , n. (19)

Iз нерiвностей (19) дiстанемо, що

|∆j,q(k)| ≤ C3 exp((n− r)ATG(k)), j, q = 1, . . . , n− r. (20)

Нехай в умовах (2) φj ∈ Wαj ,βj
(G), j = 1, . . . , n. Оскiльки виконується умова (6), то iснує

єдиний формальний розв’язок задачi (1), (2), який зображається рядом (13). Доведемо, що
цей ряд належить до простору Cn([0, T ];Wα,β(G)). З нерiвностей (17)–(20) для коефiцiєнта
Фур’є uk(t), k ∈ Zp, ряду (13) отримуємо оцiнки

max
t∈[0,T ]

|u(q)k (t)|2 ≤ C4

( r∑
j=1

|φj,k|2w2
k(γ + 1; δ + (n− r + 2)AT )+

+
n∑

j=r+1
|φj,k|2w2

k(γ + 1; δ + (n− r + 1)AT )
)
, q = 0, 1, . . . , n,

(21)

де вжито позначення wk(ξ; η) = Gξ(k) exp(ηG(k)), k ∈ Zp. Враховуючи елементарнi спiввiдно-
шення

wk(α;β)wk(γ + 1; δ + (n− r + 2)AT ) ≤ wk(αj ;βj), j = 1, . . . , r,

wk(α;β)wk(γ + 1; δ + (n− r + 1)AT ) ≤ wk(αj ;βj), j = r + 1, . . . , n,

з формули (13) та оцiнок (21) дiстаємо, що

∥u(t, x);Cn([0, T ];Wα,β(G))∥ =
n∑

q=0

max
t∈[0,T ]

√∑
|k|≥0

|u(q)k (t)|2w2
k(α;β) ≤

≤ C5

n∑
j=1

√∑
|k|≥0

|φj,k|2w2
k(αj ;βj) = C5

n∑
j=1

∥φj(x);Wαj ,βj
(G)∥.

Таким чином, ряд (13) належить до простору Cn([0, T ];Wα,β(G)) i неперервно залежить вiд
функцiй φj ∈ Wαj ,βj

(G), j = 1, . . . , n. Теорему доведено.
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4 Допомiжнi твердження

Наступнi леми будуть використанi при дослiдженнi питання про можливiсть виконан-
ня нерiвностi (17). Домовимося про те, що для n гладких функцiй g1(t), . . . , gn(t) символ
W (g1, . . . , gn)(t) позначатиме вронскiан

W (g1, . . . , gn)(t) = det
∥∥∥g(j−1)

q (t)
∥∥∥n
j,q=1

.

Лема 1. Нехай функцiї g1(t), . . . , gn(t) утворюють на вiдрiзку [a, b] фундаментальну систему
розв’язкiв звичайного диференцiального рiвняння

g(n)(t) + pn−1(t)g
(n−1)(t) + . . .+ p0(t)g(t) = 0, n ≥ 2,

коефiцiєнти pj(t), j = 0, 1, . . . , n− 1, якого є такими, що

pn−1 ∈ Cn−1[a, b], pj ∈ Cn−2[a, b], j = 0, 1, . . . , n− 2.

Нехай Gj(t) – мiнор вронскiана W (g1, . . . , gn)(t), який вiдповiдає елементовi g
(n−1)
j (t), j =

1, . . . , n, i нехай
G̃j(t) = eα(t)Gj(t), j = 1, . . . , n,

де α(t) =
∫ t
a pn−1(τ)dτ . Тодi функцiї G̃j(t), j = 1, . . . , n, утворюють на [a, b] фундаментальну

систему розв’язкiв рiвняння

G̃(n)(t) +

n−1∑
j=0

(−1)n−j(pj(t)G̃(t))(j) = 0, (22)

таку, що ∣∣∣W (G̃1, . . . , G̃n)(t)
∣∣∣ = ∣∣∣enα(t)∣∣∣ · |W (g1, . . . , gn)(t)|n−1 . (23)

Доведення. Те, що функцiї G̃j(t), j = 1, . . . , n, утворюють фундаментальну систему розв’язкiв
рiвняння (22) – вiдомий факт (див. [8, §17.7]).

Доведемо iстиннiсть спiввiдношення (23). Для n = 2 рiвнiсть (23) можна перевiрити без-
посередньою пiдстановкою. Дiйсно, у цьому випадку G1(t) = g2(t), G2(t) = g1(t) i тому

W (G̃1, G̃2)(t) = W (eα(t)G1(t), e
α(t)G2(t)) = e2α(t) · W (g2, g1)(t) = −e2α(t) · W (g1, g2)(t).

У випадку n ≥ 3 через Vj,q(t), j, q = 1, . . . , n, будемо позначати мiнор, що вiдповiдає еле-
ментовi g(j−1)

q (t) у визначнику W (g1, . . . , gn)(t). Легко перевiрити, що для кожного q = 1, . . . , n,

виконуються наступнi спiввiдношення:

V ′
n,q(t) = Vn−1,q(t),

V ′
n−1,q(t) = −pn−2(t)Vn,q(t)− pn−1(t)Vn−1,q(t) + Vn−2,q(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

V ′
2,q(t) = (−1)np1(t)Vn,q(t)− pn−1(t)V2,q(t) + V1,q(t),

V ′
1,q(t) = (−1)n+1p0(t)Vn,q(t)− p1(t)V1,q(t).

(24)
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У системi (24) зробимо замiну

Ṽj,q(t) = eα(t)Vj,q(t), α(t) =

∫ t

a
pn−1(τ)dτ, j = 1, . . . , n. (25)

Враховуючи, що
V ′
j,q(t) + pn−1(t)Vj,q(t) = e−α(t)Ṽ ′

j,q(t), j = 1, . . . , n,

з рiвнянь системи (24) дiстанемо, що

Ṽ ′
n,q(t) = pn−1(t)Ṽn,q(t) + Ṽn−1,q(t),

Ṽ ′
n−1,q(t) = −pn−2(t)Ṽn,q(t) + Ṽn−2,q(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ṽ ′
2,q(t) = (−1)np1(t)Ṽn,q(t) + Ṽ1,q(t),

Ṽ ′
1,q(t) = (−1)n+1p0(t)Ṽn,q(t).

(26)

Оскiльки G̃j(t) = Ṽn,j(t), j = 1, . . . , n, то з формул (25), (26) випливає, що

W (G̃1, . . . , G̃n)(t) = W (Ṽn,1, . . . , Ṽn,n)(t) = det
∥∥∥Ṽj,q(t)

∥∥∥n
j,q=1

. (27)

Згiдно з твердженням задачi 57 у [12, Ч. 2, с. 126] виконується рiвнiсть

det
∥∥∥Ṽj,q(t)

∥∥∥n
j,q=1

= enα(t) det ∥Vj,q(t)∥nj,q=1 . (28)

Очевидно, що ∣∣det ∥Vj,q(t)∥nj,q=1

∣∣ = ∣∣∣det ∥∥(−1)j+qVq,j(t)
∥∥n
j,q=1

∣∣∣ . (29)

Матриця
∥∥∥∥ (−1)j+qVq,j(t)

W (g1, . . . , gn)(t)

∥∥∥∥n
j,q=1

є оберненою до матрицi
∥∥∥g(j−1)

q (t)
∥∥∥n
j,q=1

. Тому

det
∥∥(−1)j+qVq,j(t)

∥∥n
j,q=1

= Wn−1(g1, . . . , gn)(t). (30)

З формул (27)–(30) випливає рiвнiсть (23).

Iз леми 1 випливає такий наслiдок.

Лема 2. Нехай функцiї g1, . . . , gn ∈ C2n−1[a, b] є такими, що

∀t ∈ [a, b] W (g1, . . . , gn)(t) ̸= 0.

Позначимо через Gj(t) мiнор вронскiана W (g1, . . . , gn)(t), який вiдповiдає елементовi g(n−1)
j (t),

j = 1, . . . , n. Тодi функцiї G1(t), . . . , Gn(t) належать до простору Cn[a, b], до того ж

∀t ∈ [a, b] |W (G1, . . . , Gn)(t)| = |W (g1, . . . , gn)(t)|n−1.

Доведення. Iз умови леми 2 випливає, що функцiї g1(t), . . . , gn(t) утворюють на [a, b] фунда-
ментальну систему розв’язкiв звичайного диференцiального рiвняння

W (g1, . . . , gn, y)(t)

W (g1, . . . , gn)(t)
= 0. (31)
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Розвинемо визначник W (g1, . . . , gn, y) за елементами останнього стовпця, тодi запишемо рiв-
няння (31) у виглядi

y(n)(t) +

n−1∑
q=0

rq(t)y
(q)(t) = 0, (32)

де

rq(t) =
wq(t)

W (g1, . . . , gn)(t)
, q = 0, 1, . . . , n− 1,

а wq(t) – алгебричне доповнення елемента y(q)(t), q = 0, 1, . . . , n− 1, у визначнику
W (g1, . . . , gn, y)(t). Iз умови леми 2 випливає, що коефiцiєнти rq(t), q = 0, 1, . . . , n−1, рiвняння
(32) пiдпорядкованi таким вимогам гладкостi: rn−1 ∈ Cn−1[a, b], rj ∈ Cn−2[a, b], j = 0, 1, . . . , n−
2. Тому твердження леми 2 випливає з леми 1.

5 Метричнi оцiнки малих знаменникiв

З’ясуємо питання про можливiсть виконання нерiвностi (17), додатково припускаючи, що
функцiя G : Zp → R+, яка описує рiст амплiтуд псевдодиференцiальних операцiй у рiвняннi
(1), для деяких невiд’ємних λ, µ справджує умову∑

|k|≥0

G−λ(k) exp(−µG(k)) < ∞. (33)

Нам знадобиться класична лема Бореля-Кантеллi.

Лема 3. (Бореля–Кантеллi, [13, 19]). Нехай {Ak}∞k=1 — послiдовнiсть вимiрних (за мiрою
Лебега в Rn) множин з Rn таких, що

∞∑
k=1

mes Rn Ak < ∞.

Тодi мiра Лебега в Rn множини тих точок, якi потрапляють до нескiнченної кiлькостi множин
даної послiдовностi, дорiвнює нулю.

Для кожного j = 0, 1, . . . , r, через Vj(t, k) позначимо вронскiан (n− j) функцiй
fj+1(t, k), . . . , fn(t, k):

Vj(t, k) =

∣∣∣∣∣∣∣
fj+1(t, k) . . . fn(t, k)

. . . . . . . . .

f
(n−j−1)
j+1 (t, k) . . . f

(n−j−1)
n (t, k)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Через Vj,q(t, k), q = j+1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , r, будемо позначати той мiнор визначника Vj(t, k),
який вiдповiдає елементовi f (n−j−1)

q (t, k); зрозумiло, що мiнор Vj,j+1(t, k) спiвпадає з вронскi-
аном Vj+1(t, k).

Лема 4. Нехай Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n − 2, An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G). Якщо на
деякому промiжку I ⊂ [0, T ] виконується нерiвнiсть

∀t ∈ I |Vj(t, k)| ≥ exp(−ρjG(k)), ρj ∈ R, (34)
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то для довiльного σj > 0 множину

{t ∈ I : |Vj+1(t, k)| < exp(−ρj+1G(k)) }, ρj+1 = (n− j − 1)(ρj +AT + σj),

можна покрити не бiльше, нiж Nj+1(k) промiжками, довжина кожного з яких не перевищує
dj+1(k), при цьому для довiльного ε ∈ (0, σj) виконуються оцiнки

Nj+1(k) ≤ C6|I| exp((ξj + ε)G(k)), dj+1(k) ≤ C7 exp((ε− σj)G(k)),

де ξj = (ρj + 2AT )(n− j − 1), а додатнi сталi C6, C7 не залежать вiд k.

Доведення. Iз умови леми 4 випливає, що

Aj(t, k) ∈ Cn−2[0, T ], j = 0, 1, . . . , n− 2, An−1(t, k) ∈ Cn−1[0, T ].

Тому функцiї fj+1(t, k), . . . , fn(t, k) належать до простору C2(n−j)−1[0, T ].
Оскiльки Vj(t, k) ̸= 0 для всiх t ∈ I, то за лемою 2

|W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| = |W (fj+1, . . . , fn)(t, k)|n−j−1 = |Vj(t, k)|n−j−1.

Тодi з нерiвностi (34) випливає, що

|W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| ≥ exp(−(n− j − 1)ρjG(k)). (35)

Розкриваючи визначник W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k) i враховуючи, що

∀ε > 0 ∀ξ ∈ R sup
k∈Zp

{Gξ(k) exp(−εG(k))} < ∞,

з оцiнок (19) отримаємо

∀ε > 0 |W (Vj,j+1, . . . , Vj,n)(t, k)| ≤ C(n, j) max
0≤q≤n−j−1

{|V (q)
j+1(t, k)|}×

×
(

max
0≤q≤n−j−1,

j+2≤s≤n

{|V (q)
j,s (t, k)|}

)n−j−1
≤ C8 max

0≤q≤n−j−1
{|V (q)

j+1(t, k)|}×

× exp((n− j − 1)(AT + ε)G(k)), (36)

де C(n, j), C8 > 0 – сталi, якi не залежать вiд k ∈ Zp. Тодi з формул (35), (36) випливає, що
для довiльного ε > 0 iснує стала C9 > 0 така, що в кожнiй точцi t ∈ I виконується нерiвнiсть

max
0≤q≤n−j−1

{|V (q)
j+1(t, k)|} ≥ C9 exp(−(n− j − 1)(ρj +AT + ε)G(k)). (37)

Зазначимо також, що для довiльного ε > 0 iснує стала C10 > 0 така, що

max
0≤q≤n−j

{|V (q)
j+1(t, k)|} ≤ C10 exp((n− j − 1)(AT + ε)G(k)), k ∈ Zp. (38)

Використовуючи мiркування, аналогiчнi до наведених при доведеннi допомiжних лем у
працi [20], з формул (37), (38) отримуємо твердження леми 4.
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Теорема 3. Нехай An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G), Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

нерiвнiсть (17) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при довiльному
γ ∈ R та δ = νr, де число νr визначається зi системи таких рекурентних спiввiдношень:
n1 = 3AT (n− 1), ν1 = (n− 1)((3n− 2)AT + µ+ σ0,{

νj+1 = (n− j − 1)(nj + νj +AT + µ+ σj) + (n− j − 1)2(νj + 2AT ),

nj+1 = nj + (n− j − 1)(νj + 2AT ), j = 1, . . . , r − 1,

де σj , j = 0, 1, . . . , r − 1, – довiльнi фiксованi додатнi числа.

Доведення. Розглянемо такi множини:

Ej(k) = {t ∈ [0, T ] : |Vj(t, k)| < exp(−νjG(k))}, k ∈ Zp, j = 1, . . . , r.

Iз формули Лiувiлля для вронскiана системи функцiй f1(t, k), . . . , fn(t, k) випливає, що на
всьому вiдрiзку [0, T ] виконується нерiвнiсть

|W (f1, . . . , fn)(t, k)| = |V0(t, k)| ≥ exp(−ATG(k)) = exp(−ν0G(k)).

Згiдно з лемою 4, множину E1(k) можна покрити вiдрiзками, якi позначимо через I
(1)
q (k),

q = 1, . . . , N1(k), довжина кожного з яких не перевищує d1(k); при цьому для довiльного ε > 0

виконуються такi оцiнки:
N1(k) ≤ C11 exp((n1 + ε)G(k)),

d1(k) ≤ C12 exp

((
ν0 −

ν1
n− 1

+ ε

)
G(k)

)
.

Таким чином,
N1(k)∑
q=1

mes R I(1)q (k) ≤ N1(k)d1(k) ≤ C13G
−λ(k) exp(−µG(k)).

Припустимо, що множину Ej(k), j ≥ 1, можна покрити вiдрiзками, якi позначимо через
I
(j)
q (k), q = 1, . . . , Nj(k), довжина кожного з яких не перевищує dj(k) так, що для довiльного
ε > 0 виконуються оцiнки

Nj(k) ≤ C14 exp((nj + ε)G(k)),

dj(k) ≤ C15 exp

((
νj−1 +AT − νj

n− j
+ ε

)
G(k)

)
.

Тодi
Nj(k)∑
q=1

mes R I(j)q (k) ≤ Nj(k)dj(k) ≤ C16G
−λ(k) exp(−µG(k)). (39)

Множина [0, T ]\
{Nj(k)∪

q=1
I
(j)
q (k)

}
складається з не бiльше нiж Nj(k) + 2 промiжкiв J

(j+1)
q (k),

q ≤ Nj(k) + 2. На кожному з промiжкiв J
(j+1)
q (k), q ≤ Nj(k) + 2, виконується нерiвнiсть

|Vj(t, k)| ≥ exp(−νjG(k)).
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За лемою 3 кожну з множин Ej+1(k) ∩ J
(j+1)
q (q ≤ Nj(k) + 2) можна покрити N

(j+1)
q (k) вiд-

рiзками I
(j+1)
q,s , s ≤ N

(j+1)
q (k), довжина кожного з яких не перевищує dj+1(k); при цьому для

довiльного ε > 0 виконуються оцiнки

N (j+1)
q (k) ≤ C17 exp(((n− j − 1)(νj + 2AT ) + ε)G(k)),

dj+1(k) ≤ C18 exp

((
νj +AT − νj+1

n− j − 1
+ ε

)
G(k)

)
,

Нехай

Πj+1(k) =

Nj(k)∪
q=1

I(j)q

∪
Nj(k)+2∪

q=1

N
(j+1)
q (k)∪
s=1

I(j+1)
q,s

 .

Зрозумiло, що система вiдрiзкiв Πj+1(k) є покриттям множини Ej+1(k). Оскiльки

Nj(k)+1∑
q=1

N
(j+1)
q (k)∑
s=1

mes R I(j+1)
q,s ≤ C19G

−λ(k) exp(−µG(k)), (40)

то з нерiвностей (39), (40) випливає, що

mes REj+1(k) ≤ C20G
−λ(k) exp(−µG(k)).

Таким чином, дiстаємо
mes REr(k) ≤ C21G

−λ(k) exp(−µG(k)).

Iз умови (33) випливає, що ряд
∑

|k|≥0

mes REr(k) є збiжним. Тодi за лемою Бореля–Кантеллi

мiра Лебега в R множини тих чисел t1, якi належать до нескiнченної кiлькостi множин Er(k),
k ∈ Zp, дорiвнює нулевi. Теорему доведено.

6 Частковi випадки задачi

Результат теореми 3 можна суттєво уточнити для часткових випадкiв задачi (1), (2), ко-
ли кратнiсть вузла t = 0 є максимальною (r = n − 1) або мiнiмальною (r = 1). Вiдповiднi
уточнення встановлено у теоремах 4, 5.

Лема 5. (див. [20]) Нехай функцiя f ∈ Cn([a, b];C) є розв’язком рiвняння

y(n)(t) + a1(t)y
(n−1)(t) + . . .+ an(t)y(t) = 0, (41)

в якому aj ∈ C([a, b];C), j = 1, . . . , n. Якщо

max
1≤j≤n

|f (j−1)(a)| ≥ δ > 0,

n∑
j=1

max
t∈[a,b]

|f (j)(t)| ≤ M,

то для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується оцiнка

mes R {t ∈ (a, b) : |f(t)| < ε} ≤ C22max
{
1, Mδ exp

(
n(b−a)A

n−1

)}
n−1
√

ε/δ,

де ε2 =
δ exp(−(b−a)A)

(2
√
n)

, A =
(
1 +

n∑
j=1

max
t∈[a,b]

|aj(t)|2
)1/2

, C22 = C22(n, b− a).
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Теорема 4. Нехай Aj(t,D) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n− 1, а для функцiї G(k) виконується умова
(33). Якщо r = n − 1, то нерiвнiсть (17) виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
R) чисел t1 ∈ (0, T ], для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при γ ≥ (λ+1)(n−1),
δ ≥ (2n− 1)AT + µ(n− 1).

Доведення. Якщо r = n − 1, то ∆(k) = fn(t1, k), k ∈ Zp. Функцiя fn(t, k) є розв’язком задачi
Кошi:

f (n)
n (t, k) +

n−1∑
j=0

Aj(t, k)f
(j)
n (t, k) = 0, f (j−1)

n (0, k) = δj,n, j = 1, . . . , n.

Використаємо лему 5 для оцiнки мiр множин

Mγ,δ(k) := {t1 ∈ (0, T ] : |fn(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δG(k)) }, k ∈ Zp.

Враховуючи, що

max
1≤j≤n

|f (j−1)
n (0, k)| = 1,

√√√√1 +

n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|Aj(t, k)|2 ≤ AG(k),

а також те, що
∥fn(t, k);Cn[0, T ]∥ ≤ C23G(k) exp(ATG(k)),

при γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ ≥ (2n− 1)AT + µ(n− 1), дiстанемо, що

mes RMγ,δ(k) ≤ C24G(k) exp

(
2n− 1

n− 1
ATG(k)

)
n−1
√

G−γ(k) exp(−δG(k) =

= C24G
1−γ/(n−1)(k) exp

(
(2n− 1)AT − δ

n− 1
G(k)

)
≤ C25G

−λ exp(−µG(k)), k ∈ Zp.

Таким чином, при γ ≥ (λ+1)(n−1), δ ≥ (2n−1)AT +µ(n−1) ряд
∑

|k|≥0

mes RMγ,δ(k) є збiжним.

Тодi з леми Бореля–Кантеллi випливає, що мiра Лебега в R множини чисел t1, якi належать
до нескiнченної кiлькостi множин Mγ,δ(k), k ∈ Zp, дорiвнює нулевi. Теорему доведено.

Теорема 5. Нехай Aj(t,D) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n− 2, An−1(t,D) ∈ Sn−1(G), а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Якщо r = 1, то нерiвнiсть (17) виконується для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ] для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp при

γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ ≥ (2n− 1)A1T + µ(n− 1) + an−1T,

де

A1 = a
(
1 +

n−1∑
j=0

r2j

)1/2
, rj =

n−1−j∑
q=0

Cj
j+q, j = 0, 1, . . . , n− 1,

an−1 = max
{
0; sup

k∈Zp
max
t∈[0,T ]

G−1(k)ReAn−1(t, k)
}
,

a=max sup
k∈Zp

{
max

0≤j≤n−2
G−1(k)∥Aj(t, k)∥Cn−2[0,T ];G

−1(k)∥An−1(t, k)∥Cn−1[0,T ]

}
.
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Доведення. У випадку r = 1 визначник ∆(k) є мiнором (n − 1)-го порядку, що вiдповiдає
елементовi f (n−1)

1 (t1, k) у вронскiанi W (f1, . . . , fn)(t, k). Розглянемо функцiю

y(t, k) ≡ ∆(k) exp

(∫ t

0
An−1(τ)dτ

)
, k ∈ Zp. (42)

За лемою 1 функцiя y(t, k), k ∈ Zp, на вiдрiзку [0, T ] є розв’язком рiвняння

y(n)(t, k) +

n−1∑
j=0

(−1)n−j(Aj(t, k)y(t, k))
(j) = 0. (43)

Пiсля елементарних перетворень (розкриття похiдних за правилом Лейбнiца та змiни порядку
пiдсумовування) рiвняння (43) зведемо до такого вигляду:

y(n)(t, k) +

n−1∑
j=0

rj(t, k)y
(j)(t, k) = 0, (44)

де rj(t, k) ≡
n−1−j∑
q=0

(−1)n−q−jCj
j+qA

(q)
j+q(t, k), j = 0, 1, . . . , n − 1. Для коефiцiєнтiв rj(t, k), j =

0, 1, . . . , n− 1, рiвняння (44) виконуються нерiвностi

max
t∈[0,T ]

|rj(t, k)| ≤
n−1−j∑
q=0

Cj
j+q max

t∈[0,T ]
|A(q)

j+q(t, k)| ≤ arjG(k), j = 0, 1, . . . , n− 1,

з яких випливає, що √√√√1 +
n−1∑
j=0

max
t∈[0,T ]

|rj(t, k)|2 ≤ A1G(k).

Оскiльки f
(j−1)
q (0, k) = δj,q, j, q = 1, . . . , n, то з формули Тейлора для функцiй

f2(t, k), . . . , fn(t, k) випливають такi розвинення:

fq(t, k) =
tq−1

(q − 1)!
+ βq(t, k)t

n, q = 2, . . . , n, (45)

де βq(t, k), q = 2, . . . , n,− неперервнi функцiї в околi точки t = 0. У випадку r = 1 визначник
∆(k) для кожного k ∈ Zp дорiвнює значенню у точцi t = t1 вронскiана
Wn−1(f2(t, k), . . . , fn(t, k)) системи функцiй f2(t, k), . . . , fn(t, k). Враховуючи властивiсть врон-
скiана, описану в задачi 57 у [12, ч. 2, с. 126], з розвинень (45) отримаємо, що в околi точки
t1 = 0 виконується рiвнiсть

∆(k) = Wn−1

(
t1
1!

+ β2(t1, k)t
n
1 , . . . ,

tn−1
1

(n− 1)!
+ βn(t1, k)t

n
1

)
=

= tn−1
1 Wn−1

(
1

1!
+ β2(t1, k)t

n−1
1 , . . . ,

tn−2
1

(n− 1)!
+ βn(t1, k)t

n−1
1

)
=

= tn−1
1 Wn−1

(
1

1!
, . . . ,

tn−2
1

(n− 1)!

)
+ β(t1, k)t

n
1 = C26t

n−1
1 + β(t1, k)t

n
1 , (46)

де C26 = 1
(n−1)! , а β(t1, k) – неперервна функцiя в околi точки t1 = 0. Iз розвинення (46)

випливає, що
dj−1∆(k)

dtj−1
1

∣∣∣
t1=0

= δj,n, j = 1, . . . , n. (47)
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На пiдставi правила Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй, iз рiвностi (42) та
формул (47) отримуємо, що

dj−1y(t1, k)

dtj−1
1

∣∣∣
t1=0

= δj,n, j = 1, . . . , n. (48)

Застосовуючи лему 5 до функцiї y(t, k), яка є розв’язком задачi Кошi (44), (48), дiстаємо, що
при γ ≥ (λ+ 1)(n− 1), δ0 ≥ (2n− 1)A1T + µ(n− 1)

mes R {t1 ∈ (0, T ] : |y(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δ0G(k))} ≤

≤ C27G(k) exp
(
2n−1
n−1 A1TG(k)

)
n−1
√
G−γ(k) exp(−δ0G(k) =

= C27G
1− γ

(n−1) (k) exp
((2n− 1)A1T − δ0

n− 1
G(k)

)
≤ C28G

−λ exp(−µG(k)), k ∈ Zp. (49)

Iз рiвностi (42) випливає включення

{t1 ∈ [0, T ] : |∆(k)| < G−γ(k) exp(−(δ0 + an−1T )G(k))} ⊂

⊂ {t1 ∈ [0, T ] : |y(t1, k)| < G−γ(k) exp(−δ0G(k))}, k ∈ Zp.

Тому з нерiвностей (49) отримуємо, що ряд∑
|k|≥0

mes {t1 ∈ [0, T ] : |∆(k)| < G−γ(k) exp(−(δ0 + an−1T )G(k)) }

є збiжним, коли γ ≥ (λ + 1)(n − 1), δ0 ≥ (2n − 1)A1T + µ(n − 1). Iз леми Бореля–Кантеллi
дiстаємо твердження теореми.

7 Коректнiсть двоточкової задачi для майже всiх значень другого вузла
iнтерполяцiї

Зауваження 1. Для кожного k ∈ Zp визначник ∆(k) як функцiя змiнної t1 може мати на
[0, T ] не бiльш нiж скiнченну кiлькiсть нулiв. Тому множина∪

k∈Zp

{t1 ∈ [0, T ] : ∆(k) = 0}

має нульову мiру Лебега.

Iз теорем 2–5 i зауваження 1 випливають такi твердження про коректнiсть задачi (1), (2)
для майже всiх чисел t1 ∈ (0, T ].

Наслiдок 1. Нехай An−1(t,D) ∈ Sn−1(G), Aj(t,D) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, а для функцiї
G(k) виконується умова (33). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ γ + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + νr + (n− r + 2)AT, j = 1, . . . , r,

βj ≥ β + νr + (n− r + 1)AT, j = r + 1, . . . , n,

γ – довiльне дiйсне число, число νr – таке ж, як у теоремi 3.
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Наслiдок 2. Нехай Aj(t,Dx) ∈ S0(G), j = 0, 1, . . . , n − 1, а для функцiї G(k) виконується
умова (33). Якщо r = n − 1, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ]

задача (1), (2) є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ (λ+ 1)(n− 1) + 1, j = 1, . . . , n,

βj ≥ β + µ(n− 1) + (2n+ 2)AT, j = 1, . . . , n− 1,

βn ≥ β + µ(n− 1) + (2n+ 1)AT.

Наслiдок 3. Нехай An−1(t,Dx) ∈ Sn−1(G), Aj(t,Dx) ∈ Sn−2(G), j = 0, 1, . . . , n−2, i нехай для
функцiї G(k) виконується умова (33). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
t1 ∈ (0, T ] задача (1), (2) при r = 1 є (α, β, α⃗, β⃗)-коректною, де

αj ≥ α+ (λ+ 1)(n− 1) + 1, j = 1, . . . , n,

β1 ≥ β + µ(n− 1) + ((2n− 1)A1 + an−1 + 3nA)T,

βj ≥ β + µ(n− 1) + ((2n− 1)A1 + an−1 + (3n− 1)A)T, j = 2, . . . , n,

де сталi A1, an−1 – такi ж, як у теоремi 5.

8 Висновки

Ця стаття присвячена дослiдженню коректностi задач з локальними двоточковими умо-
вами за змiнною t для рiвнянь з псевдодиференцiальними за x операцiями, символи яких
залежать вiд t. Встановлено умови однозначної розв’язностi цих задач у функцiональних про-
сторах, вага яких залежить вiд функцiї, що описує можливий рiст амплiтуд псевдодиференцi-
альних операцiй–коефiцiєнтiв рiвняння. На основi тверджень про оцiнки мiр виняткових мно-
жин гладких функцiй уперше для рiвнянь загального вигляду зi змiнними за t коефiцiєнтами
доведено, що такi умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) значень другого
вузла iнтерполяцiї. Доцiльним завданням є перенесення отриманих результатiв на випадок
систем псевдодиференцiальних рiвнянь зi змiнними за t коефiцiєнтами.
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In this paper, we study the well-posedness of a problem with two multiple nodes with
respect to a distinguished variable t and periodicity conditions with respect to the remaining
coordinates x1, . . . , xp for linear pseudodifferential equations. Conditions for the existence and
uniqueness of a solution to the problem under consideration in spaces of exponential type on
the torus are established. By means of a metric approach, theorems providing lower bounds for
small denominators arising in the construction of the solution are proved.
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особистості, чий науковий, педагогічний і громадянський доробок справив відчутний вплив 
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25-27 вересня 2025 року на факультеті математики та інформатики 

Чернівецького національного університету імені Юрія Федьковича проходила 

міжнародна наукова конференція, 

присвячена 75-й річниці від дня 

народження видатного українського 

математика, професора Володимира 

Кириловича Маслюченка.  

Володимир Кирилович Маслюченко 

народився 26 вересня 1950 року в селі 

Клюсівка Новосанжарського району 

Полтавської області. У серпні 1967 року 

він вступив на відділення математики 

фізико-математичного факультету 

Чернівецького державного університету, з 

яким була пов’язана вся його подальша 

наукова й педагогічна діяльність. 

Після завершення навчання з лютого 

1973 року Володимир Кирилович розпочав 
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свою трудову діяльність на кафедрі математичного аналізу Чернівецького 

університету, де пропрацював до 25 вересня 2020 року. Протягом майже п’яти 

десятиліть він відіграв визначальну роль у становленні та розвитку потужної 

наукової школи з теорії функцій та функціонального аналізу. У 2000 році В. К. 

Маслюченко захистив докторську дисертацію, з 2001 року очолював кафедру 

математичного аналізу, а у 2002 році йому було присвоєно вчене звання професора 

кафедри математичного аналізу. 

Науково-педагогічна діяльність Володимира Кириловича тісно поєднувалася 

з активною роботою з підготовки наукових кадрів. Під його керівництвом було 

захищено 14 кандидатських дисертацій; четверо його учнів згодом стали докторами 

фізико-математичних наук, у підготовці яких він виступав науковим консультантом. 

Його науковий доробок налічує понад 350 публікацій, що здобули широке визнання 

у вітчизняній та міжнародній науковій спільноті. 

Поряд із науковою діяльністю Володимир Кирилович був надзвичайно 

різнобічною особистістю. Він поєднував глибоку математичну культуру з 

мистецьким талантом — писав поезію, створював музику, співав і грав на музичних 

інструментах. Його невичерпна енергія, працездатність і творча відданість справі 

були й залишаються прикладом для колег та учнів. 

Важливою складовою його життєвої позиції була чітка громадянська 

свідомість і глибокий патріотизм. Володимир Кирилович послідовно наголошував 

на визначальній ролі української мови як фундаменту державності, культури та 

національної гідності, вважаючи її невід’ємною складовою майбутнього України. 

Урочисте відкриття конференції відбулося 25 вересня у Шевченківській залі 

Чернівецького університету. Із вітальними словами до учасників та гостей 

звернулися деканка факультету математики та інформатики Ольга Мартинюк, яка 

наголосила на неоціненному внеску Володимира Кириловича у розвиток 

математичної науки та формування наукових шкіл, а також проректор з наукової 

роботи Юрій Халавка. У своєму виступі він підкреслив не лише вагомі наукові 

здобутки професора В. К. Маслюченка, але й його активну громадянську позицію, 

любов до української культури та мови, а також участь у творчій діяльності як 

соліста чоловічої капели «Дзвін». 
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Вітальні слова також прозвучали від представників Інституту математики 

НАН України – академіка НАН України Сергія Максименка, професора Анатолія 

Сердюка та вченого секретаря Ігоря Соколенка. Вони відзначили високий рівень 

наукових шкіл факультету математики та інформатики ЧНУ й побажали учасникам 

плідної роботи. У межах відкриття конференції було вручено пам’ятні відзнаки 

Руслану Білоскурському, Роману Петришину, Ользі Мартинюк, Михайлу Попову, 

Олені Карловій, Володимиру Михайлюку та Олександру Маслюченку (сину 

Володимира Кириловича). Особливою подією стало вручення професору 

Ростиславу Івановичу Григорчуку сертифіката про присвоєння звання «Почесний 

дослідник Інституту математики НАН України» та іменних подарунків. 

Ростислав Григорчук – науковець світового рівня, батько якого, Іван 

Григорчук, був першим науковим керівником Володимира Маслюченка, під 

керівництвом якого він виконував курсову роботу на другому курсі навчання. 

На відкритті конференції панувала особлива атмосфера наукової та людської 

єдності, адже захід зібрав численних го стей і науковців із провідних університетів 

України, а також представників зарубіжних наукових центрів, зокрема професора 

Тираспольського державного університету (м. Кишинів) Думітру Козьми. 

Першу пленарну доповідь виголосив учень і багаторічний товариш 

Володимира Маслюченка – доктор фізико-математичних наук, професор Михайло 

Попов. У своєму виступі він поєднав ґрунтовний науковий аналіз здобутків Учителя 

з особистими спогадами про пів століття дружби та співпраці. Наступним із 

доповіддю виступив професор Львівського національного університету імені Івана 

Франка Михайло Зарічний, який зворушливо згадав спільну творчу співпрацю та 

зазначив, що Володимир Маслюченко написав музику на його вірш «Ми ненадовго 

тут…», що увійшов до книжки «Просто сто сторінок». Завершив пленарне засідання 

академік НАН України Сергій Максименко, який, окрім наукових аспектів, 

поділився спогадами про професора Маслюченка та нагадав про конференцію, 

присвячену 145-й річниці від дня народження Ганса Гана, ініціатором проведення 

якої свого часу був саме Володимир Кирилович. 

Наступного дня було заслухано ще чотири пленарні доповіді, у яких органічно 

поєднувалися сучасні наукові результати та теплі спогади про Володимира  
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Кириловича. Доповідачами були Тарас Банах (Львівський національний 

університет імені Івана Франка), Ростислав Григорчук (Техаський університет), 

Петро Когут (Дніпровський національний університет імені Олеся Гончара) та 

Микола Працьовитий (Український державний університет імені Михайла 

Драгоманова). 

У ході роботи конференції учасники обговорювали актуальні проблеми 

сучасної математики та інформаційних технологій, мали змогу поспілкуватися з 

колегами з України, Європи та Америки. Тематика доповідей охоплювала теорію 

диференціальних і диференціально-функціональних рівнянь, теорію функцій і 

функціональний аналіз, алгебру, геометрію, топологію, математичне моделювання 

та застосування інформаційних технологій. 

Робота конференції здійснювалася за такими напрямами: теорія функцій, 

функціональний аналіз і топологія; диференціальні рівняння; алгебра та геометрія. 

Конференція проходила в очному форматі. Було заслухано близько 70 наукових 

доповідей, серед яких 7 пленарних: 

1) Михайло Попов «Про життя і творчість Володимира Маслюченка», 

2) Zarichnyi Mykhailo «On *-measures and *-converity», 

3) Lysynskyi Mykola, Maksymenko Sergiy «Classification of smooth structures on 

non-Hausdorff one-dimensional manifolds: from local to global», 

4) Banakh Taras «Linear Geometry and Algebra», 

5) Rostislav Grigorchuk «A Hunt for Spectral Gaps», 
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6) Kogut Peter «A novel statement of SAR image despeckling problem in weighted 

Sobolev spaces», 

7) Працьовитий Микола «Локально складні функції з фрактальними 

властивостями, означені у термінах двосимвольних зображень чисел». 

 До матеріалів конференції увійшло понад 100 тез, авторами яких стали більш 

ніж 170 науковців із 8 країн світу: України, США, Німеччини, Польщі, Молдови, 

Латвії, Люксембургу та Великої Британії. Україна була представлена науковцями з 

13 міст: Чернівців, Луцька, Львова, Києва, Одеси, Івано-Франківська, Житомира, 

Кропивницького, Харкова, Ужгорода, Берегового, Кривого Рогу та Слов’янська. 

Окрім наукової програми, учасники мали нагоду ознайомитися з 

архітектурною та культурною спадщиною Чернівців, відвідавши Резиденцію 

митрополитів Буковини і Далмації та історичний центр міста. Важливою частиною 

програми стало вшанування пам’яті Володимира Кириловича Маслюченка – 

учасники відвідали його могилу, а на факультеті математики та інформатики було 

урочисто відкрито пам’ятну дошку вченому. 

До ювілейних дат життя і наукової діяльності Володимира Кириловича 

Маслюченка його постать неодноразово ставала предметом ґрунтовного 

осмислення, зокрема у розлогій біографічній статті, присвяченій 60-річчю від дня 

народження вченого, опублікованій у Математичному віснику Наукового 

товариства ім. Шевченка (2010, т. 7, с. 455–483), де всебічно висвітлено його 

життєвий шлях, наукові здобутки та педагогічну спадщину. 

На сайті конференції опубліковано програму конференції та тези доповідей її 

учасників https://hahn.chnu.edu.ua/  

 

https://hahn.chnu.edu.ua/

	Постановка задачі. Існування розвязку крайової задачі
	Обчислювальна схема. Збіжність ітераційного процесу
	Числові експерименти
	Дослідження стаціонарних і періодичних розв'язків моделі (??)
	Комп'ютерний аналіз моделі
	 
	 
	Екологічний фактор
	Модель імунної відповіді
	Невід'ємність розв'язку моделі 
	Існування і єдиність розв'язку
	Стаціонарні розв’язки та їх стійкість
	Асимптотична стійкість стану здорового організму
	Числове моделювання
	The map G and G–invariant function I
	Invariant Curves Ic
	Dynamics of the map G on the level curves
	concluding remarks

