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МЕТОД ДВОБIЧНИХ НАБЛИЖЕНЬ НА ОСНОВI ВИКОРИСТАННЯ

ФУНКЦIЇ ГРIНА У АНАЛIЗI ДВО- ТА ТРИВИМIРНИХ СТАЦIОНАРНИХ

ТЕРМОХIМIЧНИХ ПРОЦЕСIВ

У роботi розглядається перша крайова задача (задача Дiрiхле) для напiвлiнiйного
елiптичного рiвняння, що є математичною моделлю термохiмiчного процесу з кiнетикою
Арренiуса. При цьому нелiнiйнiсть у рiвняннi є експоненцiальною з насиченням.
За допомогою функцiї Грiна розглядувана крайова задача замiнена еквiвалентним
iнтегральним рiвнянням Гаммерштейна. Це рiвняння покладено в основу означення
узагальненого розв’язку задачi та проаналiзовано методами теорiї нелiнiйних операторiв у
напiвупорядкованих банахових просторах, а саме iнтегральне рiвняння подане як рiвняння
з нелiнiйним оператором, що дiє у просторi неперервних функцiй, напiвупорядкованому
конусом невiд’ємних функцiй. Дослiджено властивостi нелiнiйного оператора такi,
як додатнiсть, монотоннiсть, лiпшiц-неперервнiсть, iснування iнварiантного конусного
вiдрiзка тощо. Для чисельного аналiзу iнтегрального рiвняння (а отже, i розглядуваної
крайової задачi) запропоновано iтерацiйну схему методу двобiчних наближень,
причому початковими наближеннями обираються кiнцi iнварiантного конусного вiдрiзка.
Отримано умови збiжностi iтерацiй i умови iснування додатного розв’язку крайової
задачi. Також для розв’язку виписано двосторонню апрiорну оцiнку. Обчислювальнi
експерименти були проведенi для рiзних значень параметрiв у одиничному крузi
та одиничнiй кулi, зроблено висновки про ефективнiсть запропонованого чисельного
методу та фiзичнi властивостi розв’язку задачi в залежностi вiд параметрiв. Перевагою
двостороннiх iтерацiй є наявнiсть гарантованої апостерiорної оцiнки точностi наближеного
розв’язку та зручний критерiй закiнчення процесу обчислень.

Ключовi слова i фрази: математичне моделювання, термохiмiчнi процеси, закон
Арренiуса, метод двобiчних наближень, функцiя Грiна, перша крайова задача,
напiвлiнiйне елiптичне рiвняння.
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Вступ

Термохiмiчнi процеси вiдiграють ключову роль у сучаснiй енергетицi, хiмiчнiй iнженерiї
та матерiалознавствi (горiння, газифiкацiя, термохiмiчне зберiгання енергiї тощо). Особливий
iнтерес до них зумовлений потребою ефективного зберiгання енергiї, розвитком екологiчно
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чистих технологiй та декарбонiзацiї, складною нелiнiйною природою процесiв. Крiм того,
бiльшiсть сучасних систем є мультифiзичними, де одночасно взаємодiють теплоперенос,
масоперенос, хiмiчна кiнетика та механiчнi ефекти. Саме тому необхiдним iнструментом
для прогнозування режимiв, аналiзу стiйкостi, оптимiзацiї технологiй стає математичне
моделювання.

Термохiмiчнi процеси зазвичай описуються системами рiвнянь типу «реакцiя-дифузiя»,
вiд яких у стацiонарному випадку за певних умов можна перейти до одного напiвлiнiйного
елiптичного рiвняння [9]. Якщо при цьому для опису кiнетики реакцiї використовується закон
Арренiуса, то матимемо задачу з експоненцiальною нелiнiйнiстю.

Через складнiсть математичних моделей термохiмiї їх аналiтичнi розв’язки вiдомi лише у
деяких поодиноких випадках, а тому на перший план тут виходить використання чисельних
методiв. До найбiльш розповсюджених методiв вiдносяться метод скiнченних рiзниць, метод
скiнченних елементiв, рiзнi гiбриднi методи, а також методи машинного навчання [4, 6, 7, 9,
10, 12, 13, 14, 15].

Проте часто при їх застосуваннi залишається невирiшеною проблема фактичного
оцiнювання похибки. Зручним у цьому планi є метод двобiчних наближень, який дозволяє
будувати двi послiдовностi функцiй, що знизу та зверху оцiнюють шуканий розв’язок, а
при обґрунтуваннi цього методу для конкретної задачi маємо також можливiсть дослiдити
питання iснування та єдиностi розв’язку. Для першої крайової задачi для напiвлiнiйного
елiптичного рiвняння метод двобiчних наближень на основi використання функцiї Грiна було
розроблено у [2, 3], використовуючи при цьому методи нелiнiйного функцiонального аналiзу
у напiвупорядкованих банахових просторах [5, 8, 1].

Отже, актуальною науковою задачею є розробка нових та вдосконалення iснуючих
методiв чисельного аналiзу крайових задач для напiвлiнiйних елiптичних рiвнянь, що є
математичними моделями термохiмiчних процесiв.

Метою роботи є подальший розвиток iтерацiйних методiв розв’язування дво- та
тривимiрних крайових задач для напiвлiнiйних елiптичних рiвнянь, що є математичними
моделями деяких термохiмiчних процесiв. Для досягнення поставленої мети необхiдно
виконати наступнi завдання:

• для задачi Дiрiхле вiдносно безрозмiрної температури побудувати iтерацiйний метод
двобiчних наближень на основi використання функцiї Грiна та теорiї нелiнiйних
операторiв у напiвупорядкованих просторах;

• провести обчислювальнi експерименти для тестових задач.

1 Постановка задачi

Нехай в областi Ω з кусково-гладкою межею ∂Ω вiдбувається екзотермiчна хiмiчна реакцiя.
Вiдповiдно до кiнетики Арренiуса, вважаючи, що межа ∂Ω є iзотермiчною i пiдтримується при
температурi навколишнього середовища T0, отримаємо таку крайову задачу:

−κ∆T = AQe−
E
RT , x ∈ Ω,

T |∂Ω = T0,

де T (x) — температура, К; x — вектор просторових змiнних, м; κ — коефiцiєнт
теплопровiдностi, Вт/(м·К); A — передекспоненцiальний множник закону Арренiуса (частота
ефективних зiткнень молекул), 1/с;Q— тепловий ефект хiмiчної реакцiї, вiднесений до одиницi
об’єму, Дж/м3; E — енергiя активацiї, Дж/моль; R — унiверсальна газова стала, Дж/(моль·К);
∆ — оператор Лапласа, м−2.
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Формулою u =
E

RT 2
0

(T − T0) введемо безрозмiрну надлишкову температуру u, що показує

вiдхилення вiд температури навколишнього середовища. Тодi T =
RT 2

0

E
u + T0. Нехай L —

характерний розмiр областi Ω. Зробивши замiну x = Lx′ для функцiї u = u(x′), отримаємо
задачу

−∆′u =
AEQL2

RT 2
0 κ

e
− E

RT0 e

u

1+
RT0
E

u , x′ ∈ Ω′,

u|∂Ω′ = 0,

де ∆′ — безрозмiрний оператор Лапласа, Ω′ — область в безрозмiрних просторових змiнних
x′, а ∂Ω′ — її межа.

Позначимо λ =
AEQL2

RT 2
0 κ

e
− E

RT0 , γ =
RT0
E

i повернемося до позначень без штрихiв. Тодi

матимемо наступну першу крайову задачу (задачу Дiрiхле) для напiвлiнiйного елiптичного
рiвняння:

−∆u = λe
u

1+γu , x ∈ Ω, (1)
u(x) > 0, x ∈ Ω, (2)

u|∂Ω = 0, (3)

де x = (x1, x2), якщо Ω ⊂ R2, i x = (x1, x2, x3), якщо Ω ⊂ R3.
Тут λ — безрозмiрний параметр Франк-Каменецького, що вимiрює вiдношення генерацiї

тепла до його вiдведення, а γ — безрозмiрний параметр температурної чутливостi Арренiуса,
що вимiрює вiдношення теплової енергiї молекул до енергiї активацiї реакцiї.

2 Метод чисельного аналiзу

Для дослiдження питання розв’язностi крайової задачi (1)–(3) та фактичного знаходження
її розв’язку застосуємо метод двобiчних наближень на основi використання функцiї Грiна [2, 3].

Нехай C(Ω̄) — банахiв простiр неперервних у Ω̄ функцiй. Норма у цьому просторi задається
рiвнiстю ∥u∥ = maxx∈Ω̄ |u(x)|. У просторi C(Ω̄) розглянемо конус K+ невiд’ємних функцiй:

K+ = {u ∈ C(Ω̄) : u(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄}.

Напiвупорядкуємо простiр C(Ω̄) конусом K+, тобто вважатимемо, що v ≤ w, якщо w− v ∈
K+. Введена у такий спосiб напiвупорядкованiсть означає, що

v(x) ≤ w(x) для всiх x ∈ Ω̄.

Нехай G(x, s) — функцiя Грiна першої крайової задачi для оператора Лапласа. Тодi
крайова задача (1)–(3) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню Гаммерштейна

u(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

u(s)
1+γu(s) ds. (4)

Вiдомо [8], що функцiя Грiна G(x, s) неперервна при x, s ∈ Ω̄, x ̸= s, i мають мiсце оцiнки

0 ≤ G(x, s) ≤ k0

∣∣∣∣ln 1

rxs

∣∣∣∣ у R2, (5)

0 ≤ G(x, s) ≤ k0
rxs

у R3, (6)
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де rxs = |x− s| — вiдстань мiж точками x i s.
Якщо iснує u∗ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), що є розв’язком крайової задачi (1)–(3), то ця функцiя

задовольнятиме також i рiвняння (4). У iншому випадку рiвняння (4) можна використати для
введення поняття узагальненого розв’язку розглядуваної крайової задачi.

Означення 1. Узагальненим розв’язком u∗ крайової задачi (1)–(3) назвемо розв’язок
рiвняння (4), що належить конусу K+.

У сенсi цього означення i розумiтимемо еквiвалентнiсть крайової задачi (1)–(3) та
iнтегрального рiвняння (4).

Введемо у розгляд нелiнiйний оператор T , що дiє у C(Ω̄) за правилом

T (u)(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

u(s)
1+γu(s) ds, (7)

i дослiдимо його властивостi.
Властивостi оператора (7) суттєво пов’язанi з поведiнкою функцiї f(u) = e

u
1+γu . Очевидно,

що функцiя f(u) неперервна та додатна при u ≥ 0. Оскiльки f ′(u) = e
u

1+γu
1

(1 + γu)2
> 0,

то функцiя f(u) монотонно зростає при u ≥ 0 вiд f(0) = limu→+0 f(u) = 1 до f(+∞) =

limu→+∞ f(u) = e
1
γ . Отже, 1 ≤ f(u) < e

1
γ для всiх u ∈ [0; +∞). Функцiя f(u) є також лiпшiц-

неперервною при u ∈ [0; +∞):
|f(v)− f(w)| ≤ L|v − w|, (8)

де L = supu∈[0;+∞) f
′(u). При цьому, оскiльки f ′′(u) = e

u
1+γu

1− 2γ − 2γ2u

(1 + γu)4
i f ′′(u) = 0 при

u =
1− 2γ

γ2
, маємо наступнi випадки:

L =


f ′
(
1− 2γ

γ2

)
= 4γ2e

1
γ
−2
, 0 < γ <

1

2
,

f ′(0) = 1, γ ≥ 1

2
.

Через невiд’ємнiсть функцiї Грiна G(x, s) та додатнiсть функцiї f(u) оператор T залишає
iнварiантним конус K+: з u ∈ K+ випливає, що T (u) ∈ K+. Отже, T — додатний оператор.

Позначимо u0(x) =
∫
ΩG(x, s) ds. Зрозумiло, що u0(x) ̸≡ 0. Тодi оператор T є u0-додатним

оператором, тобто для будь-якого ненульового u ∈ K+ знайдуться такi α = α(u) > 0 i
β = β(u) > 0, що αu0 ≤ T (u) ≤ βu0. Дiйсно, для всiх x ∈ Ω̄

T (u)(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

u(s)
1+γu(s) ds < λe

1
γ

∫
Ω
G(x, s) ds = λe

1
γ u0(x).

З iншого боку, вiдомо [8], що якщо Ω0 — деяка пiдобласть областi Ω, причому µ(Ω0) > 0,
то знайдеться таке δ = δ(Ω0) > 0, що матиме мiсце нерiвнiсть

δ

∫
Ω
G(x, s) ds ≤

∫
Ω0

G(x, s) ds.

Тодi для всiх x ∈ Ω̄

T (u)(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

u(s)
1+γu(s) ds ≥ λ

∫
Ω0

G(x, s) e
u(s)

1+γu(s) ds

≥ λ

∫
Ω0

G(x, s) ds ≥ δλ

∫
Ω
G(x, s) ds = δλ u0(x),
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i αu0 ≤ T (u) ≤ βu0, де α = δλ > 0, β = λe
1
γ > 0.

Отже, оператор T переводить ненульовi елементи конуса K+ в елементи зK(u0), деK(u0) —
множина елементiв u ∈ K+, для яких можна вказати такi α = α(u) > 0, β = β(u) > 0, що
αu0 ≤ u ≤ βu0.

Неперервнiсть та повна неперервнiсть оператора T безпосередньо випливають з оцiнок (5)
i (6), властивостей функцiї f(u) та неперервностi функцiї u.

Оскiльки функцiя Грiна G(x, s) є невiд’ємною, а функцiя f(u) є монотонно зростаючою, то
оператор T є iзотонним оператором, тобто з нерiвностi v ≤ w випливає нерiвнiсть T (v) ≤ T (w).

Конусним вiдрiзком ⟨v0, w0⟩ у банаховому просторi C(Ω̄) назвемо множину ⟨v0, w0⟩ = {u ∈
C(Ω̄) : v0 ≤ u ≤ w0}. Цей вiдрiзок буде iнварiантним для iзотонного оператора T , якщо
T (v0) ≥ v0 i T (w0) ≤ w0, тобто T (⟨v0, w0⟩) ⊂ ⟨v0, w0⟩.

Для оператора T , що дiє за правилом (7), iнварiантний конусний вiдрiзок шукатимемо у
виглядi ⟨v0, w0⟩ = ⟨0, β⟩, де β > 0. Тодi умови, що визначають iнварiантний конусний вiдрiзок,
набудуть вигляду: для всiх x ∈ Ω̄

λ

∫
Ω
G(x, s) ds ≥ 0, λe

β
1+γβ

∫
Ω
G(x, s) ds ≤ β,

або
λu0(x) ≥ 0, λe

β
1+γβ u0(x) ≤ β.

Перша з цих нерiвностей виконуватиметься при λ > 0, а другу нерiвнiсть можна записати
у виглядi

λM ≤ βe
− β

1+γβ , (9)

де M = maxx∈Ω̄ u0(x), M > 0.

При β > 0 для функцiї g(β) = βe
− β

1+γβ маємо, що infβ>0 g(β) = 0, supβ>0 g(β) = +∞, а
отже, нерiвнiсть (9) завжди матиме розв’язок.

Таким чином, iзотонний оператор T , що дiє за правилом (7), для будь-яких λ > 0 i γ > 0
має iнварiантний конусний вiдрiзок ⟨0, β⟩, де β — розв’язок нерiвностi (9).

Нехай v, w ∈ K+ i розглянемо ∥T (v)− T (w)∥. З огляду на оцiнку (8) матимемо

∥T (v)− T (w)∥ = max
x∈Ω̄

|T (v)(x)− T (w)(x)| ≤

≤ λmax
x∈Ω̄

∫
Ω
G(x, s)

∣∣∣∣e v(s)
1+γv(s) − e

w(s)
1+γw(s)

∣∣∣∣ ds ≤ λLmax
x∈Ω̄

∫
Ω
G(x, s)|v(s)− w(s)| ds ≤

≤ λLM∥v − w∥, (10)

тобто оператор T є лiпшiц-неперервним.
Отже, має мiсце наступне твердження.

Лема 1. Оператор T , що дiє у C(Ω̄) за правилом (7):

а) є додатним i u0-додатним оператором;

б) є неперервним i цiлком неперервним оператором;

в) є iзотонним оператором;

г) має iнварiантний конусний вiдрiзок ⟨0, β⟩, де β > 0 — розв’язок нерiвностi (9);

д) є лiпшiц-неперервним оператором.



180 Сидоров М.В., Янбеков Р.Я.

Для iзотонного оператора T сформуємо двi незалежнi iтерацiйнi послiдовностi {v(k)} i
{w(k)} за правилами v(k+1) = T (v(k)), w(k+1) = T (w(k)), k = 0, 1, 2, . . ., починаючи з кiнцiв
iнварiантного конусного вiдрiзка: v(0) = v0, w(0) = w0. Отже, задамо наступний iтерацiйний
процес:

v(k+1)(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

v(k)(s)

1+γv(k)(s) ds, k = 0, 1, 2, . . . , (11)

w(k+1)(x) = λ

∫
Ω
G(x, s) e

w(k)(s)

1+γw(k)(s) ds, k = 0, 1, 2, . . . , (12)

v(0)(x) = 0, w(0)(x) = β. (13)

Через iзотоннiсть оператора T отримаємо, що для всiх x ∈ Ω̄

0 = v(0)(x) ≤ v(1)(x) ≤ . . . ≤ v(k)(x) ≤ . . . ≤ w(k)(x) ≤ . . . ≤ w(1)(x) ≤ w(0)(x) = β.

Оскiльки конус K+ у C(Ω̄) є нормальним, а оператор T є цiлком неперервним, то у C(Ω̄)
iснують границi v∗ = limk→∞ v(k), w∗ = limk→∞w(k).

З огляду на оцiнку (10) маємо наступний ланцюг нерiвностей:∥∥∥w(k) − v(k)
∥∥∥ =

∥∥∥T(w(k−1)
)
− T

(
v(k−1)

)∥∥∥ ≤ λLM
∥∥∥v(k−1) − w(k−1)

∥∥∥
≤ (λLM)2

∥∥∥v(k−2) − w(k−2)
∥∥∥ ≤ . . . ≤ (λLM)k

∥∥∥v(0) − w(0)
∥∥∥ = (λLM)kβ.

Тодi, якщо λLM < 1, то v∗ = w∗ = u∗, де u∗ — узагальнений розв’язок крайової задачi (1)–
(3).

Для найшвидшої збiжностi iтерацiйного процесу (11)–(13) слiд взяти найменше можливе
значення β, що отримується при побудовi iнварiантного вiдрiзка ⟨0, β⟩.

Отже, нехай β∗ — найменший корiнь рiвняння βe
− β

1+γβ = λM . Уточнимо значення сталої
L з урахуванням того, що 0 ≤ v(k), w(k) ≤ β для всiх k = 0, 1, 2, . . ., а тому в умовi λLM < 1
слiд брати L = maxu∈[0;β∗] f

′(u).

Якщо γ ≥ 1

2
, то, як i ранiше, L = 1. Якщо ж γ <

1

2
, то значення L оцiнюватиметься по

рiзному в залежностi вiд того, бiльше чи менше за β∗ значення
1− 2γ

γ2
. Якщо 0 <

1− 2γ

γ2
< β∗,

то L = 4γ2e
1
γ
−2, а якщо

1− 2γ

γ2
≥ β∗, то L = f ′(β∗) =

e
β∗

1+γβ∗

(1 + γβ∗)2
=

β∗
λM(1 + γβ∗)2

.

Пiдсумовуючи викладене, сформулюємо достатнi умови збiжностi iтерацiйного процесу
(11)–(13) та умови iснування узагальненого розв’язку крайової задачi (1)–(3).

Теорема 1. Якщо λLM < 1, то крайова задача (1)–(3) має на ⟨0, β⟩, де β — найменший корiнь
рiвняння βe

− β
1+γβ = λM , єдиний узагальнений розв’язок u∗, до якого двобiчно збiгається

iтерацiйний процес (11)–(13).

Двобiчна збiжнiсть iтерацiйного процесу (11)–(13) дає наступнi оцiнки для точного
розв’язку u∗ крайової задачi (1)–(3):

0 = v(0) ≤ v(1) ≤ . . . ≤ v(k) ≤ . . . ≤ u∗ ≤ . . . ≤ w(k) ≤ . . . ≤ w(1) ≤ w(0) = β.

Тодi на кожному кроцi iтерацiйного процесу ми маємо гарантовану оцiнку v(k) ≤ u∗ ≤ w(k), а

якщо за наближений розв’язок на k-й iтерацiї обрати u(k)(x) =
v(k)(x) + w(k)(x)

2
, то похибка

цього наближення оцiнюватиметься нерiвнiстю∥∥∥u(k) − u∗
∥∥∥ ≤ 1

2
max
x∈Ω̄

[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
.
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З останньої оцiнки маємо зручний критерiй закiнчення iтерацiй, а саме: можна вважати,
що u∗(x) ≈ u(k)(x) з точнiстю ε, якщо

max
x∈Ω̄

[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
≤ 2ε. (14)

Iнварiантний конусний вiдрiзок ⟨0, β⟩ можна також розглядати як апрiорну оцiнку
розв’язку крайової задачi (1)–(3), але через сталiсть його кiнцiв ця оцiнка є певною мiрою
тривiальною. За апрiорну оцiнку розв’язку також можна взяти будь-який з конусних вiдрiзкiв
⟨v(k), w(k)⟩, наприклад, при k = 1. Тодi для всiх x ∈ Ω̄

λu0(x) ≤ u∗(x) ≤ λe
β

1+γβ u0(x).

3 Результати обчислювального експерименту

Обчислювальний експеримент у задачi (1)–(3) було проведено в одиничному крузi Ω = {x =
(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 < 1} та в одиничнiй кулi Ω = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x21 + x22 + x23 < 1}
для рiзних значень параметрiв γ i λ.

Функцiя Грiна першої крайової задачi для оператора Лапласа в одиничному крузi має
вигляд

G(r, φ, ρ, ψ) =
1

4π
ln
r2ρ2 − 2rρ cos(φ− ψ) + 1

r2 − 2rρ cos(φ− ψ) + ρ2
,

де полярнi координати (r, φ), (ρ, ψ) та декартовi x = (x1, x2), s = (s1, s2) пов’язанi
спiввiдношеннями x1 = r cosφ, x2 = r sinφ, s1 = ρ cosψ, s2 = ρ sinψ. При цьому M = 1

4 .
Iтерацiйний процес (11)–(13) проводився до виконання нерiвностi (14) при ε = 10−4.

В табл. 1 наведено значення параметрiв γ i λ, значення β∗, значення λLM , кiлькiсть
зроблених iтерацiй k, норму наближеного розв’язку ∥u(k)∥ = u(k)(0, 0) та оцiнку точностi
εоц. =

1
2 maxx∈Ω̄

[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
.

Для γ = 0,25 i λ = 1,5 iтерацiйний процес з точнiстю ε = 10−4 зiйшовся за вiсiм iтерацiй.
На рис. 1 наведено графiки верхнiх w(k)(x) та нижнiх v(k)(x) наближень до u∗(x) у перерiзi
x2 = 0, на рис. 2 — поверхню наближеного розв’язку u(8)(x), а на рис. 3 — її лiнiї рiвня.

В табл. 2 наведено iнформацiю про те, як залежно вiд номера iтерацiї k змiнювалася оцiнка
похибки

ε(k) =
1

2
max
x∈Ω̄

[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
.

Як бачимо, один знак пiсля коми у наближеному розв’язку встановлюється приблизно за
двi iтерацiї i швидкiсть збiжностi є геометричною з показником ≈ 0,310.

В табл. 3 наведено значення наближеного розв’язку u(8)(x) в точках xi = (0,1i; 0),
i = 0, 1, 2, . . . , 10, тобто вздовж радiуса круга при φ = 0 (зауважимо, що розв’язок є
вiсесиметричним).

Функцiя Грiна першої крайової задачi для оператора Лапласа в одиничнiй кулi має вигляд

G(r, θ, φ, ρ, ϑ, ψ) =
1

4π

(
1√

r2 − 2rρ cosµ+ ρ2
− 1√

r2ρ2 − 2rρ cosµ+ 1

)
,

де cosµ = cos θ cosϑ+sin θ sinϑ cos(φ−ψ), а сферичнi координати (r, θ, φ), (ρ, ϑ, ψ) та декартовi
x = (x1, x2, x3), s = (s1, s2, s3) пов’язанi спiввiдношеннями x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ,
x3 = r cos θ, s1 = ρ sinϑ cosψ, s2 = ρ sinϑ sinψ, s3 = ρ cosϑ. При цьому M = 1

6 .
Iтерацiйний процес (11)–(13) проводився до виконання нерiвностi (14) при ε = 10−4. В

табл. 4 наведено значення параметрiв γ i λ, значення β∗, значення λLM , кiлькiсть зроблених
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Таблиця 1. Результати обчислювального експерименту для задачi (1)–(3) в одиничному
крузi

γ = 0,25

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,143584 0,342826 0,661557 1,446761 14,092921 22,270814

λLM 0,134 0,291 0,487 0,780 1,155 1,385

k 3 5 8 12 28 106

∥u(k)∥ 0,138211 0,311086 0,538663 0,864671 1,417506 3,149442

εоц. 0,85·10−4 0,71·10−4 0,44·10−4 0,82·10−4 0,83·10−4 0,91·10−4

γ = 0,5

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,142825 0,332466 0,592192 0,953743 1,447210 2,078162

λLM 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750

k 3 5 7 8 10 12

∥u(k)∥ 0,137809 0,306522 0,515780 0,777932 1,107300 1,517513

εоц. 0,73·10−4 0,39·10−4 0,30·10−4 0,95·10−4 0,88·10−4 0,76·10−4

γ = 0,75

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,142132 0,324565 0,554876 0,835766 1,163298 1,528871

λLM 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750

k 3 5 6 7 8 9

∥u(k)∥ 0,137433 0,302700 0,499578 0,730570 0,996116 1,294467

εоц. 0,63·10−4 0,22·10−4 0,42·10−4 0,52·10−4 0,49·10−4 0,35·10−4

γ = 1

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,141496 0,318266 0,530311 0,773321 1,040804 1,326401

λLM 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750

k 3 4 5 6 7 7

∥u(k)∥ 0,137081 0,299406 0,487265 0,699248 0,932696 1,184350

εоц. 0,55·10−4 0,99·10−4 0,93·10−4 0,63·10−4 0,33·10−4 0,58·10−4

Таблиця 2. Значення оцiнки похибки ε(k) залежно вiд номера iтерацiї k для iтерацiйної
схеми (11)–(13) в одиничному крузi при γ = 0,25, λ = 1,5

k 0 1 2 3 4

ε(k) 0,33·100 0,14·100 0,48·10−1 0,15·10−1 0,47·10−2

k 5 6 7 8

ε(k) 0,15·10−2 0,45·10−3 0,14·10−3 0,44·10−4
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Рис. 1. Графiки верхнiх w(k)(x) (точкова лiнiя) та нижнiх v(k)(x) (штрихова лiнiя)
наближень у перерiзi x2 = 0 для k = 0, 1, 2, . . . , 8

Рис. 2. Поверхня наближеного розв’язку u(8)(x)
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Рис. 3. Лiнiї рiвня наближеного розв’язку u(8)(x)

Таблиця 3. Значення наближеного розв’язку u(8)(x) в точках xi = (0,1i; 0), i =
0, 1, . . . , 10

xi (0; 0) (0,1; 0) (0,2; 0) (0,3; 0) (0,4; 0) (0,5; 0)

u(8)(xi) 0,538663 0,532641 0,514662 0,484974 0,443987 0,392257

xi (0,6; 0) (0,7; 0) (0,8; 0) (0,9; 0) (1; 0)

u(8)(xi) 0,330473 0,259434 0,180031 0,093220 0
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Таблиця 4. Результати обчислювального експерименту для задачi (1)–(3) в одиничнiй
кулi

γ = 0,25

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,091096 0,202004 0,342826 0,533867 0,826605 1,446761

λLM 0,087 0,183 0,291 0,416 0,568 0,780

k 3 4 5 6 8 11

∥u(k)∥ 0,088554 0,189261 0,305436 0,441895 0,605959 0,809564

εоц. 0,13·10−4 0,27·10−4 0,45·10−4 0,84·10−4 0,61·10−4 0,41·10−4

γ = 0,5

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,090904 0,199879 0,332466 0,496002 0,699687 0,953743

λLM 0,083 0,167 0,250 0,333 0,417 0,500

k 3 4 5 6 7 8

∥u(k)∥ 0,088460 0,188351 0,301670 0,430759 0,578322 0,747391

εоц. 0,12·10−4 0,21·10−4 0,26·10−4 0,30·10−4 0,37·10−4 0,46·10−4

γ = 0,75

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,090721 0,198030 0,324565 0,472484 0,642947 0,835766

λLM 0,083 0,167 0,250 0,333 0,417 0,500

k 3 4 5 5 6 7

∥u(k)∥ 0,088370 0,187522 0,298461 0,422064 0,559034 0,709784

εоц. 0,11·10−4 0,16·10−4 0,15·10−4 0,75·10−4 0,49·10−4 0,32·10−4

γ = 1

λ 0,5 1 1,5 2 2,5 3

β∗ 0,090548 0,196400 0,318266 0,455905 0,608176 0,773321

λLM 0,083 0,167 0,250 0,333 0,417 0,500

k 3 4 4 5 6 6

∥u(k)∥ 0,088283 0,186762 0,295672 0,415029 0,544541 0,683707

εоц. 0,97·10−5 0,12·10−4 0,77·10−4 0,40·10−4 0,19·10−4 0,45·10−4
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iтерацiй k, норму наближеного розв’язку ∥u(k)∥ = u(k)(0, 0, 0) та оцiнку точностi εоц. =
1
2 maxx∈Ω̄

[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
.

Для γ = 0,25 i λ = 1,5 iтерацiйний процес з точнiстю ε = 10−4 зiйшовся за п’ять iтерацiй.
На рис. 4 наведено графiки верхнiх w(k)(x) та нижнiх v(k)(x) наближень до u∗(x) у перерiзi
x2 = 0, x3 = 0 (x1 ≥ 0), а на рис. 5 — поверхнi рiвня наближеного розв’язку u(5)(x) (з кроком
0,1 вiд 0 до 0,3).

Рис. 4. Графiки верхнiх w(k)(x) (точкова лiнiя) та нижнiх v(k)(x) (штрихова лiнiя)
наближень у перерiзi x2 = 0, x3 = 0 (x1 ≥ 0) для k = 0, 1, 2, . . . , 5

В табл. 5 наведено iнформацiю про те, як залежно вiд номера iтерацiї k змiнювалася оцiнка
похибки ε(k) = 1

2 maxx∈Ω̄
[
w(k)(x)− v(k)(x)

]
.

Таблиця 5. Значення оцiнки похибки ε(k) залежно вiд номера iтерацiї k для iтерацiйної
схеми (11)–(13) в одиничнiй кулi при γ = 0,25, λ = 1,5

k 0 1 2 3 4 5

ε(k) 0,17·100 0,46·10−1 0,90·10−2 0,16·10−2 0,27·10−3 0,45·10−4

Як бачимо, один знак пiсля коми у наближеному розв’язку встановлюється приблизно за
одну iтерацiю i швидкiсть збiжностi є геометричною з показником ≈ 0,175.

В табл. 6 наведено значення наближеного розв’язку u(5)(x) в точках xi = (0,1i; 0; 0),
i = 0, 1, 2, . . . , 10, тобто вздовж радiуса кулi при φ = 0, θ = π

2 (зауважимо, що розв’язок є
радiально симетричним).

Аналiз результатiв, наведених у табл. 1 i 4, показує, що як у дво-, так i у тривимiрному
випадку норма розв’язку задачi (1)–(3) при фiксованому γ збiльшується зi зростанням λ i,
навпаки, зменшується зi зростанням γ при фiксованому λ.

Це повнiстю узгоджується з термохiмiчною природою модельованого задачею (1)–
(3) процесу: параметр λ вiдповiдає iнтенсивностi тепловидiлення реакцiї, а тому його
зростання призводить до пiдвищення температури (норми розв’язку), тодi як γ описує ефект
насичення або гальмування реакцiї, отже, його збiльшення обмежує тепловидiлення та знижує
температуру в системi.
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Рис. 5. Поверхнi рiвня наближеного розв’язку u(5)(x)

Таблиця 6. Значення наближеного розв’язку u(5)(x) в точках xi = (0,1i; 0; 0), i =
0, 1, . . . , 10

xi (0; 0; 0) (0,1; 0; 0) (0,2; 0; 0) (0,3; 0; 0) (0,4; 0; 0) (0,5; 0; 0)

u(5)(xi) 0,305436 0,302119 0,292201 0,275783 0,253034 0,224181

xi (0,6; 0; 0) (0,7; 0; 0) (0,8; 0; 0) (0,9; 0; 0) (1; 0; 0)

u(5)(xi) 0,189511 0,149359 0,104107 0,054172 0
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При γ = 0 задача (1)–(3) перетворюється на класичну задачу Брату, що вiдповiдає
експоненцiальному наближенню закону Арренiуса за Франк-Каменецьким [6, 12, 13, 14, 15].
Ця задача дослiджується в теорiї горiння та теплового вибуху i залежно вiд λ вона має два
розв’язки, один розв’язок чи взагалi не є розв’язною.

При малих γ маємо, що f(u) ≈ eu i, як бачимо з результатiв обчислювальних експериментiв,
вiдбувається сильнiше зростання норми розв’язку, нiж для бiльших значень γ. При цьому
було помiчено, що невиконання умови λLM < 1 з теореми 1 не призводило до розбiжностi
iтерацiйного процесу (11)–(13), хоча i сильно уповiльнювало його збiжнiсть. Це може бути
пояснено достатнiстю умови λLM < 1 i тим, що розв’язок задачi (1)–(3) все ж iснує, а сама
ця умова виконується, починаючи з якогось з конусних вiдрiзкiв ⟨v(k), w(k)⟩.

Висновки

У данiй роботi отримали подальший розвиток методи двобiчних наближень на основi
використання функцiї Грiна в частинi їх застосування до чисельного аналiзу дво- та
тривимiрних крайових задач, що є математичними моделями термохiмiчних процесiв:
отримано умови розв’язностi вiдповiдної крайової задачi з експоненцiальною нелiнiйнiстю
з насиченням та умови отримання її розв’язку з двобiчною оцiнкою точностi. Перевагою
запропонованої обчислювальної схеми є наявнiсть гарантованої оцiнки похибки на кожному
кроцi iтерацiйного процесу. Результати роботи можуть бути використанi як у математичному
моделюваннi конкретних прикладних задач термохiмiї, так i для оцiнювання точностi iнших
наближених методiв розв’язання крайових задач для напiвлiнiйних елiптичних рiвнянь. Цим
визначається наукова новизна та практична значущiсть отриманих у роботi результатiв.

Наступнi дослiдження в цьому напрямку доцiльно зосередити на формуваннi та
обґрунтуваннi обчислювальних схем методу двобiчних наближень стосовно багатовимiрних
задач моделювання термохiмiчних процесiв, використовуючи метод квазiфункцiй Грiна-
Рвачова [11].
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This paper considers the first boundary value problem (Dirichlet problem) for a semilinear
elliptic equation that serves as a mathematical model of a thermochemical process with
Arrhenius kinetics. The nonlinearity in the equation is exponential with saturation. By means
of Green’s function, the considered boundary value problem is reduced to an equivalent
Hammerstein integral equation. This equation is used to define a generalized solution and
is analyzed using methods of nonlinear operator theory in semiordered Banach spaces. In
particular, the integral equation is represented as an equation with a nonlinear operator acting
in the space of continuous functions partially ordered by the cone of nonnegative functions. The
properties of the nonlinear operator are studied, including positivity, monotonicity, Lipschitz
continuity, and the existence of an invariant cone segment. For the numerical analysis of
the integral equation (and hence the original boundary value problem), an iterative scheme
based on the method of two-sided approximations is proposed, where the endpoints of the
invariant conical segment are chosen as initial approximations. Conditions for the convergence
of the iterations and for the existence of a positive solution to the boundary value problem
are established. In addition, a two-sided a priori estimate for the solution is obtained.
Computational experiments are carried out for various parameter values in the unit disk and
the unit ball. Conclusions are drawn regarding the efficiency of the proposed numerical method
and the physical properties of the solution depending on the parameters. An advantage of the
two-sided iteration method is the availability of a guaranteed a posteriori error estimate for the
approximate solution, as well as a convenient stopping criterion for the computational process.
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