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ПОХIДНА ЛI ОБ’ЄМНОГО ПОТЕНЦIАЛУ, ПОРОДЖЕНОГО

ФУНДАМЕНТАЛЬНИМ РОЗВ’ЯЗКОМ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

ВИРОДЖЕНОГО УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

Для ультрапараболiчного рiвняння другого порядку з двома групами змiнних виро-
дження i зростаючими коефiцiєнтами, якi залежать вiд часової змiнної та параметричної
змiнної основної групи просторових змiнних, знайдено оцiнки фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi. Установлено формули для похiдної Лi об’ємного потенцiалу, породженого
цим фундаментальним розв’язком задачi Кошi. Отриманi вирази можуть бути використа-
нi при побудовi фундаментального розв’язку задачi Кошi для ультрапараболiчного рiв-
няння другого порядку з двома групами змiнних виродження рiвняння та зростаючими
коефiцiєнтами.
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дачi Кошi, зростаючi коефiцiєнти, об’ємнний потенцiал.
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Вступ

Для виродженого диференцiального рiвняння типу Колмогорова поряд з класичним фун-
даментальним розв’язком задачi Кошi (ФРЗК) використовується Лi-ФРЗК. Лi-ФРЗК для рi-
зних вироджених рiвнянь будувались у рядi праць iталiйських математикiв [1], монографiї
[2] для рiвнянь типу Колмогорова з залежними лише вiд часової змiнної та з обмеженими
гельдеровими коефiцiєнтами, в [3] для вироджених рiвнянь блочної структури з з обмежени-
ми гельдеровими коефiцiєнтами. У працях С.Д. Iвасишена та I.П. Мединського [4], [5] для
рiвнянь типу Колмогорова з обмеженими коефiцiєнтами дослiджуються i сильнiшi – класичнi
ФРЗК. У роботах [6] та [7] будується Лi-ФРЗК для рiвняння типу Колмогорова зi зростаючими
i незалежними вiд змiнної виродження рiвняння коефiцiєнтами. При цьому просторова змiнна
складається з двох груп змiнних, а коефiцiєнти рiвняння задовольняють двi серiї умов.
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У цiй статтi розглядається ультрапараболiчне рiвнянн другого порядку з трьома групами
просторових змiнних i коефiцiєнтами, залежними вiд часової та параметричної змiнних основ-
ної групи. Коефiцiєнти при цьо цьому можуть зростати. Для такого рiвняння будується ФРЗК
i знайдено вирази для похiдної Лi об’ємного потенцiалу, породженого цим ФРЗК.

1 Постановка задачi

Нехай n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1 +n2 +n3; змiнна
x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}, так що x :=

(x1, x2, x3). Для кожної фiксованої точки y1 ∈ Rn1 в шарi Π(0,T ] := {(t, x)|t ∈ (0, T ], x ∈ Rn}
скiнченної товщини T > 0 розглядається рiвняння

(
S −

n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)∂x1j∂x1s −
n1∑
j=1

aj(t, y1)∂x1j − a0(t, x1)

)
u(t, x) = 0, (1)

де

S := ∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j . (2)

Припускається, що виконуються наступнi умови на коефiцiєнти рiвняння (1).
1. Iснує неперервна функцiя D : Rn1 → [1,∞), яка задовольняє такi умови:
1) D(x1) → ∞ при |x1| → ∞;
2) функцïı ajs(t, x1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, aj(t, x1)D(x1)

−1, j ∈ {1, ..., n1}, a0(t, x1)D(x1)
−2,

x1 ∈ Rn1 , 0 ≤ t ≤ T , обмеженi;
3) для рiвняння

(
∂t −

n1∑
j,s=1

ajs(t, x1)∂x1j∂x1s −
n1∑
j=1

aj(t, x1)D(x1)
−1∂x1j

(
−i∂xn+1

)
−

−a0(t, x1)D(x1)
−2
(
−i∂xn+1

)2)
v(t, x) = 0,

з обмеженими коефiцiєнтами i додатковою просторовою змiнною xn+1 виконується умова па-
раболiчностi.

2. Iснують неперервнi похiднi ∂k1
x1
ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, ∂k1

x1
aj , j ∈ {1, ..., n1}, ∂k1

x a0, |k1| ≤ 2,
для яких справджуються оцiнки

|∂k1
x1
ajs(t, x1)| ≤ C(D(x1))

|k1|(1−ε),

|∂k1
x1
aj(t, x1)| ≤ C(D(x1))

1+|k1|(1−ε),

|∂k1
x1
a0(t, x1)| ≤ C(D(x1))

2+|k1|(1−ε), t ∈ [0, T ], x1 ∈ Rn1 ,

де C > 0, ε ∈ (0, 1); функцiї bjs(t, x1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, x1), j ∈ {1, ..., n1}, b0(t, x1) як
функцiї t є неперервними рiвномiрно щодо x1 ∈ Rn1 .

Використовуватимемо ще позначення: X(t) := (X1(t), X2(t), X3(t)), де X1(t) := x1 X2(t) :=

x2 + tx̂1, X3(t) := x3 + tx′2 + 2−1t2x′1, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, a x1 := (x′1, x
′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′1, x

′′
1),

де x′1 := (x11, . . . , x1n3), x′′1 := (x1(n3+1), . . . , x1n2), x′′′1 := (x1(n2+1), . . . , x1n1); x2 := (x′2, x
′′
2), де

x′2 := (x21, . . . , x2n3), x′′2 := (x2(n3+1), . . . , x2n2).
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2 ФРЗК рiвняння (1)

Проводячи мiркування, як в [6] для випадку однiєї групи змiнних виродження рiвняння,
за умови 1 для ФРЗК Ĝ рiвняння (1) отримуємо

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = F−1
σ→X(t−τ)−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 ,

де V0(t, τ, σ, y1) = V (t, τ, σ,D(y1), y1) є розв’язком рiвняння[
∂t −

(
−

n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)
(
[σ1j + (t− τ)σ2j + 2−1(t− τ)2σ3j ]ς

′
j + [σ1j + (t− τ)σ2j ]ς

′′
j +

+σ1jς
′′′
j

)(
[σ1s + (t− τ)σ2s + 2−1(t− τ)2σ3s]ς

′
s + [σ1s + (t− τ)σ2s]ς

′′
s + σ1sς

′′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

aj(t, y1)
(
[σ1j + (t− τ)σ2j + 2−1(t− τ)2σ3j ]ς

′
j + [σ1j + (t− τ)σ2j ]ς

′′
j + σ1jς

′′′
j

)
−

−a0(t, y1)
)]

V0(t, τ, σ, y1) = 0, 0 ≤ τ < t ≤ T, σ ∈ Rn, y1 ∈ Rn1 , (3)

де

ζ ′j :=

{
1, j ∈ {1, ..., n3},
0, j ∈ {n3 + 1, ..., n1};

ζ ′′j :=

{
1, j ∈ {n3 + 1, ..., n2},
0, j ∈ {1, ..., n3, n2 + 1, ..., n1};

ζ ′′′j :=

{
1, j ∈ {n2 + 1, ..., n1},
0, j ∈ {1, ..., n2};

Для функцiї V отримуємо оцiнку

|V (t, τ, σ + iγ, η, y1)| ≤ C exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)(t− τ)+

+(−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(t− τ)3 + (−δ1|σ3|2 + c1|γ3|2)(t− τ)5 − δ|η|2(t− τ)},
0 ≤ τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, η ∈ R, y1 ∈ Rn1 , (4)

в якiй C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0.
Доведення оцiнок (4) здiйснюється за методикою з [2, 6] з використанням (3).
За умов 1 на коефiцiєнти рiвняння (1) для ФРЗК Ĝ справджуються оцiнки∣∣∣∂k

xĜ(t, x; τ, ξ; y1)
∣∣∣≤ Ck(t− τ)−M−MkEc(t− τ, x, ξ) exp{−c(t− τ)(D(y1))

2},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , (5)

де k ∈ Zn
+, Ck > 0, c > 0. де Ck i c > 0 – деякi сталi, Mk :=

3∑
l=1

|kl|ml, m1 = 1/2, m2 = 3/2,

m3 = 5/2, a

Ec(t, x, ξ) :=

3∏
l=1

El
c(t,Xl(t)− ξl), El

c(t, xl) := exp
{
−ct1−2l|xl|2

}
,

Зазначимо, для довiльних k ∈ Zn
+ \ {0}, 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1

∂k
x

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 0. (6)
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3 Похiдна Лi об’много потенцiалу, породженого ФРЗК рiвняння (1)

Наведемо означення, аналогiчне наведеному в працi [1] i яке використавувалось у працях
С.Д. Iвасишена, В.В. Лаюка, I.П. Мединського.

Похiдною Лi функцiї u в точцi (t, x) вiдносно векторного поля, заданого диференцiальним
виразом (2) називається границя

(SLu)(t, x) := lim
h→0

1

h
(u(γ(t, x, h))− u(γ(t, x, 0))),

де γ(t, x, h) := (t+ h,X(h)), h ∈ Rn, – iнтегральна лiнiя заданого векторного поля, яка прохо-
дить через точку (t, x).

Вiдомо, якщо iснують похiднi ∂tu, ∂x2ju, ∂x3ju, то (SLu)(t, x) = (Su)(t, x)

Розглянемо об’мний потенцiал, породжений ФРЗК Ĝ,

w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y, x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Використовуватимемо такi властивостi з [2] функцiй Ec:∫
Rn

t−MEc(t, x, ξ)dξ = C, (7)

∫
Rn

Ec(t− θ, x, y)Ec(θ − τ, y, ξ)
(
(t− θ)(θ − τ)

)−M
dy ≤ C(t− τ)−MEc1(t− τ, x, ξ), (8)

де 0 < c1 < c.
Зазначимо, що

Ec(θ − τ,X(t− θ), ξ) ≤ Ec(t− τ, x, ξ), 0 ≤ τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn (9)∫
Rn

(t− θ)−MEc0(t− θ, x, y)Ec(θ − τ, (y1, X2(t− θ), X3(t− θ)), ξ)dy ≤ CEc0/6(t− τ, x, ξ), (10)

∫
Rn

(t− θ)−MEc0(t− θ, x, y)Ec(θ − τ, (y1, y2, X3(t− θ)), ξ)dy ≤ CEc0/12(t− τ, x, ξ), (11)

0 ≤ τ < (t+ τ)/2 < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, c0 < c.

Використовуватимемо далi ще такi позначення: B1
R := {x1 ∈ Rn1 ||x1| ≤ R}, R > 0;

∆
zp
xpf(·, x, ·) := ∆z(p)

x f(·, x, ·), p ∈ {1, 2, 3}, де z(1) := (z1, x2, x3), z(2) := (x1, z2, x3), z(2) :=

(x1, x2, z3).

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови 1 i 2, а непрервна функцiя
φ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, задовольняє умови

|φ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1+γ/2Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, γ ∈ (0, 1]; (12)

∀R > 0 ∃λp
1 ∈ (0, 1), λp

1 <
γ

2mp
∀{x1, z1} ⊂ B1

R :

|∆zp
xpφ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xp − zp|λ

p
1(t− τ)−M−1+λp

2mp

(
Ec(t− τ, x, ξ) + Ec(t− τ, z(p), ξ)

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, λp
2 :=

γ

2mp
− λp

1, p ∈ {1, 2, 3}. (13)
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Тодi функцiя w має неперервнi похiднi ∂k1
x1
w, |k1| ≤ 2, i Sw, для яких правильнi формули

Sw(t, x; τ, ξ) = φ(t, x; τ, ξ) +

t1∫
τ

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(t−θ)
y φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy

)
φ(θ,X(t− θ); τ, ξ)dθ,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, t1 := t− (t− τ)/2. (14)

Доведення. Iснування похiжних ∂k1
x1
w, |k1| ≤ 2, обгрунтовується аналогiчно, як для рiвнянь з

двома групами просторових змiнних.
Доведемо для похiдної Лi формулу (14). При цьому треба скористатись рiвнiстю

SĜ(t, x; τ, ξ;x1) =

( n1∑
j,s=1

ajs(t, x1)∂x1j∂x1s +

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j + a0(t, x1)

)
Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣
y1=x1

,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (15)

з якої на пiдставi (5), умови 2 на коефiцiєнти i нерiвностi

|r|k exp{−c|r|p} ≤ Ck exp{−c0|r|p}, r ∈ R, (16)

в якiй k > 0, p > 0, c > 0, 0 < c0 < c, Ck > 0, випливає оцiнка∣∣∣SĜ(t, x; τ, ξ;x1)
∣∣∣ ≤ C

(
(t− τ)−1 + (t− τ)−1/2(D(x1)) + (D(x1))

2
)
(t− τ)−MEc(t− τ, x, ξ)×

× exp{−c(t− τ)(D(x1))
2} ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t− τ, x, ξ) exp{−c1(t− τ)(D(x1))

2},
0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (17)

де C > 0, 0 < c1 < c.
Розглянемо сукупнiсть функцiй

uκ(t, x; τ, ξ) :=

t−κ∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, 0 < κ < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Запишемо

h−1
(
uκ(t+ h,X(h); τ, ξ)− uκ(t, x; τ, ξ)

)
=

=

t−κ∫
τ

dθ

∫
Rn

h−1
(
Ĝ(t+ h,X(h); θ, y;x1)− Ĝ(t, x; θ, y;x1)

)
φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t+h−κ∫
t−κ

dθ

∫
Rn

h−1Ĝ(t+ h,X(h); θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy =: Jκ
1 + Jκ

2 .
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Знайдемо границi цих доданкiв при h → 0. Маємо

lim
h→0

Jκ
1 =

t−κ∫
τ

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy.

Зробивши в зовнiшньому iнтегралi Jκ
2 замiну змiнних iнтегрування за формулою λ = h−1(θ −

t+ κ), одержуємо

Jκ
2 =

1∫
0

dλ

∫
Rn

Ĝ(t+ h,X(h);λh+ t− κ, y;x1)φ(λh+ t− κ, y; τ, ξ)dy

i

lim
h→0

Jκ
2 =

∫
Rn

SĜ(t, x; t− κ, y;x1)φ(t− κ, y; τ, ξ)dy.

Тому

Suκ(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

SĜ(t, x; t− κ, y;x1)φ(t− κ, y; τ, ξ)dy+

+

t1(κ)∫
τ

dθ

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy +

t−κ∫
t1(κ)

dθ

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy =

=: Kκ
1 +Kκ

2 +Kκ
3 , t1(κ) := (t− κ+ τ)/2. (18)

З властивостей Ĝ випливає

lim
κ→0

Kκ
1 = φ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (19)

За допомогою оцiнок (17), (12) та нерiвностi (8) отримується

Kκ
2 ≤ C

t1(κ)∫
τ

dθ

∫
Rn

(t− θ)−M−1(θ − τ)−M−1+γ/2E2
c (t− θ, x, y)Ec(θ − τ, y, ξ)dy ≤

≤ C(t− t1(κ))
−1(t− τ)−MEc1(t− τ, x, ξ)

t1(κ)∫
τ

(θ − τ)−1+γ/2dθ ≤

≤ C(t− τ + κ)−1(t− τ − κ)γ/2(t− τ)−MEc1(t− τ, x, ξ).

Для оцiнки Kκ
3 запишемо

Kκ
3 =

t−κ∫
t1(κ)

dθ

∫
Rn2+n3

dy2dy3

∫
B1

R

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(t−θ)
y φ(t− θ)(θ, y; τ, ξ)dy1+

+

t−κ∫
t1(κ)

dθ

∫
Rn2+n3

dy2dy3

∫
Rn1\B1

R

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(t−θ)
y φ(θ, y; τ, ξ)dy1+

+

t−κ∫
t1(κ)

dθ

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy

)
φ(θ,X(t− θ); τ, ξ) =: Kκ

31 +Kκ
32 +Kκ

33. (20)
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Для оцiнки |Kκ
31| для x1 ∈ B1

R/2, використовуючи (13), оцiнимо спочатку повний прирiст

∣∣∣∆X(t−θ)
y φ(θ, y; τ, ξ)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∆X(t−θ)
(y1,X2(t−θ),X3(t−θ))φ(θ, y; τ, ξ)

∣∣∣+ ∣∣∣∆(y1,X2(t−θ),X3(t−θ))
(y1,y2,X3(t−θ)) φ(θ, y; τ, ξ)

∣∣∣+
+
∣∣∣∆(y1,y2,X3(t−θ))

y φ(θ, y; τ, ξ)
∣∣∣ ≤ C|x1 − y1|λ

1
1(θ − τ)−M−1+λ1

2m1

(
Ec(θ − τ,X(t− θ), ξ)+

+Ec(θ − τ, (y1, X2(t− θ), X3(t− θ)), ξ)
)
+ C|X2(t− θ)− y2|λ

2
1(θ − τ)−M−1+λ2

2m2×

×
(
Ec(θ − τ, (y1, X2(t− θ), X3(t− θ), ξ) + Ec(θ − τ, (y1, y2, X3(t− θ)), ξ)+

+C|X3(t− θ)− y3|λ
3
1(θ − τ)−M−1+λ3

2m3

(
Ec(θ − τ, (y1, y2, X3(t− θ), ξ) + Ec(θ − τ, y, ξ)

)
.

Далi використауємо (17), (7), (8), (9), (10) та (11).
Для оцiнки |Kκ

32| на пiдставi (12) та (9) отримуємо∣∣∣∆X(t−θ)
y φ(θ, y; τ, ξ)

∣∣∣ ≤ |φ(θ, y; τ, ξ|+ |φ(θ,X(t− θ); τ, ξ| ≤

≤ C(θ − τ)−M−1+γ/2
(
Ec(θ − τ, y, ξ) + Ec(t− τ, x, ξ)

)
.

Далi використауємо (17), (16), (7) та (8).
В результатi для x1 ∈ B1

R/2 матимемо

Kκ
31|+ |Kκ

32| ≤ C

t−κ∫
t1(κ)

(t− τ)−MEc2(t− τ, x, ξ)
(
(t− θ)−1+λ1

1m1(θ − τ)−1+λ1
2m1 + (t− θ)−1+λ1

1m1×

×(θ − τ)−1+λ1
2m1 + (t− θ)−1+λ2

1m2(θ − τ)−1+λ2
2m2 + (t− θ)−1+λ2

1m2(θ − τ)−1+λ2
2m2+

+(t− θ)−1+λ3
1m3(θ − τ)−1+λ3

2m3 + (t− θ)−1+λ3
1m3(θ − τ)−1+λ3

2m3

)
dθ.

Для оцiнювання Kκ
33 скористаємось оцiнкою

∣∣∣∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy
∣∣∣≤ C(D(x1))

2 exp{−c(t− θ)(D(x1))
2}×

×
∫
Rn

(t− θ)−MEc(t− θ, x, y) dy ≤ C(D(x1))
2 exp{−c(t− θ)(D(x1))

2},

яка одержується за допомогою рiвностей (6), (7) i (15), оцiнки (5) та умови 2 для a0. Тому

Kκ
33 ≤ C(D(x1))

2

t−κ∫
t1(κ)

exp{−c(t− θ)(D(x1))
2}dθ =

= C exp{−cκ(D(x1))
2} − exp{−(c/2)(t− τκ)(D(x1))

2}.

З (18), оцiнок Kκ
2 , Kκ

31 + Kκ
32, Kκ

33, спiввiдношень (19) i (20) випливає iснування lim
κ→0

Kκ
j ,

j ∈ {1, 2, 3}, правильнiсть формули (14).
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4 Висновки

Знайденi з допомогою перетворення Фур’є ФРЗК для рiвняння (1) дозволяє довести пра-
вильнiсть формули (14) для похiдної Лi об’много потенцiалу, породженого цим ФРЗК. Наяв-
нiсть двох змiнних виродження рiвняння ускладнило дослiдження у порiвняннi з випадком,
коли змiнна виродження одна. Отриманi результати будуть використанi при реалiзацiї мето-
ду Левi побудови Лi-ФРЗК та класичного ФРЗК для рiвняння з двома групами просторових
змiнних i зростаючими коефiцiєнтами при |x1| → ∞ та незалежними вiд змiнних виродження
рiвняння.
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and Appl. 152). htts://doi.org/10.1007/978-3-0348-7844-9

[3] Ivasyshen S. D., Layuk V.V. Fundamental solutions of the Cauchy problem for some degenerate
parabolic equations of Kolmogorov type. Ukr. Mat. J. 2011, 63 (11), 1469–1500. (in Ukrainian)

[4] Ivasyshen S.D., Medyns’kyi I. P. On the classical fundamental solutions of the Cauchy problem for
ultraparabolic Kolmogorov-type equations with two groups of spatial variables. J. Math. Sci. 2018. 231
(4), 507–526. https:doi.org//10.1007/s10958-018-3830-0.

[5] Ivasyshen S.D., Medynsky I. P. Classical fundamental solutions of the Cauchy problem for ultraparabolic
Kolmogorov-type equations with two groups of spatial variables of degeneration. II. J. Math. Sci. 2020.
247 (1), 1–23. https:doi.org//10.1007/s10958-020-04786-1.

[6] Medinskyi I., Pasichnyk H. Fundamental solution to Cauchy problem for kolmogorov-type equation with
unbounded coefficients that do not depend on degeneration variables. Reports of the National Academy
of Sciences of Ukraine. 2025, (3), 3–16. https://doi.org/10.15407/dopovidi2025.03.003 (in Ukrainian)

[7] Pasichnyk H. Fundamental solution of the Cauсhy problem for the dissipative ultraparabolic Kolmogorov
equation with coefficients independent on variable degeneration. Bulletin of Taras Shevchenko National
University of Kyiv. Physics and Mathematics. 2025, 81(2), 130-137. https://doi.org/10.17721/1812-
5409.2025/2.20 (in Ukrainian)

Надiйшло 26.02.2026

PasichnykH. S. Lie derivative of a volume potential generated by the fundamental solution of
the Cauchy problem for a degenerate ultraparabolic equation , Bukovinian Math. Journal. 14,
1 (2026), 104–111.

Estimates of the fundamental solution to the Cauchy problem have been obtained for a
second-order ultraparabolic equation with two groups of spatial variables of degeneracy and
growing coefficients depending on the time variable and the parametric variable of the main
group of spatial variables. Formulas for the Lie derivative of the volume potential generated
by this fundamental solution of the Cauchy problem have been established. The resulting
expressions can be utilized in constructing the fundamental solution to the Cauchy problem for
a second-order ultraparabolic equation with two groups of variables of degeneracy and growing
coefficients.


